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Mojoj cectupu



HacaoB macrtep pama: Tectuparme HE3aBUCHOCTH Y IIPUCYCTBY I'PeliaKka Mepemha

Pesume: Tema oBor pajia je TecTuparbe HE3aBUCHOCTU CJIYUAjHUX TPOMEHJbUBUX
y IMPUCYCTBY TpeIiaka Mepema. AHaau3upa ce YTHUIAj IPEITKe Meperba Ha MO-
ryhHOCT JleTeKTOBarma 3aBUCHOCTH U3Mel)y JIaTeHTHUX TPOMEHJPUBUX. YBOJU Ce
OJIHOC TIIyMa U CUTHAJIa Koju Mepu ytunaj rpemke. [locmarpajy ce mogamu koju
3a/10BOJbABA]y MPETIOCTAaBKe KJIACUYHOT aJINTUBHOT MOJIE/Ia T'PENTKE MePerba.

VY pamay ce odbpabyjy u yrnopeDhyjy paziuautu tectoBu 3acHoBanu Ha dCov Me-
PH 3aBUCHOCTH, Ka0 U IbUXOBa IPOIIUPEHa Pa3JIMduTUM je3rpuma. Paszmarpa ce
" KopuImiheme MOHOB/bEHUX Mepema PaJIi yoJiarkaBaba yTHUIaja IPEITKe Mepemba.
[Tepdopmance npeoKeHNX TECTOBA Ce PasMaTpajy MPU Pa3JIUuIUTHM HHUBOUMA
3aBUCHOCTHU W PA3JIMYUTO] jAYUHU TIIyMa, 3a KJIaCUIHe U ycMepeHe nogaTke. Hakon
IIpUMEHE MOCTYIIKA TECTUPAarba MPEJIOKEHOT Y OBOM PaJly, OIHCY]y C€ OTBOpPEHa
UTamka 1 Moryha mpomupema peicTaB/beHe MEeTO0JIOTH]€e, Ca ITOCEOHIM OCBPTOM
Ha TIOJ[aTKe KOjU Cy UCTOBPEMEHO onTepeheHu rpemnrkamMa y Mepemy U IeH3ypuca-

bEeM.

KipydyHe peum: cTaTHCTHKA, TECTUPAIbE, HE3aBUCHOCT, T'PEIIKe, JATEHTHE ITPO-

MEHJ/bUBE, IIEH3ypHCalbe, KapakKTepocTuine (pyHKIUje, KOpesalija, KoBapujaruja



Cagpzkaj

1 ¥Ysopn 1
(1.1  Kracw4dan aJUTUBHU MOJIEJT TPENTKE MEPEMHA| « . . « . . . « . . . . . 2
(1.2 OHOC MIYMa& M CHTHAJIA| . . « « « « v v v e v e e e e e e )
(1.3 edununmja u ocooune dC'ov MePE| . . . . . . . ... 8

[2 TecTtoBu HezaBucHOCTHM 3acHOBaHU HA dCov Mepu y CJIy4dajy KOM- |

[  mIeTHHMX mogaTakal 12
2.1 Tecrt 3acHoBan Ha dC'ov Mepu| . . . . . . . . ... ... ... ... 12
[2.2  AyiTepHATHUBAH IMOCTYIAK TECTUPAIBA| . « « « v « o « v o o v oo v . . 16
2.3 Ilpommpera 3acHOBaHa Ha JE3rPUMAl . . . . . o o o« v o v v v . . 20
2.4 Emmupmjcka ctymmjal ... ..o 23

3 IIpummeHna Ha peaJiHMM HoganMal 35
[3.1 3aBucHOCT KPBHOI' MPUTHUCKA W WHJIEKCA TEJE€CHE Mace|. . . . . . . . 36
[3.2  3aBucHOCT KPBHOI IPUTUCKA U YKYITHOT XOJIECTEPOJIa Y KPBH| 38

[4 MoryhHocT npommnpeme TecToBa HE3aBUCHOCTH HA IIE€H3YPHCAHEe |

42

[> 3akJ/py4Jak]| 49

(bubauorpadmujal 51




I'maBa 1

YBOI

Tectuparme HE3aBUCHOCTU CJIyYajHUX IPOMEHJ/bUBUX j€ jeJlaH 0/l OCHOBHHUX IIPO-
OJileMa caBpeMeHe CTATUCTUYKE aHAJM3e U UMa IPUMEHY yV PA3/IMIUTUM HAYIHUM
odJracTrMa, Kao MITO Cy MEIUITNHA, EKOHOMIja U MAIIHMHCKO yieme. OHO nMa 3Ha-
YajHy yJIOTY y U3TPAIbU CTATUCTUYKUX MOJIesia U u3dopy mpoMmensbuBux. Kiacua-
He Mepe 3aBUCHOCTH, roiryT IlupcoHoBor Koeduimjenta Kopeiaiuje, cy edpukacHe
YV OTKpHUBalby JIMHEapHE 3aBUCHOCTHU, aJId y IIPUCYCTBY HEJIHWHEAPHE HWJIX HEKOI'
CJIO’KEHUjer ODJIMKA 3aBUCHOCTU YECTO Tperre. 300r TOra je pa3BhjeHa ajJTepHa-
TUBHaA MeTo/ia 3acHoBaHa Ha dC'or Mepu 3aBUCHOCTH, KOja Ce MOKe ITPUMEHUTH Ha

Pa3/inauTe TUIIOBE IIOJaTaKa 300r Jera 4uHN HU3Yy3€THO IIOT0AaH aJiaT.

Y NpakTUYIHUM TpUMEHAMa aHAJIN3e MOJaTaKa JecTO Ce jaB/ba 3HadajaH Mpo-
OJieM Tperraka y Mepery. ¥ MHOTUM PeajHUM CATYAIFjaMa IPOMEH/bUBE OJ UHTE-
peca uuje Moryhe HerocpeHo mocMarparu, Beh cy gocTyIine caMo lbIXOBE H3Mepe-
He BpeJIHOCTH, Koje cy onrepehene rperkama. OHe MOr'y HACTATH U3 PA3IUIATUX
pasJiora, Kao IITO Cy MEPHU UHCTPYMEHTH KOjU HUCY JIOBOJHHO IPEIU3HU, yTUIIA]
OKpY?Kerha, HAUNH TPUKYILbatha WA CKJIAIUIITEHha MOIaTaKa U JYIACKH (hakTop.
Y wnanky [9] je ommcan mpodsieM rpeniaka y Mepemy y MEIUIMHCKAM HCTPaKI-
BambUMa.

[IpucycTBO OBaKBUX Tpelnraka MOKe HaApyIIUTH CTPYKTYPY 3aBUCHOCTH U3MeDy
IPOMEHJBUBUX O] 3HAYA]ja, IITO JIOBOJH JI0 IPUCTPACHUX OIEHA U HETIOY3IaHUX 3a-
KJbydaKa. 300T Tora je moTpedHO MOIMMUKOBATHA CTAHJIAP/IHE TECTOBE HE3aBUCHO-
ctu. Ca 1ubeM IpeBa3mIazkKera, OBOT IIPodJIeMa, MPEJJIOKEHE CY MOIUMUKAIIIje

kitacuuanae dCor mepe.
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['pemka y mepemy ce MoxKe JepUHHCATH KAO pa3jinKa CTBapHE U H3MepeHe

BpesiHOCTU TIpoMensbrBe. [locToje /1Be BpcTe rpemnraka y Meperby:

® crucTeMaTcKa I'DeIKa,

e CJIyvajHa I'DEIIKa.

3a paz/imKy OJi cJIydajHe I'PelIKe CHUCTeMaTCKa T'PeIKa IPeJCTaB/ba MPEIBH-
JIMBO OJICTyTame oj1 crBapHe Bpeanoctu. OBaj pas he dutn nocsehen ciydajanm
rpenrkaMa y Mepemy, U TO KJaCHIHOM aJIMTUBHOM MOJIEIy T'PEliKe Meperma, pas-

marpasom y [11] u [].

Ocum mpodsieMa Trperraka Mepema, y aHaJu3d I0/aTaKa Ce YecTO jaBba U
IpodJIeM TEH3YPUCAHUX IOJaTaKka. 300T TOra IOCTOju HMOTpeda 3a TeCTOM KOju y
003Up y3UMa U IPEIIKe Mepema U IeH3ypHUcaHe rnojaTke. TakBU ciIydajeBu ce MOTry
JaBUTH Y MEJUITMHCKAM UCTPaKNBAIMA.

Y pagy [6] uzmoxken je mpodiiem TecTHpara HE3ABHCHOCTH CJIyYajHUX BEJINIH-
Ha KaJia IIOCTOjU CJIydYajHa T'PEIIKa Y Mepemy U OINCAH je MOCTYIaK TeCTUPaha
zacuoBan Ha dC'0v Mepu 3aBUCHOCTH. AyTOPH YBOJIE TPETIIOCTABKY O JOCTYITHOCTH
IIOHOBJbEHOT Mepemba. [Ipommupema dC'ov Mepe pa3aInauTuM je3rpumMa cy oopaheHa
y [4]. Tectupame y ciayuajy kaja nojarke ucToBpeMeHo norahajy nensypucame u
IpeIiKe y Mepemby joIll yBeK Huje JerabHo odopaheHo y smreparypu. ¥ [3] je mar
MoOJIesT Koju onmucyje Takee mogarke. [pumena dCov mepe 3a TecTuparhe HE3aBU-

CHOCTH IEH3YPHUCAHUX TI0j1aTaka je odpahena y pauy [5].

1.1 Kuiuacu4yaH aguTUBHU MOJeJI I'pelllKe Mepemnha

Heka cy X € R? u Y € R? npomensbuBe o uarepeca, a U € RP u V € RY,

PeIOM, U3MepEeHe BPEeIHOCTU TUX IIPOMEH/bUBUX. AKO BarKu
U=X+-¢,

V=Y+4

e je € € RP nesasucua o1 X, a 0 € R? nesasucna ox Y u E(e) = E(J) =0, onga
ce paJiu O KJIACHIHOM aJINTUBHOM MOJIEJy TDeIlKe Mepea, IJe Cy € U O TPeIIKe.

Heka nasbe Bake ciienehe mpermocraBke:
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1) € u 6 cy mezasucue oz (X,Y);

2) € u J cy He3aBUCHE;

4) rperike y Mepemy HUje MOryhe HelmoCpeHO MOCMATPATH;
5) X u Y He Mopajy outn He3aBuCHe.

Y roTOoBO CBHUM €MIUPUjCKUM UCTPAKUBABUMA IIOCMAaTPaHe TPOMEHbIBE TIO/I-
JIEXKY ofpeDeHOM CTeIleHy TpeIiKe Meperma. ¥ KOJUKO TMOCMaTpaHa MTPOMEH/bUBA
y3UMa, BPEJIHOCTU U3 HEIPEKUIHOT CKYyIa OHAa He MOYKe OMTU U3MEpEeHa Ca alco-
JIYTHOM TA4HOIINY. Y3POK TOME Cy MePHU MHCTPYMEHTHU KOjU UMAajy OrPpAaHUYEHy
MIPENU3HOCT. Y MPAKCU CBAKO MEPEhe MPEe/ICTaB/ha AlPOKCUMAIIA]y CTBapHE BPE/I-
HOCTH, & Jeo uHdopmaruja ce ryou. Koja MHOrmX WMHCTpyMeHaTa je IIPUCYTHO
3a0KpYy’KHUBaIbe, OJHOCHO JMCKpeTu3alnja, pesyiarara. laja mojaTke He omucyje
KJIacHYaH aJINTUBHY MOJIEJI I'pellike Mepera Beh momes odsmka U = R(X +¢€), rue
je R(-) dynkmmja muckpernzarmje. Ha npumep, BrCcHHA Y0BEKa MOXKe y3eTH OUIIO
KOjy peaJiHy BpeJIHOCT u3 ojipeheHor maTepBasia, JOK MEpPHU WHCTPYMEHTU OMO-
ryhaBajy mepeme camo ca orpanndenom npenu3northy. CJIudHO BaXKu 3a TeJIeCHY
TeXKUHY, KDBHU IPUTUCAK, HUBO IVIyKO3€ Y KPBU, KOHIIEHTPAIIN]Y XOJI€CTEPOJIa UIN
temmeparypy. Mepemwa Bucuue, Te:KWHE U KPBHOT IPUTHUCKA IIPEJICTAB/bA]Y KOM-
OMHAIM]y JIUCKpeTu3allje U aJINTUBHE TDEIIKe, CJIy4dajHe I'DeIKe MOTY HacTaTh
300r ToJIOXKAaja TeJla U IIaBe, TOMepamha NCIUTAHNKA TOKOM Mepema, Pa3InduTor
OYnTaBamka CKaJie OJi CTpaHe MEPHOT JINIA, HECTAOWJIHOCTU IOJJIOTe KOJ Mepe-
Iba BUCUHE U TEXKUHE U JUCAHe TOKOM Meperba, IMOJI0XKaj PyKe, KA0 U TPEHYTHOT

HCI/IXOCbI/ISI/I“IKOI‘ CTalba UCIIUTaHUKa IIPUJIMKOM MeEpe€iba IIPUTHUCKA.

OcuMm y MEUIMHCKUM U OMOJIOMIKUM UCTPAKUBAHUMA I'PEIIKe MEPEeha ce MO-
Iy jJAaBUTH U y APYTHM OdJacTUMa. Y €KOHOMUJU Ce jaBJbajy MPH MPOIEHN JOXOTKA
nomahmHCTaBa, TOTPOIIHE, TPKUIITHE BPEIHOCTH HEKPETHWHA, IMPUHOCA (PUHAH-
CUjCKUX WHCTpyMeHaTa win undaamnuje. I'perike Hactajy y pu3muium npu Mepemy
BpeMeHa, Op3WHe NN eJIEKTPUYHOT HAIIOHA; HABUTAIUjU IIPU O/IpehuBamy KOOp/iu-
Harta omohy GPS ypehaja; MeTeopoJIOrnju Ipu Meperby TeMIepaTpe, BIaKHOCTH

Baz/lyxa U Op3WHE BeTpa.
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CBako Meperme nMa OrpaHuYdeHy MPENU3HOCT U MOJJIOKHO je CIIy9IajHIM OCITU-
JlanjamMa MHCTPYMEHTa, YTUTIA]y OKOJIMHE U JbYJICKOM (DAKTOPY IMPUJIMKOM MEDPEHha
WM yHOCA TojaTaka. Jlarenraa (crBapHa) BPeIHOCT TPOMEH/bUBE OCTaje HEITO3HA~
Ta, & MO3HATA je TIOCMATPaHa BPETHOCT KOja CAJIPXKU T'DEIIKY. Y KOJIUKO Ce MOXKe
cMarpaTu jJa je edekaT 3a0KPYyKUBaha MaJi Yy Topehery ca OCTaJIuM U3BOPUMA
BapUjadMIHOCTH TIOJAINA C€ MOTY YKJIOTMUTH Y KJIACHYaH aJUTUBHUA MOJEJ T'PEIKe
Mepema. Jlakie, KIacuIHu aJIuTUBHU MOJIEJ IIPEJCTaB/ba J00PY aIPOKCUMAIIH]Y

3a Mepema KOJ KOjuX je je pe30sylinja HHCTPYMeHaTa JOBOJbHO (hUHA.

yCMepeHI/I THUIIOBUM IIoJaTaKa

Yemepenu moany MpeicTaBibajy MocedHy BPCTY TOJIaTaKa Yuje Cy BPEITHOCTH
npaBiu wian opujentaruje. OHE ce jaB/bajy y 0OJacTHMa OPOJHUX MPUPOIHUX
HayKa.

Y ciy4ajy JBOIMMEH3MOHATHUX YCMEPEHUX IoJaTaka (IUPKYJIapHUX II0/IaTa-
Ka) IpaBall] ce 9ecTo Omucyje yrioMm 6, Koju ce MOxKe IPEeJICTABUTH jeMHUTHUM
BeKTOpOM (cos,sinf). Ananmsa ycMepeHHX ITOJaTaka Ce 3aCHHBA HA MMOCEOHUM
CTATUCTUIKUM MOJIEJIMMA U MeTojiaMa, 300r muxoBe mnpupojie. [loctynmu Tectupa-
ha HE3aBHCHOCTHU OIMCAHU Y OBOM IIOIJIABJBY Ce€ MOTY IPUMEHUTH U Ha yCMepeHe

THUIIOBE II0JIATAKA.

Kracnaan aITuTUBHI MOJIETT T'PEITKE MePerha Ce MOYKe YOIIITUTH U Ha yCMepeHe
tunose nojataka. Heka cy X u Y jlaTeHTHE MPOMEH/bUBE MUPKYIAPHOT THUIIA, & €
u § omroapajyhe rperke y Mepemy, Koje cy Takohe nupkysrapHor turma. ATuTuBHA
MoO/IesI ce nedUHUIIIe ca

U= (X+¢) mod 2m,
V= +6) mod2m,
e cy U n V nocmarpane TpOMeHJbUBE, & CadUpaIbe ce BPIIU 110 MOY/IY 27.

Buiire o yemepeHnM TUIIOBHMa TIOIaTaka ce MoxKe nmpounTtaru y [7], a y HacraBky

je JaT mperyiei HeKuX O] Haj3HA4YajHUjuX IMUPKYJIApHUX paclojesia Koje he doutu

KOpHIITNEeHe Y CUMYJIAIIjaMA.
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®on MwuzsecoBa pacmnojeJa

JeaHa o)1 HajIO3HATHUjUX IUPKYJIAPHUX pacioaena je ¢don Muzecosa pacmojesna

ca napamerpuma p € Ru k > 0, VM (u, k). Bbena dyukiuja rycrune je jara ca:

1

— K cos(z—p) c .
—27rI0(f<a)€ ,z2€la—ma+m),

f(2)

1 ™ xcosf
~Jo e cos (v0)df tpescraBiba

MmoaudukoBany BeceoBy dyHKINjy IpBe BpCTe pejia v, Kaja je v 1eo 0poj.

3a Ouso kKojy BpemnocT a € R, rme [,(x) =

ObGaBujeHne pacmogeJie

Hexka je Z* ciydajua mpoMeH/bHBa KOja y3UMa BpPeJIHOCTH U3 ckKyla R u umja

je dyuknuja rycrune f*. Tama je ca
Z = 7" mod 27

neduHrCcaHa CIydajHa MTPOMEH/bUBA KOja HAcTaje 0daBUjabeM Z* OKO jeIMHUYHE

Kpyxkunrie. ['ycTuna pacmojiesie TpoMeH/bUBE Z je JlaTa Ca:

+00
FO)= > f1(0+2kr), 0 € [0,2m).
k=—0oc0
Heku oy npumepa cy obasujena Hopmaana WAN (u,0?) u odasujena Jlammacosa

pacrogesnia W L(u, b).

1.2 OpagHoc urymMa m curHaJjia

Opnnoc myma u curnana NSR (ox enrn. Noise-to-Signal Ratio) npencraBiba
oJlHOC jaunHe myma u jadumne curnasia. Heka je U = X + ¢, tne X mnpejcrasiba
CHT'HAJI, & £ IIPEJICTaBba, Iy M.

YKOIMKO ce pajid 0 KjacuIHuM (JmHeapHuM) mogarmma NSR ce padyHa Kao:

E(g?)
E(X?)

NSRy =

YKOJIMKO ce mocMaTpajy yemepenn (kpyzkuam) mogarmu N SR ce padyHa Kao:

1—-R.
1—- Ry

NSRy =
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Besmunna Ry ce HasuBa cpejiba JIy>KUHA pe3ysTaHTe (WM KOHIEHTPAIUMOHM
napamerap) u jedunucana je ca Ry = |E(e'?)| 3a ciyuajuy Beqmauny ycMepeHor
tuna /. Kpyxuna mucnepsuja ciydajue Bejuuune Z ce jpedunuire kao 1 — Ry.
Yrorpedbom Ojepore dopmyste cpemba Iy KIUHA Pe3y/ITaHTe ¢ MOKEe U3PA3UTH Y

caeseheM OOJIUKY:

|E(e')| = |E(cos Z +isin Z)| = \/(E cos Z)? + (Esin Z)2.
Cayuyajua Benmunna Z jeduHncaHa Ha cjiefgehn HAUUH

X, p,
Yal — D,

7 —

[pEJICTaB/ba MEIIaBUHY cirydajunx BeamanHa X u Y ca BepoBarHohom p € [0, 1].
Osaksa pacrojiesia ce o3Hadasa ca Z ~ Mix(X,Y,p). Yroauko Z uma pacrojiesry
kiacuunor tTuna axu EZ = pEX + (1 —p)EY u EZ? = pEX?+ (1 —p)EY?, a

YKOJIIKO UM& PACIIOJIENTy YCMEPEHOT TUIIA BayKHU:
[B(e')| = [pE(e™) + (1 = p)E(e™))
= |pE(cos X) + (1 —p)E(cosY) + i(pE(sin X) + (1 — p) E(sinY))]
= /(pE(cos X) + (1 — p)E(cos Y))? + (pE(sin X) + (1 — p)E(sinY))2.

Y HacTaBKy ce HaJia3e IPUMEpPH PACIIoJIesia KpyzKHOT Tula Koje e ce jaBibarn
y cuMystanmjaMa ca hopMyIaMa 3a padyHame CPeIIbe JAy2KUHe Pe3yIITaHTe.
1) Heka Z ~ VM (u, k). Taga Baxmn:

Il(li)

E(cosZ) = COS [,
( ) To(n) "5

. I, fi) .
FE(sinZ) = sin (.
(sin Z) To(r) K

Benuanna Ry ce pauyHna Kao:

o R R = R I N

rjie ce 3a 3ajaTu napamerap k speasoctu Io(k) u I (k) MOry u3padyHaTH O3UBOM

dbyukumje bessell(z,nu) y R—y.
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2) Heka Z ~ Miz(X,Y,p), tne X ~ VM (u1,k1), Y ~ VM (u, ke). Tana

2
sin ,uQ) .

Ry =

N—
~
N—

\/(pﬁézs cos 11 + (1 —p) 2&23 cos m) + <p2§2) sin iy + (1 — p) I;E:z

~—

Ba u = p2 =0 je

Ba py =0, po = 5:

o= [ (1Y
3a p1 =0, pg = m:

Il(ﬂl) Il(lig)
pfo(/ﬁ) - (1 _p)IO(K/Q)

Ry = ‘ _ IpRx — (1— p)Ry|.

02
3) Heka Z ~ WN (1, 0?) u neka je p = e~ 2. Tajia ce nokasyje j1a BayKu:
E(cos Z) = pcos ,

E(sin Z) = psin py,

oJlaKJIe CJe/IN JIa je :

Ry, = \/p2coszu+p28in2u:p.

Hekasna ce y sureparypu ymecto osHake Z ~ WN(u,0?) Kopuctu um o3zHaxa
Z ~WN(u,p).

4) Heka Z ~ Miz(X,Y,p), tne X ~ WN (u1,p1) Y ~ WN (u2, p2). Tana

Rz = \/(pp1 cos iy + (1 — p)pa cos j12)2 + (ppy sin iy + (1 — p)pasin o).
3a u = p2 =0 je
Rz =pp1 + (1 —p)p2 = pRx + (1 — p)Ry.

Ba puy =0, pp = 3:

Rz =/ (pp1)* + (1 = p)p2)* = v (pPRx)* + (1 = p) Ry ).
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Ba pu; =0, gy =m:

Ry = |pp1 — (L —p)p2| = [pRx — (1 — p)Ry|.

5) Heka Z* ~ L(u,b) u vexa je Z = Z* mod 27. Taga Z ~ W L(u,b). Ako je

N =

* mod 27 Tajia 3a cBako z* € R mocroju jeauHCTBEHO k € 7 TaKo Jia BaXKu

2
2* = 2+ 2km. Uz e ZH27) = ¢iZe2km — ¢iZ(cos 2km + isin 2kw) = €'Z chemn

N

Ry = |B(e?)| = |B(eZ )] = |B(e)

bl

I1a ce padyHame Cpe/ihe JIyKIHe Pe3yJITaHTe 3a odaBujeHy JlamracoBy pacmnojieiry
CBOJIM Ha padyHalbe KapakrepuctudHe pyHKIHje y Tauku ¢ = 1 3a oarosapajyhy

JlanacoBy pacnogeny. OyHKIMja T'YCTUHE pacIiofieie CIydajHe Z* BeJIuduHe je
1 _lz—p]

nara ca: f*(z) = e~ v,z € R. Taza je:

i +00 ez’;c gl 1 Iz P— +o0 io 2=t
bz (1) =E(e"” ) = —e b dr=— e dx + e’ dx
oo 2b b \J_ o i

o0

ei# /O o ® /+oo o, > eiu </O o +o00 .
= o7 e rdr + e hdr | = — em(”b)da:‘i‘/ ") dy
2b < —00 0 2b —00 0

e (1 1 e (p—i oy et 2 1
= — R — — — :__:ezu ,
20 \i+1 i—1 20 \z+1 5 +1 2 140 1+ b2

o Rz = 6% | = wle| =

Jledununnmja oaHoca IIyMa U CUTHAJIA C€ MOYKE YOIIITUTH Ha BUIIEIUMEH3UOHE
ciyudajue Bemante. Heka X = (X, ..., X;), € = (€1,...,€5) € R® rze je s > 1. Tazga
je

NSRy = [NSRy,|;_4,

rme jeU; = X, +¢,3ai=1,..,s.

1.3 dedunumnuja u ocodune dCov mepe

Y craructunm dCov (ckpaheno oj enr. Distance covariance) mpejcraBiba Mepy
3aBHCHOCTH ciiydajHux BeKTopa X € R?P m Y € RY, koju He Mopajy OUTH HCTHX
numensuja. [lupconos koedurujenT kopenanuje neduHucan ca:

~ Cov(X,Y) E(XY)-E(X)E®Y)

P(X,Y) = )
Ox0y 0x0y




I'nasa 1. YBOJT

Ije Cy ca Oy W Oy O3HadeHa CTAaHJIAP/HA OJCTylama oJroBapajyhmx ciydajHux
BeJIMYNHA, TPEJICTaB/ha KJIACUIHY Mepy 3aucHocTu. OBa Mepa je oceT/buBa Ha
JINHEAPHY 3aBUCHOCT JIBE CJIyYajHe ITPOMEHJ/bUBE, aJii Huje e(pUKACHA Y OTKPUBAY
HEKOT' CJIOZKEHHUjer OOJIMKA 3aBUCHOCTU. 300T' TOTa je HacTaja IMoTpeda 3a MepOM
koja he mpesasuhn oBaj Hemoctatak. Kao pememe Tor npobaema y pamy [10] je

rojnae mpeyoxkena dCov mepa.

Hedbununmja 1 Hexa cy X u'Y apomennuse og untuepeca u nexa cy (X1,Y1) u

(X5, Ys) nesasucne xouuje uapa (X,Y). Taga je ca:

dCov*(X,Y) = E(||X — X|[[|Y = Yi|) + E(/|X — X[ DE(|]Y — Yi[])
—2E(|[X — Xy[|[|Y - Y2l[)

gepunucana dCov mepa 3asucHoctiu usmehy cayuajrur apomernsrusur X u'Y .

[Tomohy jemnaxoctu E(||Y —Yi||) = E(||Y —Y3||) ce moxe uzBectn Besa usmel)y

kiacnaue [lupconose koBapujaruje u dCov mepe:

dCov*(X,Y) = Cov(||X — Xu||, [[Y = Yi||) — 2 Cov(||X — X[, [|Y" — Yal]).

Anreprarusno, dCov Mepa ce MoxKe J1e(OUHUCATH KAO:

dCov*(X,Y) = / loxy)(t, ) — ox )y (s)Pwi (t) wa(s) ds dt, (1.1)

RP JRY

e ¢y oyt s) = Bl Xt 0w (t) = Bt X u gy (s) = Be™ Y xapakrepu-
cruane dynkumje a wy (t) = I (£2) (28 [¢|P) L mws(s) =T () (w2t ||s|[1+) !
TeXKUHCKE (DYHKIH]E.

Y HacTaBKy je MOKa3aHO Jia Cy Jiare jeduHuIrje ekBuBajeHTHe. EyKanicka
HopMma ce momohy @ypujeoBe TpauHcdopMaIije MOXKe 3allUCATH Y OOJIUKY:

1— th
||| :/ %Mdt, z € R,
RP [I£][7+

re je ¢, = F(#)W’HTP. Kako je ¢, ||t||7P ' sin (t"z) nenapna dyukmuja na RP

1— itTx
nyy:/ S itz eRP.

C
re [P

BaZzKW:

Opnarite caemu na je:



I'nasa 1. YBOJT

(1 = 01 1Y = Yil) e X0 [ e 2
E(||IX — X.|||lY —Y1||) = E /c—dt/c—ds
N [ WL N

/ / Xy (g e@-swm))) w1 (t)ws(s) ds dt
Rr JR4

= / / E 1 — T X=X s TV eitT(X_Xl)eisT(Y_Yl)> wi(t)wa(s) dsdt
Rr JRY2

= [ [ = lox@F ~ler (o) + o (e, ) dss,
Rr JRY9

rue je wi(t) = HtHHp 1 wo(s) = Hsﬁ—‘{ﬂ, a apyra jegHakoct je nociemuia Pydu-
HHjeBe TeopeMe.

Caununo,

E(||X — X DE([Y — i)
/Rp /Rq (1= Jox(®)?) (1 = |y (s)]?) wi(t) wa(s) dsdt,
E(|X — Xu|l[]Y - Yal])
_ / / (L= lex®F = lev(9) + R (o0t s)ex v (5))
w1 (t) wa(s) dsdt,
na je
dCov

/RP /R (1= lex ) = lev (s)]* + oy (¢ 9]
F 1= lpx (OF — lpr (9 + lex () Ploy (5)F

— 24 2|px ()] + 2|y (s)P — 2R (@(X,Y)(t, 8)<PX(t)<PY(S)>)w1(t) wa(s) dsdt

N /R | lpoxn (t:8) = ex By (5) P (8) was) ds dt.

Hedbununuja 2 Hopmaruzosana eéepduja dCov ce mootce gepunucattiu ca:

dCov?(X,Y)

dCor?(X,Y) = dCov(X, X)dCov(Y,Y)’

10



I'nasa 1. YBOJT

Heke Baxxkne ocodune dCov Mepe U mbeHe HOPpMAJIU3aIfje Cy:
1. dCov?*(X,Y) > 0;

2. dCov(X,Y) =0 <= X n Y cy He3aBucHe;

3. dCor(X,Y) € [0,1];

4. dCor(X,Y) =0 <= X u Y cy nesasucte.

pyra ocobuna je najznauajuuja. Ona cienn n3 odbsmka ((1.1)).
Takobhe, ona MOXKe OTKPUTHU U JIMHEAPHY U HEJIUHEAPHY 3aBUCHOCT, a HE 3aXTeBa
na X m'Y Oyny ucre nuMenswuje.
Ykonuko cy X n Y mpoMeH/bUBe MUPKY/JIAPHOT THIIA OHE Ce TPUMEHOM TPaHC-
dopwmaruje
0 — (cos@,sin6)

MOT'Y IIPeJICTABUTH Kao JBOKOMIIOHeHTHH BekTopHu y R2. Ha THM BEeKTOPCKHM pe-
npe3eHTaIjaMa ce Moxke nmpumennTu dCov, ma ce 300 TOora MUPKY/JIAPHU TI0IAITN

MOI'y YK/bBY4YUTHU Y UCTU OKBHUD KaO U KJIaCHUIHH.

11



I'maBa 2

TecToBuU HEe3aBHCHOCTU 3aCHOBaHU
Ha dCov mepu y ciay4ajy

KOMIIJIETHHNX IIOJaTaKa

Y oBoMm moryiaB/by he OUTU TPEICTAB/bEHE METOJE TEeCTHUParha HE3aBUCHOCTHU
zacHoBane Ha dCov Meph, KOje ce MOr'y NPHUMEHHTH Ha KJIACUYIHE U yCMEpeHe
TunoBe nojaraka. Ocum Tora, duhe mpeacTaB/beHa W MPOIIUPEHha, PA3TUIUTAM je-
srpuMa. Ilepdopmance mpeioKeHX TeCTOBa ce Ha Kpajy aHAJU3UPAjy U Iopee
KpPO3 CUMYJIAIIMOHE CTyuje. 3a MMILIEMEHTAIN]y TeCTa €€ KOPUCTU MEePMYTalll-
oHa dyrcrpen Merosa (eHr. bootstrap) koja he y najbem TeKCTy OWTH JieTasbHUje

o0jarmeHa.

2.1 Tect 3acuoBaH Ha dCov mepu

Heka cy X = (X1,...,X,) e RPuY = (V1,...,Y,)" € R? narentnu ciayuajun
BEKTOPHU KOjU Cy KOHTAMUHUPAHU TPEIIKAMa MPUIUKOM Mepema. ¥ TOM CIIydajy

ce He Moxe jqupekTHo nocmarparu (X,Y), Beh (U, V), rue je
U=X +e¢, V=Y+§,

a ciaydajun Bektopu € € RP u § € R? npeacraBibajy I'pelike y Mepemy, Koje ce
He MOTY JUPEKTHO IToCMaTpaTh. JlaTeHTHe MpoMeH/bUBE Ce Ha3WBajy CUTHAJIOM,
JIOK ce I'pelrnke Ha3uBajy myMoM. Heka Bake mpeTnocTaBKe KJIACHIHOT aIUTUBHOT

MOJ€eJIa I'pelIKe Mepemba.

12



I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

[Iusb je TecTupame Xunorese

Hy: X nY cy nezaBucue,

IIPOTUB

H, : X u Y nucy nesaBucwue,

Ha ocHoBy npoctor ciaydajuor yzopka {(U;, Vi) bizi . n.
Hexka cy px, ¢y 1 @(x,yv) KapakTepuctudne bynkimje o1 X, Y u (X,Y), pegom.
Amnasorno, ¢y, ¢v 1 @,y) cy Kapakrepucruune dyuknuje on U, V u (U, V), a

Y- U s Cy KapakTepucTudHe dbyHKIuje o € u §. [log HyJITOM XUIIOTE30M BarXKu
oxy)(t, ) = ox(t)py(s), 3aVt € RP, s € R?,

OIHOCHO
/ ot 8) — ox ()y () wn (E)won(s) de ds = 0, (2.1)
Ra Rp

rje ¢y wi () u wy(+) mosuruBHe TexkuHCKe BDyHKIMjE, TakBe Ja je uarerpas u3 ([2.1)
JT00pO JeduHICAH.
N3 ocobuna kKapakrepucTudHe (pyHKIHje, 3a MPETIIOCTAB/bEHU MO BaXKHU

caenehe:

wu(t)
pv(s) =
YA (t,s) = OX,Y) (t,s) pe(t) ps(s), 3a Vt € RP, s € R

SOX(t) (pe(t)a 3a Vt € Rp,
oy (s) ps(s), 3a Vs € RY,

Heka naspe Bazke mpermocTtaBke ja je p.(t) Z03aVt € RP u ¢s(s) #03aVs €
R?. Tama ce mnTerpas ca Jepe crpane jeanakocru (2.1) moxke rpancdopmucaTu

Ha Cﬂeﬂehl/l Ha4YUH:
/ o (t:8) — px (y () (Fn(s) dt ds
R4 RP
:/R i [ (t, 8)p=(t) 05 (s) — @u(t) o= () ev(s) @5t (s)]? wi(t)wa(s) dt ds

- /Rq - lpwvy(t,s) — ou () ev(8)* (wi(t) |t ()]?) (wals) @5t (s)]?) dt ds.

Axo ce w1 (+) u wy(-) nedunurnry ca
Gi(t) =il (O 1 Ba(s) = wa(s)]ws ' (s)

13



I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

jemnakocr ([2.1)) ce moxe 3amucaTu y odJuKy

/Rq . o (t,s) = u(t)pv(s)[* @i (t) s (s) dtds = 0. (2.2)

Kako wnterpaJsm us " UMajy UCTHU OOJIMK, & PA3JIMKyjy ce caMo II0 ap-
I'yMEHTUMa, BayKi 3aKOH WHBapujanTHoCcTH. CyITHHA 3aKOHA WHBAPUJAHTHOCTH, Y
OBOM CJIy4ajy, je y TOMe Jla Ce 3a TeCTUPame HE3aBUCHOCTH HE MOPAa]jy PEKOHCTPY-
ucaTu JIATEHTHE MPOMEHJ/bUBE, Beh Cy JOBOJbHE IMOCMaTpaHe ITPOMEHJbUBE, KOje
caJipKe U T'PEIKe Mepemba.

Mozke ce ojadpaTu crerujajgan 00JUK TEXKUHCKUX (PYHKIII)a

- 1+ 1ip 1~ 1+ 1tq _
1)) = (52 21 Bl =1 (L5 (2

TaKO /13 BaxKU:

dCov*(U,V) = / lpw vy (t,8) — oo (t)pyv(s)|” @1 () @a(s) dt ds. (2.3)

Re2 JRP

Cneneha Teopema mokasyje Ja ce mH@OpPMaIdja O HE3ABUCHOCTU JIATEHTHUX

[IPOMEHJbUBHUX He T'YOU HU y MPHUCYCTBY I'DEIIAKa MepPerba.

Teopema 1 Hexa je E(||X||+||Y]|+]le||+]]d]]) < +00 y Kaacuurnom aguimusrom
MOGeny Tpewke Meperva.:
U=X+¢e, V=Y+9,

79€e Tpewrke mepera € u 0 3ag080Ha8aTY YCAOBE:
() #£0, VteR,

ws(s) #0, VseRI.

Taga cy cayuajne apomennuse X u Y Hezasuche axo u camo aKo je
dCov?(U, V) = 0.
Zloxas. Ilo3naro je ma Baxku ciiefgeha eKBUBaJICHIINja:
dCov?(U,V) =0 <= U u V cy He3aBuCHE CJIydajHe BEJHIUHE.

36or Tora je m0BOJbHO MoOKa3aTu jJa cy X u Y He3aBucHe akko cy U u V He3aBuche

cydajHe IpoMeHsbrBe. Kako cy y KJIaCHIHOM a/IMTUBHOM MOJIEJTY TDEIIKE MePemHa

14



I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

MeDycodno HesaBucHe, n3 nHezapucHoctu X u Y ciaenn wHesasucuoct U u V. Ocraje

nokazaru maa u3 mesasucHoctu U u V cienn mesasucuoct X u Y.

Heka cy U u V He3aBucHe ciiydajHe BeJmdnHe. 1ajia BaxKu:

ex.x)(t,s) = ey (L, s)ps ' (t)es ' (s)
put)pv(s)es (t)es ' (s)
pu(t)p= (v (s)es (s)
ex (v (s),

olakie ciaeau da cy X W Y He3aBUCHE C/IydajHe BeJMYHHE, YUMe je TeopeMa

JIOKa3aHa. ]

[ToxkespHO je meduHMCATH MEPY CTENeHa 3aBUCHOCTH KOja y3MMa BPETHOCTHU W3

uarepsaia [0, 1] . U3 nejeanakocrn Kommu-IIBapra ciemn:

dCov?*(U, V) < dCov(U,U) dCov(V, V),
I1a OU MPUPOJIHO OUJIO TOCMATPATU HOPMAJIU3AIIN]Y

dCov3(U, V)
dCov(U,U)dCov(V,V)

€ [0,1], (2.4)

KOja jocTrke BpemHocT 1 Kaja cy npomensbuBe U u V' jnuneapno 3aBucHe. Miak
b Huje Mepeme HezaucHoctu u3dMehy U u V', Beh uamehy X u Y. Yak u kama
cy X u Y mormyHo JIMHEApHO 3aBHCHe, HOpMaJin3oBaHa BesmdnHa ((2.4) He mMopa
jgoctuhu BpeJHOCT 1, jep Tperke yTudy Ha JUCIIEP3Ujy TPOMEH/bUBUX. BpenocTu
dCov(U,U) u dCov(V,V) He ommcyjy aucrepsujy JATEHTHUX MPOMEHJbUBUX. Taj
IIPOOJIEM Ce MOK€ PEIIUTU YBOhHEHmEM ITOHOB/HEHUX MEPEIHA.

[IpermocraBrba ce na je MOCTYIHO TOHOB/beHO Mepeme mapa (U, V) koje o3na-
gaBamo ca (U, V') u Koje 3a10B0o/baBa IPETIIOCTABKE KJIACHIHOT 3 INTUBHOT MOJIEJIA

TpeITKe MepPema:

U=X+¢,

V=Y+39,
rae cy € € RP u § € Re rpelnike HacTaje IPUJINKOM JIpyror mepema. IIpermocra-
BJba Ce€ W Jia Cy I'PEIIKe € U €, KA0 U d U 0 WCTO PACIOjie/beHe, OTHOCHO Ja IPHU

IIOHOBJbE€HOM MEDPEIbY I'pellKa NUMa UCTY PacCIIOIeJIy.

VY pany [6] npeaioxkena je ciueneha mepa:
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I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

B dCov*(U, V)
dCov (U, U) dCov(V, V)’

OBako jedunncana Mepa omoryhaBa Jia ce CTEIEH 3aBUCHOCTU u3MeDy Jia-

P(X,Y) (2.5)

TEHTHUX IIPOMEH/bMBHUX IIPOLEIbyje Ha OCHOBY IIOCMATPAHMUX IIOJATAKA KOJU Cy
KOHT&MI/IHHpaHI/I FpeHlKaMa, MepeH)a.
Heka je mocrynan ysopak {U;,V;}i—1. , oduma n. Benuunmna dCov?(U, V) ce

MOYKE AIIPOKCUMUPATU V-CTATUCTUKOM

—2 1 2
dCov (U,V) = EZHUZ' = Uil [IVi = V[ = EZHUZ‘ = Uyl IV; = Vil
'7j

/[:7j7k

1
+EZ”Ui_Uj’|’|‘/lc_‘/l’|' (2.6)

ivg kil
Hatuomena. Y pany [6] je ymecro upeoxkena oarosapajyha U-craTtucruka.
Namena y oBoM pajry je Hampas/beHa 300T eUKaCHUje UMILIEMeHTalje u Kkpaher
BpeMeHa M3BpINaBama nporpama. [IpmimkoM penpomykoBama HYMEPUYKHX PU-
Mepa U3 pajia UCTH 3aKJbYUIN Cy JIOOWjeHN U IIPU KOPHUIThemwy V-crtaructuke. 3000

TOT'a C€ y HaCTaBKY pada KOPUCTHU V-craTucruka.

Ha ocnoy tpocror caryuaajuor ysopka {(U;, V;, [71-, ‘71)}1:1”, re ([7@, ‘7;) npe-
CTaBJba TIOHOBJHEHO Mepeme oarosapajyhux sesmaunna (U;, V), ce Moxke uspadyHa-

TH y30padka Bepauja seauunne p’(X,Y):

—2 —2 ~ —2 ~ —~—2 ~ ~
dCov (U, V) +dCov (U,V) +dCov (U,V)+dCov (U,V)

ﬁQ(X7 Y) — —— ~  — -~
4dCov (U, U)dCov(V, V)

(2.7)

—2 —2 ~ —2 ~ e~ 2 ~ ~
Y (2.7) cy dCov (U,V), dCov (U,V), dCov (U,V) u dCov (U,V) y3sopauke
onene ucre teopujcke semunne dCov?(U, V). AyTopu KOpHuCTe HBHXOBY apUTMe-

TUYKY CpeJuHy Jia Ou rnmoBehan epuKacHOCT OIeHE U CMAabUJIN JIUCIIEP3U]Y.

2.2 AJjaTrepHaTWBaH MOCTYIIaK TeCTHUpPambha

Y ozmemky [2.1] mpernocraBbeHO je ga je 3a CBaKy MOCMATDAHY jeUHUILY JO-
CTYIIHO jeJIHO TIOHOBJHEHO Mepeme. Ta mpernocraBka oMoryhaBa KOHCTDPYKIIH)Y
TECT CTaTUCTUKE " 3a UCIIMTUBAbE HE3aBUCHOCTHU JIATECHTHUX ITPDOMEH/bUBUX Y

NPUCYCTBY I'pEIIaKka y Mepemy.
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I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

MebytuMm, y IpakKTUIHUM IIPUMEHaMa MOKe OUTH JIOCTYITHO M BUIIIE OJI jeTHOT

IIOHOBJHEHOT' Mepetha, a IIPUPOIHO je OUeKUBaTH Jia he Behn Opoj MOHOBJ/HEHUX Me-
pema MPYKUTU BHUIe WHMOpPMAIja O JIATEHTHUM IIPOMEH/bUBaMa U JOBECTHU IO
Iperu3Hujer Tectupama. lIpomupeme craTucTuke 3a Behu Opoj MmoHOBJbE-
HIX Mepera Ou ImoapasyMeBajo padyHame dCov 3a cBe KOMOMHAIIN]e TOHOB/HEHIX
Mepema. Ca OpojeM MOHOB/bEHUX Mepera pacTe M Op0oj KOMOMHAIH]ja, I1a y CHUMY-
JIAITMOHUM CTYJ/IMjaMa Taj MPUCTYII ITOCTaje PAUyHCKA BEOMa 3aXTEBAH W CIIOP.

Y HacTaBKy ce mpejiiazke HOBa TECT CTATHCTHKA, Yhje je yBoheme 3acCHOBaHO

Ha ucroj uueju kao u (2.7), aau koja omoryhasa sehy eduracuoct.

Heka cy X u Y narentne npomensbuBe o 3Ha4daja a U u V u3mepene mpo-
MeH/bUBE, KOHTAMHHUPaHE T'PEIIKOM Mepema, KOje 3aJ0B0JhaBajy IIPETIIOCTaBKe
KJIACUIHOT aIMTUBHOT MOJEJIa T'PEIKe MEPeHha.

Hexka je jocrynan y3opak

Ul = (U], U],..,UD), j € {1,2,...,m.},

Vi= (VI V), . VI, G e (1,2, .. mu), (2.8)

rme je m, Opoj IMOHOBJ/AEHUX Mepema IIpoMeHsbuBe X, M, OpOj MOHOB/HEHUX
Mepera IpoMeHsbuBe Y, n oduM y3opka, a U] u V7 o3nadaBajy j-TO HOHOBJ/HEHO

Meperbe i-Te OlcepBalje TPOMeH/bUBUX X U Y, PEJIOM, OJTHOCHO:

U= X, 4+¢,j€{1,2,...,m,}
‘/;j - }/; +6Z], ,] S {17277mv}7

3a i € {1,2,...,n}, rne cy X; € R” u Y; € R? crBapHe Bpegnoctn obesnexja X u
Y 3a i-Ty omncepBarujy, a 6{ € RP u (5{ € R? rpemke Hacrajie npu ojiroBapajyhem
Meperby 3a ojrosapajyhy orceppanujy. lomytireno je ja ce Opoj MOHOB/HEHUX
Mepema 3a X 1 Y paziimKyje, 3aTo MITO je TaKaB CJIydaj MOryh y mpaKcu, ITOrOTOBO
aKO C€ 3a HCTPazKuBalb€ KOPHUCTE IIPETXOAHO IMPUKYIIJbEHU IIOJaIll U3 JOCTYITHUX
Oasza momaTaxa.

Kao u y onemky IOTPEOHO je KOHCTPYUCATH y30padKy BEP3U]y BeJTHINHE:
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I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

dCov(U, V)
dCov(U,U)dCov(V,V)’
koja hie omoryhnTu Tecrupame HE3ABUCHOCTH JIATEHTHUX IIPOMEHJBUBUX HA OCHOBY
y3opka (2.8).

YwmecTo HOpMaJIn30BaHe CTaTUCTUKE p2, Ipejiaz>KeMoO aJITCpHAaTUBY 3aCHOBaHY

Ha dCov, Koja ce IpuMemyje Ha apUTMETHIKUM CpeIuHAMa ITOHOB/BEHNX MEPEeHha.
KoHcTpyKIuja je MOTHBHCAHA UCTOM HMHTYHIIIjOM KAO M CTATHCTHKA p°, OJHOCHO
UJIejOM Jla apUTMETUYKa CPEeJIMHA BUIIEe TTOHOBJHEHNX Meperha IIPEIU3HIje OIUCYje
JIATEHTHE NMPOMEHJbUBE U CMalbyje yTUIaj IPEeIiaka Mepema. 3a Pa3uKy OJ CTa-
THCTHKe p?, uuje OM IIpoIHperhe 3axTeBaso pauyHame dCov BeJUKu Opoj myTa,
KO/I TIPEJJIOZKEHOT TIPUCTYIIa Ce OHA PadyHa UCTHU OPOj IIyTa, HE3ABUCHO O] OPOjeBa

My U My, TITO je BEOMa BaXKHO y CUMYJIAITMOHUM CTY/IjaMa.

AI[TepHaTI/IBHy TEeCT CTaTUCTUKY O3HaYaBaMO Ca T. Hbena BPE€AHOCT C€ padyHa

Ha ciaenehn madwmn:

—2 _  _ d
T =dCor (U,V) = —— _COY (E!)_ _ (2.9)
dCov(U,U) dCov(V, V')
TIie je:
—2 _  _ 1 _ _ _ _ 2 _ B ~ ~
ACov (0, V) = 25 D10 = Dyl Ve = Vil = 25 3 110 = Tyl 1V = Vil
bJ ij.k
1 _ _ _ _
= DT = Tyl = Till (2.10)

i7j7k7l

3a ITPOCT CJIyvdajaH y30pak:
1
T — J \/ — J
7j=1 7j=1
e i € {1,2,...,n}. AKo JaTeHTHE TPOMEHJbUBE MMA]y PACIIOJIee IUPKYIapPHOD

THUIIA, OIlEPANnja APUTMETUYKE CPEMHE Ce BPINU HAKOH TpaHchopMalmje
0 — (cos@,sinf).

Wcnocrasiba ce Jla OBaKO KOHCTPYHUCaH y30paK 3a/J0BOJ/baBa IIPETIIOCTAaBKE KJIa-

CHUYHOI' a/IUTUBHOI' MOJIeJIa I'PEIIKE Mepeiba. Baxkmn:

_ 1 < . 1 . 1 o -
Ui:m—ujZIUiJ:m—ujZI(er—&g):Xri-m—Z&g:Xri-&a

Ui
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my

V- — ivfz LS i+ dl) = vi+
v o

m My m

1 & _
j=1 v =1

za i € {1,2,...,n}. Bequunune &; u d; cy mehycodHo He3aBUCHE U He3aBUCHE O X

u Y;, penom, 3a i € {1,2,....,n}. Baxu:

1 1 1

E(z) =E —E el :—5 E(eg):—g 0=0,

My 4 My 4 My, 4
Jj=1 Jj=1 Jj=1

u ananorao E(J;) = 0, 3a i € {1,2,...,n}. OuurnenHo je Ja ce TpeIike He MOTY

HEIIOCPEIHO ITOCMATpaTH, 1A je IOKa3aHO Jia BaXke CBe IPETIIOCTaBKe KJIACHUIHOD

QJIATUBHOT MOJIEJIa T'PEIKe Mepermba.

Ocum Tora, MOXKe ce MOKa3aTH W Jia je JIUCIep3uja T'PeIike YMambeHa OBOM
tpancdopmarujom. Heka cy X,e u U jeagHomuMeH3noOHe CJydajHe BeJIHMIUHE U
neka je o2 = D(e)), 3a crako i € {1,2,...,n} u j € {1,2,...,m,}. Ilon nomaraoM
IIPETIIOCTABKOM O Mel)yCcOoOHOj HE3aBUCHOCTH T'PEIaKka pa3InduTuX MEPEeha, 38 UCTY
OIcepBallnjy BazKu:

m m. m
1 u ) 1 u ) 1 u 1 0_2
D) =D —g el :—E D(sﬁ):—g 0l =—m,0’ =5 <o’
m m?2 m?2 m?2
voi=1 U j=1 U =1

. m
j= u v

AHaJIOTHO TIPETXOHOM, V j€IHOIUMEH3MOHOM CJIYYa]y BasKM:
D(5;) < D(87).

OBu pesynraTu ce MOTY YOIIITUTHA W HA BUIIEINMEH3MOHE I0/IaTKE.

Kopumheme aputMeTnykux cpejuHa MOHOB/bEHUX Mepemha 3a/ip2KaBa CTPYK-
TYpy Moesa, a CMaimbyje Juciep3ujy rpemike meperma. IIITo je 0poj moHOBIbE-
HUX Mepema Behm 1o0uja ce MmperusHUja alpOKCUMAIUja JATEHTHE TPOMEHJbH-
Be, unMe je ompasjiaHo anpokcuMmupame Besmanaa dCov(U,U) dCov(V,V) ca
@(U, U) d/CE/(V, V) y cratuctunu (2.9)
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1.0

— (xy)
(2.2)
--- (33)
(4.4)
--- 21
(4.2)

08
I

0.6
1

0.4

0.0
1

Cmuka 2.1: Ilopeheme BpemnocTu Tect cratuctuke 1 3a pasjmdauTe BPEIHOCTH
my u m, ca emmupujckom dCor?(X,Y), 3a obum ysopka n = 100. Ha y ocu
Cy TpHWKa3aHe BPEJIHOCTU CTATUCTHKA, JOK je Ha x ocu [IupconoB koedurmumjeHT
kopesanuje. [lynom jimamjom cy mpukasane BpeIHOCTH J00UjeHe Ha OCHOBY y30pKa
KOju HUje MoroheH IperrkoM Mepema, 0K Cy UCHPEKUIAHNM JIMTHIjaMa [TPUKA3aHe
BPEJIHOCTHU JIOOWjeHe Ha OCHOBY IOHOBJ/bEHUX Mepera, KOJ KOJUX Cy IPHUCYTHE
rperike. Y 3arpajiama ce Hajiaze OPOjeBU MOHOB/BEHUX Mepema, (1, M,).

Ha ciumm ce MOXKE€ yOUHTH Kako ce ca mnosehamem Opoja IMOHOB/LEHUX
Meperha BPeJIHOCTH TECT CTATUCTHKE IIPUOIIKABajy BpeaHocTuMa ysopadke dCor

3a JIaATeHTHE ITPOMEHJ/bUBE.

2.3 Ilpomupema 3acHOBaHa Ha je3rpuMa

3a umiiemenTupame emmupujcke dC'ov ce y TPeTXOIHUM OJIe/bIINMa KOPUCTH
eykiauycka Hopma. ledwunurnuja dCov mepe ce MOXKe TPOMUPUTH PASTUIUTUM
jesrpuma. Tako ce TecTupame HE3aBHCHOCTU 3acHOBaHO Ha dC'ov Mepu MOXKe IIPH-

JIarOJAUTU PAa3JIMYUTHUM THUIIOBHMa IIOJaTaKa, KaO IITO Cy Ha IIPUMEDP YyCMEpEeHU.

Hexa je ca ||-|| osnauena eykmmcka HopMa u Heka cy S = {x € R4 | ||z]| =
1} u 82 = {x € R2™| ||z|| = 1} cdepe numensuja d; u dy, pegom. Heka nap
caydajunx BesmamnHa (X,Y) ysuma BpeaHoctu u3 mpocropa X X ), rae X €
{§4 RP} u Y € {S§% R9}. Heka cy (X1,Y:) u (Xy,Ys) HezaBucue Komuje napa
(X,Y).
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Hedbunnuuja 3 Hexa je (X, A) meprus upoctop, a M ckyl 8eposalinocHux

mepa wa (X, A). Hexa 3a cumemipuuny dynruujy Ki : X x X — Ry u 3a upou-
36o.man Opoj n € N gaorcu:

n

Z C; Cj K1<IL‘Z‘,Z‘]') S 0, (211)

ij=1

3G C6E T1,To,...; Ty € X, Y1,Y2, -, Yn € YV U UPOU3BOLHE PEANHE OPOJESE C1, Ca, ..., Cpy
Koju 3agoeonasajy jeguarxoct y ., ¢; = 0. Taga ce ona naszusa YcaoeHo Heia-
WUBHO GePUHUTHUM JE3TPOM. YK0AUKO Y 8aVICU JEGHAKOCTIU CAMO GKO
jecg =cp = .. =c¢, =0, onga ce pynrxyuje K; nazusa cuiporo HelaWUBHO
gePunutinum jesrpuma (eni. strictly negative definite kernels). Hexa Q € M

u Hexa je h pynryuja unterpadbuina Go QQ, WaKea ga 8aHCU

/X h(@)dQ(x) = 0.

Jesipo K, je jaxo werwawiueno gedunutino (eni. strongly megative definite

kernel), axo je netatiuero gepuHutuHO U U3 JegHAKOCTIU:

| [ Kbty Q@) () = o
xJx

caegu ga je h =0 cxopo ceyga 3a QQ € M.

Canano Baxku u 3a pyHimjy Ko : Y x Y — R,.

Hedbununmja 4 Caegehum udpazom:

dCovi (X, Y) = E(K1(X, X1) Ky (Y, V1)) + E(K1 (X, X1))E(Ky(Y, Y7))
— 2E(K1(X, X1) K>(Y, Y2)),

e je K = (K1, K,), a K1 u Ky cy jako nelaiueho gedunuiuna jesipa, ce gedu-

nuwe dCov uHgyKosaHa je3rpuma.

Hedburunmja 5 Yxoaukxo ce Upatie 0o3nare us tpetrogre gehunuyuje, udpasom:

dCov%(X,Y)
dCory (X,Y) = Y ac
Cork (X,Y) dCovg (X, X) dCovg(Y,Y)

ce gepunuwe dCor ungyrkosaHa jedipuma.
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Vromuko K1 n Ky nMajy nctu (pyHKIMOHATHN OOJIMK 00a Ce O3HAYABAjy caMoO
ca K.
3a K (,y) = E(w,y) = |lo — yl| ce 1obuja obmrx 2:3).

Jesrpa koja he dutu KopumiheHna y octarky paja cy

E(xz,y) = |l —yl],

||z — y]|
K = Ji

Ki(z,y) =log (1+ [z — yII*).
Vzopaukn ananoron seiuanme dCovs (X,Y) je:

—2 1 2
dCov(X,Y) = — D KX, X) Ky (Y, Y;) — = > Ki(Xi, X;) KoY, Y2)

i irjik
1
+E Z K1<Xi7 Xj)K2(Yk7 Yz):
igkil
rae je {(X;,Y;)}iz1,.» mpocT ciydajan y3opak oduma n € N.

Oparie cnean ma je ysopauka dCory(X,Y) obmiuka:

dCov . (X,Y)
dCovi (X, X)dCovk (YY)

Y pamosuma [4] u [6] ce 3a onpehuBarme KpuTHUHE 0OJACTH IPUINKOM TECTH-

dCor (X,Y) =

pamba He3aBUCHOCTH KOPUCTH IEPMYTAIMOHN Oy TCTPeIN IPUCTYII, KOJU je OlpaBIaH
ACHUMIITOTCKUM pe3yJITaTuMa. ACHMIITOTCKA CBOjCTBA CTATUCTUKA CY TEOPUjCKHU
3HAYAjHA, AU KAKO je MPUMAPHU IU/b OBOT pajia padyMeBaibe U IPUMEHa caMe
njieje TeCTUparha He3aBUCHOCTH 3acHOBaHOT Ha dC'ov MepHu, aCUMIITOTCKA TeOpHja
nehe dutn nerasbHO pasmarpana. ByrcTpen mporiegaypa, Koja he dutwm jgerasbHO
obpabena y ey [2.4] ce kopucTu 3a anpokcumalyjy pacrojiesie TeCT CTaTHCTHKE.
Bure 0 acHMIITOTCKHM CBOjCTBAMA d/CRf2 u p? ce moxke npounrtatu y [6], 1ok cy

—2

. ~9
y [4] u3noxkena acumurorcka csojersa dCov e u pi.

Hexka cy narentae npomensbuBe X un Y omnrepehene rperkoM mMepema U HEeKa

CYy 3aJI0BOJbEHU YCJIOBU KJIACUYHOI' & IMTUBHOT MOJIEJIA T'PEIKe Meperba. Y KOJIMKO
—2

je mocrynan y3opak (2.8) recr cratuctuka T' = dCor (U, V') ce Moxke nmpomupuTu

Ha cjenehn Ha4YMH:
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dCov (U, V)
dCov (T, T) dCovi (V, V)’

3a K = (K1, K»), e cy Ky u Ky ctporo HeraTupHO JieUHUTHA je3rpa.

—2
Tx = dCorg (U, V) =

Pamu nopebema, npemtake ce u ciaejehe npommpeme crarucrtuke p?(X,Y)

jesrpuma:

—2 —2 ~ —2 ~ —2
dCov (U, V) + dCov (U, V) + dCov (U, V') + dCov (U, V)
4dCov (U, U) dCov i (V, V)

P(XY) =

rjie je m, = m, = 2, a ca ((7, ‘7) je o3HaveHo jpyro mepeme napa (X,Y).

3 reopeme 1| u pesynrara paga [4] cienu:

Teopema 2 Hexa cy c6a MaAUeMATUUYKG OYEKUBAHA KOJA CE ja8majy Y gehuHu-
yuju dCovi (U, V) konauna u nexa easice UpetliiocTiaske KAACUNHOT AJUITUSHOT

MOGENG TPEUKE MEPEILA, Tge jJe:
U=X+e, V=Y+0.
Taga cy cayvwajne upomenvuse X u Y HeE3aA6UCHE GKO U CAMO GKO j€
dCovg?(U,V) =0,

ge je K = (K1, Ks), 3a jaxo netatuusno gepurnutuna jesipa Ky u Ks.

2.4 Emnupmujcka ctyauja

[Mums cumynaiuja Koje cieje je mopeheme mpeyioXKeHNX CTATUCTUKA

~2
Tk m PKs
3a m, = m, = 2, KA0 U IHUXOBO HOpeheme ca BpemrHOCTHMA eMIHpHjcKe dcor
_—2
3a jgarerrae npomenspuBe (DCx = dCorg(X,Y)) m mocmarpane IpoMeHIbUBE
2

—_—
Koz kojux nocroje rpemke (p% = dCor (U, V)), aqu HOHOBIbEHO Mepere HUje
JIOCTyTHO, 3a pasaununta je3rpa F, K, n K;. Takohe, duhe pasmorpenHo m kKako

OJHOC IIyMa W CUT'HaJla YTHY€ Ha TECTHUPAIbE.

23
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OcHoBHE KpuTepujyM 3a nopeheme he dutn Moh Tecra, 0JTHOCHO BepoBaTHONA

da TecCcT O,ZLS&ILI/I HYJITY XUIIOTE3y Ka/Jla JIATEHTHE IIPOMEH/bUMBE HUCY HE3aBUCHE,

OJHOCHO Ka/la je HYyJITa XUIIOTE€3a HETaAYHAa.

Emmmpujcka moh Tecta ce moduja moMmohy warp-speed Oy TCTpen ajaropurma, Kao

yJIe0 CUMYJIAIIMOHUX TOHAB/baa y KojuMa je Hy ondaduena. Beha Bpesnoct mohn

yKa3yje Ha Behy CIIOCOOHOCT TecTa Ja JeTeKTyje mocTtojehy 3aBucHOCT usmeby

IIPOMCHJ/bUBUX.

ByrcTrpen merona

Asgropuram 1 [lepmyrarmonu dyTcrpen ajropuram

1:

Ha ocnoBy monoB/benux yzopaka Ul = (Uf,Ug,...,U,{), j=1,2,....my, VI =
Vi, V4,.., V), j =1,2,...,m,, ce padyHa BpeJHOCT T€CT CTATHCTHKE T;
Koncrpyuury ce Syrcrpen ysopuu Uy = (U, U3,...,U}), j =1,2,...,m,, V; =
(Vi(l),,VTf@), , ...,VTf(n),), j =1,2,...,m,, 3a HEKy CJIydajHy HepMyTalyjy T :
{1,2,...n} = {1,2,...,n};

Ha ocroBy OyTcTper y3opka ce padyHa BPEIHOCT TECT CTATHCTHKE Tp;

4: Kopamu 2 n 3 ce nonassbajy B myra u noduja ce vu3 {71, To2, .-, To.B};

Ha ocuoBy umza {7y1, To2, .., To.p} ce KoucTpywuie kpurnaaa odaact W, o, 3a
HUBO 3HAYAJHOCTHU TECTa (;
Axo T € W, o Hy ce ondaryje.

VKOJIMKO ce KOPUCTU OBaKaB aJrOPUTaM CUMYJIAIMOHE CTYIUje MOI'y OUTHU Bpe-

MeHCKHN BeoMa 3axTeBHe. YKosmko Monte Kaprmo cumynanmja nma N ureparmja

TEeCT CTATUCTHKA ce padyHa npuonmkao N B myra.

30or Tora ce Kao aJTepHATHBA IIPeJIazke warp-speed OyTCTPen ajJropuTaM.

Asaropuram 2 Warp-speed dyTcTpen ajropuram

1:

Ha ocHoBy momoB/beHHX y3opaka Ul = (Ul U, ..,UJ), j =1,2,....,my, VI =
(Vlj, VQj, VI, 5 =1,2,...,m,, ce padyHa BPeJHOCT TECT CTATUCTHUKE T ;
Koncrpynury ce Oyrcrpen ysopuu Ug = (UL, Ui, ..., U, j=1,2,...,m,, Vbj =
Vea),” s Ve s s Vﬁj(n), ), j =1,2,...,m,, 32 HEKY CJIy4YajHY IIEPMYTAIU]y T :
{1,2,...,n} = {1,2,...,n};

Ha ocrnoBy OyTcTpen y30pKa ce padyHa BPEJHOCT TECT CTATUCTUKE Tp;
Kopamu 1, 2 u 3 ce nonasmajy N myra u modujajy ce auzosu {71, Tz, ..., Ty} 1
{75,1, 75,2, ey %,N};

Hynra xunoresa Hy ce ondaryje 3a i-ty ureparujy, viae ¢ € {1,2,..., N}, ako
Ti > ca, THE je ¢o (1 — @)% kBaHTWI eMOupujcKe pacrojesie 5yTCTper TecT
crarucrura {7Tp1, Tp2, -, To.N }-
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Warp-speed dyrcrpen anropuram je odpahen y pauy [8]. Kox mera ce y cBakoj

Monte Kapsio urepanuju renepuriie camo jeJlaH y30pak, JIOK Ce KOJ KJIACUIHOT
IIePMYyTaIlMOHOT OYTCTPEN aJIfOPUTMa y CBAKOj UTepalluju reHepuine B y3opaka.
Axo je N Opoj ureparuja cTaTUCTUKA Ce KO warp-speed ajropuTMa padyHa OKO
2N myTa, mTO MOYXKE OMTH 3HAYAJHO MODOJbIName y ogHocy Ha BN. 30or Tora ce
y OBOM pajly KOPUCTH warp-speed OYTCTPeN ajJropuTaM KOju 3aJpKaBa OCHOBHY
ujiejy MepMyTallOHOT OyTCTPEIl aJI'OPUTMAa, aJil y3 Maibu OpOoj M3padyHaBaiba.
OBaj mpucTyII je Moro1aH ako je mpuMapHU /b opeheme moHarmama pa3TnInTIX

TECT CTaTUCTHKA.

Jn3aju crynuje

Heka cy X mn Y caydajHe BelmumHe U HEKa Ce TECTHPA HUXOBA HE3ABHUCHOCT,
Ipu 4eMy cy Mepema onrepehena rpemkama. /lape ce mpermnocrasiba Jja cy J10-
CTYIIHa IIOHOBJbE€HA Mepema, OJHOCHO JIa CY My, M, > 2 U Jia I'PeIIKe 33/10B0Jba-

Bajy IIPETIIOCTaBKE KJIACUYIHOI' a/J[UTUBHOI" MO/JEJIa I'PEIIKe Mepeiba:

U=X+c¢,
V=Y+409.

Y oBoM pajy ce pasMmarpajy TecT ctaTuctuke 3acHoBane Ha dCov mepu. Heka je
ca T o3HadYeHa HEKa O] IMPETXO/IHO JeMUHUCAHNX TECT CTATUCTUKA. ACHUMIITOTCKA
pacroziesia T MO, HYJITOM XHIIOT€30M 3aBUCH OJI HEIO3HATUX MAPTHHAJHUX Pac-
rojiesia W 300T Tora OHa HHje CJI0DOJHAa oJ1 pacmuojese. Ilepmyranmonn dyTcTperr
ajropuraM oMoryhaBa alpOKCUMAIU]y PacCIojiesie TeCT CTATHUCTHKE T0JI HYJITOM
XUTIOTE30M, 0€3 eKCILIUIUTHOT OJIpehuBamba mheHe TPaHuTHe PACIIO/IeIe.

[Iox HynTOM XUIIOTE30M 3ajeHUYKa pacIiofiesia y30pKa OCTaje HeIpoOMemheHa
HAKOH CJIyYajHOT IIEPMYTOBaba jeJHe OJ] KOMIIOHEHTH. 3aTO Ce OyTCTPEeI y30p-
I MOT'Yy T€HEPUCATHU IepMyTOoBameM KommoHeHTe V', mok kommonenTa U ocraje
HerpoMemeHa. Tako ce Be3a m3mely MpOMEH/bUBUX yKJIAkha, JOK Ce MapruHaJIHe

pacroJiesie IyBajy.

Hexka je N 0Opoj nonaspama Monre Kapso cumysnamuje. Tana je ca

. 1 X
B =100 ;I{ﬁ > co}
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JlaTa MpolieHa Mol Tecra, y nporenTuma, tie je I{7; > ¢,} nangukarop norahaja

Jla je HyJITa XUIOTe3a 0JI0a9eHa Y 1-TOj UTEPAIUjU CUMYJIAIIT]e.
[Ipunukom mporene Mohu Tecta y30pak Ce y CBAKOj UTEPAIUjU CHMYJIAIN]e

I'eHepuIne Tako Ja BaxXKM1 aJITepHaTHUBHa XHIIOTE3a, OJHOCHO

U=X,+¢e,ic{1,2,...,n},j €1,2,...,my,
V=Y, +06,ie€{1,2,..,n},j€1,2,....,m,,
rue usmehy X; u Y; nmocroju 3aBucHocT 3a cBako i € {1,2,...,n}.

YKOJIIKO ce y30paK y3Me Tako jia cy X; u Y; He3aBucHe 3a cBako i € {1,2,...,n},

MOKe Ce JJOOUTHU €MITUPUjCKa I'PEITKa MpBe BPCTe:

N
N 1
G =100 ;I{ﬁ > ¢,

rae je HHUBO 3HaHajHOCTI/I TECTa ,ILe(i)I/IHI/ICaH Kao BepOBaTHOha O,H,6&IJ;HB&H;& TavHe

HYJIT€ XUIIOTE3E.

Y HacTaBKy ce pa3MaTpajy PasjImduTH MOJEIN 3a KJACUYHE U yCMEPeHe II0-
JIaTKe, ca IMUJBEM JIa ce UCIUTa e(DUKACHOCT TECTOBA HE3ABUCHOCTHU JIN3ajHUPAHUX
3a mojlaTKe onrepehene rpemkaMa Mepema. PazmaTpanu Moje/in 00yxBaTajy pa-
3JIMYUTE PACIO/JIENe U INMEH31]je ojlaTaka. buhe miycTpoBaHo Kako CTEIeH 3aBH-
CHOCTH JIATEHTHUX IIPOMEHJbUBHUX, OJIHOC IIyMa U CUTHAJA U U3D0p je3rpa yTudy
Ha MONU Pa3IUIUTUX TECTOBA.

3a K/acu4He ToJIaTKe pazMaTpajy ce ciejehu momenn:
e Mognen K1: X, Y ~ Ny(0,%), €,6 ~ N(0,0%1,), tae:
Y= (0~5|i_j‘)i,j6{1,...,d}7 o? > 0,

a ca I; je o3HaveHa UAEHTUYIKA MaTpuUla peja d;

e Mogyien K2: (X,Y)" ~ N3(0,%), €, ~ N(0,0?), re je

1
2:( T), 0? >0
r 1

acar € (—1,1) je osnagen [Tupconos koedurmjent kopenamnuje m3mehy X
uYy;
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e Mozen K3: X ~ Ny(0,%), Y ~ Miz(X,X,p), e,6 ~ N(0,02I,), rae X ~
Nd(o, Zl)? ¥y € [07 1]7

Y= (0.5‘i_j|)i,j€{l,...,d}7
Y = (O.S‘i_ﬂ)@je{l,...,d}:

a ca I; je o3HavueHa UAEHTUIKA MaTpuUIa peja d;
e Mogen K4: X ~t,, Y ~ Miz(X,X,p), &,6 ~ N(0,02), rie X ~ t,,.

Y mozpeny Kl cy sarenTthe nmpomMen/buBe HE3ABUCHE, OJITHOCHO BaXK! HYJITA XU-
rore3a. Y mozeny K2 ce crenen simneapue 3apucuoctu udMmehy X u Y konrposurie
[TupconoBum KoedumjeHTOM KOpesaruje. 3a pa3judnuTe BPEeJTHOCTH 1 je Moryhe
HCIIUTATU IIOHalIabe TECTOBA IIPU PA3JIMYUTUM HUBOUMA 3aBUCHOCTH. y MOJeJIMMa
K3 u K4 ce jaBpajy MenaBruHe caydajHUX BeJUYNHA, TedUHUCAHE KAO Y YBOTHOM
noryiaBsby. M3Mely smaTeHTHUX TPOMEHJBUBHX Ce jaBJba CJIOYKEHUJU OOJUK 3aBU-
caoctu. Y Mozeny K3 ce pasmarpajy pasjuyduTe AUMEH3HUje TPOMEH/bUBUX X U
Y.

[Tope1 KJIACHYHUX, pasMaTpajy ce U MOJENHN 34 YCMepeHe TI0IaTKe:
e Mogen Cl: X, Y ~VM(0,1), ,06 ~ VM(0,k);

e Mogen C2: X ~ VM(0,1), Y ~ Miz(X,X,p), e,6 ~ VM(0, k),
rie X ~ VM(0,2) up e [0,1];

e Mozen C3: X ~ WN(0,0.9), Y ~ Miz(X,X,p), e,6 ~ WL(0,1.0471),
e X ~ WA (1,0.9) u p € [0,1].

Y mogzeny Cl jaTeHTHE MTPOMEHJbUBE Cy HE3aBUCHE, JOK ce y moaennma C2 u
C3 jaBiba CJIOXKEHU OOJIMK 3aBHCHOCTH.

VY cBUM HaBeIEHUM MOJEINMAa MaXKiba je mocBeheHa yTUllajy rperike Mepema.
Hwuso rpermke ce koHTpOHMIIE TTPEKO oHOCA IyMa u curHasia. 11Ito je NSR ma-
bW U YTHUIA] TPEIIKe Mepema Ha curnag je mamu. Behe Bpennoctu N SR ykazyjy
Ha Behwu yTuiaj rpemke mepema. Konkperno, ako je NSR < 1 cHara curxaJja je
Beha on crare myma, 3a NSR = 1 cy cHare jeanake, a 3a NSR > 1 je chara
myma Beha. Kaja je cuara mryma Beha oy cHare curnaJia, oUeKyje ce Texke OTKPHU-
Bambe 3aBuUcHOCTU. 10 3Haum ja npu nosehamy NSR ycjioBu TecTHpamba MOCTajy

HETIOBOJHHU]U.
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[Tepdopmarnce TecToBa ce MPOIEHYjy HA OCHOBY €MIIMPHUjCKOT HUBOA 3HAYAjHO-

cru 3a mozese K1 u Cl um HAa OCHOBY eMIupHjcKe MONM 3a IpeocTaje MOIEIE.

Ha ocnoBy nodujenux pesy/ararta HCIHUTYje Ce Y KOjOj MepH IPEJJIOZKEHU TTPU-
CTyIl yOJjakaBa HEraTUBAH YTUIAj IPENIKe Meperma M KaKO Ha TO YTHYY OJIHOC
IIyMa W CUTHAaJIa, jadnHa 3aBUCHOCTH W CTPYKTypa HOJaTaKa.

Pezynraru ce u3zBome momohy warp-speed dyrcrpen ajiropurma, rie je Opoj
nrepanuja jeqnak N = 5000 u 3a odbum y3opka n = 100. Huso 3nauajunoctu Ttecra
je a = 5%.

Pezyaratu

Pesynratn emmmpujcke cTyamje moKa3yjy Ja OIHOC IIyMa U CHTHAJa 3HATHO
yTude Ha MOh TecToBa. ¥y CBUM MOJEJINMA U KOJI CBAKOI TeCTa Ce yodaBa TPEH]T
cMamberma Mohm ca moBeharbeM HHTEH3WTETa T'PEIlKe Mepera, IMOIOTOBO aKo je
3aBUCHOCT u3Mely JIaTeHTHUX MPOMEHJHbUBHUX CJIadujer MHTEH3UTETA.

VKOIMKO je 3aBUCHOCT m3Mel)y JaTeHTHUX MPOMEH/PUBHUX JIMHEAPHA, T€CTOBU
3aCHOBAHU Ha PA3JIUYUTHUM ]Je3IPUMa, Ce CJIMIHO MOHAIAjJY KaJ/la je 3aBUCHOCT jaKa,
JIOK Ce IIPH CJIadMjoj 3aBUCHOCTHU TECT 3aCHOBAH Ha je3rpy K IOHAIa JIOIIn]e.

CauvHO, KO/ CJIOXKEHMjUX 00JIMKa 3aBucHocTH, y Mogennma K3 n K4, pasmuke
y u300opy je3rapa Ccy Mambe M3parkeHe Ipu BehieM HUBOY 3aBHCHOCTHU JIATEHTHUX
[IPOMEH/HUBHX.

Kox mogzena ca mupKy/rapHEM IIOJAIliMa MOTY Ce YOUUTH pa3jnuke usmelhy
je3rapa KaJja je HUBO MIyMa BHUCOK, OJTHOCHO KaJia je BPETHOCT mapaMeTpa K MaJa.
Jesrpo K moxkasyje Hajoosbe pesyarare y mogenay C3 Kajga KOMIIOHEHTE HMajy
pa3IUYIUTe IIPABIIE.

Pesynratu ykasyjy Ha TO Ja HHUBO ITyMa, OJHOCHO OJIHOC IIIyMa U CHI'HAJIA,
IIpeJicTaB/ba jeJlaH O/ Haj3HadYajHUjuX (pakTopa KOju yTU4Iy Ha rnepdopMaHce Te-
croBa. OUuUIJIe HO je U Jla ce 3aBUCHOCT YCIIEIIHUje JeTeKTYje ca meHuM roseha-
IbEM, OJHOCHO JIa MON TecTOBa pacTe ca jaurmHOM 3aBUCHOCTU u3Mely MpOMeHJbH-
Bux. OuekuBaHo, HajOO BE TEpHOPMAHCE TIOCTUKY CE€ Y CAYUajy Kajia MPOMEH/bUBe
HICY KOHTaMHUHUPaHEe IpeliKaMa Mepemba, JOK IMPUCYCTBO I'PEIIKE JTOBOJIN JI0 CMa-
Iberba MONU TecToBa, IMOCEOHO IMpU BeheM OHOCY IMyMa U CUTHAJIA.

TectoBu Koju y3umajy y 003Up MPETHOCTABKE KJIACUYHOT aIUTUBHOT MOJIEJIA
rpelke Mepema MMoKa3yjy /100pe nepdopMaHce U y IPUCYCTBY T'PEIIKe, a MPU ja-
Y0j 3aBHCHOCTH HUXOBa Moh ce mpudimkaba MohM TecTa KOju ce NpHUMeEIbyje Ha

HeKOHTaMuHUpaHe nogarke. [Ipu Tome cy pasinke uamehy pazMarpaHux TECT CTa-
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TUCTHUKA pesiaTuBHO Masie. Vimajyhu y Buay ja Tect cratuctuka 1y mojeimHUM

cIydajeBUMa TOCTHKE YaK 1 HEIlITo OoJbe pesysraTe ol p2, y3 ucToBpeMeHo Kpahie
BpeMe U3BpIllaBaiba, HEeHO KOPHUIINehe KAao aJTePHATUBE MIPEICTaB/ba OlPAaBIAH
n300p. Konaumno, Tpeda numaTu y BUIY Ja je Y OBOj CUMYJIAIIMOHO] CTYINjU Pa3Ma-
TpaH CJIydaj ca caMo J[Ba [TIOHOBJheHA Mepema. By iyhu 1a ce mpernusmunja nporeHa
JIATEHTHUX ITPOMEHJbUBUX MOYKE OYeKUBATH ca moBehameM Opoja MOHOBJHLEHUX Me-
pema, OYEeKUBAHO je Jla Ou TecT craructuka 1’y ciydajy Beher dpoja meperma

IoKa3aJia joIr 00Jbe mepdopMaHce.

d=25
o ﬁQE Tr pE DCg Z)%(k TKk ﬁKk DCKk p%{l TKl ~Kz DCKl
0.5 5) 5) 5} 5} 5) 5) 6 5) 5} 5 6 5}
1.0 5 5 6 ) 5) 5) 5) 5) ) ) 5) )
1.2 5 5 6 ) 5) ) 6 5) ) ) ) )

d=10
g ﬁ?ﬂ Trg pE DCg p%(k TKk Ika DCKk P%{l TKz ﬁKl DCK]
0.5 5 5 b 5) ) ) ) ) ) ) ) )
1.0 5) ) ) 5) 5) ) ) ) 5 5) 5) 5)
1.2 5} 5} ) 5) 5} ) ) ) 5) 6 5} 5)

Tabena 2.1: EMnupujcku HUBO 3HAYAJHOCTH 3a PA3JIUYHUTE ITapaMeTpe y MOy
K1. [Tapamerap o y3uma Bpeanoctu u3 ckyna {0.5,1.0,1.2}, unme ce pasmarpajy
Pa3/IMIUTH HUBOU TPEIIKE Mepeha, OJ PEJATUBHO MAJOr 0 U3PaXKEHOT IMIyMA.
Y momeny K1 je NSRx = NSRy = [02]1':1,...,61 3a CBe PAa3JIMYUTE BPEIHOCTU
mapamerapa o u d. OgHoc myma n curtasa pacre ox 0.25 mo 1.44
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r o Ib% Tg pE DCg b%(k TKk pKk DCKk p%(l TKz ﬁKl DCKI
0.5 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
-1 1.0 100 100 100 100 100 100 97 100 100 100 100 100
1.2 100 100 99 100 90 100 81 100 100 100 96 100
0.5 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
-0.7 1.0 99 99 90 100 7O 93 63 100 98 99 87 100
1.2 91 98 76 100 40 80 42 100 84 96 67 100
05 99 99 98 100 92 92 ¥4 99 9 99 97 100
-0.5 1.0 8 & 66 100 32 57 34 98 7 83 59 100
1.2 52 76 46 100 18 46 23 98 44 70 41 100
0.5 72 70 62 80 37 46 25 48 68 64 60 76
-0.3 1.0 34 44 27 82 10 22 15 57 29 39 24 80
1.2 20 35 18 82 7 19 11 Y 17 31 16 80
0.5 38 40 33 44 20 25 9 15 36 38 31 41
-0.2 1.0 15 20 16 43 8 10 8 24 12 17 13 40
1.2 10 14 12 43 6 8 7 24 9 11 10 40
05 13 13 10 14 8 8 1 3 12 11 11 13
-0.1 1.0 9 8 7 18 5) 6 6 11 8 7 7 17
1.2 7 8 7 18 6 6 6 11 6 8 7 17
05 13 14 11 13 8 9 2 3 12 13 11 13
01 1.0 10 11 10 17 5) 7 7 12 9 11 10 17
1.2 8 9 9 17 5) 6 6 12 7 9 8 17
05 35 35 29 44 18 19 8 16 31 33 26 41
0.2 1.0 15 22 16 46 6 12 9 28 14 19 13 44
1.2 10 18 12 46 6 11 7 28 8 15 11 44
05 70 71 66 84 42 43 27 51 68 67 60 82
0.3 1.0 31 49 26 86 11 23 16 o7 28 44 23 81
1.2 20 35 17 86 8 19 11 57 16 32 17 81
0.5 100 100 98 100 94 94 &5 99 99 99 97 100
05 1.0 79 90 59 100 30 63 34 98 71 8 53 100
1.2 55 78 44 100 19 48 20 98 43 72 37 100
0.5 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
07 1.0 99 100 90 100 69 94 68 100 97 99 86 100
1.2 92 98 77 100 44 84 46 100 84 96 71 100
0.5 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
1 1.0 100 100 100 100 100 100 97 100 100 100 100 100
1.2 100 100 98 100 87 100 81 100 100 100 97 100

Tadena 2.2: Emmnmpujcka moh Tecta 3a pasjumdure napamerpe y mojery K2.
[Tapamerap o y3mma Bpenmoctu u3 ckyna {0.5,1.0,1.2}. Ilupconos koedwurm-
JEHT Kopejanwje, r, y3mMa BpeaHocTH oj —1 g0 1, auMme ce pa3MaTpajy pa-
3JIMYUTU HUBOW 3aBUCHOCTHU U3Mel)y JIATEHTHUX NpoMeH/buBHX. ¥ Mozeny K2 je

NSRx = NSRy = o*.
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d=25
a p ﬁ2E‘ Ty bE DCg b%{k TKk ﬁKk DCKk p%(l TKl ﬁKz DCK]
0.5 100 100 100 100 93 97 92 100 100 100 100 100
0.5 0.3 78 8 77 88 38 52 40 66 74 8 74 90
0.1 13 14 13 15 7 8 8 11 12 13 12 15
0.5 90 99 92 100 50 72 40 100 7 98 85 100
1 0.3 37 66 45 88 14 26 15 66 25 b8 37 90
0.1 8 11 9 15 6 6 6 11 6 9 8 15
0.5 73 97 &0 100 36 55 25 100 55 94 67 100
1.2 0.3 24 56 34 88 12 19 11 66 16 47 27 90
0.1 7 10 8 15 5% 6 6 11 6 8 8 15
d=10
o p 0k Te pe DCgp pi, Tk, px, DCx, pk, Tx, pr, DCk
0.5 100 100 100 100 90 91 85 95 99 100 99 100
0.5 0.3 73 81 75 7 35 39 32 46 5 73 63 82
0.1 12 13 11 15 7 8 7 8 9 11 10 14
0.5 & 99 94 100 63 73 46 95 73 96 &3 100
1 0.3 35 63 44 87 18 24 14 46 23 49 31 82
0.1 7 9 9 15 6 7 6 8 6 8 8 14
0.5 71 97 83 100 49 61 30 95 57 91 66 100
1.2 0.3 24 53 32 87 15 19 11 46 17 39 21 82
0.1 6 8 7 15 6 6 6 8 6 7 7 14

Tabena 2.3: EMnupujcka moh Tecta 3a pasimumuute mapamerpe y mojeny K3. Ila-
pamerap ¢ ysuma BpeaHoctu u3 ckyna {0.5,1.0,1.2}. Tlapamerap p y3uma Bpej-
woctu 0.5, 0.3 u 0.1. On oxnpebhyje uupo 3apucunoctu m3mehy X u Y. ¥V momeny K3

je NSRX = NSRY = [02]i:1

77777

d 3a CB€ BPpEIHOCTHU ITapaMe€Tapa 0 1 d.
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7/1:7

a p 27?3 Ty ﬁE DCg ﬁ%{k TKk IZ)Kk DCKk p%{l TKz ﬁKz DCKl
0.5 100 100 99 100 99 100 97 100 100 100 99 100
0.5 03 8 83 75 92 68 75 61 95 83 84 74 93
0.1 21 20 17 23 12 13 11 19 19 19 16 22
0.5 93 9 82 100 5H0 83 55 100 90 95 76 100
1.0 0.3 54 64 41 92 17 39 22 95 46 59 36 93
01 12 14 10 23 7 9 6 19 10 13 8 22
05 &8 91 68 100 30 67 37 100 71 87 58 100
1.2 03 38 54 30 92 1 27 14 95 30 47 25 93
01 9 13 8 23 6 8 6 19 8 11 7 22
vy = 15
a p /A)%E Ty pE DCg ﬁ%{k TKk pKk DCKk p%{l TKz ﬁKz DCKl
0.5 100 100 99 100 99 100 97 100 100 100 99 100
0.5 0.3 &8 &8 74 92 69 76 59 95 82 83 72 92
0.1 19 19 16 23 12 14 11 20 18 17 14 22
05 9 97 83 100 48 83 50 100 90 95 76 100
1.0 03 54 62 41 92 18 40 21 95 45 56 35 92
01 11 13 11 23 7 9 8 20 10 11 9 22
05 8 91 68 100 30 68 35 100 71 87 57 100
1.2 03 39 53 32 92 12 28 16 95 30 45 25 92
01 9 11 9 23 6 7 7 20 7 10 8 22

o 05 1 1.2
NSRx 0.15 0.6 0.86

vy = 7

o 0.5 1.0 1.2

D 05 03 01 05 03 01 05 03 0.1
NSRy 0.16 0.17 0.18 0.65 0.68 0.7 0.94 0.97 1.01

vV = 15

o 0.5 1.0 1.2

p 05 03 01 05 03 01 05 03 0.1
NSRy 018 0.19 0.21 0.71 0.77 083 1.02 1.1 1.2

Tabena 2.4: EmMmmpujcka Moh Tecrta 3a pazinuaute napamerpe y mojeny K4. [Tapa-
MeTap o y3uma BpegnocTn u3 ckymna {0.5,1.0,1.2}. [Tapamerap p y3uma BpegHOCTH
0.5, 0.3 u 0.1. On oxpebhyje Hupo 3aBucHocTn uamehy X n Y, vy y3uma BpeaHocTn 7
u 15, 1a 0u ce MCIUTAIO KAKO TEXKMHA pera yTude Ha nepdopmance Tecra. OgHOC
IIyMa U CATHAJIA 3a PA3/IMYUTE BPETHOCTU ITapaMeTapa je MPUKA3aH y TadesIn.

32



I'nasa 2. TECTOBU HE3ABHUCHOCTH BACHOBAHH HA DCOV MEPU YV
CJHAYYAJY KOMIIJIETHUX IIOJJATAKA

Kk p?ﬂ Ty pE DCg ﬁ%(k TKk lek DCKk p%(l TKz ~Kl DCKI
1 5 5} 6 5} 5} 5} 6 5} 5) 5} 6 5)
2 5 6 6 5} 5} 6 7 5} 5) 5} 6 5}
5 5 5! 5! 5} 4 5! 5 4 5) 5) 5} 5)
7 5 5 5 6 6 6 ) ) 5) 5) ) 6

K 1 2 ) 7
NSRx 1 055 0.19 0.13
NSRy 1 055 0.19 0.13

Tabena 2.5: EMnupujckn HUBO 3HAYAJHOCTH 3a Pa3jMdUTe TapaMeTpe Y MOy
Cl. Mapamerap K ysuma Bpeasoctu u3 ckyna {1,2,5 7}, uume ce pasmarpajy
Pa3IMYUTU HUBOWM KOHIIEHTpAIUje Tpelike Mepema. OHOC IIyMa U CUTHAJA je JaT
y Tadesn.

kK P p%‘ Ty bE DCg ﬁ%{k TKk /N)Kk DCKk p%{l TKz Z)Kl DCKI

05 11 30 13 100 11 25 11 100 11 31 13 100
1 03 8 13 8 96 7 11 7 96 7 13 7 96
0.1 6 6 5 23 6 6 S 21 6 6 5) 24

05 8 94 67 100 56 89 56 100 8 94 68 100
2 03 30 54 27 96 18 44 22 96 35 55 28 96
01 7 10 7 24 6 9 7 22 7 10 7 25

0.5 100 100 100 100 100 100 99 100 100 100 100 100
5 03 8 &8 76 96 73 81 64 96 87 88 7T 96
0.1 17 18 14 23 11 14 11 20 18 19 14 24

0.5 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
7 03 91 92 84 97 83 8 74 97 92 92 ¥4 97
0.1 18 18 16 24 14 15 12 20 18 18 16 24

K 1 2 5 7
NSRx 1 0.55 0.19 0.13

K 1 2 5 7

D 05 03 01 05 03 01 05 03 01 05 03 0.1

NSRy 129 147 169 0.71 0.8 0.92 0.25 0.28 0.33 0.17 0.2 0.23

Tabena 2.6: EMmupujcka moh Tecta 3a pazimunte nmapamerpe y mogeay C2. Ilapa-
MeTap K ys3uMa BpeaHocTH u3 ckymna {1,257}, aume ce pasmarpajy pasamauTi
HUBOU KOHIIEHTpAaInje rperike Mepema. [lapamerap p ysuma Bpemnoctu 0.5, 0.3 u
0.1. OxHOC MIyMa U CUTHAJIA 3a CBE BPEJIHOCTH IapaMeTapa je IMpUKa3aH y Taden.
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w o p Ib% Ty IBE DCg ﬁ%{k TKk Z)Kk DCKk p%(l TKz pKz DCKI
0.5 99 99 96 100 98 99 94 100 9 99 96 100
0 03 71 74 60 90 62 69 54 94 72 73 61 87
0.1 13 13 12 20 10 12 11 19 14 14 13 19
0.5 97 98 90 100 98 99 93 100 96 96 88 100
5 03 47 55 42 &2 55 65 45 96 47 50 41 71
01 8 8 8 12 7 8 8 15 8 8 8 12
0.5 96 97 89 100 98 99 93 100 94 95 87 100
m 03 44 51 39 76 52 61 44 94 43 46 37 66
01 8 8 8 10 7 8 8 13 8 8 8 10
W 0 5 m
P 05 03 01 05 03 01 05 03 0.1

NSRy 038 0.38 038 054 0.5 042 0.04 0.06 0.14

Tabena 2.7: EMmnupujcka moh Tecra 3a pasmmunre nmapamerpe y mogeay C3. Ilapa-
MeTap U, Koju ojpehyje mpaBall Apyre KOMIIOHEHTE MeIIaBUHE Y OHOCY Ha IpaBaill
IIpBe KOMIIOHEHTE, YMMe ce oMoryhapa pa3MaTrpaibe pa3/jnduTuX KOoHpuUryparmja

yCMepeHuX MmojlaTaka, y3uMa BpegHocTu u3 ckyna {0

)9

7}. [apamerap p y3uma

Bpeguoctu 0.5, 0.3 u 0.1. Oxnoc myma u curnajna NS Ry 3a cBe BpeIHOCTH Hapa-
MeTapa je mpuka3aH y tabenu, a NSR, = 0.38.
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I'maBa 3

IIpuMmena Ha peaJJHUM ImoJallIMa

3a mrycTpaliujy mpeTrxogHO pasMaTpaHUX TeCTOBa HE3aBUCHOCTH Ouhe Kopwu-
nrhenn nonaim u3 ucrpaxkusatba NHANES (ckpaheno oy enr. National Health and
Nutrition Examination Survey), [2]. ¥ nuramy je BeJUKO MCTpayKuBarbe 3/paB-
CTBEHOI' ¥ HYTPUTHUBHOT cTatba craHoBHUIITBA Cjemumennx Amepuuknx JIpkasa.
[Topamu cy nodujenu myTeM YIUTHHKA, IIperjiesia u JadopaTOPUjCKUX aHAIN3a, a
OPraHM30BAaHU Cy y BUIIE 3aCEDHUX JIATOTEKA. 3a ITOBE3NBALE TOIATAKa U3 PA3JIN-
YUTHUX JaToTeka ce Kopuctu uiaenrudurarop SEQN (ckpaheno ox enr. Respondent
Sequence Number) Koju je J07eJb€H CBAKOM OJI UCIIUTAHUKA.

Y npumepy ce kopuctu mukiyc u3 2017-2018 roguae. OH caapKu MOHOB/bEHA
Mepemha HEKUX KapaKTePUCTUKA, 300T Uera je MOTOJaH 3a MIYCTPAIIA]y MeTOI0JI0-
ruje NpuKa3aHe y MPETXOIHOM IOTJIABJbY.

[Ipe nmpumene Tecrta, dbuhe omadpane ojiroBapajyhe mpoMeHJbUBE, a 3aTUM he
HUCIIUTAHUIM Ca HEeJI0CTajynnM BpeIHOCTUMA OUTHU yKJIomeHu. [loBe3uBame ce Bp-
mu npema mpomensbuo] SEQN. Ha tako dopMupanoMm y30pky mnpumenumhe ce
TecT craTucTuka 1, nepuHncana y mperxoaHoM noryassby. [lnm mpumMene je jia ce
WIyCTPYyje yrmorpeda mpejioKeHOT TIOCTYIKA Ha CTBAPHUM TIOIAIIIMa, U UCIIUTA, T10-
CTOjame 3aBUCHOCTH m3Melhy mocMaTpaHnx IpoMeH/bUBUX. Pe3ystaTtn 1o0ujeHn Ha
peasTHuM IOJAIMMA MIPEJICTaB/bajy JOIYHY CUMYJIAIIMOHO] CTyAuju u omoryhasajy

IPaKTUYHY WIyCTPaIjy IPUMeHe pa3MaTpaHe MeTOI0JIOTHje.
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3.1 3aBuCHOCT KPBHOT IIPUTHUCKA U MHJIEKCA

TeJieCHeE Mace

Y oBOM 0j1esbKy OMhe mcrnuTaHa 3aBUCHOCT CHCTOJTHOT KPBHOT' TPUTUCKA W WH-
nekca Tesece Mace. Kako je mosehamna TesecHa maca moBe3aHa ca HoBehaHuMm
PU3HUKOM OJI ITOBHUIIIEHOT KPBHOI' IIPUTHUCKA U Pa3BOja KapIUOBACKOJIAPHUX 000Jbe-
ha, 0O9eKyje ce IOCTOojarbe 3aBUCHOCTH u3Mel)y oBe JIBe ITPOMEHJbUBE.

Nunekc TesecHe mace mpejicTaB/ba Mepy KOja ce KOPUCTU 3a IIPOIEHY TeJIeCHe
Mace y omaocy Ha BucuHy. OH je mar y ¢dajoay BMX J.xpt u npeacraBbeH mpo-
mensbuBoM BMXBMI. Bpemnoctu cy m3pakene y jeTuHUAIII %. WNunekc Temecue
Mace ce KOPHUCTH KAa0o UHJNKATOP YXPAameHOCTU, Ka0 U jeJlaH O IOKa3aTe/ba Y
IIPOIEHN PUBUKA OJI PA3IUUNTUX KaPINOBACKYJIAPHUX U METadOJIUIKIX 000JbeHa.

CucrosHM KPBHU IPUTHUCAK MIPEJ/ICTAB/bA HAJBUIIY BPEIHOCT KPBHOT MIPUTUCKA
TOKOM JEJHOT CPYAHOI IUKJIyCa, OJHOCHO IPUTHUCAK y apTepujamMa y TPEHYTKY
KOHTpakIuje cpuanor muinuha. V3paxkasa ce y MWINMETpUMa YKUBUHOI CTyda
mmHg. Y NHANES ba3u, cucTo/HI KPBHU IPUTUCAK je MEePeH y BUIIE y3aCTOIl-
HUX Mepema, IPpU YeMy Cy 3a MPBO, APYyro u Tpehe Meperme M0CTyITHEe TPOMEH/bUBE
BPXSY1, BPXSY2 u BPXSY3, y dajry BPX J.xpt.

VY ckaa/y ca MPOTOKOJIOM IPUKYILbakha MOJaTaKa, Mepeme KPBHOI ITPUTHCKA
BPIIHU Ce KOJ UCIUTAHUKA CTAPOCTH OCAM W BUIIE IOJUHA, HAKOH IITO UCIUTAHUK
[IpOBeJie HajMaibe [eT MUHyTa y MUpPHOM cefieheM mosoxkajy. Bpime ce Tpu y3a-
CTOITHA Mepemha KPBHOT IIPUTHUCKA, JIOK Ce y CJIy4ajy MPEKUHYTOI WJIM HEITOTIIYHOT
Mepermha MOYKe U3BPIIUTH U 9eTBPTO MepPerhe.

OBakaB mpoTokoJj omMoryhasa jJa ce 3a UCTOT UCIUTAHUKA J00Uje BUIIE MEpPeHha
ncre (U3NOJIONIKE KaPAKTEPUCTUKE.

Y aHau3m ce MocMaTpajy ciaydajHe IMPOMEHJbUBE:

X =BMI n Y = BPs.

OuekwBaHO je Jla MPHU Mepermy 00e KapaKTepPUCTHKe HACTA]y TPeIiKe, Ha Cy

JIOCTYIIHE peaJsin3alinje ciejehux nmpomMeH/bUBUX:

U=BMI + ¢,
Vi = BPs + 6y,
Vo = BPs + 65,
V3 = BPs + 63,
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re €, 01, 0o U 03 TIPEJICTAB/bA]y T'PEITKe Mepema. Mozke ce PeTIIoCTaBUTH J1a Tpe-
IIIKe 3a/10B0JbaBajy MPETIOCTaBKe KJIACHIHOI aJUTUBHOI MOJIEJIa TPEIIKe Meperba.

Taya ce xurmoresa

Hy: X u Y cy He3aBucHe ciiydajHe IpOMEHJbUBE
MOK€ TECTUPATHU MPOTUB aJITEPHATUBE

H,: X n Y cy 3aBucHe ciy4dajHe TPOMEHJ/bUBE,

romohy Tect cratuctuke 1 nedrHUCaHE y IPETXOHOM ToT/IaBsby. Kako je m, = 1

u M, = 3 TEeCT CTATUCTUKA ce TIpUMemyje Ha

{(Uzu ‘Z)}i:l,?,...,rm

rae je V; = LV + V2 +V3), i € {1,2,..,n}, an € N je obum ysopka. Hakon
npuipeMe mojaTaka (yrnapuBama Ha OCHOBY SEQN u yKiamama UCIUTAHIKA Ca
HesiocTajyhum BpeHOCTHMA) y30paK je odmma n = 6008.

Y aHajm3m ce KOPHUCTU TeCT cTraTHCTuKa 1, neduHmCaHa y TPETXOHOM IIO-
rnaBpy. Oyiyka O ofdaIuBamy HyJITE€ XHUIIOTe3e JTOHOCU Ce HAa OCHOBY KPUTUYIHE
00JIacTU TecTa, y3 n3adpaHu HUBO 3HAYUAjJHOCTH.

Ouekyje ce ma he aHam3a MoKa3aTu 3aBUCHOCT U3MeDy TPOMEH/HbUBUX.

Tectuparme HE3aBUCHOCTU Ce BPIINHU y3 IMOMON MEPMYTAITMOHOT OYTCTPEIl aJIro-
purma. 3a 3amaru HEBO 3HadajHocTH v = 0.05 ce renepumre B = 500 cayuajHmx
HEePMYyTaIja N3MEPEHIX BPEHOCTU IIPOMEHIbUBE V, JI0K BPEJHOCTH IIPOMEHIbUBE
U ocrajy HermpoMmembeHe. 3a cBaky of mepmyTarmja V, n U ce padyHa BPeIHOCT
TecT cratuctuke 1, ynMme ce (popMupa eMIUPHjCKa PACIOesa TECT CTATHUCTHUKE
KOja OJ[roBapa HYJITOj XUIOTE3U O HE3aBUCHOCTHU JIATEHTHUX MPOMEHJbUBUX. Te-
CTHpaIbe ce MOXKe BPIIUTU MIPEKO KPUTUIHE 00JIacTH WK p-Bpemuoctu. lodujern

cy cienehm pesyararu:

e rpanura kputudne oodsactu: 0.032,
e BpexaHocT TecT craructuke: 0.356,

e p-BpesHOCT: 0.002.

Kako je 0.03176833 < 0.3559207 mysta Xumnore3a O HE3aBUCHOCTHU Ce Oj0aILyje.
Wcrtu 3ak/byvdak ce q00uja U Ha OCHOBY pP-BPEIHOCTH, jep je OHa Makba OJ 3a1aTOor

HUBOA 3HAYAjHOCTH.
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Pezynraru ykasyjy Ha CTATUCTHIKU 3HAYAjHY 3aBHCHOCT M3MeDy CHUCTOJIHOT
KPBHOT' IIPUTUCKa 1 MHJIEKCa TEJIECHE Mace.

Pesynraru nodujenn mpuMeHOM IIpeioyKeHe TECT CTATUCTUKE Ce MOTYy yIope-
JIUTH ca pe3yaTaTuMa JIo0ujeHuM IpumeHoM IlupcoHoBor koedwuiujeHTa Kopea-
nuje, p, KOju ce 9eCTO KOPHUCTU 338 TeCTUPahe HEe3ABUCHOCTU CJIYyYajHUX ITPOMEH-
spuBux. Kako npumena [IupconoBor koeduiijenTa Kopesalije nMa OrpaHuIeha Y
JIETEKTOBaIby HeJIMHeapHe 3aBUCHOCTHU, a OH HHUje MHBApHjaHTAH Ha T'PEIIKe Mepe-

A, JIOOWjeHN PEe3YITATU Ce Yy OBOM KOHTEKCTY KOPHCTE CaMO Kao JIONyHa aHAJIU3H.

Yaopak | {(U;, V1)} {(U, VDY {0, VY {(U,Vi)}i
p 0.307 0.314 0.321 0.318

Tabena 3.1: ITupconoB KoedumjeHT Kopesaluje KpBHOT TPUTUCKA U UHJICKCA Te-
JIECHE TeKWHE, Ha OCHOBY PAa3JIMUUTUX y30pakKa.

Pesynratn ykasyjy Ha yMepeHy JIMHEapHY 3aBUCHOCT IIPOMEHJ/BUBUX, ITO je
y CKJQJy Ca IPETXOHO JOOUjEeHUM Pe3y/ITaTuMa TeCTUparba, IpeMa KOjuMa ce
ojdalIlyje XuIoTe3a O HE3aBUCHOCTU HpoMeHJbuBUX. I[Ipu Tome, mpeTxo HO TecTu-
pame ce He OrpaHMYaBa Ha JUHEApHY HE3aBUCHOCT, Ia ce pedyaratu lIupconosor
KoedUIIIjeHTa MOT'y ITOCMATpPaTH Kao MOTBPJa MOCTOjaiba JUHeaApHe KOMIIOHEHTE

3aBUCHOCTH y KOHTAMUHUPAHOM y30PKY.

3.2 3aBuCHOCT KPBHOTI IIPUTHCKA U yKYITHOT

XoJiecTepoJia 'y KpBu

[Ipema momanmma u3 2018. roguue, HoJlecTH CpIia Cy Yy TOM IMEPUOLY IIPe-
craB/bajie Bojgehu y3pok cmpru y Cjeaumenum Amepudakum /IpkaBama. Huson
JINIUJIa y KPBU IIPEJICTaB/bajy jeJaH OJI OCHOBHHUX IIOKa3aTesba KOJU Ce KOPHUCTE
IIPU IPOTIEHN PU3UKAa O] HACTaHKa Kap/IMOBacKyaapHux oosectu. Jlumman cy cym-
cTaHIle Koje, u3Mel)y ocTasior, uMajy BaxKHy YJIOry V (DyHKIIMOHUCAY OPraHu3Ma,
a UXOB MTopeMeheH HUBO Y KPBU MOXKe OUTHU ITOBE3aH ca IoBehaHmM pusmKoOM O/1
oapehennx obosbema cplia U KPBHHUX Cyj0Ba. Mepema Junujia y KpBU y OKBUPY
ucrpaxkubaba NHANES 0dyxBaTajy yKyIIHU XOJECTEPOJI, XOJECTEPOJI JINTIOITPOTE-

HHa BHCOKE I'YCTHUHE, XOJIECTEPOJI JIMIIOIIPOTENHAa HUCKE I'YCTUHE U TPUTLJIMIIEPUIE.

Y oBOM mpuMepy HocMaTpa ce YKYITHU XOJIECTEPOJI. XOJIECTEPOJI je CYICTaH-
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Ia CJIMYHA MACTH KOja MMa BayKHY YJIOTY y OPraHM3My M HEOIXOJHA je, n3Meby
OCTAJIOT, 3a M3rpaIby hemrja u npon3Bomy ojapehennx xopmona. Opranusam cam
[IPOU3BO/IU HajBehu J1e0 X0JIecTepoJia, Ipe CBera y jeTpu, JIOK Mabl JIe0 IOTUYe U3
xpase. [Ipema 10CTYIIHO] JTIOKyMeHTaNuju, OKO 75% Xojecreposia HacTaje CHHTE30M
y OpraHm3My, JOK IPEOCTa/N Je0 MoThde u3 ucxpane. Mepeme HeroBor HUBOA y
KPBHU 3HAYAJHO je jep IOBUIIEHE BPEJIHOCTU MOI'Y OUTH IIOBE3aHe ca IoBehaHuM
PU3UKOM OJI HACTAHKA aTePOCKJIEPO3€e, OJHOCHO IOCTEIEHOI HAKYI/hamha MaCHUX
HacJara y 3uJ0BUMa KPBHUX CYJI0Ba, IIITO MOXKE OTE€XKaTH HOPMAaJIaH TPOTOK KPBH.

Hupo ykymHOr Xosecreposia y KpBu y okBupy ucrpazkuamwa NHANES onpe-
buBan je ;1abopaTopujcKOM MeTO/IOM 3aCHOBAHOM Ha €H3MMCKOM TecTy. Eusumu cy
CYIICTAHIIE KOje y OpraHu3My U J1abOpaTOPHUjCKUM IIOCTYIIIIMa yop3aBajy ojpehe-
He XeMHjCKe peakIije. ¥ OBOM CJydvajy, HU30M XEeMUJCKHX PeakIifja XOJIeCTePOJI
ce IpeTBapa y jeJniberbe Koje Mpou3Bojiu 00ojeHn pacTBop. nTensurer Te doje
3aTUM Ce MepHU IOCEOHNM JIaDOPATOPHjCKUM MHCTPYMEHTOM M HA OCHOBY Ib€ra ce
onpebhyje KoHIleHTpaluja yKYITHOT XojecTepoJsia y Kpsu. Ha Taj HaumH ce xemujckKa
0CODMHA Y30PKa IPEBOJIN Y OPOjUaHy BPEIHOCT KOja MPEJICTAB/ba U3MEPEHU HUBO
X0JIeCTepoJIa.

Toxkom 1ukiryca ncrpaxkuBamwa NHANES 2017-2018 auje dusio mpomena y Jia-
0OpaTOPUjCKOj METOIN KOja je KOpHUIIINeHa 3a MepPEmhe YKYITHOT XOJIeCTePOIa, Olpe-
MU Ha KOjOj Cy aHaJu3e BPIIeHe, HUTH JJaDOPATOPUjU Y KOjOj Cy 0DaBJbEeHE. ¥Y30pPIH
KpPBHU Cy HaKOH 00paJjie YyBaHU Ha Temieparypu o npudmmkao —30°C 10 crama
Ha J1adOpaTOPUjCKy aHamM3y. dyBame Ha HUCKO] TeMmieparypu omoryhasa odyBa-
Ibe CBOjCTaBa y30pKa M CMarbyje MOTYNHOCT IheroBe poMeHe Ipe CaMor Meperba.

[Topes Tora, TOKOM NpHUKyN/bama U aHAJIM3E IOJaTaKa TPUMEHUBAHU Cy IIO-
CTYHII KOHTPOJIe KBaJuTeTa. 10 Iojpa3yMeBa IIPOBEPY pajia J1adopaTOpHjCKe
ompeMe, HAYUHA 00PaJie y30paKa U TAIHOCTHU JOOUjeHUX Mepema. ¥ OKBUDPY KOH-
TpoJIe KBaJuTeTa, 3a Jeo y3opaka (2%) BpiueHa cy u MOHOB/beHA Mepema. Kako
je y JaToTeru JOCTYITHO CaMo jeJTHO Meperhe, BayKHO je HArJIaCUTH JIa je OHO J00U-
jEHO y CTPOro KOHTPOJIMCAHUM JIaDOPATOPHUjCKUM YCJIOBUMA U Jla HE IIPEJICTABIba

HY2KHO Pe3y/ITaT CaMo jeTHOT HEIOCPEIHO U3BPIIEHOT J1abOPaTOPHUjCKOT MEPEIHa.

Y oBOM HIpHUMeEPY ce pazMaTpa 3aBHUCHOCT U3Mel)y HUBOa yKYITHOT XOJIECTEPOJIA
y KPBHU U CUCTOJIHOI' KPBHOI' IIPUTUCKA. 3a CBAKOT UCIUTAHUKA TOJAIU O KPBHOM
PUTHUCKY JOCTynHU ¢y y marorern BPX J, 1ok cy momarnm o yKyITHOM X0OJIeCTePO-

ay cagpxkanu y garorertn TCHOL J. Jlaroreke ce, Kao y IPETXOIHOM IIPUMEDY,
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MOT'Y TIOBe3aTH MOMONY jeMHCTBEHOT uaeHTHduKaTopa ncnutannka SEQN.

YKyIHEI XOJIECTEDPOJT TIPEJICTAB/ba jeJlaH OJ 3HAYAJHUX MMOKA3aTe/ba Kap/IMOBa-
CKYJIADHOT PHU3UKAa. XOJIECTEPOJI je JIMIUHA CYIICTAHIA KOja MMa BaxKHY (Hu3n-
OJIOIIKY YJIOTY, aJii IberoBe MOBHUINEHE KOHIEHTPAIMje MOTY OUTH IIOBe3aHe ca
pa3BojeM pPa3IMYUTUX Kap/IMOBACKYJIaPHUX O00JbeHha. ¥ ITOCMATPAHOM ITUKJIYCY
YKYIIHIA XOJIECTEPOJI je oipehrBaH JUPEKTHUM JIADOPATOPUjCKIM MEPEHeM €H3UM-
cKOM MeToJ10M, a ripomersbuBa LBXTC canpxku meroBy KounenTparmjy y mg/dL.

Ca npyre crpaHe, CUCTOJIHU KPBHU MPUTUCAK TIPEJICTAB/ba MPUTHUCAK KPBU HA
3UJIOBE apTepuja y TPEHYTKY KOHTPAKIIIje CPIla M jeJJaH je 0J OCHOBHUX ITOKa3a-
Tes/hba (PYHKIIMOHKCAIbA KapAUOBacKyaapHor cucreMa. [loBuren kpBHU mpuTHcak
je 3HadajaH (aKTOp PU3MKA 33 PA3JIUYATa KapIuoBacKyjdapHa 000Jberba, Ia je
HCIIUTUBAIbE IHEroBE IMOBE3aHOCTU Ca APYTI'MM (baKTOpI/IMa pPUusuKa OJ BEJIUKOI' ME-
JIUITUHCKOT 3Ha4Yaja. Tpu y3acTomHa Mepema CUCTOJIHOT IPUTHUCKA 3adeiezKeHa cy
npomensbuBamMa BPXSY1, BPXSY2 u BPXSY3.

VY30pak umHe peasu3aliuje MPOMEH/bUBUX:

U=X+c¢,
Vi=Y +94,
Vo =Y + 0o,
Vi =Y + 03,

rne je X = TCHOL u'Y = BPs, a ¢, 01, 03 u 03 IIpecTaB/bajy TI'PEIIKe Mepe-
a. MoxKe ce IpeTIoCTaBUTU J1a I'PeIllKe 3a10B0/baBajy IIPETIOCTABKE KJIACHIHOD

aJIUTUBHOT MO/IeJIa TPEIIKe Meperma. XHUIoTe3a

Hy: X m Y cy He3aBucHe ciiydajHe TPOMEHJbUBE
ce MOXKe TeCTHUPATH IIPOTUB AJITePHATHBE

H,: X un Y cy 3aBucue ciryuajHe IpOMeHJ/bUBE,

nomohy tect crarucruke 1. Kako je m, = 1 m m, = 3 TecTt crarucruka ce
IpuMemyje Ha
{(U, Vi) Ym0, 5
rae je Vi = 3(VP + V2 +V?), i € {1,2,..,n}, an € N je obum ysopka. Hakon
IIpUIIpeMe To/IaTaKka y30pak je obuma n = H578.
Kao u y npsom npumepy, ouekyje ce ga he anajim3a 1mokKa3aTu 3aBUCHOCT U3-

Mehy npoMeH/bUBHUX.
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Tectuparme HE3ABUCHOCTHU Ce TIOHOBO BPIIH y3 MTOMON MEPMYTAITHOHOT Oy TCTPEI
aJropuTMa, 3a 3aaTu HUBO 3Hadajuoctu = 0.05 u B = 500 urepanuja dyrcrpen

asiropurMma. Jlodujenu cy cienehu pesysraru:

e rpanura kpurudne oodsactu: 0.032,
e BpegHOCT TecT craTuctuke: (0.243,

e p-BpeanocT: 0.002,

Ha, OCHOBY KOJjUX Ce HYJITa XUIIOTe3a O HEe3aBUCHOCTHU ojdaIryje. 3akjbydyje ce
Ja u3Mely cucTOSTHOr KPBHOI MPUTUCKA W HUBOA YKYIIHOI XOJIECTEPOJIA Y KPBU

IIOCTOjW 3aBUCHOCT.

Vsopax | {(U;, V)Y {(UVA}: {U. VA {(UL Vi)
P 0.233 0.231 0.227 0.233

Tadena 3.2: IlupconoB koedwurujeHT Kopesalyje KPBHOI' MPUTUCKA U YKYITHOT
XoJiecTepoJia y KPBU, Ha OCHOBY Pa3/INYUTUX y30pakKa.

Kao n y nperxomHoM mpuMepy, pe3yiaTaTi yKa3yjy Ha YMepeHY JIMHEeapHy 3a-

BHCHOCT IIpOMEHJbUBUX, IIITO je y CKJIaady Ca pe3yJjiTaTuMa TeCTHPalba.
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I'maBa 4

MoryhHocT npoumupeme TecToBa
HEe3aBHCHOCTHU Ha IIeH3ypucaHe

ImojgaTrKe

Y oBoM moryiaB/by he duTH MpecTaB/beHa MOTEHINjATHA ITPOITUPEHha ITPETXO/I-
HO odpalene Merojiosoruje, y ciaydajy IeH3ypHcaHux mnojgaraka. [Ipasnu jasper
HCTpasKUBarba MOr'y OUTH 3acHOBaHM Ha Tecry jgaroMm y pajy [5], koju kopucTn
dCov Mepy Kao OCHOBY 3a TE€CTHPalbe He3aBUCHOCTH ITPOMEHJbUBUX KO KOjUX C€
jaB/ba TEH3ypHCame, U Ha JEKOHBOJIYIIMOHOM IPHUCTYIy u3 pajaa [3], y xome ce
YBOJIe MOJIEJTH KOjU OIHUCY]Y TOJIaTKe KOjU Cy UCTOBPEMEHO MOroheHU IMEeH3ypPOM U

I'PEIKaMa Yy Mepemy.

V KIMHAYKUM UCTPAXKUBABUMA YECTO ce e(pUKACHOCT HEKe MHTEPBEHIIN]jE ITPO-
nemyje npahemeM Opoja MCIUTAHUKA KOjU Cy NPEKUBEIU OJipeheHn BpeMeHCKH
[IePUOJI, OJIHOCHO KOJ| KOJUX je MHTEPBEHIHja J0Beja JI0 MOBOJbHOT ucxoma. Ocum
CMPTH HEKH O] HEITOBOJAHUX MCXOJa MOTYy OUTH U I10jaBa WHQEKIje WU ITOBpa-
TaK 00JIeCTU HAKOH Jieuerma. MoxKe ce IpaTuTH U BpeMe IIOTPEeOHO 3a OCTBapeHe
HEKOI' CIemu@UIHOI UCXOJa, Kao ITOo je Bpeme 10 3adeha. Bpeme mporekiio o
JedrHICaHOT MTOYeTHOI TPEHYTKa JI0 HAacTaHKa Jgorahaja o MHTepeca ce Ha3UBa
BpeMe IIpe>KNBJhaBaha.

ExcriepumenTu y KojuMma ce mocMaTpa BpeMe IMPeXKUB/haBarha I€CTO CY OTeXKa-
HU CUTYyalldjaMa y KOjuMa UCITUTAHUIN He ¥KeJle WX He MOT'Y Jia YIECTBY]Y Y IbUMa
J10 Kpaja nepuoja npahema. Takohe, MoOxKe ce IeCUTH U Ja UCIIUTAHUK HE JTOXKUBHU

CMPT 10 Kpaja nepuoja npahema. Te curyanuje ce Ha3uBajy J€CHO IEH3ypHCa-
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HUM MOCMaTpamuMa. 3a OBaKBe HCIUTAHUKE je JOCTYITHA HEMOTIyHa UH(MOD-

maruja. [Toznaro je ma ce mpahenun jgorahaj Huje TOroano JI0 TOCTEIHET TPEHYTKA
npahema ucnuTaHuKa, U J1a he ce, YKOJIUKO 0 Hera Johe, JOrOJUTH HAKOH TOT
TPeHyTKa, aji Huje MO3HAaTO KaJja. [[oTImyHO mMCK/bydnBame TaKBUX HMCIIMTAHUKA

U3 UCTPaKUBarba HUje OIPaBJIaHO, jep Hoce MH(MOPMAIIHje O IIPEKUB/HABAILY.

Y mpeTxoIHOM IOIJIaB/bY je pa3MaTpPaHO TeCTHUpame HE3aBUCHOCTH CIIYYajHUX
ITPOMEHJbUBUX y MIPUCYCTBY T'PENTakKa Mepema, KOje 33/I0BO/baBajy KJIaCUIaH aJIu-
THUBHH MO/IeJI Tpellike Mepema. [IpeTrnocraBibeHo je 1a cy mocMarpaHe BPEIHOCTH
JIOCTYIIHE 3a 11e0 y30pak. Mmak y MHOrMM UCTpazKUBambUMa Ce Y3 IIPOOJIEM rperia-
Ka y Mepemy jaBjba U IMPOOJIEM IeH3YPHUCAHNUX MOJaTaKa. ¥ HACTaBKY Cy HaBeJIeHU

IIPUMEPH ToJaTakKa KOJI KOJUX MOTY HACTaTU U TEH3ypa U T'PENIKe NCTOBPEMEHO.

e Koi BpemMeHa /10 cMpPTU DalMjeHTA JaTyM JUAjarHO3e WU TOYeTKa Jie-
Yermha He MOpa OUTHU IOTIIYHO IIPeIU3aH, Ia HacTaje T'PeIlKa IPH Mepemy
BpeMeHa O] AMjarHo3e JI0 CMPTU. YKOJIMKO je TAIMjeHT YKUB Ha Kpajy CTy-
Jvje WA je HAIIyCTUO CTYAWjy IIpe Kpaja HacTaje IEeH3ypHcame ca JIeCHe

cTpaHe.

e Ko mpoMeH/bUBHX TOIyT BPEMEHa /0 MOojaBe KOMILJIMKAIje HAKOH
oriepariije 1 BpeMeHa A0 MOHOBHOT jaBJbamba O0OJIECTH I'PeIka HacTa-
je jep ce morabaj He perucTtpyje y TPEHYTKYy JieliaBarma Beh Ha ciiegehem
KOHTPOJIHOM mperJie ty. /lecHa 1en3ypa HacTaje yKOJIUKO Ce He jaBU KOMILIN-
Kallfja, OJIHOCHO TIOHOBHO jaBJbarbe OOJIECTH JI0 Kpaja MCTPaKUBaIba, WU

aKo TMaIjeHT HAIyCTU UCTPaKUBaIbe Impe Kpaja.

e V eKOHOMUjU I'peIIKe MOI'Y HACTATU IPUJINKOM Mepermha BpeMeHa JI0 OaHKPO-
Ta, YKOJINKO je TaTyM CTBAapHOI IIpecTaHKa aKTUBHOCTHU HempernunsaH. /lecHo
IIeH3ypHUCcabe HacTaje YKOJIUKO (puUpMa jOIl YBEK IMOCJyje Ha Kpajy IIOCMa-

TPAHOT MePUO/Ia WM HAILYCTU UCTPaKUBAIHE.
e IIpumep u3 dusuke je Bpeme /10 pacuajia HeCTAOUIHE YECTHIIE.

3001 0BaKBUX IO/IATAKA CE jaBJba MMOTPeda 3a TECTOM KOjU HCTOBPEMEHO Y 003UP
y3UMa, HETAYHOCT Mepemha U HEMOTIIYHOCT OCMATPAHUX MOJATAKA.

Kako je oBa obsracT jomn yBeK HEJIOBOJ/HHO MCTPAXKEHA, OCTaje HU3 OTBOPEHUX
UTamka Koja 3aXTeBajy Jla/ba TEOPU)CKA M €MIINPHjCKA UCIUTUBAIba. Y OBOM IIO-

raB/by he OUTH IIpecTaB/beHe METOIe KOoje Cy J0 cajia pa3MaTpaHe Y JIUTepaTypH,
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Kao U MOT'yNHOCTHU HUXOBOT Jajber pa3Boja. [laxkmwa he dutn nmocsehena moryhum

npasruMa Oyayhux mcTpakuBatba U MPOIIUPEHUMa ITOCTOjeNrX MeTOI0JIONTKIX

IIPUCTYIIA.

Bpeme npexxuBsbaBama

Anaimsa npekuB/baBaiba je I'paHa CTATHCTHKE KOja ce DABU MepemeM Bpe-
MeHa JI0 HacTaHKa Jorahaja oy mHTepeca. YKOJUKO je IPOIEHAT IeH3yPUCAHUX
ejleMeHaTa MaJid, OHU Ce MOT'Yy 3aHeMapUTH, ajJlid Ce Y CYIIPOTHOM TECTOBU MOPA]y

IIPUJIAro/INTU HOBOj CTPYKTYPH IO/IaTaKa.

Hexka je ca X o3HadueHO BpeMe IpeKUBJ/baBama. Y NUTAWY je MO3UTUBHA He-
OpeKuIHa caydajHa npomensbuBa. Heka je Fx(-) dyHkimja pacmnojese ciydajue

Besmunie X . Pynkiyja Jiepbuancana ca

Sx(t) = P{X > t} = /Jroo dFX(u),

ce Ha3WBa (PYHKIIMJOM IIPEKUBJbaBaba, a (pyHKIMja jjepuHucana ca
Pit<X<t+dt| X >t
Ay(t) = lim LU S X StHdX =t}
dt—0 dt

ce Ha3MBa CTOIIOM Xa3ap/ia.

36or menoryHux nHdopmanuja ce dbynknuja Fy(-) He MOXKe alpOKCUMUPATH
Ha KJIACHYIaH HAYWH, 300r Yera Cy pa3BHjeHe MocedDHe MeToje aHAJM3e ITPEeKU-
B/baBatba. ¥ HacTaBKy he OmTu mpukaszana Karman-MajepoBa orena (yHKIH]je

IIpeKuBJ/baBalba.

Hexka je {(1},4A;)};=1,..» TpocT cityudajai y3opak odbuma n € N, rze je
T = min{X;, C;}  n A; = I{X; < G},
za j =1,2,...,r. Heka cy ty, 1o, ..., t,, HelleH3ypuUCaHe peaju3aliyje caydajHe BeJiu-
quHe T'. Heka je ca r o3naden Opoj pa3jinauTHX JOCTYITHUX peaJin3aliija U HeKa
je ta),t@), ..., t(r) onrosapajyhn sapujarmonn mus. Ca d(;) ce o3HaIaBa KOJIHKO je
myTa 3a0ejiezkeHa BPeIHOCT t(;y, 3a j = 1,2,...,7. Baxu d) + d) + ... + dgy = n.
Ca R(t(j)) je o3Haduen O5poj mocMaTparma Koja Ce jOII HHCY DPeaan30BaJia M/
HHCY IeH3ypHCaHa, HelIoCPeIHO IIpe TPeHyTKa t(;), 3a J = 1,2,...,r. Heka je:
to) = to, R(t()) = n,
by = 400, R(trin) =0
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IHEH3YPUCAHE IIOJJATKE

Hexa je t € [t(;),t(j+1))- Tama Baxn:

Sx(t) = P{X > 1) [X > t) } P{X > 15 [X >ty }
. P{X > 140)) | X > tii-1) }.

Kamran-MajepoBa onena dyHKImje TpexknB/baBama Sx (1) je mara ca:

Jltg st

= II |1-dy (Z I{t), > t(j)}>

JltH)<t

TecToBu He3aBucHOCTH 3acHOoBaHU Ha dCov Mepu y ciaydajy

OHeH3ypucCaHuXx IIoJaTaKa

Y paxy [5] je ommcano xkako ce dCov Mepa MOKe KOPUCTUTH 38 TECTUPAHE
HE3aBUCHOCTU YKOJIMKO C€ jaB/ba JECHO IEeH3ypHCame mojaTaka. AyTopu yBoje

ciaenehu Momesn:

e X € [0,400) je BpeMe IIPEKUB/bABAA;

e C €[0,400) je nensypuiryha npoMeH/bUBA;

Y € RY je BeKTOp MepEHUX KapaKTEPHUCTHUKA,;
e (' je meszarucHa o napa (X,Y);
e X u Y mory Outn 3aBuCHE.

Heka je {()/jvj‘ljﬁAj)}j:l,..‘,n: riae je I‘IJ = min{Xj,Cj} n Aj = I{X] S
C;},3a j =1,2,...,r, mpoct ciaydajan y3opak oouma n € N. Ilum je Tecrupame
XUTIOTE3€

Hy: X mY cy He3aBucHe ciiydajHe BeJIMINHE,

IIPOTHUB aJITePHATUBE
H, : X u Y Hucy He3aBUCHE CJlydajHe BEJIMYINHE,

Ha OCHOBY JATOT Y30pKA.
Heka je Fo(-) dyuknumja pacnogene nensypuiiyhe npomensbue C' u Heka

SEM () Kannan-Majeposa onena dbyHKIje IpexKuBbaBama So(-) ate ca:
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Se(t) = P{C > 1} = / ™ dFo(w),

A
SEM(T,—)’

{1,2,...,n}, rme je ca ggM(Ti—) O3Ha4€eH JIeBU JIMec (DYHKIHje S’gM() y Tadku

Hexka cy Wy, W, ..., W,, ciydajue Bennunne nedpununcane ca: W; = 3a 1 €

T; n Heka je:

aij = |1Y; = Yjl|,
dij = ||T; = T5l|,

n
m = E W,
i=1

=W

za i, j€{1,2,...,n}.
YV paxy [5] je npencrasmena sepsuja onene semmuune dCov?(X,Y) nodujena
CKaJIparbeM HHBEpP3HOM BepoBaTHONOM Tiemsypucama (1. OHa je 3a1ata jeHaKo-

mihy:

n(n—1)(n—2)(n—3)Q =Y WilW,aydy;(m* — m(W; + W;) — M + 2W;W;)

1,j=1

—2) Wi(m+ W) (Z Wj%) (Z Wjdij>
im1 j=1 j=1
cayw (Swia, ) (S,

i=1 j=1 Jj=1
g (S ()
i=1 j=1 j=1

n n
+ Z VVZ-VVjaij Z WZW]dZ]
ij=1 ij=1
Crammparbe HHBEP3HOM BepOBATHONOM IeH3ypHcaba ce BPIIK J1a O Ce CMAahu-
Jla IPUCTPAcHOCT. Taj mpucTyn cMamyje yTHUIla] [eH3y PUCAHUX HOJATaKa Y Y30PKY
IeH3ypHCaHoOM ca JecHe crpade. Coaydajue Beqmaune W, i € {1,2,...,n} upeacra-
BJbA]y TEXKUHE KOje ce J00Mjajy Kao MHBEP3HE OlleHe BePOBATHONE J1a MOCMATPAHE

HUje IeH3ypucaHo 10 BpeMena 71;.
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I'nasa 4. MOI'YHHOCT IIPOIIUPERBE TECTOBA HE3ABHCHOCTHU HA
IHEH3YPUCAHE IIOJJATKE

Y paxy [5] cy usBemena acuMITOTCKA CBOJjCTBA TECT CTATHCTHKE ) MO OCed-

HUM TIPETIIOCTABKAMA.

[Ipunukom TecTupara, HyJITa XUIOTE3a ce odallyje Ha HUBOY 3HAYAJHOCTH
aKO je BPEJTHOCT TeCT CTATUCTUKE Q U3padyHaTa Ha OPUTHHAIHOM Y30PKY Beha o
onrosapajyhe KpuTUIHE BPEIHOCTH Cq, KOja C€ MOXKE U3PATYHATH ITEPMY TAITHOHOM
OyTCTpeIl METOIOM.

[Turame moryhuocTu nmpuiarohaBarma CTATUCTAKE Q IoJIaIlMa IIOroheHnuM rpe-
IMKaMa Mepema ocTraje oTBopeHo. CBOjCcTBa CTATUCTUKE Y CIydajy TAKBUX IO~
Taka jOII YBEK HUCY WCIUTaHa. Y HACTABKy he OuTm HaBejeH mpejior moryher

MIPOITUPEHA.

Llen3ypucanu nmojiary U rpeiike Mepema

Y smrepaTypu HEje UCTParKeH IpodJIeM TeCTUPakha HE3aBUCHOCTH YKOJHMKO CY
IEH3YPUCAHU TI0JIalld KOHTAMUHUPAHU T'peliKaMa Meperma. Y HacTaBKy he owutn
[IPEJ/ICTAB/FEH TPUCTYI 3aCHOBAH HA JIEKOHBOJIYIMJH 33 aHAJIU3Y IEH3YPUCAHUX
nojlaTaka y IMpUCYCTBY rpelaka Mepema. ¥ pauy [3| cy usnoxene ocHoBHe ujeje
JICKOHBOJTIYIIMOHOT TIPUCTYIIA, IHeroBa IPUMEHa y YCJIOBUMA IEH3ypHUCarba, Kao U
IIPETIIOCTABKE HEOIXO/IHE 33 F-erOBY IPUMEHY.

Nsznoxena uaeja ce y Oyayhum mcrparkuBamuMa MOXKE TPUMEHUTH Ha TECTH-
pame xumore3a. KoHKpeTHO, OHa ce MOYKe HCKOPUCTUTH 38 KOHCTPYKITA]Y MO U-
koBame orene dCov, Koja dou omoryhmia TecTuparme HE3aBUCHOCTH IEH3YPUCAHUX
[o/IaTaka y MPHUCYCTBY T'PEIIaKka MePerba.

Hexka cy y HacTaBKy IIeH3ypHCAHHU ITOJAI U3MEPEHHU ca T'pemKoM. Pasaukyjy

ce JIBa cydaja:
e rpemika yrude u Ha X u Ha C

® TpellKa yTude camo Ha X.
Y 1mpBOM MOJIETY Ce IIOCMATPajy IPOMeH/bUBe X U (, JaTe ca

x=X+e,
¢(=C+e,
r7e je € rperka y Mepemy. OBaj cirydaj HacTaje KaJja je movIeTak BpeMeHa HEITO3HAT,

Ha IIpUMep aKO Ce MepH BpeMe JI0 CMPTH, aJIlid HUje II03HATO KaJia ce TAYHO JaBHO

IIPBU CUMIITOM OOJIECTH.
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Y apyrom mogzeisy ce mocMmarpajy x u C) jep HHje mO3HAT TadaH TPEHYTaK

HacTaHKa forabhaja ox murepeca. OBje je mpuMep HACTAHAK KOMILIAKAIIAje HAKOH
oreparuje.

VKOJIMKO ce oAl YKJIAIajy y IPBU MOJE] y30paK je 00JInuKa
1 1
{U, )}
a YKOJIUKO Ce YKJaIajy y JIPYT'u OOJIUKa
2 2
{(U]( )7 Frg ))}jzl,...,n7
TJIe je:
U;l) = min{X;, C;} + ¢; = min{X; + ¢;,C; + ¢;} = min{x;, (;},
Uj( ) :mln{X]—{—e],C]} :mln{xj,cj}, T

1
J
1 1

§)=I{Xj < Cj}.

[IpBu Mo1€JT Ce yKIIalia y MPeTHOCTaBKe KIACHYHOT a/IATUBHOT MOJIEJIa T'PEITKe
Mepema.

Ayropu y pany [3] najy omneny crome xazapaa Ay (-), Ha OCHOBY Koje ce, U3 Be3e
Sx(t) =e I Ax (u)du

MOK€ U3BECTH OlleHa (DYHKIIHje IIPeKNB/baBamba KOja ¢e MOXKe IMPUMEHUTH y KOH-
CTPYKIIMjU HOBUX CTATUCTUIKUX TECTOBA.

[Tpuctyn u3 [3] Moxke HOCTYKUTH KAO OCHOBA 3a IpUJIArohaBarme TECT CTATH-
cruke u3 [5] momamumMa Ko KOjux, mMOpe/ JIeCHOT TeH3YPUCaba, TIOCTOje U IPEIKe
Mepema. Knacuuna Kamnan-Majeposa oriena Ou Moryia OUTH 3aMerbeHa O/IoBa-
pajyhom nexkonBosynmoHoMm orieHoM. Tako du Morse ja ce MOAUMPUKYjy TeKUHe
Wi, i e€{1,2,...,n}, nedunncane y IpeTxoqHOM OJIeJbKY. Y 3aBUCHOCTH O] MOJIEJIA
IpelrKa Mepema MOKe HMOTOJUTH BpeMe IIPeKUBJ/baBaiba, IMEeH3YPHUIyny IpoMeH-
JbUBY WJIK BEKTOp MepeHux Kapakrepuctuka. [locedHo je mHTepecaHTan ciydaj
KaJla T'perrka moraha cBe Tpu MPOMEH/BUBE Y MOJIEILY.

Takobhe, meTomosoruja ce MOXKe HPOIMUPUTA W Ha OIIITUJU MOJIEJ, KO KOora
BpeMe IpeKUB/baBarba U IeH3ypulllyha mpoMeH/pbuBa He Ou Oujie morohene mcTom

I'PEIIKOM:

x =X +e€x,
<:C+€C.
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I'maBa 5

3aKJby4vaK

Y oBOM pa/iy je pa3sMOTpeH MPODdJIEM TeCTUPaha HE3ABUCHOCTHU CJIYUajHUX IIPO-
MEHJ/bUBHX Y IIPUCYCTBY I'pelllaka Mepema. ['perke Mepema HacTajy Kao MOC/Ie hIa
pazmumauTux (pakTopa, a y OBOM paJly je MocedHa MmaxKrmba mocBeheHa ciydajHuM
rpelkaMa Koje 3a0B0JbaBajy MPETIOCTABKE KJIACUYIHOI aJUTHUBHOI MOJIE/Ia T'pe-
mKe Mepema. [locMaTpane mmpoMeH/bUBE TIpeJiCTaB/bhajy KOHTAMUHUPAHE Bep3uje
JIATEHTHUX MPOMEH/BbUBUX OJ WHTepeca. [IpucycTBo rpemaka y Mepemy MOXKe h3-
MEHUTHU CTPYKTYPY IOoJaTaKa, 300T Jera je moTpedHo Pa3BUTU TECT KOjU HA OCHOBY
IMOCMATPAHUX ITPOMEH/BUBUX JIETEKTYje 3aBUCHOCT U3Mely JIATEHTHUX TMPOMEHJbH-
Bux. [locTymnmu Tectupama odpahern y oBoMm pajy ce 3acHuBajy Ha dCov mepn

3aBUCHOCTH.

Y npBoM jeny pajia cy JiedpbuHucaHu OCHOBHM TIOJMOBH HEOIXOHU 33 aHAJIUIY
oBor 1poodsiema. To cy KJIacuIHU aJUTUBHHU MOJIEJI I'DEIIKe Meperma, IUPKYyJIap-
HU mojar, ogHoc myma u curtajga n dCov mepa. Ilpukaszame cy u HajBakHHUjeE
ocodune dC'ov Mepe, 300r KOjUX OHa MPEJICTAB/ba JTOOPY OCHOBY 3a KOHCTPYKITU]Y
TECTOBa YHUjU je IHUJb JIETEKTOBAIbe OWJIO KOI' OOJIMKA 3aBUCHOCTHU 3a Pa3InIUTE
THUIIOBE TI0/IaTaKA.

Y macraBKy Cy npukasaHe u yrnopehene pa3imyuuTe TECT CTATHCTUKE 3aCHO-
Bane Ha dCov mepu. [lopen crargap/HOT MOCTYIKa TeCTUpama, Beh Mmo3HaTOr y
JIUTEPaTypu, TPeJJIOXKEH je W HOBHU ITOCTYNaK 3aCHOBAH HA CPEIIbUM BPETHOCTHU-
Ma IIOHOBJbEHHUX Mepema. [loHOB/beHa Mepema NpyKajy A0JaTHy HHMOPMAIHjy O
JIATEHTHUM ITPOMEH/bUBAMA U JICTUMHUYIHO yOJIazkKaBajy JIejCTBO T'PEIIKE Meperba.

Emmmpujcka cryauja odyxBaTuia je BUIlle MoJiesia 38 KJIACUYIHE U yCMepeHe T10-

JdaTKe. Ha Taj Ha4v1H HMCIINTaHO je IIOHaIllakbe TECTOBa Y yCJIOBHUMa HE3aBUCHOCTH,
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Thasa 5. BAK/BYUYAK

Pa3IMYNTUX CTelleHa 3aBUCHOCTH, PA3JIMINTHX HUBOA T'DEITKEe Mepema U Pas3iin-
YIUTHUX OJIHOCA IyMa U curHaJia. [locebHO cy pasmarpaHu MOJeN ca JIMTHEAPpHOM
3aBUCHOIINY, CJIOXKEHUJUM OOJIUIIUMA 3aBUCHOCTH U PA3JIUIUTUM PACIIOIETIAMA JIa-
TEeHTHUX TPOMEH/bUBUX. Pa3MOTpeHN cy MOJIeN KJIACUIHUX U YCMEePEHNX TUIIOBA.

Jlobujenn pe3ysitaTn yKasyjy Ha TO Jia je HHTEH3UTET I'PEIIKe Meperha, OJITHOCHO
OJIHOC TIIyMa W CUTHAJA, jeJIaH O K/byIHUX (hakTopa Koju onpehyjy nepdopmarce
tecTroBa He3aBucHoctu. Ca mosehameMm ojHOCA IIyMa U CHUT'HAJA yOUaBa Ce CMa-
Ibelbe MONU TeCcTOBa, JIOK Ce 3aBUCHOCT YCIENIHUje JETEKTyje y CHTyalujaMa y
KOjuMa, je cama 3aBUCHOCT m3MeDy JIATEHTHUX MPOMEH/bUBHUX u3pakenuja. OBaj
pe3yJITAT je y CKJIaJy ca MHTYUIMjOM: IITO je IpeliKa Mepemba Beha y oigHOCy Ha
CUTHAJI, TO IOCMAaTPAHU IIOJIAIN CaJIpyKe Mare MH(MOPMAaIje O CTBAPHO] CTPYKTY-
pu 3aBHCHOCTH. Y CTY/JHjU je TOTBpheHa oueKnBaHa MPETIOCTABKA, JIa Ce HajOOIbe
nepdopMaHce MOCTUKY Y CAydajy KaJla 1oJjalu Hucy onrepehenu rpernrkava Me-
pemba. YKOJMKO ce TIoJali KOHTaMIHIPAjy IpelkamMa TecT craTuctuxe T’ u p?, 3a
m, = m, = 2, IoKa3yjy candHe rnepdopmaHce, a MONU TeCcToBa ce y cjaydajy jake
3aBUCHOCTU TPHUOJIMKABA]y MONM TecTa KOjU ce IpUMerbyje Ha HEKOHTAMUHUPAHE
nogatke. Kajia je ognoc mryma u curnaJjia Behu of1 jegan Mohu TecToBa KOju KOpPH-
cTe KOHTaMUHHUPAHU y30paK HUCy ToJuko Bucoke. [lokazano je na je kopumiheme
TecT ctaTucTuke 7', KOja je IpejcTaB/beHa y OKBUPY OBOT' paJia, onpasjano. tbene
nepcdopMance cy Ha HHBOY IepdOpMaHCH TeCT CTaTHCTHKe p?, Koja je Behl 00-
pabena y smreparypu [6], a mcToBpeMeHO je paduyHCKH Marbe 3axTeBHa. Takobe,
YKOJIUKO je Moryhe ITOHOBUTH MepeH-€ BUIIlEe O]l JIBa IIyTa CTATUCTUKA 1’ ce MoxKe
DoJbe mokazaTH, jep je jeduHucaHa 3a MPOU3BOJbHE M, U My, 14, 38 PA3JIUKY O]
p? He 3axTeBa JOJATHA IIPOITHPEIHA.

3a ycMmepeHe ToOJaTKe JOOMjeHU CYy CJIWTHU 3aK/byUld Kao 3a KjaacudHe. Pe-
3YJITATU TIOKA3yjy Ja IMPEJJIOKEH! MPUCTYI HUje OUPAHUYEH CaMO Ha KJIACUYIHE
mojlaTKe, Beh Jla ce OCHOBHE Wjieje MOTY IPOIIUPUTU U Ha PA3JIUIUTE CTPYKTY-
pe momaraka. To je moceDHO BaKHO jep ce yCMepeH! MOJAIld jaBjhajy yV Pa3HUM
obJracTuMa.

CBu TecTOBHU TOKa3yjy candHe nepdopMaHce 3a pa3/ImduTe je3rpa.

Ha kpajy cy npejicraB/beHa 1 HEKa OTBOPEHA TUTama U IPABIN 34 Jajbe UCTPa-
KuBambe oBe odstactu. [Ipupono je modujene pesynarare IPOMIUPUTU U HA IIEH3YPU-
cae ToJjIaTKe, KaKo ce y MPAKCH YeCTO jaBJbajy MOJIalll Koje rmoraha u meH3sypucarme

U TPEIIKE Y Mepemny.
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