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1 Uvod

Ovaj rad bavi se vezama izmedu tri oblasti savremene matematike: informacione
geometrije, teorije difuzionih procesa i teorije optimalnog transporta. Iako su ove oblasti
istorijski razvijane nezavisno i sa razli¢itim motivacijama, u poslednjih nekoliko decenija
postalo je jasno da dele zajednicku matematicku strukturu. Centralni objekat koji sve tri
oblasti povezuje je prostor mera verovatnoce, a zajednicki jezik kojim se ta veza opisuje je
geometrija tog prostora.

Cilj rada je da tu vezu ucini eksplicitnom. Svaka od tri oblasti bi¢e obradena samostalno,
sa naglaskom na onim aspektima koji su relevantni za konac¢nu vezu. Poglavlje 2 uvodi
informacionu geometriju. Poglavlje 3 razvija teoriju difuzionih procesa. Poglavlje 4 izlaze
teoriju optimalnog transporta. Poglavlje 5 sintetiSe sve tri oblasti, i pokazuje da su dualnosti
koje se pojavljuju u svakoj od njih zapravo razlic¢ite manifestacije iste matematicke strukture
na prostoru mera.

1.1 Motivacija

Zamislimo skup svih moguéih raspodela verovatnoce. Prirodno se postavlja pitanje
kako meriti razliku izmedu dve raspodele, i kako zamisliti kretanje od jedne raspodele
ka drugoj. Ovo nije samo apstraktno pitanje. Odgovor na njega odreduje kako algoritmi
uce iz podataka, kako fizicki sistemi evoluiraju pod dejstvom slucajnih uticaja, i kako se
neka veli¢ina, poput mase ili resursa, optimalno rasporeduje iz jedne konfiguracije u drugu.
Pokazuje se da postoji vise prirodnih odgovora na ovo pitanje, i da svaki od njih vodi ka
jednoj od oblasti kojima se ovaj rad bavi.

Posebnu ulogu u radu ima pitanje koje je Ervin Sredinger postavio 1931. godine.
Zamislimo oblak cCestica koji se kre¢e potpuno slucajno, i pretpostavimo da znamo kako je
taj oblak rasporeden u pocetnom trenutku, kao i kako je rasporeden u nekom kasnijem
trenutku. Koji je najverovatniji nacin na koji je oblak presao iz jedne konfiguracije u
drugu? Ovo pitanje, formulisano decenijama pre nego sto su moderna teorija optimalnog
transporta i informaciona geometrija uopste postojale, pokazuje se kao prirodna spona
izmedu sve tri oblasti kojima se rad bavi.

Teorija optimalnog transporta dozivela je snaznu renesansu u poslednjih dvadeset
godina, delimi¢no zbog primena u masinskom ucenju, gde se pojavljuje u kontekstu
modela koji uce da generisu podatke postepenim uklanjanjem sluc¢ajnog Suma, kao i u
obradi podataka i optimizaciji. Cilj ovog rada je teorijski: razumeti zasto su veze izmedu
optimalnog transporta, informacione geometrije i difuzionih procesa duboke, i koji ih
matematicki mehanizmi zapravo povezuju.

1.2 Elementi diferencijalne geometrije

Diferencijalna geometrija pruza prirodan jezik za opisivanje prostora koji lokalno lice
na euklidski prostor, ali ¢ija globalna struktura moze biti zakrivljena ili netrivijalna. U
ovom radu taj jezik nam je neophodan iz dva razloga. Prvo, statisticka mnogostrukost
uvedena u narednom poglavlju jeste, u tehnickom smislu, glatka mnogostrukost opremljena
Rimanovom metrikom, pa je pojmovni aparat diferencijalne geometrije neophodan da
bismo tu strukturu precizno opisali. Drugo, isti aparat, primenjen na (formalno, beskonac-
nodimenzioni) prostor mera verovatnoce, lezi u osnovi Oto kalkulusa kojim ¢emo se baviti
kasnije u radu. U ovom odeljku uvodimo samo one pojmove diferencijalne geometrije koji
su nam neophodni za dalje izlaganje, u saglasnosti sa Lee [23].
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Definicija 1.1. Glatka mnogostrukost dimenzije d je Hausdorfov topoloski prostor M sa
prebrojivom bazom, koji je lokalno homeomorfan sa RY: svaka tacka p € M ima otvorenu
okolinu U i preslikavanje ¢ : U — R? (kartu) koje je homeomorfizam na svoju sliku, pri
cemu su prelazi izmedu karata glatks.

Intuitivno, mnogostrukost je prostor koji izbliza izgleda kao R?, iako globalno mozZe
imati sasvim drugaciju strukturu, npr. sfera je dvodimenziona mnogostrukost, iako nije
ravan.

Tangentni prostor T,M u tacki p € M je d-dimenzioni vektorski prostor koji lokalno
aproksimira M u okolini p, intuitivno, prostor svih pravaca u kojima se iz p mozemo kretati
po M. U lokalnim koordinatama 6 = (6, ..., 6%), prirodnu bazu T),M ¢ine parcijalni izvodi
O1,...,0q4 u pravcu koordinatnih linija.

Kotangentni prostor 7y M je dual tangentnog prostora, prostor svih linearnih funkcio-
nala na T,M. Njegovu prirodnu bazu ¢ine diferencijali koordinata df*,. .., d0?, definisani
uslovom db'(9;) = 5; Elementi T M nazivaju se kovektorima; primer koji ¢emo sretati
u narednom poglavlju je skor funkcija, ¢ije se komponente s; = 0; log p transformisu kao
komponente kovektora, a ne vektora.

Preslikavanje T': M — N izmedu dve glatke mnogostrukosti je glatko ako je glatko u
lokalnim koordinatama obe mnogostrukosti. Svakom glatkom preslikavanju 7" pridruzen je,
u svakoj tacki p € M, njegov diferencijal dT,, : T,M — Trq) N, linearno preslikavanje koje
tangentne vektore u p prevodi u tangentne vektore u 7'(p). Ovaj pojam ¢e nam kasnije
biti potreban za definisanje pusforvard mere kroz preslikavanje T', u kontekstu optimalnog
transporta.

U izrazima koji slede, kad god se isti indeks pojavljuje jednom kao gornji i jednom kao
donji, po njemu se automatski sumira, bez eksplicitnog pisanja znaka sume. Na primer,

d d
Gij d9*d®’ oznacava ZZgij do’ dg’.

i=1j=1

Ovu konvenciju, koju je uveo Ajnstajn radi preglednosti tenzorskih izraza, koristi¢emo
dosledno u daljem tekstu.

Klasi¢na Pitagorina teorema kaze da je kvadrat rastojanja izmedu dve bliske tacke u
euklidskom prostoru, izrazenih u ortonormiranim koordinatama, jednak zbiru kvadrata
razlika koordinata, df* = ¥°,(df?)?. Kada koordinate nisu medusobno ortogonalne, ili
kada prostor u kome se nalazimo nije ravan, ovaj izraz se uopstava uvodenjem metrickog
tenzora g,

dl? = gop dO* d6°,
gde se klasi¢na Pitagorina teorema dobija kao specijalan slucaj za g, = 0.

Definicija 1.2. Rimanova mnogostrukost je par (M, g), gde je M glatka mnogostrukost,
a g glatko pridruZivanje pozitivno definitnog skalarnog proizvoda g, : T,M x T,M — R
svakoj tacki p € M. Preslikavanje g naziva se Rimanova metrika.

U lokalnim koordinatama, Rimanova metrika je zadata matricom g.,(0) = gg(0q, Op),
tzv. Gramovom matricom baznih vektora d,. Klju¢na Cinjenica je da je poznavanje same
Gramove matrice gq(0) dovoljno za racunanje duzina i uglova izmedu tangentnih vektora
u tacki 0: za vektore u = u®9, i v = v*0), imamo

a,,b
GapU™v

lullollolle’

(u,v)g = gap(0) uavb, llullog = \/ gap(0) utub, cos Z(u,v) =



bez potrebe da eksplicitno poznajemo same bazne vektore 0, kao geometrijske objekte.
Sva geometrijska informacija sadrzana je u matrici g.(6).

Ako je v : [0,1] — M glatka kriva sa koordinatnim zapisom 0(t) = (6*(¢), ..., 0%(t)),
njena duzina u odnosu na Rimanovu metriku g definiSe se kao

L) = [ a0 80(0) 1)

gde je 6% = do* /dt. Ovo je direktno uopstenje formule za duzinu luka na krivolinijske
koordinate i zakrivljene prostore.

Pored duzine, poznavanje Rimanove metrike omogucéava i merenje zapremine. Element
zapremine na (M, g) dat je sa

dV = y/det g(#) db* - - - db?,

pri ¢emu je faktor y/det ¢ neophodan jer koordinate #* same po sebi, bez metrike, ne
nose informaciju o gustini prostora: isti koordinatni element df' - - - d#? moze odgovarati
razli¢itim stvarnim zapreminama u razli¢itim tackama, u zavisnosti od g(f). Sa ovim
elementom zapremine sres¢emo se u narednom poglavlju, u obliku Dzefrisove apriorne
raspodele 7 oc y/det g.

Rimanova metrika omogué¢ava merenje duzina i uglova u svakoj tangentnoj ravni
ponaosob, ali ne govori kako da uporedimo tangentne vektore u razlicitim tackama
mnogostrukosti. Za to je potreban dodatni pojam, konekcija, odnosno kovarijantni izvod.

Definicija 1.3. Afina konekcija na M je preslikavanje ¥V koje paru glatkih vektorskih
polja (X,Y) pridruzuje vektorsko polje VxY, C*®(M)-linearno po X (tj. Vix,19x,Y =
VY +gVx,Y za sve f,g € C®°(M)), i R-linearno po Y, zadovoljavajuéi Lajbnicovo
pravilo Vx(fY) = (X[f)Y + fVxY za svako f € C(M).

Konekcija sama po sebi nije jedinstveno odredena mnogostrukoséu; da bi bila uskladena
sa Rimanovom strukturom, na nju se postavljaju dva dodatna zahteva.

Definicija 1.4. Konekcija V na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) je kompatibilna sa
metrikom ako za sva vektorska polja XY, Z vazi

XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ),
a bez torzije ako za sva vektorska polja X,Y wvazi
VxY = VyX = [X)Y],
gde je [X,Y]| = XY — Y X Lijeva zagrada vektorskih polja.

Uslov kompatibilnosti sa metrikom znaci da paralelni transport duz bilo koje krive ¢uva
skalarni proizvod, dok odsustvo torzije znaci da konekcija ne unosi dodatno "uvrtanje”
prilikom transporta. Osnovna teorema Rimanove geometrije tvrdi da ova dva uslova
jednoznacno odreduju konekciju.

Teorema 1.5 (Osnovna teorema Rimanove geometrije). Na svakoj Rimanovoj mnogostru-
kosti (M, g) postoji jedinstvena konekcija koja je kompatibilna sa metrikom i bez torzije.
Naziva se Levi-Civita konekcija.



Kristofelovi simboli Levi-Civita konekcije u lokalnim koordinatama dati su sa

1
F?j = 5gkl (8igjl + @-gu - algij) ) (1>

gde je g inverzna matrica od g;;. Simboli I‘fj, definisani relacijom Vy,0; = Ffjak, nazivaju

se Kristofelovim simbolima druge vrste. Pored njih, u radu ¢emo koristiti i Kristofelove
simbole prve vrste, definisane sa

Tijn = 9(V.05, 0k ) = gu T}, (2)

odnosno, obrnuto, Ffj = gklri]”l. Razlika je, dakle, samo u tome da li je poslednji indeks
podignut ili spusten metrikom; simboli prve vrste su ¢esto pogodniji za racun jer izbegavaju
invertovanje matrice g.

Levi-Civita konekcija je jedinstveni prirodan izbor u opstoj Rimanovoj geometriji;
vide¢emo, medutim, da statisticka mnogostrukost nosi i druge, statisticki prirodne konekcije,
razli¢ite od Levi-Civita konekcije, koje ¢emo uvesti u odeljku 2.4. Njihova medusobna veza
opisuje se slede¢im uopstenjem uslova kompatibilnosti sa metrikom.

Definicija 1.6. Dve konekcije V i V* na (M, g) nazivaju se dualnim (ili konjugovanim)
u odnosu na g ako za sva glatka vektorska polja X,Y, Z vaZi

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, V% Z).

Kompatibilnost sa metrikom je, dakle, specijalan slucaj ove definicije za V* = V,
tj. Levi-Civita konekcija je jedina konekcija koja je sama sebi dualna. Za proizvoljnu
konekciju V postoji jedinstvena dualna konekcija V*, i njihovi Kristofelovi simboli prve
vrste zadovoljavaju

Ogij = Lirg + Uiy

Dualnost konekcija predstavlja uopstenje pravila za izvod skalarnog proizvoda: umesto da
istu konekciju primenimo na oba argumenta, dozvoljavamo da se izvod raspodeli izmedu
konekcije V na jednom i njene dualne V* na drugom argumentu. Ova naizgled tehnicka
definicija ima duboke posledice, koje ¢emo videti u kontekstu statistickih mnogostrukosti.

1.3 Stohasticke diferencijalne jednacine

Kroz ceo rad koristicemo stohasticke procese i stohasticke diferencijalne jednacine
kao osnovni jezik za opis difuzije, kako u Poglavlju 3 tako i u formulaciji Sredingerovog
problema mosta u Poglavlju 5. U ovom odeljku sazeto navodimo definicije i rezultate koje
¢emo koristiti, uglavnom bez dokaza, uz reference na literaturu [35, 15].

Pre nego sto uvedemo Braunovo kretanje, korisno je precizirati u kom smislu ¢emo, kroz
ceo rad, poistovecivati stohasticki proces sa merom. Neka je Q = C([0, c0), R™) prostor svih
neprekidnih funkcija w : [0, 00) — R", opremljen o-algebrom F generisanom cilindri¢nim
skupovima, i neka je na € definisan koordinatni proces X(w) := w(t). Stohasticki proces
poistove¢ujemo sa verovatnosnom merom P na (2, F): par (X, P) odreduje proces ¢ije
su konac¢no-dimenzionalne raspodele, za proizvoljne 0 < t; < --- < t; i Borelove skupove
Aq, ..., A, date sa

P(Xy, € Ar,.. Xy € Ay) = P({w € Qi w(ty) € Ay, wl(ty) € Ar}).



Prema Kolmogorovljevoj teoremi o prosirenju, mera P jedinstveno je odredena svojom
familijom konac¢no-dimenzionalnih raspodela, i obrnuto, pa su ova dva pogleda na proces,
kao familiju slu¢ajnih promenljivih indeksiranih vremenom i kao meru na prostoru putanja,
potpuno ekvivalentni. Ovaj drugi pogled bi¢e nam neophodan u Poglavlju 5.

Definicija 1.7. Standardno Braunovo kretanje u R™ je proces (Wi)>o takav da je Wy =0
skoro sigurno, ima skoro sigurno neprekidne putanje, nezavisne prirastaje (za 0 < s < t,

Wy — Wy je nezavisno od {W, :u < s}), i Wy — Wy ~ N (0, (t — s)I) za sve 0 < s < t.

Egzistencija ovakvog procesa nije trivijalna ¢injenica, ve¢ zahteva konstrukciju odgova-
rajuée mere na §2'. Putanje Braunovog kretanja su skoro sigurno neprekidne, ali nigde
diferencijabilne funkcije, i imaju neogranic¢enu varijaciju na svakom kona¢nom intervalu.
Ova poslednja ¢injenica je od sustinskog znacaja: ona onemogucava da se integral oblika
J3 Hy dW, definise na klasi¢an, Riman-Stiltjesov nacin, i zahteva poseban pristup.

Za dovoljno regularan, adaptiran i kvadratno integrabilan proces (H;);>o, [tov integral
fot H, dW, definise se najpre za proste, stepenaste procese, direktnom sumom prirastaja
Braunovog kretanja, a zatim se proSiruje na opste procese grani¢nim prelazom u L2,

koristeci Itovu izometriju,
t 2 t
E[(/ HSdWS> ] :EU Hfds},
0 0

koja garantuje konvergenciju konstrukcije. Za razliku od klasi¢nog integrala, Itov integral
J3 Hy dWy je, kao proces u t, martingal, sa ocekivanjem E[fot H, dWS} = ( za svako t, sto
¢emo koristiti na vise mesta u Poglavlju 3.

Preko Itovog integrala definiSemo centralni objekat ovog rada.

Definicija 1.8. Neka sub: R" — R" i o : R™ — R"™" data preslikavanja. Itov proces, ili
resenje stohasticke diferencijalne jednacine, je proces (Xi)i>o oblika

X, :X0+/0t b(XS)der/Oto(Xs)dWS, (3)
sto se skraceno zapisuje u diferencijalnom obliku kao
dX; = b(Xy) dt + o(Xy) dW,.
Funkcija b naziva se drift, a o matrica difuzije.

Postavlja se prirodno pitanje kada jednac¢ina (3) uopste ima resenje, i kada je to resenje
jedinstveno. Sledeca teorema daje standardan, dovoljan uslov.

Teorema 1.9 (Egzistencija i jedinstvenost). Neka b, o zadovoljavaju uslov globalne Lipsic
neprekidnosti ¢ uslov linearnog rasta, tj. neka postoji K > 0 takvo da za sve x,y € R"™ vaZi

[b(z) =0+ llo(z) —o)]| < Klz —yl,  [b(x)] + [lo(x)]| < K1+ [z]).

Tada za svaki pocetni uslov X, nezavisan od (Wy) i sa konacnim drugim momentom, SDE
(3) ima jedinstveno jako resenje na [0,00), u smislu da su bilo koja dva resenja skoro
stgurno jednaka kao procesi.

IPrvi rigorozan dokaz egzistencije dao je Viner 1923. godine, konstruiguéi meru W na Q = C([0, ), R)
pod kojom je koordinatni proces standardno Braunovo kretanje. Par (2, W) danas se naziva Vinerov
prostor, a W Vinerova mera.



Videti Oksendal [35, Poglavlje 5] za dokaz i preciznu formulaciju pojma jakog resenja.
Kroz ceo rad, kada pisemo stohasticku diferencijalnu jednacinu, pre¢utno pretpostavljamo
da su ovi uslovi ispunjeni, bez posebnog navodenja uz svaku pojedinacnu jednacinu.

Poslednji rezultat koji nam je potreban jeste stohasticki analogon lanc¢anog pravila,
koji nam omogucava da diferenciramo funkciju Itovog procesa.

Teorema 1.10 (Itova formula). Neka je (X;) Itov proces oblika (3) i f € C*(R"). Tada
je i f(Xy) Itov proces, i vazi

f(Xt):f(Xo)Jr/OtVf(Xs) ds+/ VF(X,)-0(X,) dW+= / Tr(oo™ (X,)V2f(X.)) ds.
(4)

Formula (4) se moZe napisati i u diferencijalnom obliku,

(X)) = V(X)) - dX, + ;Tr(UJT(Xt)VQ F(X0) dt (5)

Dodatni ¢lan drugog reda u (4), u odnosu na klasi¢no lancano pravilo, potice od
nenulte kvadratne varijacije Braunovog kretanja, d(W), = dt, i bi¢e osnovni tehnicki alat
u Poglavlju 3.

2 Informaciona geometrija

Do sada smo statisticki model posmatrali pre svega kao skup verovatnosnih raspodela
parametrizovanih odredenim brojem parametara. Medutim, takav pogled ne pokazuje u
potpunosti strukturu koja postoji izmedu samih raspodela. Informaciona geometrija pruza
nacin da se ta struktura opise geometrijski, odnosno da se statisticki modeli posmatraju
kao prostori u kojima mozemo govoriti o rastojanju, pravcima, projekcijama i promeni
parametara. Na taj nacin pojmovi koji se pojavljuju u statistici dobijaju prirodno geo-
metrijsko tumacenje. Na primer, Fiserova informaciona matrica odreduje lokalni nacin
merenja promena u statistickom modelu, dok divergencije omogucavaju da se porede
razli¢ite raspodele i da se opise koliko se one medusobno razlikuju [1].

Zmnacaj ovakvog pristupa posebno se vidi kod familija raspodela koje imaju dodatnu
strukturu, kao sto su eksponencijalne familije. U njima se razli¢iti nac¢ini parametrizacije,
tangentni prostori i divergencije medusobno povezuju na prirodan nacin. Time se neke
poznate statisticke konstrukcije, poput procene parametara, projekcija i odredenih optimi-
zacionih problema, mogu razumeti kao geometrijski problemi. Cilj ovog poglavlja je zato
da uvedemo osnovne geometrijske pojmove potrebne za takav pogled na statistiku i da
pokazemo kako se struktura koju smo prethodno razvili za statisticke modele uklapa u Siri
okvir informacione geometrije.

2.1 Statisticke mnogostrukosti i princip maksimalne entropije
Statisticka mnogostrukost je familija verovatnosnih raspodela
M= {p(z;0):0=(0",...,0%) ¢ © Cc R},

gde preslikavanje 6 — p(+; 0) zadovoljava odgovarajuce uslove regularnosti: injektivnost
(razli¢iti parametri odgovaraju razlic¢itim raspodelama) i glatku zavisnost log p(x; ) od
0. Parametarski prostor © tada igra ulogu lokalnih koordinata na mnogostrukosti M, a
svaka tacka mmnogostrukosti predstavlja jednu konkretnu raspodelu.
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Prirodno pitanje je koje familije raspodela zasluzuju posebnu paznju. Jedan odgovor
daje princip maksimalne entropije, koji je formulisao DZejns [19]2. Umesto proizvoljnog
izbora oblika raspodele, princip zahteva da se, medu svim raspodelama saglasnim sa
raspolozivim informacijama, izabere ona koja maksimizuje Senonovu entropiju.

[lustrujemo ovaj princip izvodenjem normalne raspodele, najvaznijeg primera za ovaj
rad, kao raspodele maksimalne entropije uz zadatu srednju vrednost i disperziju (odnosno
drugi momenat). Neka je p(x) gustina raspodele na R i posmatrajmo problem

max Hlp| = — / p(z)log p(z) dx

uz ogranicenja

pydr=1,  [ap@)de=p,  [(&—p)’p(e)dz = o, (6)
/ / /

Uvodeéi Lagranzove mnozitelje A\g, A1, Ao za redom navedena ogranicenja, trazimo ekstre-
mum funkcionala

E[p]:—/plogpdx—)\()(/pdx—l)—Al(/xpdx—u>—AQ(/(a:—u)dex—UQ).

Posto L zavisi od cele funkcije p(+), a ne od kona¢no mnogo promenljivih, ekstremum se ne
trazi obi¢nim izvodom ve¢ metodama varijacionog rac¢una, izjednacavanjem funkcionalnog
izvoda 0L /dp(x) sa nulom?® za svako x. Varijacija po p(x) i izjednac¢avanje sa nulom daje

—logp(x) —1— g — Mw — Ao — p)* =0,

odakle je
p(z) =exp (=1 — Ag) exp (—)\133 — Aoz — u)Q) : (7)

Da bi p(x) zaista imalo srednju vrednost 4 (a ne neku pomerenu vrednost), potrebno je
A1 = 0 — ovo se lako proverava direktnom smenom u uslov [ xpdx = u, jer bi linearni ¢lan
— A1z narusio simetri¢nost p oko p za Ay # 0. Preostaje

p(z) = Cexp (—)\2(33 — ,u)2> ,

gde je C' = exp(—1 — \g) normalizaciona konstanta. Konstante Ay i C' odredujemo iz
preostala dva uslova. Smenom u = x — p uslov normalizacije daje

1:/oo C’e”\Q“Qdu:C’M/\l — C’:H&.
—00 2 T

2Princip maksimalne entropije kaze da, medu svim raspodelama koje su saglasne sa raspolozivim
(nepotpunim) informacijama o sistemu, treba izabrati onu koja maksimizuje entropiju — tj. onu koja
je najmanje informativna izvan onoga S$to je eksplicitno zadato. Na ovaj nacin izbegava se unosSenje
proizvoljnih, neopravdanih pretpostavki o raspodeli, i princip daje jedinstven, reproducibilan postupak
za konstrukciju raspodele iz zadatih ogranifenja (npr. iz izmerenih momenata). DZejns je pokazao da se
na ovaj nacin iz istog opSteg principa dobijaju i klasiéni rezultati statisticke fizike (Gibsov i Bolemanov
ansambl), $to princip ¢ini fizicki, a ne samo formalno, opravdanim.

31zraz 5L /5p(x) naziva se funkcionalni (varijacioni) izvod i predstavlja uopstenje obi¢nog parcijalnog
izvoda na slucaj kada funkcional zavisi od cele funkcije p(-). Intuitivno, ako se prostor ishoda diskretizuje
na kona¢no mnogo tacaka x1,...,xy, funkcional L[p] postaje obi¢na funkcija L(p1,...,pn) konaéno
mnogo promenljivih p; = p(z;), a uslov ekstremuma glasi dL/dp; = 0 za svako i. Funkcionalni izvod
0L /0p(x) predstavlja kontinualni analogon ovog parcijalnog izvoda, dobijen u grani¢nom slucaju N — oo,
gde diskretan indeks ¢ prelazi u kontinualnu promenljivu x. U prakti¢nom rac¢unu, funkcionalni izvod
izraza oblika [ p(y)F(p(y),y) dy po p(x) racuna se tako Sto se p(y) za y # z tretira kao nezavisno od p(z),
¢ime se izvod svodi na obi¢no diferenciranje podintegralnog izraza po p(x).
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. .. a2 .
Uslov za disperziju, uz [*_u?e™™ du = 2171\/71'/@, daje

00 1 | 1 1
2 2 v —Agu?
= Ce™du=C-—|—==— = l=—.
g /—oo “ ¢ “ 2/\2 )\2 2)\2 2 202
Vra¢anjem u izraz za C' dobijamo C' = \/2;7 = 21M, tj.

\2mo 202

tj. gustinu normalne raspodele A (1, 02). Normalna raspodela je, dakle, jedinstvena raspo-
dela maksimalne entropije uz zadatu srednju vrednost i disperzij. Ovaj rezultat opravdava
njeno posebno mesto u teoriji verovatnoce i bi¢e polazna tacka za sve sto sledi u ovom
poglavlju.

Ovaj oblik, gde je logaritam gustine linearna funkcija pogodno izabranih statistika
T;(z), nije specificnost normalne raspodele, veé opsta posledica principa maksimalne
entropije uz proizvoljna momentna ogranic¢enja: isti varijacioni racun koji smo upravo
sproveli, primenjen na ogranic¢enja oblika [ T;(z)p(z)dz = 7;, i =1,...,d, daje gustinu
oblika p(x) = h(z) exp(A\'T;(x) — 1 (A)) za pogodno definisanu funkciju i i normalizacionu
konstantu (). Ovaj opsti oblik nazivamo eksponencijalnom familijom.

p(z;p,0) = ! eXp<—($_u)2>,

Definicija 2.1. Familija raspodela {p(x;0)} naziva se eksponencijalna familija ako se
gustina moze zapisati u obliku

p(x;0) = h(z) exp (0'T;(x) — ¥(0)),

gde su 6 = (01,...,0% prirodni parametri, T;(x) dovoljne statistike, h(x) nose¢a mera, a
¥(0) log-particiona funkcija, koja obezbeduje da gustina integrise do jedan.

Familija {p(z;pu,0) : p € R, 0 > 0} dobijena na ovaj nacin predstavlja dvodimenzionu
statisticku mnogostrukost i upravo ona ¢e nam biti glavni primer tokom celog rada.

Napomenimo da postoje i drugi klasi¢ni primeri statistickih mnogostrukosti dobijenih
istim principom maksimalne entropije, uz drugaciji izbor ogranicenja. Ako se, umesto
srednje vrednosti i disperzije na R, entropija maksimizuje na kona¢nom skupu od m ishoda
uz jedino ogranic¢enje normalizacije /", p; = 1, dobija se multinomijalna raspodela, ¢iji je
parametarski prostor

m
M = {(91,...,0m):6i > 0, Zﬁi—l},
i=1
poznat kao simpleks S™ !, (m — 1)-dimenziona statisticka mnogostrukost ¢ija temena,
predstavljaju degenerisane raspodele.
Drugi primer dobija se maksimizacijom entropije na skupu nenegativnih celih brojeva
uz zadatu srednju vrednost A. Uvodeci Lagranzove mnozitelje Ao, A\; za uslove normalizacije
i srednje vrednosti, trazimo ekstremum

Llp] = —gpklogm —)\o<§k:pk - 1) —M(E};k’pk —/\>.

Za razliku od kontinualnog slucaja iz prethodnog primera, ovde je re¢ o prebrojivo mnogo
nezavisnih promenljivih pg, pa se ekstremum dobija obi¢nim izjednacavanjem parcijalnog
izvoda sa nulom,

oL

—— = —logpr—1—XN—Mk=0 = pp=0Cr"
Opr
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gde je C' = exp(—1 — Ag), a r = exp(—A1). Iz uslova normalizacije, uz 0 < r < 1, sledi
C' =1 —r; iz uslova na srednju vrednost, /(1 —r) = A, sledi r = A/(1 + A). Konacno,

1 A\
= — [ —— k=012, ...
Dk 1+)\<1+)\>a 0777 ;

sto daje geometrijsku raspodelu sa jednodimenzionim parametarskim prostorom M = {\ €
R-o}.

2.2 Fiserova informaciona metrika

U uvodnom odeljku uveli smo pojam metrickog tenzora g, preko izraza df? = gq;, d0* d6°.
Na statistickoj mnogostrukosti, gde koordinate 6 same po sebi ne nose metricku strukturu,
prirodno se postavlja pitanje kako izabrati gq,(#). Da bismo na statistickoj mnogostrukosti
M uveli pojam rastojanja, potrebno je pronaci prirodan izbor takvog tenzora, odnosno
Rimanovu metriku. Polazna veli¢ina za njenu konstrukciju je skor funkcija

) = logp(0),  i=1,..d

vektor parcijalnih izvoda log-verodostojnosti po parametrima. Skor funkcija ima ocekivanu
vrednost nula: pod uslovima regularnosti koji dozvoljavaju zamenu redosleda izvoda i
integrala,

vl dlog(p) , op 1., 0 _ 0 B
]E,g[s,(X,é’)]—/p-de—/p-aei -pdx—aei/p(x,e)dx— 39i(1)_0'

Definicija 2.2. Fiserova* informaciona matrica statisticke mnogostrukosti M u tacki 0
definise se kao

Odlogp Jdlogp
00 007

000) =B | = Bisxins o ®)

Posto je Eg[s;] = 0, izraz (8) predstavlja kovarijacionu matricu skor funkcije, g;;(0) =
Cov(s;, sj), pa je automatski simetri¢na i pozitivho semidefinitna. Pod standardnim
uslovima regularnosti familije (koji iskljucuju degenerisane slucajeve, poput parametra
koji ne utice na raspodelu), g;; je strogo pozitivno definitna i definiSe skalarni proizvod na
tangentnom prostoru TyM:

(u,v)g = Zgij(ﬁ) u?, u, v € Ty M.
4,J

Ovim je na M definisana Rimanova metrika, poznata kao Fiserova metrika.
Posto je g;;(6) tenzorsko polje, pod promenom parametrizacije 6 — 6" ono se transfor-
mise po pravilu
06" 067
/ P— — e ..
gi/j/(e ) - Z 8012‘/ ae,j/ gl] (6)7

i?j

4Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) bio je engleski matematicar, statisti¢ar i genetic¢ar, roden u Londonu.
Smatra se jednim od najznacajnijih utemeljivaca moderne statistike. Dao je fundamentalne doprinose
teoriji statistickog zakljucivanja, teoriji procene i teoriji eksperimentalnog dizajna, a uveo je i pojam
Fiserove informacije, koji danas ima centralnu ulogu u statistici i informacionoj geometriji.
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usled Cega su veli¢ine izvedene iz g;; — rastojanje d¢?, duzina krive, zapremina — nezavisne
od izbora parametrizacije statisticke mnogostrukosti. Ovo opravdava da o M govorimo
kao o geometrijskom objektu po sebi, nezavisno od toga da li je opisujemo koordinatama
(i, 0) ili nekim drugim, ekvivalentnim izborom.

Pod uslovima regularnosti koji dozvoljavaju dvostruko diferenciranje pod znakom inte-
grala, Fiserova matrica se moze ekvivalentno zapisati preko drugih izvoda log-verodostojnosti,

9*lo
0u) = 5o | ot . )
Sto je Cesto pogodnije za racun jer izbegava mnoZenje izvoda®.

Fiserova metrika ima jasnu statisticku interpretaciju: ona meri koliko je lako, na osnovu
uzorka, statisticki razlikovati dve bliske raspodele p(-;8) i p(-; 6+ d#). Velika vrednost g;;(6)
znaci da mala promena parametra 6 izaziva veliku promenu raspodele, pa se raspodele
lako razlikuju; mala vrednost znaci suprotno. Ova interpretacija je u skladu sa ulogom
FiSerove informacije u Rao-Kramer-ovu® donjoj granici za disperziju nepristrasnih ocena.
Prirodno je pitati zasto je bas Fiserova metrika, medu svim mogué¢im izborima Rimanove
metrike na M, geometrijski istaknuta. Pre nego sto dodemo do odgovora na to pitanje
pogledajmo na primeru kako se ona zapravo racuna. Izracunajmo Fiserovu metriku za
familiju N (i, 0?) izvedenu u prethodnom odeljku. Iz

1 _ 2
log p(z; p,0) = ~5 log(27) — logo — (96205)
dobijaju se prvi izvodi a odmah i drugi
Plogp 1 Ologp _ 1 (&—p) O%logp _ logp _ (x—p)
o o? do? o2 ot dodp ~ Oudo o3

Rac¢unamo elemente Fiserove matrice direktno iz definicije (9):

Fiserova matrica je stoga dijagonalna,

Gy o) = <1/002 2/002> : (10)

®Da bismo pokazali ekvivalentnost (8) i (9), dovoljno je dva puta diferencirati identitet [ p(z;6)dx =1
po 6" i 67. Prvo diferenciranje daje [ 9;pdx = 0. Drugo diferenciranje po 67 daje [ 9;0;pdx = 0. PiSuéi 9;p =
p 9; log p i primenjujuéi proizvodno pravilo na d;(p d; log p), dobija se [ p (9;9;1logp + 8;logp 9, logp) dx =
0, odakle sledi E[0;0; logp] = —E[0; log p 0;log p|, §to je trazena jednakost.

6Rao - Cramér granica, nazvana po Haraldu Cramér-u i Calyampudi Radhakrishna Rao-u, daje donju
granicu disperzije nepristrasnog ocenjivaca u terminima Fiserove informacije. C.R. Rao je 1945. godine
uveo geometrijski pristup statistickim modelima i pokazao da FiSerova informaciona matrica prirodno
definiSe metriku na prostoru verovatnosnih raspodela, ¢ime je postavio jedan od temelja informacione
geometrije.
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a odgovarajuci element duzine glasi

J? — df/ﬂ+2d02

5 -

o2 o

Primetimo da G(u,0) — oo kada o — 0: kada je disperzija mala, raspodela je ostro
koncentrisana i ve¢ mala promena parametara statisticki je lako uocljiva, pa je Fiserova
metrika velika. Obrnuto, kada je o veliko, raspodela je razudena i promene parametara
teze se razlikuju, pa metrika opada. Ovo ponasanje, iako izvedeno formalno, u potpunosti
je u skladu sa statistickom interpretacijom metrike datom ranije.

Determinanta FiSerove matrice, det G(u, o) = 2/0%, takode ima samostalno statisticko
znacenje: ona odreduje tzv. DZefrisov’ prior,

i) o Aot Gl = 7.

koji se u Bajesovoj statistici koristi kao "neinformativna” apriorna raspodela, invarijantna
pod reparametrizacijom upravo zbog tenzorske prirode G pokazane ranije u ovom odeljku.

Napomena 2.3. Izbor Fiserove metrike medu svim mogucéim Rimanovim metrikama na
statistickoj mnogostrukosti nije proizvoljan. Postoje razliciti putevi kojima se do nje dolazi
— kroz statisticku razdvojivost raspodela kao ovde, kroz teoriju procene i Rao-Kramerovu
granicu, ili kroz aksiomatski pristup zasnovan na zahtevu invarijantnosti pod dovoljnim
statistikama, videti npr. Caticha [9], koji daje pristupacan uvod u informacionu geometriju
polazeci od entropijskih argumenata. Najvazniji teorijski rezultat v ovom pravcu je teorema
Cencova [10], koja pokazuje da je Fiserova metrika, do na pozitivnu konstantu, jedina
Rimanova metrika na prostoru verovatnosnih raspodela koja je invarijantna pod dejstvom
Markovljevih preslikavanja (tj. statistika) — svaka druga metrika bi, primenjena na dovoljnu
statistiku, promenila geometrijsku strukturu prostora, sto je statisticki neprihvatljivo. Ovim
rezultatom Fiserova metrika prestaje da bude samo jedan od mogucih izbora i postaje, u
preciznom matematickom smislu, kanonska metrika informacione geometrije.

2.3 Gausova familija i hiperbolicka geometrija

Cilj ovog dela je da identifikujemo statisticku mnogostrukost Gausove familije sa
nekom od poznatih Rimanovih mnogostrukosti, ¢ime mozemo da iskoristimo ve¢ razvijene
rezultate i alate iz diferencijalne geometrije. U prethodnom delu izracunali smo Fiserovu
metriku na statistickoj mnogostrukosti Gausovih raspodela i pokazali da ima oblik

de? = d—“j ;2 d(f

o o

(videti (10)). Ovaj izraz nije proizvoljan, pokaza¢emo da predstavlja, do na skaliranje,

metriku dobro poznatog geometrijskog objekta: hiperbolicke ravni. Ovo je vise od formalne

analogije: mnogostrukost M = {(p,0) : p € R, 0 > 0} je, u preciznom smislu koji ¢emo

uskoro definisati, izometricna hiperbolickoj ravni, sto nam omogucava da sve relevantne

geometrijske veli¢ine (geodezije, rastojanja, zapreminu) izrazimo eksplicitnim, zatvorenim
formulama.

"Harold Jeffreys (1891-1989) bio je engleski matematicar, statisticar i geofizi¢ar, profesor na Univerzitetu
u Kembridzu. Poznat je po fundamentalnim doprinosima Bajesovoj statistici.
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Hiperbolicka geometrija nastaje odbacivanjem petog Euklidovog postulata, aksiome o
paralelama: umesto da kroz tacku van date prave prolazi ta¢no jedna prava paralelna toj
pravoj, u hiperboli¢koj geometriji kroz tu tacku prolazi beskona¢no mnogo takvih pravih®.
Jedan od standardnih modela ove geometrije je Poenkareova gornja poluravan?:

dz? + dy?

v
Definicija 2.4. Neka su (M, gu) i (N, gn) dve Rimanove mnogostrukosti. Glatko presli-
kavanje

H = {(z,y) € R* : y > 0}, dsy =

f:M—N
naziva se izometrija ako je difeomorfizam i za svako p € M 1 sve tangentne vektore
X, Y € T,M vazi
gmp(X,Y) = gn gy (dfy(X), dfp(Y)) -

Ekvivalentno, uslov izometrije moze se zapisati u obliku

gm = [7gn,
gde je df, : T,M — Tty N diferencijal preslikavanja f, a f*gn pulbek metrika na M.

Napomena 2.5. [zometrija cuva Rimanovu metriku, pa samim tim cuva duzine tangentnih
vektora, uglove izmedu njih, duzine krivih, rastojanja izmedu tacaka i geodezijske strukture
mnogostrukosti. Takode, izometrija cuva Rimanovu zakrivljenost i sve geometrijske osobine
koje su odredene metrikom. Zbog toga se dve Rimanove mnogostrukosti izmedu kojih postoji
izometrija smatraju geometrijski ekvivalentnim.

Pokazimo sada identifikaciju Gausove statisticke mnogostrukosti sa H. Posmatrajmo
smenu koordinata ¢ : M — H, o(u,0) = (z,y) = (1, vV20). Iz y = V20 sledi dy = /2 do,
odnosno do? = dy*/2 i 0 = y*/2. Zamenom u d(*:
de? 2 (dy?*/2) :2dx2 2 dy? :2'dx2+dy2 _ 5
y?/2 y?/2 y? y? y
Dakle, pod difeomorfizmom ¢, Fiserova metrika se preslikava tacno u dvostruko skaliranu
standardnu Poenkareovu metriku:

dr* =

" (2dsy) = de*. (11)

Statisticka mnogostrukost Gausovih raspodela je, dakle, izometri¢na paru (H, 2 dsZ) -
Poenkareovoj poluravni sa metrikom skaliranom faktorom 2.

Za konformnu metriku oblika ds* = \(z, y)(dz?®+dy?*), Gausova (skalarna) zakrivljenost
data je formulom K = —%A(ln A). Za standardnu Poenkareovu metriku, A = 1/y2, pa je
InA=—2InyiA(ln)) = -202(Iny) = 2/y?, odakle

1 2
Kyp=-—— == 1.
2-(1/y?) o2
8Nezavisnost petog Euklidovog postulata od ostalih aksioma otkrili su, medusobno nezavisno, Nikolaj
Lobacevski i Janos Boljaj sredinom 19. veka. Zanimljivo, i sam Karl Fridrih Gaus se, nezavisno od njih,
bavio pitanjima neeuklidske geometrije jos ranije, iako svoje rezultate o tome nije objavio za Zivota.
9Pored gornje poluravni, drugi standardni model iste geometrije je Poenkareov disk, jedini¢ni disk
4(dz? + dy?)
(1—a2 —y2)2
preslikavanje izmedu njih dato je odgovaraju¢om Mobijusovom transformacijom.

D = {z € C: |z| < 1} sa metrikom ds3 = Ova dva modela su medusobno izometri¢na, a
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Poznata je ¢injenica da skaliranje metrike konstantom, g — cg, skalira zakrivljenost
reciprocno, K — K/c. Posto je, prema (11), nasa metrika jednaka 2 ds%, zakrivljenost
statisticke mnogostrukosti M je

Ku=—2— 2 (12)

Zakrivljenost M je, dakle, konstantna i negativna. Ovo je jaca tvrdnja nego $to na
prvi pogled izgleda:

Teorema 2.6 (Kiling-Hof, videti do Carmo [14]). Svaka kompletna, jednostavno povezana
Rimanova mnogostrukost konstantne zakrivljenosti K izometricna je, do na skaliranje
metrike, tacno jednom od tri kanonska modela: sferi ako K > 0, euklidskom prostoru ako
K =0, ili hiperbolickoj ravni ako K < 0.

Posledica 2.7. Statisticka mnogostrukost Gausovih raspodela M je izometricna hiperbo-
lickoj ravni konstantne zakrivljenosti —1/2.

Dakle, M nije samo nalik hiperbolickoj geometriji, ona to jeste, u strogom, izome-
trijskom smislu. Ova cinjenica je od sustinskog znacaja za ostatak rada: umesto da
geometrijske veli¢ine na M ra¢unamo numericki, mozemo ih direktno preuzeti iz klasi¢ne,
dobro proucene teorije hiperbolicke ravni.

U standardnom modelu H, geodezije (krive koje lokalno predstavljaju najkrac¢i put)
su poznate: to su polukruznice sa centrom na pravoj y = 0, normalne na tu pravu, i
vertikalne poluprave (kao granic¢ni slu¢aj polukruznice beskona¢nog poluprecnika)®. Posto
je skaliranje metrike konstantom, ds? + 2 ds?, ne menja Kristofelove simbole (oni zavise od
g 10g, gde se konstantni faktor skrati), geodezije metrike 2 ds% su, kao neparametrizovane
krive, identi¢ne geodezijama od dsZ.

Vracajuéi se, preko ¢!, u originalne koordinate (u, o) (gde je = p, y = V2 0), slika
polukruznice (z — x¢)% + y? = 72 postaje (u — x9)* + 20% = r?, polu-elipsa sa poluosama u
odnosu v/2 : 1 duz p- pravea i o-pravea, a ne polukruznica. Zbog jednostavnosti izlaganja,
geodezije i rastojanja u nastavku opisujemo direktno u (zx,y)-koordinatama, imajuéi u
vidu eksplicitnu vezu sa (p, o) datu preslikavanjem ¢.

Sada kada znamo koji je najkraci put izmedu dve tacke, vreme je da odredimo i koliko
je on zapravo "kratak”. Tako da uvodimo i pojam rastojanja na sledec¢i nacin. Za dve tacke
na istoj vertikalnoj pravoj, (zo,y1) i (xo,y2), geodezija koja ih spaja je sam taj vertikalni
segment, pa se rastojanje racuna direktno:

v2 dy Y2
du ( (o, , (o, :/ — = |ln ==
H(( 0 yl) ( 0 yz)) Y ‘ "

Za proizvoljne dve tacke (x1,41), (x2,y2) € H poznat je, videti Anderson [4], zatvoreni

izraz ( o 2
Ty — T2)" + (Y1 — Y2
dH((mly Y1), (22, 1/2)) = arccosh <1 + : (13)
2y1y2
00vaj rezultat sledi iz toga §to grupa razlomljeno-linearnih (Mobijusovih) preslikavanja z + ZIZ’

ad — be > 0, deluje tranzitivno i izometrijski na H, ¢uvajuéi skup takvih polukruznica i vertikalnih pravih;
detaljnija analiza ove grupe simetrija prevazilazi okvire ovog rada, videti Anderson [4].
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Proverimo konzistentnost ove formule sa vertikalnim slucajem: za x; = x5, argument

: W1=y2)% _ UitUs o ie fama _ 1
postaje 1+ yzlylzfg = G2 Sto je tacno jednako cosh (ln(yg/yl)) = 5(3—? + z—;) — formula
(13) se, dakle, ispravno svodi na prethodni rezultat.
Posto je nasa metrika 2 ds?, duzine (pa i rastojanja) skaliraju se faktorom V2 u odnosu
na standardni model. Vracajuéi se u (i, o) preko x = p, y = V2 o, dobijamo eksplicitnu

formulu za informaciono-geometrijsko rastojanje izmedu dve Gausove raspodele:

(11 — p2)? + 2(01 — 02)°
40’10'2 '

dam ((ul, o1), (e, 02)) = /2 arccosh (1 + (14)
Ova formula je u statistickoj literaturi poznata kao Raovo rastojanje za normalnu familiju,
videti Atkinson and Mitchell [5], i koristiéemo je u Poglavlju 5 pri eksplicitnom ra¢unu na
Gausovom primeru.

Formula (14) kvantifikuje intuiciju iz prethodnog odeljka: kada su oy, 05 mali, imenilac
40109 je mali, pa je rastojanje veliko ¢ak i za blisko p1, 1o (gusto koncentrisane raspodele se
lako statisticki razlikuju). Kada su o1, o9 veliki, isto pomeranje p ili o daje malo rastojanje,
razudene (slabo informativne) raspodele je tesko razlikovati na osnovu uzorka.

Primer 2.8. [lustrujmo razliku izmedu hiperbolicke i naivne, euklidske intuicije. Hiperbo-
licki krug poluprecnika p oko tacke (xo,vo) € H, tj. skup tacaka na hiperbolickom rastojanju
p od (xg,Y0), dobija se izjednacavanjem (13) sa p i sredivanjem (kompletiranjem kvadrata
po y), Sto daje

2
(z — x0)? + (y — 1o cosh p) = y2 sinh? p.

Hiperbolicki krug je, dakle, obicna euklidska kruznica, ali sa pomerenim centrom (¢, yo cosh p)
i poluprecnikom yysinh p, umesto naivno ocekivanog centra (xo,yo) i poluprecnika p. Za
o = 0,90 = 1,p = 1, na primer, euklidski centar je (0,cosh 1) ~ (0,1.543), a poluprecnik
sinh 1 ~ 1.175; posto je cosh1 +sinh1 = e i cosh1l —sinh 1 = e~!, ovaj krug sece y-osu
tacno u tackama 1/e i e. Asimetrija izmedu hiperbolickog i euklidskog centra posledica
je toga Sto metrika ds “raste” blize granici y = 0, pa je za isto hiperbolicko rastojanje
potrebno vise euklidskog prostora sto se blize prilazi toj granici.

2.4 Dualne konekcije

Fiserova metrika daje nam skalarni proizvod u svakoj tacki statisticke mnogostrukosti
M pojedinacno, ¢ime mozemo meriti duzine i uglove tangentnih vektora u jednoj te istoj
tacki. Ono sto nam metrika sama po sebi ne daje jeste nacin da uporedimo tangentne
vektore u razli¢itim tackama, odnosno da definiSemo $ta znaci da vektorsko polje ne menja
pravac duz krive. Za to je potrebna konekcija. Na svakoj Rimanovoj mnogostrukosti postoji
jedinstvena, kanonska konekcija koja zadovoljava ovaj zahtev, Levi-Civita konekcija, i
mogli bismo se zapitati zasto nam treba bilo Sta vise od nje.

Pokazuje se da statisticka mnogostrukost nosi dodatnu strukturu koju Levi-Civita
konekcija ne vidi: postoje dve, medusobno dualne, statisticki prirodne konekcije, ¢ije
geodezije odgovaraju dvema razli¢itim statisticki smislenim porodicama krivih kroz prostor
raspodela.

Neka je I(z;0) = logp(x;0) i neka su 9;1 = 91/06". Pored FiSerove metrike g;; =
Ey[0;1 0;1], na statistickoj mnogostrukosti prirodno se pojavljuje i jedan potpuno simetrican
tenzor treéeg reda, poznat kao Amari-Cencov tenzor,

Tiik(0) = Eg[0;1 0;1 0kl],
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koji se u literaturi ponekad naziva i tenzor asimetrije’!. Za o € R, a-konekcija na M
zadaje se Kristofelovim simbolima prve vrste

(0%

) (0) = Ey [&'@l . akl} + 1; T (0). (15)

ij,k
) _
ijk =
Ep[0;0;1 - Ol] + %Tijk. Za o = 1 drugi ¢lan isc¢ezava, i dobijamo tzv. e-konekciju, ngfk =
04, = Egl9,0;1 - &4l), dok za a = —1 dobijamo m-konekeiju, I\ := TV = E,[9,0;1 -
Ol] + Tiji.

Pre nego sto opravdamo ove nazive, pokazimo zasto je ova familija konekcija geometrijski
znacajna.

Za a = 0 dobija se ta¢no Levi-Civita konekcija pridruZena FiSerovoj metrici, T’

Teorema 2.9. Za svako a € R, konekcije V(@ i V=) dualne su u odnosu na Fiserovu
metriku g. Posebno, e-konekcija i m-konekcija dualne su jedna drugoj, dok je Levi-Civita
konekcija (o = 0) jedina konekcija u ovoj familiji koja je sama sebi dualna.

Dokaz. Neka su X = X'0;, Y =Y10;, Z = Z*0, proizvoljna vektorska polja. Iz definicije
Kristofelovih simbola prve vrste, g(Vs,0;,0x) = Lijk, © Lajbnicovog pravila, dobijamo

9(VQY, Z) = X0y ) g 2" + X'YIZ'T),

1 analogno, zamenom uloga Y i Z w istoj definiciji Kristofelovih simbola, ¢ime indeksi j i
k menjaju mesta,

g(V,V$D2) = X'V gu(0:2%) + XY 2T,
Sabiranjem ova dva izraza, prva dva clana se po pravilu proizvoda spajaju u Xiai(gjijZk)—

XinZkaigjk, pa je

(0%
7j

g(VY.2) + g(v, v 2) = X[g(Y, 2)] - XY 240,95 + XY 2" (rﬁ;f; +1 >).

Preostaje da pokaZemo da poslednja dva clana potiru jedan drugi, odnosno da je 0;g;i =

Fgﬁ + ng_?) Iz (15) i potpune simetricnosti tenzora T,
« —a 0 a 0 o 0 0
F'Ej,;f + Fz(k,j) = Fz(j,)lc - 5 ijk + Fz(k?j + ETikj = Fz(j,)k + Fz(k?ju

jer je Tiji = Tik;, pa se clanovi sa a potiru. Kako je Levi-Civita konekcija kompatibilna sa
metrikom, vazi upravo 0;g;; = Fﬁ?)k + Fgg?j, cime je traZena jednakost pokazana. Sledi da je

g(Vg?)Y, Z)+g(Y, V);a)Z) = X[g(Y, Z)], $to je tacno uslov dualnosti za par (V@ , V=),

Nazivi e-konekcije i m-konekcije nisu proizvoljni. Podsetimo se da smo eksponencijalnu
familiju pisali preko dve dualne parametrizacije, prirodnih parametara 6 i parametara
oCekivanja 1; = Ey[T;]. Pokazuje se da su ove dve parametrizacije upravo afine koordinate
za e-konekciju, odnosno za m-konekciju (prava linija u 6-koordinatama je geodezik e-
konekcije, dok je prava linija u n-koordinatama geodezik m-konekcije. Otuda i nazivi, e

" Amari-Cencov tenzor je jedinstven, do na mnozenje konstantom, potpuno simetri¢an tenzor treéeg
reda invarijantan pod dejstvom Markovljevih preslikavanja, analogno ulozi koju Cencovljeva teorema daje
FiSerovoj metrici medu Rimanovim metrikama. Videti Ay et al. [6].
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dolazi od ”eksponencijalno”, jer je 6 prirodni parametar familije, a m od "mesavina”,
jer prava linija u n-koordinatama, zbog linearnosti n; = FEy[T;] po raspodeli, odgovara
linearnoj mesavini p; = (1 — t)p + tp; dve raspodele u samom prostoru raspodela).

Ova dodatna struktura je upravo ono sto ¢e nam dalje omoguciti da precizno formu-
liSemo i dokazemo uopstenu Pitagorinu teoremu za Bregmanove divergencije, ¢ime se
geometrijska struktura uvedena u ovom odeljku direktno povezuje sa problemom projekcije
izmedu statistickih modela. Ovakva formulacija ¢e nam kasnije omoguciti da sagledamo i
veze sa algoritmima zasnovanim na projekcijama, kao sto su Sinkhorn i EM algoritam.

Napomena 2.10. Neka je M eksponencijalna familija, p(x;0) = h(x)-exp(0'T;(z) —(0)).
Tada je 0;0;1 = —0;0;9(0), velicina koja ne zavisi od x, pa je
T8 = Egl0:0;1 - 941) = —0,0;4(0) - Egldl] = 0,

jer je Eg[Okl] = 0 za svako k. Dakle, u prirodnim parametrima 6, e-konekcija je identicki
jednaka nuli, tj. 0-koordinate su afine koordinate za e-konekciju. Ovo je precizan smisao u
kome je eksponencijalna familija e-ravna statisticka mmnogostrukost. Iz teoreme 2.9 sledi
da je automatski i m-ravna‘?, sa afinim koordinatama n, ¢ime dobijamo dvostruko ravnu
strukturu koja stoji u osnovi Bregmanove geometrije iz narednog odeljka.

U prethodnom razmatranju videli smo da eksponencijalna familija poseduje posebno
jednostavnu geometrijsku strukturu: prirodni parametri 6 predstavljaju afine koordinate
za e-konekciju, dok parametri ocekivanja 1 predstavljaju afine koordinate za m-konekciju.
Ova dualnost nije samo posledica izbora koordinata, ve¢ je odredena jednom centralnom
funkcijom koja povezuje oba koordinatna sistema i istovremeno generise Fiserovu metriku.
Tu funkciju nazivamo potencijalom eksponencijalne familije i oznacavamo sa .

Neka je eksponencijalna familija data u obliku

p(x;0) = h(z) exp (0Ti(x) — ¥(6)) ,

gde su 6 = (0. .., 0% prirodni parametri. Funkcija 1 predstavlja log-particionu funkciju,
odnosno normalizacioni ¢lan koji obezbeduje da gustina integrise do jedan. Iz uslova

/p(ac;@) de =1

sledi ‘
Y(0) = 1n/h(m) exp (QZTZ(x)) dx.
Poseban znacaj funkcije 1 proizlazi iz ¢injenice da njeni prvi izvodi daju parametre
ocekivanja. Zaista, diferenciranjem prethodnog izraza dobijamo

oY

00’
Prema tome, prirodni parametri 6 i parametri oc¢ekivanja 7 nisu nezavisni koordinatni
sistemi, ve¢ su povezani relacijom

= Ey[T:(X)] = ns.

N
;= —. 16
M= oy (16)
Jos vaznija posledica dobija se diferenciranjem ove relacije. Naime,
on; 321/)
9= 905 ~ 0000/ (17)

12Poznato je da je dual ravne beztorzione konekcije i sam ravan, videti [1, Poglavlje 6]
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Dakle, Fiserova metrika je upravo Hesijan potencijala 1 u prirodnim koordinatama:
gij = 37:3j¢~

Ovaj rezultat ima jednostavnu statisticku interpretaciju. Posto je

ni = Ep[Ti(X)],
drugi izvodi potencijala predstavljaju kovarijacije dovoljnih statistika:
0%
g~ Covel T To):

Na taj nacin ista funkcija ¢) objedinjuje tri fundamentalna objekta informaciono-geometrijske
strukture: prirodne parametre 6, parametre ocekivanja n i FiSerovu metriku g.

Zbog toga se potencijal 1) moze posmatrati kao funkcija koja generise geometriju ekspo-
nencijalne familije. Njegov gradijent odreduje prelazak sa e-afinih na m-afine koordinate,
dok njegov Hesijan odreduje lokalnu metriku. Upravo ova ¢injenica predstavlja osnovu
dvostruko-ravne strukture eksponencijalnih familija.

Za Gausovu familiju
X ~ N(u, 02)7

gustinu mozemo zapisati u eksponencijalnom obliku kao

p(z;0) = exp (0'z + 0% — (0))

1
\ 2T

gde su prirodni parametri

H 2 1
o' = = 0" = ——.
o2’ 202
Direktnim sredivanjem normalizacione konstante dobija se potencijal
@2 1L
=— — —log(—2 )
¥(0) e~ plos(=26%), 97 <0
Iz (16) sada dobijamo dualne parametre
w__ @

"o T T N

o (0Y)? 1
=002 T 4022 202
Dakle, u ovom sluc¢aju parametri oc¢ekivanja imaju jednostavnu statisticku interpretaciju:

=,u2+02.

m=E[X], n=E[X"

Drugim rec¢ima, e-afine koordinate 6 odredene su prirodnim parametrima eksponencijalne
familije, dok su m-afine koordinate n upravo ocekivane vrednosti dovoljnih statistika.

Konaéno, iz (17) sledi da se Fiserova metrika Gausove familije u prirodnim koordinatama
dobija kao Hesijan funkcije :

1 o
L 262 2(62)2
[913] - 91 (91)2 1
- +

2(92)2 2(92)3 2(92)2
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Ovaj izraz predstavlja istu Fiserovu metriku koju smo prethodno dobili direktnim racu-
nanjem, samo izrazenu u prirodnim koordinatama 6. Time se na konkretnom primeru
Gausove familije vidi da potencijal v zaista objedinjuje e-koordinate i m-koordinate sa
Rimanovom strukturom odredenom Fiserovom metrikom.

Izracunajmo e-konekciju i m-konekciju za familiju N (u, 02), koristeéi indekse 1 = pu, 2 = 0.
Iz drugih izvoda log-verodostojnosti izvedenih u prethodnom odeljku,

1 2(z — ) 1 3(x—p)?
52 0l = B T Dol = P

(91811 - —
i koriste¢i centralne momente E[(x — p)? = 02, E[(z — p)*] = 30, E[(z — p)%] = 1505,
dok neparni momenti is¢ezavaju, direktnim ra¢unom po formuli (15) dobija se
e e e 2 e e e 6
Fgl),l =0, Fgl),Z =0, Fg2),1 = T3 F52),2 =0, F§2),1 =0, gz),z = T3
Amari-Cencov tenzor za Gausovu familiju ima, istim putem, jedinu netrivijalnu nezavisnu
komponentu, pored simetrija,

2 8
T112 = ;a T222 = ga
dok su T7;; = Ti9o = 0 usled iScezavanja neparnih centralnih momenata. Primenom
D) = T8, + Tij, dobijamo

Fgl,)l =0, Fgl,)Q = 3 ng,)l =0, Fg2,)2 =0, ng)l =0, Féz,)z = 3
o o

Primetimo da se e-konekcija i m-konekcija razlikuju upravo u komponentama I'y; o,

I'21 I'yae. Kao proveru teoreme 2.9, uzmimo ¢ = 2,57 = k = 1: identitet dualnosti
zahteva 0,9, = Fgez),l + ng)l Leva strana je 9,(1/0%) = —2/03, dok je desna strana
—2/03 4+ 0= —2/03, u skladu sa teoremom.

2.5 Bregmanova divergencija i uopstena Pitagorina teorema

U prethodnom odeljku videli smo da eksponencijalne familije poseduju posebnu geome-
trijsku strukturu zasnovanu na dualnosti e-konekcije i m-konekcije. U prirodnim parame-
trima 6 e-konekcija je ravna, dok su u koordinatama ocekivanja n ravne m-konekcija. Ova
struktura nije samo pogodna za opisivanje geodezija, ve¢ omogucava da se uvede i prirodna
funkcija koja meri razliku izmedu dve tacke statisticke mnogostrukosti. U euklidskom
prostoru tu ulogu ima rastojanje, odnosno kvadrat rastojanja, dok u prostoru verovatnosnih
raspodela prirodniji objekat predstavlja divergencija.

Za razliku od rastojanja, divergencija ne mora biti simetricna i ne mora zadovoljavati
nejednakost trougla. Ova osobina je posebno prirodna u statistickim problemima, gde
razlika izmedu dve raspodele cesto zavisi od toga koju raspodelu posmatramo kao referentnu.
U dualno-ravnoj geometriji takvu ulogu ima Bregmanova divergencija, koja se prirodno
pojavljuje iz istog potencijala 1 koji smo u prethodnom odeljku povezali sa dualnim
koordinatama i Fiserovom metrikom.

Definicija 2.11. Neka je ¢ : © C R? — R diferencijabilna strogo konveksna funkcija. Za
dve tacke 61,05 € © definisemo Bregmanovu divergenciju generisanu funkcijom v kao

Dy (61]162) = ¥(61) — 1p(62) — Vep(62)T (61 — 62). (18)
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Geometrijsko znacenje ove definicije moze se najlakse razumeti posmatranjem tangentne
hiperravni funkcije ¢ u tacki 65. Njena vrednost u tacki ¢, jednaka je

©(02) + Vo(62)T (61 — 6,).

Prema tome, Bregmanova divergencija predstavlja razliku izmedu stvarne vrednosti funkcije
¥ u tacki 6y i vrednosti njene tangentne hiperravni u toj istoj tacki. Drugim re¢ima, ona
meri koliko funkcija v u tacki #; odstupa od svoje linearne aproksimacije odredene u tacki
92.
Zbog konveksnosti funkcije 1, tangentna hiperravan lezi ispod grafa funkcije, pa iz (18)
neposredno sledi
Dy (61]]62) = 0.

Ako je 1) strogo konveksna, jednakost vazi ako i samo ako je 6, = 6#,. Dakle,
Dw(¢91H92) =0 < 0, =0,

Medutim, Bregmanova divergencija u opstem slucaju nije metrika. Pre svega, ona nije
simetri¢na, odnosno uopsteno vazi

Dy (01]|02) # Dy (02]01).

Ovaj nedostatak simetrije nije slu¢ajna osobina, ve¢ odrazava ¢injenicu da je u definiciji
divergencije posebno odredena tacka 6y u kojoj se posmatra tangentna aproksimacija
funkcije 9.

Primer 2.12. Najjednostavniji primer dobija se izborom kvadratnog potencijala

v(6) = 61>

Tada je

pa iz (18) dobijamo
Dy(6:]162) = 2161112 — L6 — 67 (6, — 6
o(0116) = 10— 216l — 03 (6, — )
1
= —||61 — 62
o]

Dakle, kvadrat euklidskog rastojanja predstavlja poseban slucaj Bregmanove divergencije.
Na ovaj nacin Bregmanova divergencija predstavlja prirodno prosirenje poznatog euklidskog
koncepta rastojanja na prostore koji nemaju nuzno euklidsku geometriju.

Sada mozemo preciznije videti zasto se Bregmanova divergencija prirodno pojavljuje
u informacionoj geometriji. U prethodnom odeljku pokazali smo da za eksponencijalnu
familiju postoje e-afine koordinate 6 i dualne m-afine koordinate 7, koje su povezane
potencijalom 9 relacijom

_ o
n; = 900
Istovremeno, Fiserova metrika u prirodnim koordinatama data je Hesijanom istog potenci-
jala:
_ 0%
95 = dpioei
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Prema tome, funkcija 1) istovremeno odreduje dualni koordinatni sistem i Rimanovu
strukturu statisticke mnogostrukosti. Bregmanova divergencija iz (18) zato nije dodatni
objekat koji se nezavisno uvodi u geometriju, ve¢ se prirodno dobija iz istog potencijala
koji generise dualno-ravnu strukturu.

Da bismo ovo jos jasnije videli, uvedimo Lezandrov dual funkcije . Za odgovarajucu
strogo konveksnu funkciju definiSemo dualni potencijal ¢ sa

w(n) = sup {070 —v(0)}.
Kada su 6 i n povezani relacijom (16), supremum se dostize u tacki za koju vazi
n= V(0.
Pod odgovarajué¢im uslovima regularnosti tada imamo i inverznu relaciju
0 = Ve(n).

Pored toga,
D(0) +(n) = 0"n. (19)

Ove relacije pokazuju da su € i  dualni koordinatni sistemi u mnogo konkretnijem smislu
od pukog izbora dve parametrizacije. Gradient potencijala v preslikava e-afine koordinate
u m-afine koordinate, dok gradient dualnog potencijala ¢ vrsi obrnutu transformaciju. Na
taj nacin Lezandrova dualnost potencijala predstavlja analiticku stranu e/m dualnosti
konekcija.

Primer 2.13. Za eksponencijalnu familiju gustinu mozemo zapisati u obliku
po(x) = h(z) exp (0'Ty(x) — 1(0)) . (20)

Funkcija 1 predstavija log-particionu funkciju i obezbeduje normalizaciju gustine. Diferen-
ciranjem funkcije ¢ dobijamo

N
TIZ - aez - 9[E<X>]7
dok drugi izvodi daju
= Oy =C T;,T
9ij = 89109] - OV@( 2 j)'

Time se jos jednom vidi da Hesijan potencijala predstavija Fiserovu metriku.
Posebno zanimljiva posledica dobija se kada posmatramo Kulbak-Lajblerovu divergenciju
izmedu dve raspodele iz iste eksponencijalne familije. Za 61,0 € © definisemo

i),

Dict(poy Ipoy) = Ei, [log

Iz (20) sledi

p91($) _ . TT(x) —
1ng92(35) = (01 — 02) T(z) —(01) + ¥ (0a).
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Uzimajuci ocekivanje u odnosu na py, dobijamo

Dx1(pe,|[po,) = (61 — 62)"n(61) — ¥ (61) + 1(62).

Koriséenjem LeZandrove relacije (2.5), odnosno

e(n(61)) = 01 n(01) — ¢ (61),

mozZemo ovu relaciju zapisati kao
Dx(po,Ipa,) = ¢(82) + (m) — by,

gde je m = n(6h).
Sa druge strane, Bregmanova divergencija generisana potencijalom 1 iznosi

Dy (02[161) = 1(02) — ¥ (61) — 1 (62 — 61).
Koriséenjem
P(0) = 6’1T771 —(m)

dobijamo
Dxx.(pa, |lpe,) = Dy (62]61).

(21)

Treba primetiti da je redosled argumenata u (21) obrnut. To je posledica konvencije po kojoj
Bregmanovu divergenciju definisemo tangentnom aproksimacijom u drugom argumentu.
Ova relacija pokazuje da je Kulbak-Lajblerova divergencija unutar eksponencijalne familije

upravo Bregmanova divergencija odgovarajuceg potencijala.

Primer 2.14 (Bregmanova divergencija za Gausovu familiju). Gausova familija predstavlja

posebno jednostavan i istovremeno znacajan primer prethodne konstrukcije. Neka je

X ~ N(u,0?).

Gustina se moZe zapisati u obliku eksponencijalne familije

1

p(a;0) = exp (0'z + 0%2% — (0)) ,

N

gde su prirodni parametri

912
P(f) = ) +1log<—2162), 0> < 0.

Iz relacije n = Vi) dobijamo

_
= e

_0
"= g2 ‘
Prema tome,

m = E[X],  m=E[X?]
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Dualne m-afine koordinate tako predstavljaju ocekivane vrednosti dovoljnih statistika X i
X2, dok su ' i 0% prirodni, odnosno e-afini parametri.
U skladu sa (17), Fiserova metrika u prirodnim koordinatama dobija se kao Hesijan

potencijala:
0?1

99~ o6i06i”
Ovo je isti metriCki tenzor koji smo prethodno dobili u standardnim koordinatama (u, o),
samo izraZen u drugom koordinatnom sistemu. U standardnim koordinatama njegova

matricna reprezentacija je

L 0
2
lgis] = | ¢ 1
202

Prema (21), za dve Gausove raspodele Bregmanova divergencija odgovarajuceg poten-
cijala daje Kulbak-Lajblerovu divergenciju. Time se na konkretnom primeru vidi kako
se apstraktna konstrukcija preko potencijala v direktno povezuje sa standardnom merom
razlike izmedu verovatnosnih raspodela.

Bregmanova divergencija omogucava da pojam ortogonalne projekcije prosirimo sa
euklidskog prostora na dualno-ravnu geometriju. U euklidskom prostoru, projekcija tacke
na podprostor dobija se minimizacijom kvadrata rastojanja. Analogno tome, ako je &
odgovarajuc¢a podmnogostrukost statisticke mnogostrukosti, Bregmanova projekcija tacke
0 na S moze se definisati kao minimizator

0* = arg min D, (6]]9).

Zbog toga, projekcija viSe nije nuzno odredena obi¢nom euklidskom ortogonalnoscu,
ve¢ divergencijom koja odgovara geometrijskoj strukturi posmatranog prostora. U dualno-
ravnoj informacionoj geometriji prirodno se pojavljuju e-projekcije i m-projekcije, koje su
povezane sa dvema dualnim konekcijama.

Definicija 2.15. Neka je S C M podmnogostrukost i p € M \ S tacka van nje. Tacka
q € S koja minimizuje Bregmanovu divergenciju Dy (p|| ) nad S,

= argmin Dy (p[|J),

naziva se m-projekcija tacke p na S. Analogno, tacka q € S koja minimizuje Dy( - ||p) nad
S,
= in D
g = argmin Dy, (9|p),

naziva se e-projekcija tacke p na S.

Napomena 2.16. Naziv je motivisan time da m-projekcija, kada je S m-ravna podmno-
gostrukost, zadovoljava uslov ortogonalnosti u odnosu na m-geodeziju koja spaja p i q
(analogno projekciji na afin potprostor u Euklidskom slucaju), dok e-projekcija igra istu
ulogu u odnosu na e-geodeziju.

Ova ¢injenica predstavlja osnovu geometrijske formulacije uopstene Pitagorine teoreme.

Da bismo razumeli ulogu projekcija, podsetimo se najpre klasi¢ne Pitagorine teoreme.
Ako su p, q i r tacke euklidskog prostora i ako su vektori p—¢q i ¢—r medusobno ortogonalni,
tada vazi

lp = lI* = llp = all* + llg — 1"
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Ovde tacka g moze predstavljati ortogonalnu projekciju tacke p na odgovarajuci podprostor.
U tom slucaju ukupno kvadratno odstupanje rastavlja se na zbir odstupanja od projekcije
i odstupanja unutar podprostora.

U dualno-ravnoj geometriji ulogu kvadrata euklidskog rastojanja preuzima Bregmanova
divergencija. Za odgovarajuc¢u projekciju ¢ izmedu tacaka p i r, pod uslovom dualne
ortogonalnosti, dobija se analogna relacija

Dy(pllr) = Dy(plla) + Dy(qllr)- (22)

Ova relacija predstavlja uopstenu'® Pitagorinu teoremu za Bregmanovu divergenciju.

Sustina relacije (22) moze se interpretirati na slede¢i nacin. Ako ¢ predstavlja najbolju
aproksimaciju tacke p unutar odredene statisticke familije, tada se ukupno odstupanje od
tacke r rastavlja na deo koji nastaje zbog aproksimacije p tackom ¢ i deo koji opisuje dalje
odstupanje od same projekcije. U tom smislu mozemo simbolicki pisati

ukupno odstupanje = odstupanje do projekcije + odstupanje unutar modela.'4

Vazno je primetiti da se ovde ne radi o obi¢noj euklidskoj ortogonalnosti. Ortogonalnost
je odredena dualnom strukturom statisticke mnogostrukosti i povezana je sa parom dualnih
konekcija. Upravo zato je uvodenje e-konekcije i m-konekcije bilo potrebno da bi se ova
relacija mogla prirodno formulisati.

Dokaz. U nastavku ¢emo eksplicitno pokazati kako se relacija (22) dobija iz same definicije
Bregmanove divergencije. Neka su 6, 6,, 6, tri tacke u domenu potencijala . Prema (18),

DT/J(QPHHT) = w(gp) - @D(@r) - V?ﬂ(@r)T(ep - er)a
Ddf(epHeq) wwp) - ¢(9q> - Vw(ﬁq)T(Qp - eq)a
Dy(0110;) = % (0g) — v (0;) — Ve (0,) (04 — 0y).

Oduzimanjem poslednja dva izraza od prvog dobijamo

Dd)(@plwv") - wapneq) - Dw(QqHQT)
= =V(0,)" (0, — 0,) + VU (0,) (6, — 0,) + Ve (6,) " (0, — 0,).

Posto je
0y — 0, = (9;0 - eq) + (‘gq —0,),

¢lanovi koji sadrze Vi (0,) se ponistavaju i ostaje
Dy (6,16:) — Dy (6,1185) — Dy (8,116,) = (Vo (8,) — Ve(6,))" (6, — 8,). (23)

Kako je
n=Vy(b),

130vde je re¢ o globalnoj tvrdnji koja povezuje tri proizvoljno udaljene tacke P, @, R preko Bregmanove
divergencije, kada su @, R tacke m-ravne podmnogostrukosti S, a @ je m-projekcija spoljasnje tacke P na
S..

4Ova dekomporzicija ima prirodno geometrijsko tumadenje. Vektor posmatranih vrednosti moze se
predstaviti kao zbir njegove ortogonalne projekcije na prostor predikatora i vektora reziduala. Prema
Pitagorinoj teoremi, kvadrat norme posmatranog vektora jednak je zbiru kvadrata normi njegove projekcije
i rezidualnog vektora, $to u slu¢aju linearnog modela sa slobodnim ¢lanom daje dekompoziciju SSTO =
SSR + SSE.
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ova relacija moze da se napise u dualnim koordinatama kao
Dy (0,10:) — Dy (0,1104) — Dy (0,]10,) = (ng — UT)T(GP —0,). (24)

Prema tome, ukoliko su 6, — 0, i 7, — 1, medusobno ortogonalni u prirodnom dualnom
smislu, odnosno ukoliko vazi

(g — UT)T(QP —0,) =0,
poslednji ¢lan u (24) is¢ezava i dobijamo
Dy (0,167) = Dy (6p|04) + Dy (0,]10;).

Time je dokazana uopstena Pitagorina relacija za Bregmanovu divergenciju pod odgovara-
ju¢im uslovom dualne ortogonalnosti.

Relacija (23) je korisna i izvan samog slucaja jednakosti. Ona pokazuje da odstupanje
od Pitagorine jednakosti ima precizno odreden oblik i da je kontrolisano dualnim skalarni

proizvodom izmedu odgovarajucih razlika u e-koordinatama i m-koordinatama.
O

U ovom poglavlju ¢emo jos pokazati i direktnu vezu projekcija sa EM algoritmom,
jednim od najkorisnijih algoritama u modernoj statistici.

Prethodno razmatranje pokazuje da dualnost e-konekcije i m-konekcije nije samo
formalna geometrijska konstrukcija. Ista struktura pojavljuje se u problemima statisticke
estimacije, posebno u algoritmu ocekivanja i maksimizacije, poznatom kao EM algoritam.

Pretpostavimo da pored posmatrane promenljive X postoji latentna promenljiva 7,
dok je model odreden parametrom 6. U svakoj iteraciji EM algoritam polazi od trenutne
vrednosti ) i najpre odreduje uslovnu raspodelu latentne promenljive:

¢"(2) = p(z | 2, 0%).

Ovaj korak predstavlja E-korak. Nakon toga se u M-koraku parametar modela azurira
reSavanjem problema
o+ — arg max Ey logp(x,z | 6)].

Informaciono-geometrijski gledano, EM se u odgovarajucoj formulaciji moze interpre-
tirati kao postupak koji naizmeni¢no vrsi projekcije izmedu odgovarajuc¢ih statistickih
familija. Pri tome se u eksponencijalnim familijama prirodno pojavljuju dualne e- i m-
geometrije, a KL divergencija predstavlja funkciju koja meri odstupanje izmedu raspodela.
U tom smislu moze se konceptualno prikazati sema'?

E-korak — e-projekcija — M-korak — m-projekcija.

Ovu interpretaciju ipak ne treba shvatiti kao identifikaciju EM algoritma sa e i
m-konekcijama. Geometrijska interpretacija u terminima dualnih projekcija zavisi od
konkretnog statistickog modela i nacina na koji se uvode odgovarajuce familije raspodela.
Njena vrednost je u tome sto pokazuje kako se optimizacioni koraci EM algoritma mogu
sagledati kroz istu geometrijsku strukturu koja je prethodno dovela do Bregmanove
divergencije i uopstene Pitagorine teoreme.

15Redosled sledi direktno iz definicije m-projekcije i e-projekcije. E-korak nalazi r® € D koje minimizuje
D1 (7||pgcry) — promenljiva na prvom mestu, dakle e-projekcija; M-korak nalazi §(*1) koje minimizuje
Dkr (T(t)Hpg) — promenljiva na drugom mestu, dakle m-projekcija.
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Na taj nacin dobija se prirodan lanac ideja koji povezuje geometrijske i statisticke
konstrukcije razvijene u ovom poglavlju:

e/m-dualnost — dualno-ravna geometrija — potencijal ¢y — Bregmanova divergencija

— KL — projekcije — Pitagorina teorema — EM.
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3 Difuzioni procesi

Nakon $to smo u prethodnom poglavlju izgradili geometrijski jezik informacione geome-
trije, u ovom poglavlju uvodimo drugi stub ovog rada. Imamo dva cilja u ovom poglavlju.
Prvo, difuzioni proces posmatramo kroz dva dualna objekta: generator, koji deluje na
funkcije, i njemu adjungovani operator, koji deluje na mere. Drugo, pokazujemo da je
ta dualnost analogna dualnosti e-konekcije i m-konekcije iz Poglavlja 2, i da upravo iz
nje proizilaze dve osnovne jednacine teorije, Foker-Plank jednacina i Kolmogorovljeva
jednacina unazad. Ovaj aparat je neophodan korak ka Poglavlju 5, gde ¢emo pokazati da
je problem Sredingerov mosta, u svojoj dinamickoj formulaciji, upravo problem nalazenja
difuzionog procesa ¢ija dinamika minimizuje Kulbak-Lajblerovu divergenciju u odnosu na
zadati referentni proces.

Pod difuzionim procesom podrazumevamo Itov proces,

dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) th,

¢iji su koeficijenti b i ¢ nezavisni od vremena. Ovo je, dakle, poseban slucaj Itovih
procesa, izdvojen zahtevom vremenske homogenosti koeficijenata, i upravo ta homogenost
omogucava da se proces potpuno opise jednim, vremenski nezavisnim diferencijalnim
operatorom, generatorom, kojim se bavimo u ovom odeljku.

Kao osnovnu literaturu za ovo poglavlje koristimo @ksendal [35] i Pavliotis [28], dok se
za rigorozniju teoriju gradijentnih tokova pridruzenih Foker-Plank jednacini, koju koristimo
kasnije u Poglavlju 5, oslanjamo na Ambrosio et al. [2].

3.1 Generator difuzionog procesa
Neka je (Xt)i>0 difuzioni proces, resenje stohasticke diferencijalne jednacine
dXt = b(Xt) dt + U(Xt> dVVt, X[] =X,

gde je b: R™ — R™ drift, o : R® — R™*" matrica difuzije, a (W})¢>0 standardno Braunovo
kretanje u R™*. Cilj ovog odeljka je da svakom takvom procesu pridruZimo diferencijalni
operator koji infinitezimalno opisuje njegovu dinamiku.

Definicija 3.1. Generator procesa (X;) je operator L koji svakoj dovoljno glatkoj funkciji
f e CX(R") pridruzuje funkciju
E.lf(Xy)] —
Lf(z) = lim oL/ tz] ! (x), (25)

t—0t

gde je K, ocekivanje pod uslovom Xy = x.
Limes u (25) mozemo eksplicitno izracunati primenom Itove formule na f(X;):
F(X,) = +/ V(X ds+/ VF(X,)o(X,) AWt~ / Tr(00” (X,)V2£(X,)) ds.

Uzimajuéi ocekivanje E, obe strane, srednji (stohasticki) integral iscezava jer je Itov
integral martingal sa ocekivanjem nula (pod standardnim uslovima integrabilnosti na

Vf-o), paje
BlS(X0] = f@) = B [ [ (WX - 9(X) + 3 Tr(o0" (X)T2(X.)) ) ]

16Videti uvod za standardne uslove regularnosti na koeficijente b i o koje kroz ceo rad pretpostavljamo
za postojanje i jedinstvenost resenja stohasticke diferencijalne jednacine.
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Deljenjem sa t i puStanjem ¢t — 0T, pod uslovima regularnosti koji dozvoljavaju zamenu
limesa i integrala (neprekidnost podintegralnog izraza po s, koja sledi iz neprekidnosti
putanja X, i glatkosti b, o, f), integral se svodi na svoju vrednost u s = 0, tj. Xo = z, ¢ime
dobijamo eksplicitnu formulu

1 . 1 ij
Lf(x) = b(x)-Vf(x) +Tr (00" (2)V2f(x)) = b'(2) 0if (x) + 5 (00™)" (x) 2:0; f (). (26)
Generator L je, dakle, diferencijalni operator drugog reda, ¢iji linearni deo odreduje drift
b, a kvadratni (difuzioni) deo matrica a := go®.

Primer 3.2. Za standardno Braunovo kretanje, b = 0,0 = I, generator je Lf = %Af,
polovina Laplasijana. Ovaj slucaj detaljno razmatramo u primeru 3.10.

Napomena 3.3. Formula (26) ima i cisto probabilisticku interpretaciju nezavisnu od
Itove formule: Lf(x) meri trenutnu brzinu promene ocekivane vrednosti f duz procesa,
polazeci iz tacke x. Ovo opravdava naziv generator, jer je L upravo onaj objekat koji,
preko Kolmogorovljeve jednacine unapred © unazad, generise celokupnu vremensku evoluciju
procesa (Xy) @ svih njemu pridruZenih statistika.

Napomena 3.4. Konstrukcija generatora iz procesa, opisana u ovom odeljku, dopusta
1 obrnut pravac: polazeci od diferencijalnog operatora L = b -V + %Tr(aVQ) zadatog

koeficijentima b, a, moZe se postaviti pitanje postojanja procesa ciji je to generator. Jedan
pristup je direktan, preko same stohasticke diferencijalne jednacine: posto je a = oo’ za
neko o (na primer, preko Coleskog razlaganja, ako je a pozitivno semidefinitna), formira se
diferencijalna jednacina dX, = b(X;) dt + o(X;) dW, @ resava se pod uslovima regularnosti.
Elegantniji, apstrakitniji pristup je preko problema martingala: kaZe se da mera P na
prostoru neprekidnih putanja Q) resava problem martingala za (L, x) ako je, pod P, Xg = x

skoro sigurno i ako je za svaku f € C°(R™) proces

M = F(X) = F(X0) = [ £F(X) ds

martingal u odnosu na prirodnu filtraciju. Pod uslovima regularnosti na b,a (na primer,
ogranicenost i neprekidnost), Stroock i Varadhan su pokazali da resenje problema martingala
postoji i jedinstveno je, ¢ime mera P u potpunosti odreduje traZeni difuzioni proces sa
generatorom L, videti Stroock and Varadhan [32]. Ovaj pristup je posebno koristan u
situacijama gde se SDE ne resava eksplicitno, © teorijski je prirodniji jer proces definise
direktno preko svojstva njegovog generatora.

3.2 Adjungovani operator

Videli smo kako generator deluje na funkcije i stvara novu funkciju koja opisuje trenutnu
brzinu promene ocekivane vrednosti funkcije duz procesa. U ovom delu Zelimo da opisemo
i drugu, jednako prirodnu stranu iste dinamike. Umesto da posmatramo proces X; kao
jednu trajektoriju koja krece iz fiksne tacke x, mozemo zamisliti ¢itav ansambl nezavisnih
realizacija procesa, Cija je pocetna tacka sama slucajna, rasporedena po gustini py. Pitamo
se kako se, pod istom dinamikom, ta gustina menja u vremenu, odnosno kako izgleda p,
za t > 0. Za razliku od L, ovaj novi operator treba da deluje na mere, a ne na funkcije.
Prirodan nacin da se ova druga strana definiSe jeste preko L? dualnosti.
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Definicija 3.5. Neka je F linearni operator, adjungovani operator F* je operator koji
zadovoljava

(Ff,9)=(f,F"g),  zasvefgeCTR"), (27)
gde je {f,9) = Jgn f(x)g(2) dx standardni skalarni proizvod na L*(R™).

Neka je £ generator dat sa (26). Eksplicitnu formulu za £* dobijamo direktnim ra¢unom,
dvostrukom parcijalnom integracijom. Posto su f, g kompaktnog nosaca, grani¢ni clanovi
u svakom koraku nestaju'’. Za prvi, driftni ¢lan, jedna parcijalna integracija po x* daje

/Rn (v0,f)gde = —/Rn f 0i(bg) du.

Za drugi, difuzioni ¢lan, potrebne su dve uzastopne parcijalne integracije, prvo po z* a
zatim po z7:

[ (0s)aue =~ [ ()0 (u%0) = [ 100 as) i

Sabiranjem ova dva rezultata,
) 1 -
£hg)= [ 1 (-0ig) + 500,ag)) da.
odakle, uporedivanjem sa (27), ¢itamo eksplicitnu formulu
x i 1 ij 1 ij

Primetimo sustinsku razliku u strukturi izmedu (26) i (28): generator £ deluje na f
tako Sto izvodi ulaze u f (koeficijenti b, a mnoze izvode od f), dok adjungovani £* deluje
na g tako §to izvodi éitav proizvod big, odnosno a”g (koeficijenti su unutar izvoda). Ova
razlika nije kozmeticka, ve¢ je upravo razlog zasto £ prirodno ¢uva glatkost funkcija na
koje deluje, dok L£*, primenjen na gustinu verovatnoce, opisuje kako se ta gustina, kao
celina, premesta i deformise u prostoru.

Napomena 3.6. Definicija adjungovanog operatora L* preko L* skalarnog proizvoda (27)
precutno pretpostavilja da mera na koju L* deluje ima gustinu u odnosu na lebegovu meru,
tj. da je apsolutno neprekidna. Ovo iskljucuje, na primer, slucaj kada difuzioni proces krece
iz fiksne, deterministicke tacke Xo = x¢, gde je pocetna raspodela Py = 6., , bez gustine.
Za ovakve slucajeve, L* je moguce definisati opstije preko dualnog para (f,pu) == [ fdu
izmedu glatkih test funkcija i proizvoljnih (ne nuzno apsolutno neprekidnih) mera, zahtevom
(f, L) = (Lf,p) za sve f € CX, cime se Foker-Plank jednacina u narednom odeljku
moze postaviti u slabom smislu i za singularan pocetni uslov. Za jednostavnost izlaganja,
mi éemo se u ovom radu ograniciti na L? formulaciju i posmatrati p, za t > 0, kada je,
pod uslovom da je matrica a = ool pozitivno definitna, resenje veé apsolutno neprekidno
bez obzira na prirodu pocetnog uslova.

Primer 3.7. llustrujmo razliku u delovanju L i L* na standardnom Braunovom kretanju,
dX, = dW,, gde je Lf = %f” 1L = %p”, dakle formalno isti izraz, samo primenjen na
razlicite objekte.

17Ako f,g nisu kompaktnog nosaca, dovoljno je pretpostaviti da f, ¢ i njihovi izvodi dovoljno brzo
opadaju u beskonac¢nosti (na primer, da pripadaju Svarcovom prostoru), tako da grani¢ni ¢lanovi i dalje
nestaju.
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Izbor funkcije f predstavlja izbor pitanja koje postavljamo procesu, krenuvsi iz fiksne
tacke x; Lf zatim opisuje kako se odgovor na to jedno pitanje, E.[f(X,)], menja u vremenu.
Za f(x) = x dobija se Lf(x) =0, odakle E,[X;] = x za sve t: proces je martingal, u proseku
se me pomera od polazne tacke. Za f(x) = x? dobija se Lf(x) = 1, odakle E,[X?] = 2> +t, a
odatle D,(X;) = t: rasprsenje procesa oko polazne tacke raste linearno sa vremenom. Svaki
izbor [ daje drugaciju skalarnu jednacinu za jednu izabranu statistiku procesa, gledanu iz
jedne tacke; nijedan pojedinacan izbor ne daje potpun opis procesa.

Adjungovani operator, primenjen na gustinu, umesto jednog pitanja daje odgovor na
sva moguca pitanja odjednom. Neka je po(x) = N (z;m, s*) proizvoljna pocetna gustina.

Resenje jednacine Oyp = %p” sa ovim pocetnim uslovom je

,Ot(x) :N(:E) m, 82 +t)a

u skladu sa oba prethodna racuna: centar ostaje m, a disperzija raste kao s*> +t. Za razliku
od pojedinacnih odgovora E,[f(X;)| za izabrano f, gustina p; sadrzi potpunu informaciju
o raspodeli u trenutku t, iz koje se, integracijom [ fp;dx, moZe izracunati odgovor na
proizvoljno pitanje f odjednom.

Napomena 3.8. Dualnost L <> L* strukturno je analogna dualnosti e- i m-konekcije iz
odeljka 2.4: generator deluje na funkcije (kao sto e-konekcija prirodno deluje u koordinatama
0, koordinatama “posmatraca”), dok adjungovani deluje na mere, odnosno qustine (kao
§to m-konekcija prirodno deluje u koordinatama n, koordinatama “raspodele mase”). Ovu
analogiju precizno formuliSemo u Poglaviju 5.

3.3 Foker-Plank jednacina

U prethodnom odeljku definisali smo adjungovani operator £* upravo tako da opisuje
delovanje generatora na mere, umesto na funkcije. Sada ¢emo pokazati da je taj isti L,
primenjen na gustinu raspodele procesa X;, tacno operator koji upravlja evolucijom te
gustine u vremenu.

Neka je p; gustina raspodele Xy, tj. P(X, € A) = [, pi(x) dx za svaki Borelov skup A,
i neka je f € C°(R") proizvoljna test funkcija. Primenom Itove formule na f(X%),

FX0) = £(Xo) + [ (£0) (X ds+ [ FX) o (X,) s,

gde smo prva dva integranda iz izvodenja generatora (odeljak 3.1) objedinili u £f. Uzi-
majuéi ofekivanje obe strane, stohasticki integral nestaje (Itov integral je martingal sa
ocekivanjem nula), pa je
t t
ELf(X0) - BIf(X0)] =B | [ (££)(X)ds| = [ E[()(x,)] s
gde smo zamenili redosled oc¢ekivanja i integracije po s (Fubinijeva teorema, pod uslo-

vom integrabilnosti). Uvodeéi skalarni proizvod (f, p;) = [ fp: dx iz prethodnog odeljka,
prepoznajemo ELf(X,)] = (f, pe) 1 EI(£F)(X.)] = (Lf. ps), pa gornja jednakost postae

(Fp) = (o) = [{£F.pu)ds (29)

Diferenciranjem (29) po ¢ dobijamo

d
%<f7 pt) = <‘Cf7pt>7
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a primenom definicije adjungovanog operatora (27) na desnu stranu,

d
%Oﬁ pe) = (f, L pr).

S druge strane, pod uslovima regularnosti koji dozvoljavaju diferenciranje pod znakom
integrala, leva strana je

d

d
@(fjpﬁ :—t/fptdx:/fﬁtptdwz {f, 0rpr).

Izjednacavanjem ova dva izraza, (f,0ypi) = (f, L p;) vazi za svaku test funkciju f € C°,
odakle, po osnovnoj lemi varijacionog ra¢una'®, sledi

Opr = E*Pt- (30)

Ovo je Foker-Plank jednacina. Eksplicitno, koriséenjem formule (28) za L*,
1
Op=—V-(bp)+ 3 > 9:0; (ajp), p(+,0) = po. (31)
i,

Prvi ¢lan, —V - (bp), opisuje kako se gustina premesta u pravcu vektorskog polja b, ne
menjajuéi pritom svoju ukupnu "masu” 1. Drugi ¢lan opisuje difuzno razmazivanje gustine
usled slucajnih fluktuacija procesa. Napomenimo, u skladu sa napomenom iz prethodnog
odeljka, da jednacina (31) klasi¢an smisao ima za t > 0 cak i kada py nije apsolutno
neprekidna, na primer kada proces krece iz fiksne tacke, py = d,,, pod uslovom da je
matrica a = oo’ pozitivno definitna.

Napomena 3.9 (Kolmogorovljeva jednacina unazad). Foker-Plank* jednacina nije jedina
parcijalna diferencijalna jednacina pridruzena difuzionom procesu X;. Neka je u(x,t) :=
E.[f(X})]. Iz Markovljevog svojstva procesa, u(x,t + h) = E, [Exh [f(Xt)]} = E,[u(Xp,t)],
pa je
u(z,t + h) — u(zx,t) _ E.[u(Xp, t)] — u(x,t) hsot, Coule. ),
h h
gde L, oznacava da generator deluje na promenljivu x, pri fiksnom t, prema samoj definiciji

(25). Dobijamo tako

Ou = Lu, u(z,0) = f(z). (32)

Ova jednacina naziva se Kolmogorovljeva jednacina unazad, jer se u njoj pojavijuje
generator L, a ne njegov adjungovani, pri cemu se resenje trazi kao funkcija pocetnog
stanja x, 1z koga proces "gleda unazad” ka svom polazistu, za razliku od Foker-Plank
jednacine (30), gde je L* primenjen direktno na gustinu koja evoluira unapred. Obe
jednacine opisuju istu dinamiku, samo iz dva razlicita ugla, i njihov kontrast je tacno onaj
koji smo istakli v odeljku 3.2: L prati kako se menja odgovor na fiksirano pitanje f, gledano
1z tacke x, dok L* prati kako se menja citava gustina, gledano kao evolucija ansambla.

18Osnovna lema varijacionog racuna: ako je [ fhdz =0 za svaku f € C2°, onda je h = 0 skoro svuda.
Primenjeno na h = 0yp; — L*p;.

90vaj tip ¢lana, oblika —V - (bp), poznat je u mehanici fluida kao jednac¢ina kontinuiteta, i opisuje
o¢uvanje mase pri transportu duz polja brzine b.

200be jednacine potic¢u iz Kolmogorovljevog rada iz 1931. godine [22], u kome su prvi put sistematski
izvedene i jednacina unapred i jednacina unazad za difuzione procese. Naknadno je uoc¢eno da je jednacina
unapred, u specijalnom slucaju, ve¢ ranije bila poznata u fizici, iz radova Fokera i Planka o Braunovom
kretanju cestica, pa se otuda uobic¢ajeno naziva Foker-Plank jednacina, dok se naziv Kolmogorovljeva
jednacina unapred ravnopravno koristi u matematickoj literaturi.
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Primer 3.10. Najjednostavniji, a ujedno i najvazniji poseban slucaj difuzionog procesa
dobija se izborom b =0, o = I, gde je I jedinicna matrica. Proces X; je tada standardno
Braunovo kretanje, generator se svodi na Lf = %Af, i posto je Laplasijan samoadjungovan
operator na L*(R™) (parcijalnom integracijom, granicni clanovi iscezavaju za f,g € C°,
pa je (Af, g) = (f, Ag)), imamo L* = L. Foker-Plank jednacina (31) se u ovom slucaju
svodi na

1
0p = 500, p(+,0) = po, (33)

poznatu kao toplotna jednacina?!.

Resenje jednacine (33) ima eksplicitnu, zatvorenu formu. Primenom Furijeove trans-
formacije po prostornoj promenljivoj, p(k,t) = [pn p(x,t)e”** dx, jednacina (33) prelazi
u obicnu diferencijalnu jednacinu po t, za svako fiksno k:

|2

. k|* .
op(k,t) = —TP(ZCJ),

o Ik2t/2. [k[22/2

sa resenjem p(k,t) = po(k) Prepoznajemo da je e~ Furijeova transformacija
Gausove gustine N'(0,tI), pa mnoZenje u Furijeovom prostoru odgovara konvoluciji u
prostornom domenu:

1 | ?
x,t) = * x:/ x—y)dy, r) = -——-¢€ —— . (34
pant) = () = [ e =) o) = e (<5E) . G0
Funkcija p; naziva se fundamentalno resenje ili toplotno jezgro, i predstavija resenje
jednacine (33) sa pocetnim uslovom py = 8o, u skladu sa napomenom iz prethodnog odeljka
o smislenosti jednacine za singularan pocetni uslov: zaista, p; — 0y slabo kada t — 0%, dok
je za svako t > 0, p; glatka funkcija.

Primer 3.11. NadovezZimo se na prethodni primer. Za n = 1 i Gausov pocetni uslov
po =N(m, s?), konvolucija dve nezavisne Gausove gustine je ponovo Gausova, sa sabranim
disperzijama, pa (34) direktno daje

oo = N(m, s +1),

u skladu sa primerom iz odeljka 3.2. Ovaj primer pokazuje da je fundamentalno resenje
P upravo prelazna gustina Braunovog kretanja iz odeljka 3.1: proces koji u trenutku 0
krece iz fiksne tacke xo ima u trenutku t gustinu p,(- — xo) = N (xg,tI), tacno familiju iz
Poglavlja 2, sa disperzijom koja raste linearno u vremenu.

3.4 Dirihleova forma

Videli smo u odeljku 3.2 da generator £ i njegov adjungovani £*, u odnosu na standardni
L?*(R™) skalarni proizvod, generalno nisu isti operator. Postoji, medutim, vaZna klasa
difuzionih procesa kod kojih se ova asimetrija gubi, ako se skalarni proizvod posmatra u
odnosu na pravu meru, stacionarnu meru procesa, umesto u odnosu na Lebegovu meru. U
tom slucaju generator postaje samoadjungovan, i njegovo delovanje se moze zapisati preko
simetri¢ne bilinearne forme, Dirihleove forme, koja procesu pridruzuje pojam energije. Ova
forma ¢e nam, kao sto ¢emo pokazati na kraju odeljka, dati prvu eksplicitnu vezu izmedu
difuzionih procesa i Fiserove metrike iz Poglavlja 2.

2lToplotnu jednaéinu u ovom obliku prvi je izveo Furije pocetkom 19. veka, kao model &irenja toplote
kroz ¢vrsto telo, znatno pre nego Sto je uspostavljena veza sa Braunovim kretanjem preko rada AjnStajna,
Smolucovskog i Vinera pocetkom 20. veka.
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Definicija 3.12. Verovatnosna mera p na R™ naziva se stacionarna (ili invarijantna)
mera difuzionog procesa sa generatorom L ako je L*u =0, gde je L* adjungovani operator
uveden u odeljku 3.2, u smislu dualnog para iz napomene 3.6.

Prema Foker-Plank jednacini iz odeljka 3.3, uslov £*p = 0 znaci upravo da je gustina
u fiksna tacka evolucije 9;p = L*p: ako proces krene iz raspodele pu, ostaje u njoj za sva
buduéa vremena.

Medu stacionarnim merama posebno mesto zauzimaju one koje zadovoljavaju jace,
simetri¢no svojstvo.

Definicija 3.13. Difuzioni proces sa generatorom L naziva se reverzibilan u odnosu na
meru o sa qustinom w ako za sve f,g € C(R™) vazi

/Rn(ﬁf)gwd:c:/wf(ﬁg)wd:c. (35)

Uslov (35) kaZe tacno da je £ samoadjungovan operator na L?(R", w dx), tj. na prostoru
funkcija sa skalarnim proizvodom (f, g), := [ fg T dx, umesto na standardnom L?*(R", dx)
koji smo koristili ranije. Reverzibilnost je jace svojstvo od same stacionarnosti: reverzibilan
proces je uvek stacionaran u odnosu na 7w (uzimanjem g = 1 u (35), formalno prosireno
na konstante, dobija se [(Lf)mdx = 0 za sve f, Sto je slabi oblik uslova £*r = 0), ali
obrnuto ne mora da vazi.

Pod pretpostavkom reverzibilnosti, generator dopusta zapis preko simetri¢ne bilinearne
forme.

Teorema 3.14. Neka je proces sa generatorom L =b-V + % Tr(aV?) reverzibilan u odnosu
na meru i sa gustinom w. Tada za sve f,g € C(R") vazi

E0f,9) = —~{LF.0) =5 [ " 0f Oygmda. (30)

Dokaz. Kreéemo od (Lf, g)= = [(Lf)gn dx i primenjujemo parcijalnu integraciju analognu
onoj iz odeljka 3.2, sada u odnosu na meru wdxr umesto dx. Za driftni clan,

JWangrde =~ [ fowgr)de =~ [ f[@8)g7 +Vgom + bm 0] do.

Za difuzioni ¢lan, dvema parcijalnim integracijama analognim ranijima,

;/aij(@-ajf)gﬁ drx = ;/f@iﬁj(aijgw) dx.

Uslov reverzibilnosti (35) zahteva da je zbir ova dva izraza simetrican uw f,g. Pod tim
uslovom, nakon sredivanja ** preostaje tacno clan oblika —% [a“0;f 0;gmdx, pomnoZen sa
—1 zbog definicije £, ¢ime se dobija (36). Puni racun, uz precizne uslove na © pod kojima
reverzibilnost zaista vazi (tzv. uslov detaljne ravnoteze), dat je u Pavliotis [28, Poglavlje 4.

Forma & iz (36) naziva se Dirihleova forma® pridruZena procesu. Za razliku od L,
koja je definisana samo na dovoljno glatkim funkcijama, £ je simetri¢na bilinearna forma,
E(f,g9) =E(g, f), 1 nenegativna na dijagonali,

. 2
E(f, f) = 1/ a” 0,f 0;f mdx = 1/ ‘O‘TVf‘ mdx >0,
2 Jrn 2 Jrn

razvijanjem 9;0;(a™ gr) po pravilu proizvoda i koris¢enjem da simetriéni deo, onaj sadrzan u L*7 = 0,
nestaje.

23Naziv poti¢e od Dirihleovog principa u teoriji potencijala, prema kome se reSenje Laplasove jednacine
sa zadatim graniénim uslovom dobija minimizacijom energije [ |V f |2 dz. Forma (36) uopstava ovaj princip
na proizvoljan reverzibilan difuzioni proces, sa a* umesto jediniéne matrice i 7 umesto Lebegove mere.

22
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posto je a = ool pozitivno semidefinitna. Veli¢ina E(f, f) tumadi se kao energija funkcije
f u odnosu na proces: meri koliko brzo f varira, ponderisano intenzitetom difuzije a i
stacionarnom raspodelom 7. Ova interpretacija je u skladu sa opstom slikom iz Napome-
ne 3.3: dok Lf opisuje trenutnu promenu f duZ procesa iz jedne tacke, E(f, f) agregira tu
istu informaciju preko cele stacionarne raspodele, u jedan nenegativan broj.

Dirihleova forma daje prirodan alat za povezivanje difuzionih procesa sa brzinom
konvergencije ka ravnotezi, i upravo kroz taj alat uspostavljamo prvu eksplicitnu vezu sa
informacionom geometrijom iz Poglavlja 2. Neka p; evoluira po Foker-Plank jednacini ka
stacionarnoj raspodeli 7, i posmatrajmo Dirihleovu energiju logaritma odnosa p; i m,

1
I(pe||7) :=5<10g £ log 5’:) = 5/ a o; log Lo, log T d. (37)
R»

Veli¢ina (37) naziva se relativna Fiserova informacija raspodele p; u odnosu na 7. Direktnim
racunom, koris¢enjem Foker-Plank jednacine i parcijalne integracije analogne onoj iz
odeljka 3.2, pokazuje se da I(p;) tacno opisuje trenutnu brzinu opadanja Kulbak-Lajblerove
divergencije duz toka,

d

g Drelpellm) = —1(pr). (38)

Dokaz. Ogranicimo se, radi jednostavnosti, na gradijentnu difuziju

dXt = —VV(Xt) dt +0o th,

sa stacionarnom raspodelom m o« e 2V/7" . VV = —"—;Vlogwm. Diferenciranjem
Dir(pi||m) = [ pelog(pe/m) dx po t, uz [ Opydz = 0%,
d

%DKL(PtHW) = /atpt log%dx.

Zamenom Foker-Plank jednacine Oypy = V - (0 VV) + ";Apt i parcijalnom integracijom
oba clana,

/v ptVV)log—dx— /ptvv v1og L de,

2
U*/Apt 10g&d$:—i/vpt'ng&dw:—i/ptVIngt-Vlog&dx,
2 T 2 U 2 T

gde smo u poslednjem koraku iskoristili ¥V p, = p;V log p;. Sabiranjem oba clana,

d
%DKL(ptHﬂ' /pt [VV + Vlogpt] Vlog 2 de.
Zamenom VV = ——Vlogﬂ izraz u uglastoj zagradi postaje
2 2

—%Vlogw v %Vlog pi = —Vlog Pe.

pa je
d o2
—Drr(pe]|m) = —2/‘Vlogf:

2
di prdr = —1I(p),

prema definiciji (37) (za a = o*I), ¢ime je identitet (38) pokazan.

240opéti slucaj sledi analognim, samo zapisno tezim racunom.
21z [ prdz = 1 za sve t sledi, diferenciranjem po t pod znakom integrala, [Oipidx = % [ pydz =
#1) =0
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Identitet (38), poznat kao formula disipacije entropije, pokazuje da relativna Fiserova
informacija igra ulogu trenutne brzine kojom proces zaboravlja pocetni uslov i priblizava
se stacionarnoj raspodeli. Sam identitet, medutim, ne daje eksplicitnu ocenu brzine
konvergencije, posto ne poredi I(p;) sa samom Dy (p| ).

Posto je, prema pretpostavci reverzibilnosti, generator £ samoadjungovan na L*(7),
spektralna teorema garantuje da £ ima realan, nepozitivan spektar.

Definicija 3.15. Neka je £ samoadjungovan na L*(7), sa diskretnim spektrom sopstvenih
vrednosti 0 = A\g > Ay > Ay > - -+, gde sopstvena vrednost \g = 0 odgovara konstantnim
funkcijama. Spektralni jaz generatora definise se kao

gap ==Xy — Ay = —A; > 0. (39)

Spektralni jaz direktno kontroliSe brzinu opadanja disperzije, preko klasi¢ne Poen-
kareove nejednakosti. Ako f € L?*(w) ima E.[f] = 0, razvojem po ortonormiranoj bazi
sopstvenih funkcija {yx}r>0 generatora, f = Y5, crpr (bez clana k = 0, jer je taj deo
srazmeran E.[f] = 0), dobija se

E(f f)=—(LF, Fe =Y (~M)ct > gap Y. ¢t = gap - D (f),

k>1 k>1

odnosno .
< — .
D-(f) < - E(.1) (40)
Nejednakost (40), poznata kao Poenkareova nejednakost, pokazuje da spektralni jaz meri
upravo ono $to mu ime kaze: koliko brzo Dirihleova energija £(f, f) "kaznjava” odstupanje
f od konstante, u odnosu na samu veli¢inu tog odstupanja.
Analogno poredenje za KL divergenciju, umesto za disperziju, pruza logaritamska
Soboljevljeva nejednakost: za stacionarnu raspodelu 7 koja tu nejednakost zadovoljava,
postoji konstanta C' > 0 takva da za svaku raspodelu p vazi

Dicslplm) < 5 1(p). (41)

Kombinujuéi (38) i (41) i primenom Gronvalove nejednakosti, dobija se eksponencijalna
konvergencija Dxr(p||7) < e 2/CDgr(pol|l7). Za razliku od Poenkareove nejednakosti
(40), koja sledi direktno iz spektralne teoreme za proizvoljnu reverzibilnu meru, konstanta
C' u (41) u opstem slucaju nije jednaka 1/gap, veé zavisi i od dodatnih svojstava m (tzv.
Bakri-Emerijev uslov zakrivljenosti, videti Bakry et al. [7]). Za Gausovu stacionarnu
raspodelu ova dva broja se, medutim, poklapaju, C' = 1/gap, sto eksplicitno pokazujemo
u odeljku 3.6 na primeru Ornstajn-Ulenbek procesa.

3.5 Girsanovljeva teorema

U prethodnim odeljcima posmatrali smo kako se generator i Foker-Plank jednacina
menjaju kada se promeni koeficijent drifta b, dok je referentna mera na prostoru putanja,
u smislu poistovecéivanja procesa sa merom uvedenog u uvodu, ostajala implicitna. U ovom
odeljku uvodimo alat koji tu vezu ¢ini eksplicitnom: Girsanovljevu teoremu, koja opisuje
kako se menja mera na prostoru putanja kada se promeni drift stohasticke diferencijalne
jednacine, i daje eksplicitnu formulu za Kulbak-Lajblerovu divergenciju izmedu dva
ovakva procesa. Ovaj rezultat biée klju¢an tehnicki preduslov za formulaciju Sredingerovog
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problema mosta u Poglavlju 5, gde se most konstruise upravo kao proces koji minimizuje
ovakvu divergenciju u odnosu na zadati referentni proces.

Neka je Q = C([0,T],R™), F odgovarajuca o-algebra, i neka su P i () dve verovatnosne
mere na (2, F), pod kojima koordinatni proces X; zadovoljava

dX, = b(X,) dt + o(X)dW] pod P, dX, =b(X,)dt + o(X,) dWE pod Q,

sa istim difuzionim koeficijentom o i istim po¢etnim uslovom, ali razli¢itim driftovima b, b.
Girsanovljeva teorema daje uslove pod kojima su P i () medusobno apsolutno neprekidne,
i eksplicitnu formulu za njihov Radon-Nikodimov izvod.

Teorema 3.16 (Girsanov). Neka je u(x) := a(x)_l(i)(:c) - b(:c)), i neka u zadovoljava

Novikovljev uslov
1 /T
Br o (5 [ ot as)
0

Tada su P i Q) medusobno apsolutno neprekidne na Fr, sa Radon-Nikodimovim izvodom

aQ
P

< 0Q.

T 1 /T
= exp (/ u(X,) - dWFP — 5 lu(X,)|? ds) . (42)
0 0
Dokaz, zasnovan na pokazivanju da je proces (42), posmatran kao proces u ¢, martingal
pod P (za sta je Novikovljev uslov dovoljan), i primena Itove formule na taj proces, dat je
u Oksendal [35, Poglavlje 8|, videti i Eberle [15, Poglavlje 17] za opstiju formulaciju.

Posledica 3.17. Pod uslovima prethodne teoreme, proces
t
We = WP - / u(X,) ds (43)
0

je standardno Braunovo kretanje pod Q).

Direktna posledica formule (42) jeste eksplicitan izraz za Kulbak-Lajblerovu divergen-
ciju izmedu dva procesa, klju¢an za formulaciju Sredingerovog problema mosta.

Posledica 3.18. Pod uslovima prethodne teoreme,

dQ

Drr(QIIP) = Eq [log ] K|

- / " ux)? ds] . (44)

dP 2.Jo

Dokaz. Po definiciji KL divergencije za mere na (2, Fr), Dir(Q|P) = EQ{log g—g}.
Logaritmovanjem (42),

T 1
log@ :/ u(X,) - dWF — =
d 0 2 Jo

T
’u<X5) |2 d87
pa je
T b, 1 T )

Di(QIIP) = Eq | [ u(X)- aWF| = JEq | [ [u(x,)ds| . (45)
Prvi ¢lan sadrZi integral u odnosu na W, koji nije Braunovo kretanje pod Q, pa se njegovo
ocekivanje ne moZe direktno izracunati. Koristeéi (43), dWF = dW@ + u(X,)ds, gde je
W prema prethodnom korolaru Braunovo kretanje pod Q, pa je

o [ w0k aw?| = 5o | [ utx) - awe| vho | [l as] ~ B | [ xR as).
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gde prvi sabirak iscezava jer je [wu-dW® martingal pod Q (pod uslovom integrabilnosti u),
sa ocekivanjem nula. Zamenom u (45),

DralQIP) =g | [ WP ds| - 3B | [T 0P ds] = 5Bo | [ TuxoRas).

cime je (44) pokazano.

Formula (44) ima jasnu interpretaciju: Kulbak-Lajblerova divergencija izmedu dva
procesa sa istom difuzijom, ali razli¢itim driftovima, jednaka je (polovini) ocekivane,
vremenski integrisane kvadratne razlike driftova, mereno u jedinicama difuzionog koefici-
jenta 0. Ovo je stohasticki analogon toga koliko su ”udaljena” dva vektorska polja b i b,
ponderisano putanjom procesa (). Upravo ova formula, primenjena na drift Braunovog
kretanja kao referentni proces, definise funkcional koji se minimizuje u statickoj formulaciji
Sredingerovog problema mosta.

3.6 Ornstajn-Ulenbek proces

Zakljuc¢ujemo poglavlje detaljnom analizom jednog procesa koji objedinjuje sve pojmove
uvedene ranije. Familija procesa koje ¢emo posmatrati u ovom poglavlju zovu se Ornstajn-
Ulenbek procesi.

Posmatramo proces

dX; = —0X,dt + o dW,, 0,0 >0, Xy= .

Primenimo Itovu formulu na funkciju f(¢,z) = e . Posto je f linearna po x, drugi izvod
02 f nestaje, pa je
d(e"X,) = 0" X, dt + " dX,.

Zamenom dX; = —0X, dt + o dW,, ¢lanovi sa X, dt se skrate, i preostaje
d(e"X,) = o™ AW,
Integracijom od 0 do ¢, uz Xy = xg, i deljenjem sa e, dobija se eksplicitno resenje

t
X, = zoe " + 0/ e 0t=3) qw,, (46)
0
odakle, posto je Itov integral deterministicke funkcije po dW, Gausova sluc¢ajna pro-

menljiva,
2

E, [X)] =z, D, (X,) = %(1 — e, (47)
Pustanjem ¢ — oo, X; konvergira u raspodeli ka 7 = N(0,0%/260). Ovo je u skladu sa
opstim oblikom stacionarne mere gradijentne difuzije, 7 o< e=2"/ o* uveden u odeljku 3.4,
primenjenim na potencijal V (z) = 62%/2 koji odgovara vektoru snosenja b(z) = —VV (z) =
—fz Ornstajn-Ulenbekovog procesa: zaista, e 2V/7" = ¢=04%/0% N(0,02/26).

Da bismo precizirali brzinu ove konvergencije, potreban nam je spektar generatora
Lf=—0xf + %2]””. Neka je s? := 0?/20 disperzija stacionarne raspodele. Sopstvene

40



funkcije £, u odnosu na L?(r), su polinomi fi(z) = Hy(z/s), gde je Hy k-ti Hermitov
polinom?%, sa sopstvenom vrednoséu

Lf.=—kOf, k=0,1,2,... (48)

Proverimo ovo direktno za k =0,1,2. Za k =0, fo = 1 je konstanta, Lfy = 0, u skladu sa
—0-0=0.Zak=1, fi(x)=2, fi=11 f =0, pa
2

Eflz—ex-l—i-%-():—@x:—efl,

u skladu sa —1-0. Za k =2, fo(x) = 2% — s*: f} =2z, f§ =2, pa

o? o?
Lfy= 0020+ % 2= ~202° + 0% = —29(332 _ 29> — 20§,
u skladu sa —2 - 6.
Prema (48), spektar generatora je {—kf : k =0,1,2,...}, pa je, prema definiciji (39),

Ovim precizno odredujemo konstantu C' iz logaritamske Soboljevljeve nejednakosti (41):
za Gausovu stacionarnu raspodelu, C' = 1/gap = 1/6, pa kombinovanjem (38) i (41),

Drr(pil|lm) < e Dicr(pol|m). (50)

Veéi parametar drift 6 znaci i veé¢i spektralni jaz i brzu konvergenciju ka ravnotezi, u
skladu sa intuicijom da jaca sila vra¢anja ka nuli brze zaboravlja pocetni uslov.

Za kraj, primenimo Girsanovljevu teoremu da izracunamo koliko je nas proces, kao
mera na prostoru putanja, udaljen od Braunovog kretanja. Neka je P mera standardnog
Braunovog kretanja (b = 0), a Q mera nadeg procesa (b(z) = —6z), oba sa istim difuzionim
koeficijentom o i istim pocetnim uslovom X, = zy. Ovde je u(z) = o~ (b(x) — b(z)) =
—0x /o, pa formula (44) daje

1 T, 6> [T )
Dir(QIP) = 5Eq | | —5X2ds| = o [ Eolx?ds.

Iz (47), Eq[X?] = Dy (X,) + (Eg[X,])? = 22672 + 2 (1 — 72%%). Integracijom po s od 0

doT,
2

/OTEQ[Xf] ds:gg(l—e%T) +g;T_40m(1_ezaT)’

odakle, nakon mnoZenja sa 6?/20? i sredivanja,

Di(@llP) = 2+ (99” _ 1) (1 - o),

4 402 8
Za xo = 0, proces krece iz stacionarnog centra, pa se formula pojednostavljuje na
Dk(Q[P) = % — (1 — ¢ 7). Divergencija raste linearno sa horizontom T, jer se

razlika u skretanju akumulira kroz sve duze vreme, dok za T — 0, kao Sto i treba,

26U probabilistickoj normalizaciji, Hermitovi polinomi definisu se sa Hy(y) = (—1)’“6?42/2%1e_yz/Q7 i
zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu HY (y) —y H} (y) + k Hx(y) = 0. Prvih nekoliko su Hy =1, Hyi(y) = y,
Ha(y) = % — 1, H3(y) = y* — 3y. Za opsti dokaz da su fi(x) = Hy(z/s) sopstvene funkcije OU generatora,
videti Pavliotis [28, Poglavlje 4].
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4  Optimalni transport

Nakon informacione geometrije i teorije difuzionih procesa, u ovom poglavlju uvodimo
trec¢i stub rada, teoriju optimalnog transporta. Za razliku od prethodna dva poglavlja,
gde smo geometrijsku strukturu gradili polazeéi od statistike, odnosno od stohastickih
procesa, ovde polazimo od naizgled sasvim prakti¢nog pitanja: kako na "najjeftiniji” mogudéi
nacin premestiti jednu raspodelu u drugu. Pokaza¢emo da je odgovor na ovo pitanje, uz
odgovarajucu regularizaciju, direktno povezan sa Kulbak-Lajblerovom divergencijom iz
Poglavlja 2, i da algoritam koji resava regularizovani problem, Sinkhornov algoritam, nije
nista drugo do sistem naizmeni¢nih Bregmanovih projekcija. Kao osnovnu literaturu za
ovo poglavlje koristimo Villani [33].

4.1 Monzov problem

Problem optimalnog transporta prvi je postavio francuski matematicar Gaspar Monz
1781. godine, u kontekstu inzenjerskog zadatka: kako preraspodeliti zemlju iskopanu na
jednom mestu na drugo mesto gde je potrebna za nasip, uz minimalan ukupan utroseni
rad. Tako je motivacija bila prakti¢na, formulacija koju je Monz dao ostala je osnovni
predmet proucavanja citave oblasti do danas.

Neka su p i v verovatnosne mere na R™ (u Monzovom originalnom problemu, mere
rasporedene mase pre i posle transporta), i neka je ¢ : R" x R™ — [0, co] funkcija cene, gde
¢(x,y) predstavlja cenu premestanja jedne jedinice mase iz tacke x u tacku y. Najprirodniji
izbor cene, koji ¢emo koristiti kroz ceo rad osim kada je drugacije naglaseno, je kvadratna
euklidska udaljenost, c(z,y) = |z — y|*.

Definicija 4.1. Monzov problem optimalnog transporta je problem nalaZenja preslikavanja
T:R" — R" koje minimizuje

ot [ e(e @) du(), (51)
gde je Ty potisnuta (engl. pushforward) mera, definisana sa Tyu(A) = p(T-(A)) za
svaki Borelov skup A ?7.

Uslov Ty = v znaci da T zaista preslikava p u v, odnosno masa koja se nalazi u
proizvoljnom skupu A pod raspodelom v potice tacno od mase koja se, pod p, nalazila u
T—1(A). Preslikavanje T pri tome je deterministicko u smislu da se svakoj tacki z pridruzuje
tacno jednu tacku 7'(z), dakle sva masa u x mora u celini otiéi na isto odrediste.

Upravo ovaj zahtev, da cCitava masa iz svake tacke ide na jedno jedino odrediste, ¢ini
Monzov problem u opstem sluc¢aju neresivim. Ilustrujmo ovo jednostavnim primerom.

Primer 4.2. Neka je = 69 Dirakova masa u nuli, i neka je
1 1
=—0_1+ =0
V=gt

mera koja polovinu mase stavilja u tacku —1, a polovinu u tacku 1. Za proizvoljno preslika-
vanje T', potisnuta mera Tydy = dr(0) je wvek Dirakova masa skoncentrisana u jednoj jedinoj
tacki, T'(0), i ne postoji izbor T'(0) za koji bi dp(o) bilo jednako v, koja ima masu rasporedenu
na dva mesta. Skup dopustivih preslikavanja u (51) je prazan, ¢ MonZov problem u ovom
slucaju mema resenje, Stavise, nije ni definisan.

27Q¢igledno je da T mora da bude merljivo preslikavanje kako bi svaki skup oblika 7~!(A) bio merljiv
za merljive skupove A.
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Problem iz primera nije izuzetak, ve¢ ukazuje na strukturnu manu same formulacije. Kad
god je izvorna mera p koncentrisana, dok je ciljna mera v razudenija od nje, deterministicko
preslikavanje ne moze da postoji, jer nijedna funkcija ne moze jednu tacku da preslika u
vise tacaka istovremeno.

Ipak, pod dodatnim pretpostavkama na polaznu meru p, Monzov problem ima resenje,
i to jedinstveno. Za kvadratnu cenu, c¢(z,y) = |z — y|?, i pod uslovom da je p apsolutno
neprekidna u odnosu na Lebegovu meru, Brenier je 1987. godine pokazao da postoji
jedinstveno optimalno preslikavanje 7', i da je ono oblika 7' = V¢ za neku konveksnu
funkciju ¢ [8]. MekKan je 1995. godine ovaj rezultat uopstio na znatno Siru klasu funkeija
cene, van kvadratne [26]. Ovi rezultati pokazuju da problem iz gornjeg primera zaista
potice od atomske prirode pu: kada je izvorna raspodela dovoljno regularna, determini-
stiCko reSenje postoji. Uprkos tome, u ovom radu oslanjamo se na opstiju, uvek dobro
definisanu formulaciju koju je predlozio Kantorovi¢, kojoj posve¢ujemo naredni odeljak,
jer ona ne zahteva nikakve pretpostavke na p i v, i prirodno se povezuje sa entropijskom
regularizacijom i informacionom geometrijom.

4.2 Kantoroviceva relaksacija

Resenje problema iz prethodnog odeljka dao je sovjetski matematic¢ar i ekonomista
Leonid Kantorovi¢ 1942. godine®® [21]. Umesto da trazi deterministicko preslikavanje,
Kantorovic¢ je predlozio da se transport opise merom na proizvodnom prostoru, koja
dozvoljava da se masa iz jedne tacke razdeli izmedu vise odredista.

Definicija 4.3. Neka su pp € P(R") ¢ v € P(R™) verovatnosne mere. Kuplovanje mera
it v je verovatnosna mera m na R™ X R takva da su njene marginalne raspodele redom
jednake p i v, tj.

(A X R") = p(A), 7(R" x B) = v(B),

za sve Borelove skupove A, B C R™. Skup svih kuplovanja p i v oznacavamo sa I(u,v).

Kuplovanje 7 (dz, dy) tumacimo kao koli¢inu mase koja se premesta iz okoline tacke z u
okolinu tacke y: uslov marginala obezbeduje da je sva masa polazne raspodele p rasporedena
(sabiranjem po svim moguéim odrediStima y), i da se, sabiranjem po svim moguéim
polazistima z, dobija tacno ciljna raspodela v. Za razliku od Monzovog preslikavanja,
kuplovanje dozvoljava da se ista tacka x pojavljuje uparena sa vise razli¢itih y, ¢ime se
masa iz x zaista moze podeliti.

Definicija 4.4. Kantorovic¢ev problem optimalnog transporta je problem

inf d . 52
TFE}II%/J,,V) R”xR" C(x7 y> 7T(x7 y) ( )
Skup II(p, v) nikada nije prazan®, jer sadrzi bar nezavisno kuplovanje 1 ® v, definisano
sa (p®@v)(Ax B) = u(A)v(B), pa problem (52) uvek ima smisla, za razliku od Mon-
zovog problema iz prethodnog odeljka. Osim toga, II(u, v) je konveksan skup (linearna

Z8Kantorovi¢ je 1975. godine, dobio Nobelovu nagradu iz ekonomije, za doprinose teoriji optimalne
alokacije resursa, ¢iji je matematicki temelj upravo teorija optimalnog transporta koju je razvio.

2 Nepraznost skupa II(p,v) oslanja se sustinski na to da g i v imaju istu, jediniénu ukupnu masu,
posto su obe verovatnosne mere. U opstijim, primenjenim verzijama problema, gde u,r mogu imati
razli¢itu ukupnu masu (na primer, kada predstavljaju resurse razli¢ite ukupne koli¢ine), transport zahteva
i moguénost stvaranja ili unistavanja mase, sto dovodi do teorije tzv. nebalansiranog optimalnog transporta,
koju u ovom radu ne razmatramo.
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kombinacija dva kuplovanja je opet kuplovanje, jer su uslovi marginala linearni), i, pod
odgovarajuéim uslovima na p, v, slabo kompaktan, ¢ime se egzistencija minimuma u (52)
dobija direktno iz osnovnih rezultata varijacionog racuna, bez dodatnih pretpostavki koje
je zahtevao Monzov problem.

Primer 4.5. U primeru sa p =199 i v = %5,1 + %51, dopustivo kuplovanje je

1 1
= 601+ =0
™= 50%0.-1) T 500,

koje polovinu mase iz 0 salje u —1, a polovinu u 1. Marginale se lako proveravaju, ({0} x
R) = 1 = u({0}), dok je (R x {-1}) = 5 = v({-1}) i analogno za {1}. Za cenu
c(z,y) = & —y|?, vrednost ovog kuplovanja u (52) je 5 -1+ 3 -1 =1, i moZe se pokazati
da je ovo, u ovom jednostavnom primeru, i optimalna vrednost.

Vredi primetiti da je svako Monzovo preslikavanje T" posebno kuplovanje, mera mp :=
(id x T)3pu, definisana sa 77(A x B) = p(ANT~(B)), pripada II(x, v) kad god je Tyu = v,
i za nju je [cdnp = [e(x,T(x))du(z), tj. vrednost Kantorovicevog funkcionala na mr
jednaka je vrednosti Monzovog funkcionala na 7. Prema tome,

inf cdr < inf c(z, T(x)) du(x),

mell(p,v) T T:Tyu=v
pa je Kantorovicev problem (52) zaista relaksacija Monzovog (svaki Monzov transport
je poseban slucaj kuplovanja, dok obrnuto ne mora da vazi, kao sto pokazuje prethodni
primer, gde optimalno kuplovanje nije Monzovog oblika). Sa druge strane, upravo rezultati
Breniera i MekKana iz prethodnog odeljka pokazuju da, kada je p apsolutno neprekidna,
optimalno kuplovanje u (52) jeste Monzovog oblika, tj. koncentrisano na grafik nekog
preslikavanja T, ¢ime se dva problema, u tom slucaju, poklapaju.

Pored primarnog problema (52), formulisanog kao minimizacija po kuplovanjima, Kan-
torovic¢ je pokazao da se isti problem moze zapisati i na dualan nacin, kao maksimizacija po
parovima funkcija umesto po merama na proizvodnom prostoru. Ovoj dualnoj formulaciji, i
njenoj vezi sa e-projekcijama i m-projekcijama iz Poglavlja 2, posve¢ujemo naredni odeljak.

4.3 Kantoroviceva dualnost

Kantorovicev problem (52) je linearni funkcional koji se minimizuje nad konveksnim
skupom II(p, v), zadatim linearnim ograni¢enjima (uslovima marginala). Ovakva struktura,
linearna optimizacija nad konveksnim skupom, uvek dopusta dualnu formulaciju, koja u
ovom slucaju ima znatno pogodniji oblik. Umesto optimizacije po merama na proizvodnom
prostoru R™ x R", dualni problem optimizuje po paru funkcija na R".

Definicija 4.6. Par funkcija (f,9), f,g9: R* = RU{—0o0}, naziva se dopustiv za funkciju
cene ¢ ako
flz)+g(y) < clx,y) za sve x,y € R™.

Kantorovicev dualni problem je

sup /nfd/”H_/Rnng' (53)

(f,9) dopustiv

Funkcije f, g nazivaju se Kantorovicevi potencijali.
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Napomena 4.7. Ogranicenje dopustivosti dobija prirodnu ekonomsku interpretaciju kroz
primer koji navodi Villani [33, Poglavlje 1]. Zamislimo proizvodaca koji robu izraduje
na lokaciji x, a prodaje na lokaciji y, pri cemu je c(x,y) cena prevoza robe od x do y.
Minimizacija ukupnog troska prevoza za celu proizvodnju odgovara upravo Kantorovicevom
problemu (52). Pretpostavimo sada da se proizvodac ne Zeli baviti prevozom, ve¢ unajmljuje
prevoznicku firmu. Firma mu nudi da otkupi robu na svakoj lokaciji x po ceni f(x), preveze
je, i preproda mu je nazad na lokaciji y po ceni g(y). Proizvodac ée pristati na ovakav
dogovor jedino ako mu se finansijski isplati, odnosno ako je g(y)— f(x) < c(z,y) za sve x,y:
u suprotnom bi mu bilo jeftinije da sam organizuje prevoz. Uz ovo ogranicenje, prevoznicka
firma tezi da maksimizuje sopstveni profit,

/gdv—/ fdu,
Rn R?’L

sto je, do na promenu oznake f i —f, tacno dualni problem (53). Glediste proizvodaca,
koji vodi racuna o ukupnom trosku, odgovara reSavanju primarnog problema; glediste
prevoznicke firme, koja vodi racuna o profitu, odgovara resavanju dualnog problema.

Tvrdenje 4.8 (Slaba dualnost). Za svako dopustivo kuplovanje m € (u,v) i svaki dopustiv

par (f,9),
/fdu—l—/gdu < /cdﬂ.

Posebno, vrednost dualnog problema (53) ne prevazilazi vrednost primarnog problema (52).

Dokaz. Posto m ima marginale p, v,

[raus [gavr=[  (f@)+ o) dnley) < [ clw,y)dr(z,y),

R™ xR™ R™xR™
gde smo u prvom koraku iskoristili definiciju marginala primenjenu na funkcije f(x) i g(y)
posebno, a u drugom uslov dopustivosti f(x)+ g(y) < c(z,y). Kako ovo vaZi za proizvoljno
dopustivo m, sledi turdenje.

Netrivijalan, i znatno dublji rezultat jeste da, pod uslovima regularnosti, ova nejednakost
postaje jednakost.

Teorema 4.9 (Kantoroviceva dualnost). Neka je ¢ neprekidna funkcija, i neka u,v imaju
konacéne momente reda koji odgovara rastu ¢ (za c(x,y) = |z — y|?, dovoljno je da imaju
konacan drugi moment). Tada je

min )/cdw: sup /fd,u—i—/gdu, (54)

mell(p,v (f,9) dopustiv
i supremum u (53) se dostize.

Dokaz. Ideja dokaza oslanja se na to da se primarni problem (52) zapise kao konveksan
problem u odgovarajucem Banahovom prostoru mera, gde je funkcional cilja linearan, a
ogranicenja (pripadnost skupu I(u,v)) zadata linearnim jednakostima. Primenom teoreme
o minimaksu, odnosno Fenhel-Rokafelarove teoreme o dualnosti za konveksnu optimizaciju
u beskonacnoj dimenziji, pokazuje se da razlika izmedu primarnog minimuma i dualnog
supremuma nestaje, pod uslovom da je funkcional cilja poluneprekidan odozdo u odgovaraju-
¢oj (slaboj) topologiji, sto neprekidnost ¢ i uslovi na momente i, v obezbeduju. Egzistencija
maksimizatora u (53) sledi iz kompaktnosti odgovarajuceg skupa dopustivih potencijala,
nakon normalizacije. Potpun dokaz dat je u Villani [33, Poglavlje 1, Teorema 1.5].
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Na optimumu, potencijali f i g nisu nezavisni, ve¢ se jedan iz drugog dobijaju operacijom
analognom Lezandrovoj transformaciji iz Poglavlja 2, prilagodenoj funkciji cene ¢ umesto
standardnog skalarnog proizvoda.

Definicija 4.10. Za funkciju f: R" — R U {—o0}, c-transformacija f je funkcija
foy) = inf [e(x,y) = f(2)]. (55)

Napomena 4.11. Primetimo slicnost izmedu c-transformacije i LeZandrovog duala iz
Poglavija 2. Za c(x,y) = —(z,y), c-transformacija (55) svodi se, do na predznak, tacno na
standardnu LeZandrovu transformaciju, f(y) = —sup,[(z,y) + f(z)]. Za kvadratnu cenu
c(z,y) = |z — y|?, koju koristimo kroz ceo rad, veza je i dalje eksplicitna: pisuci c(x,y) =
|22 =2(z, y) +|y[* i woodeci h(x) == |z|*— f(x), dobija se f*(y) = |y|* —sup,[2(z,y) —h(z)],
gde je izraz pod supremumom, do na faktor 2, standardna LeZandrova transformacija
funkcije h. c-transformacija je, dakle, strogo uopstenje LeZandrove transformacije, u kome
ulogu linearne potporne funkcije (x,y) preuzima proizvoljna funkcija cene c(x,y), potpuno
analogno tome kako je Bregmanova divergencija u Poglaviju 2 wopstila kvadrat euklidskog
rastojanja zamenom kvadratnog potencijala proizvolinom konveksnom funkcijom 1.

Tvrdenje 4.12. Neka je (f,g) optimalno resenje dualnog problema (53). Tada je g = f€ i
f=2g° (gde je g°(x) := inf,[c(x,y) — g(vy)], definisano analogno).

Dokaz. Iz dopustivosti para (f,g), za svako fiksno y i svako x vazi g(y) < c(z,y) — f(z),
odakle, uzimajuci infimum po x, sledi g(y) < f(y) za sve y. Pretpostavimo da je ova
nejednakost stroga na skupu pozitivne mere v. Tada bi par (f, f¢) takode bio dopustiv
(jer f¢ po samoj definiciji (55) zadovoljava f(z) + f(y) < c(x,y) za sve x,y), i imao
bi strogo vecu vrednost dualnog funkcionala od (f,q), jer [ f¢dv > [gdv dok je [ fdu
nepromenjeno, u suprotnosti sa optimalnoséu para (f,g). Dakle g = f¢ svuda na nosacu v,
a analogan argument, zamenom uloga, daje f = g°.

Ova osobina znaci da je dovoljno traziti optimum po jednoj funkciji, recimo f, jer druga,
g = f¢, sledi automatski. Primetili smo direktnu analogiju sa Lezandrovim dualom 4.11.
Ovu analogiju, u znatno konkretnijem obliku, ponovo sre¢emo u narednom odeljku, kada
uvedemo entropijsku regularizaciju problema (52) i pokazujemo da tamo Kantorovicevi
potencijali dobijaju eksplicitnu, zatvorenu formu preko Sinkhornovih iteracija.

Primer 4.13. Resimo eksplicitno primarni i dualni problem za p = %50%—%53, v = %(51+%(527
c(z,y) = (z — y)%. Posto je funkcional cilja linearan po 7, a skup dopustivih kuplovanja u
ovom slucaju konveksni omotac dve permutacione matrice, optimum se dostize u jednoj od
njih; dovoljno je uporediti dve mogucnosti:

0—>1,3—=2: 30-1+i(3-27°=1, 0—2,3—=1: 3(0-2°+i(3-1)°=4

Optimalno kuplovanje je stoga m = %5(071) + %5(372), sa vrednoséu primarnog problema
jednakom 1.

Da bismo nasli odgovarajuce Kantoroviceve potencijale, koristimo da na nosacu opti-
malnog kuplovanja ogranicenje dopustivosti mora biti dostignuto sa jednakoScu:

FO) +9(1) =c(0,1) =1, f(3)+g(2) = e(3,2) = 1.

Posto su potencijali odredeni do na aditivnu konstantu, normalizujemo f(0) = f(3) =0,
odakle g(1) = g(2) = 1. Na preostalim, neuparenim parovima, dopustivost se lako proverava:

FO)+9(2) =1<¢0,2) =4,  fB)+g(1)=1<cB,1) =4,
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pa je par (f,q) zaista dopustiv svuda. Vrednost dualnog funkcionala,

[rdu+ [gdv=%-043-043 145 1=1,

poklapa se sa vrednoscéu primarnog problema, u skladu sa teoremom jake dualnosti. Konacno,
proverimo da je g zaista c-transformacija od f:

Fe(1) =min {(0 = 1)* = f(0), (3= 1)* = f(3)} = min{1,4} = 1 = g(1),
f9(2) = min {(0 = 2)* = f(0), (3=2)* = f(3)} = min{4,1} = 1 = g(2),

u skladu sa turdenjem o c-transformaciji.

4.4 Vaserstajn rastojanje

Vrednost Kantorovic¢evog problema (52), za konkretan izbor cene c(z,y) = |z — y|?,
definise funkciju dve mere koja, kao sto ¢emo pokazati, ima sva svojstva rastojanja. Ova
funkcija, Vaserstajn rastojanje, ne samo da nam daje nacin da uporedimo dve konkretne
mere, veé ¢itav prostor mera pretvara u metricki prostor, na kome ¢emo u Poglavlju 5
razviti geometriju analognu onoj iz Poglavlja 2.

Definicija 4.14. Neka je p > 1 i neka je

Py = {p e PEY): [ Jap du(r) < oo

skup verovatnosnih mera sa konacnim p-tim momentom™®. Za u,v € P,(R™), VaserStajn-p
rastojanje definise se kao

1/p
W) = (i o=y dnan) (56)
well(p,v) JR? xR"

Kroz ceo rad, kada piSemo W bez indeksa, podrazumevamo p = 2,3! koji nam je od
posebnog interesa zbog veze sa Oto kalkulusom u Poglavlju 5. Egzistencija infimuma u
(56), i njegova konacnost za u, v € P,(R"), sledi direktno iz opstih rezultata odeljka 4.2
primenjenih na cenu ¢(x,y) = |x — y|?.

Teorema 4.15. Funkcija W, je metrika na P,(R").

Dokaz. Simetricnost je ocigledna, jer je uslov w € Il(pu,v) simetrican u zameni uloga
piv, acena|x—yP je simetricna. Pozitivnost, Wy,(u,v) > 0, sledi iz nenegativnosti
cene. Ako je p = v, dijagonalno kuplovanje m = (id,id)yu daje W, (i, ) = 0; obrnuto, ako
je Wy(p,v) =0, moZe se pokazati da optimalno kuplovanje mora biti skoncentrisano na
dijagonalu {x =y}, odakle sledi pn = v.

Preostaje nejednakost trougla, Wy(p, A) < Wy(u,v) + Wy(v, A), za koju je potrebna
sledeca pomocéna tvrdnja.

30U delu literature, posebno onoj bliskoj klasi¢noj teoriji verovatnocée, prostor P,(R") se ne izdvaja
posebnom oznakom, veé se mere sa kona¢nim p-tim momentom poistoveéuju sa odgovaraju¢im slucajnim
promenljivama iz prostora LP.

31Razlog da se oslanjamo samo na p = 2 biée nam jasan skroz tek u sledeéem poglavlju ali ukratko,
samo za p = 2 prostor (P,(R™), W,) dopusta (formalnu) Rimanovu strukturu, jer se tangentni vektori u
tacki u mogu identifikovati sa gradijentima V¢ glatkih funkcija, u odnosu na L?(u) skalarni proizvod,
(V1, Vo), = [ V1 - Vo dp. Za p # 2 ovakva identifikacija ne postoji na isti prirodan nacin, pa Oto
kalkulus, kojim ¢emo kasnije (Pq, W3) tretirati kao beskona¢nodimenzionu Rimanovu mnogostrukost, radi
iskljucivo za p = 2. Ovo opravdava zasto se, od ovog mesta nadalje, fokusiramo iskljucivo na Ws.
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Lema 4.16 (Lema o lepljenju). Neka su mo € (p,v) @ mo3 € II(v, \) kuplovanja. Tada
postoji mera v na R™ x R™ x R™ ¢ije su projekeije na parove koordinata (z,vy) i (y, z) redom
jednake 12 ) 723.

Konstrukcija v oslanja se na teoremu o dezintegraciji mere: obe mere o, Toz iMmaju istu
marginalu v po drugoj koordinati, pa se mogu zapisati preko uslovnih raspodela v odnosu na
tu zajednicku koordinatu, mo(dz,dy) = p(dx)Kio(x,dy) @ mas(dy, dz) = v(dy)Kas(y, dz);
mera 7y se tada konstruise “lepljenjem” ovih uslovnih raspodela duz zajednicke y-koordinate.
Projekcija v na (z,z) koordinate daje kuplovanje w3 € I1(p, A), za koje, primenom Min-
kovskog nejednakosti uw LP(7),

1/p 1/p 1/p 1/p
([lo=apdms) " = ([lo=atran) "< ([lo=yrdy) "+ ([ly—2rar) " =

= Wy(p,v) + Wy(v, A).
Kako je ms3 samo jedno, ne nuzno optimalno, kuplovanje p i X\, Wy(u,A) < [|z —

1
z|P d7T13) /p, cime je nejednakost trougla pokazana. Potpun dokaz dat je u Villani [33,
Poglavlje 6].

Teorema 4.17. Neka su i, iy, fia, . .. € Pp(R™). Tada
Wy(pin, ) =0 <= p,, — p Slabo i /|:r|p dpin () — / |z |P du(x).

Dokaz. Smer (=): iz W,(in, 1) — 0 sledi slaba konvergencija direktno, jer konvergencija
u W, metrici uwvek povlaci slabu konvergenciju (opstiji rezultat, koji ne zahteva ogranicenje
na Pp); konvergencija p-tih momenata sledi iz nejednakosti trougla za W, primenjene na
cenu |x|P, uz nejednakost Minkovskog. Smer (<) je dublji, i pokazuje se konstrukcijom
eksplicitnog kuplovanja preko teoreme o Skorohodovoj reprezentaciji, kombinovane sa
uniformnom integrabilnoséu koju obezbeduje konvergencija momenata. Potpun dokaz dat je
u Villani [34, Teorema 6.9].

Napomena 4.18. Vredi istaci sustinsku topolosku razliku izmedu Vaserstajn rastojanja
i KL divergencije iz Poglavlja 2. W, je geometrijski pojam rastojanja, osetljiv na to
koliko su tacke mosaca dve mere prostorno udaljene, dok je Dy informacioni pojam,
potpuno neosetljiv na geometriju osnovnog prostora R™. Ova razlika postaje ocigledna na
jednostavnom primeru: za xq # 0,

Wy (80, 0z) = |0 2029, 0, Drr(60||02,) = 00 za sve xy # 0,

posto & nije apsolutno neprekidna uw odnosu na 0., ni za jedno xo # 0 (u skladu sa
napomenom o apsolutnoj neprekidnosti iz odeljka 3.5), pa je Dy beskonacna bez obzira
koliko su 0 i xq bliski, dok W, neprekidno opada ka nuli kako se xq priblizava 0. Ove dve,
sustinski razlicite geometrije na istom prostoru mera, jedan od centralnih motiva ovog rada,
precizno se povezuju u Poglavlju 5, gde entropijska reqularizacija Kantorovicevog problema
pokazuje kako se transportna i informaciona geometrija stapaju u jedinstvenu strukturu.

4.5 Entropijska regularizacija

Kantorovi¢ev problem (52) je, kao $to smo videli, problem linearne minimizacije nad
konveksnim skupom II(x, ). Ova linearnost, iako obezbeduje egzistenciju resenja, ima i
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prakticnu manu: reSenje linearnog programa po pravilu lezi u temenu dopustivog skupa, kao
u 4.13, gde je optimalno kuplovanje odgovaralo upravo temenu II(u, v). Zato je optimalno
kuplovanje tipi¢no skoncentrisano na skup male, ¢esto nulte, Lebegove mere, Sto otezava
numericko racunanje i ¢ini resenje osetljivim na male promene podataka.

Kantorovicev problem se ¢ini prirodnim za regularizaciju dodavanjem kaznenog c¢lana
koji nagraduje "razudenija” kuplovanja. Prirodan izbor takvog ¢lana, kao sto ¢emo videti,
direktno nas vraca u informacionu geometriju iz Poglavlja 2.

Definicija 4.19. Neka je € > 0. Entropijski regularizovan Kantorovicev problem je

inf d D o7
b ] @) dn(@y) +e D (T p @), (57)
gde je u ® v nezavisno kuplovanje, definisano u odeljku 4.2, a Dy KL divergencija iz
Poglavlja 2, primenjena na mere na R™ x R".

Regularizacioni ¢lan Dy (7||p ® v) meri koliko se kuplovanje 7 statisticki razlikuje od
nezavisnog kuplovanja, koje odgovara transportu bez ikakve korelacije izmedu izvora i
odredista. Kazna je, dakle, najmanja upravo za m = u ® v (gde je Dk = 0), a raste sto je
7 "koncentrisanije”, odnosno blize deterministickom (Monzovom) transportu. Parametar e
kontrolise jac¢inu kazne32.

Primer 4.20 (Entropijski regularizovan transport izmedu Gausovih raspodela). Resimo
problem (57) za jednodimenzione Gausove marginale p = N(my,0?), v = N(ma,03),
kvadratnu cenu c(x,y) = (v — y)?, i e = 1. Poznato je i netrivijalno (videti Mallasto et al.
[25], gde je rezultat izveden i za opsti, visedimenzioni slucaj) da je optimalno kuplovanje
7. izmedu Gausovih marginala © samo Gausova raspodela na R x R, sa sredinom (my, ms)

1 kovarijacionom matricom
o po0y
Eﬂ' = 2 )
PO102 0y

gde je koeficijent korelacije p € (—1,1) jedina nepoznata, posto su marginalne varijanse
veé fiksirane uslovom 7 € I(u, v).
Koristeci identitet

Dycr (i@ v) = —H(m) + H(w) + H(v),

posto su H(p), H(v) fiksirani (ne zavise od p), minimizacija (57) po p svodi se na minimi-

zaciju [ cdr —eH(m). Za dvodimenzionu Gausovu raspodelu, H(r) = 3 log ((271’6)2 det EW)
sa det X, = 0202(1 — p?), dok je [cdr = E [(X —Y)? = 03 + 02 — 2p0109 + (M1 — my)?.

Odbacujuci c¢lanove nezavisne od p, trazimo

pt=arg min |—2poioy — = log(1 — P2)} .
pe(— 1) 2

)
Izjednacavanjem izvoda po p sa nulom,

ep
1—p?

—20109 + =0 = 20109 p2 +ep — 20109 =0,

32kada e — 0, regularizacioni ¢lan gubi uticaj i (57) tezi originalnom Kantoroviéevom problemu (52),
dok za veliko € resenje tezi nezavisnom kuplovanju p ® v, nezavisno od cene c.
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odakle, uzimajuci koren koji daje p € (—1,1),

—&+4/e? + 160i03

Pe = 40109 (58)
Zae =1,
—1+/1+ 160303
1= 40109 '

Proverimo granicne slucajeve formule (58). Kada ¢ — 0, p. — 1, potpuna korelacija, u
skladu sa tim da neregularizovano resenje mora biti deterministicko, Brenierovo preslika-
vanje T'(x) = ma + 22(x — m1). Kada € — oo, razvojem korena, p. — 0, nulta korelacija,
u skladu sa tim da resenje teZi nezavisnom kuplovanju p & v.

Pod uslovom da je u ® v apsolutno neprekidna mera (u odnosu na Lebegovu meru) na
R™ x R™ (8to vazi kad god su pu, v apsolutno neprekidne), Dg (7| ® v) je kona¢na samo
za 7 koje su i same apsolutno neprekidne, sa gustinom 7(z,y) u odnosu na g ® v. Pisuéi
Dgp(r|p®@v) = [wlog 7 d(z,y) (zloupotrebljavajuci oznaku, koristeci 7 i za meru i za
njenu gustinu), problem (57) postaje

inf /cdw—i—&t/wlog T
mell(p,v) 7] Qv

Uvoded¢i Gibsovo jezgro

d(z,y).

€

K(z,y) = exp (—C(x’ ‘”) | (59)

funkcional cilja u (57) moze se, do na aditivnu konstantu nezavisnu od m, zapisati kao
Bregmanova divergencija.

Neka je
Z = K(z,y)d(p®v)(z,y), (60)
R7xR™
i neka je R verovatnosna mera na R" x R" sa gustinom K/Z u odnosu na p ® v, tj.
K(z,
R(dz,dy) := (éy) (u @ v)(de,dy). (61)

Tvrdenje 4.21. Funkcional cilja u (57) zadovoljava

/cd7r +eDgp(rm||p®@v) =e Dgp(rm|| R) —elog Z. (62)
Dokaz. Direktnim racunom, koristeéi (61),
us Tz
D R:/l—d,:/lid,:
almllR) = [ wlog fd(w.y) = [ wlog T d(r.)
s
— [xlo d(z, —/mo K d(z,y) + 1o Z/ng;, .
/gu®y(y) g K d(z,y) +log (z,y)
Prvi ¢lan je, po definiciji, Dip(w|lp ® v). Za drugi, iz (59), log K = —c/e, pa je
— [mlog Kd(z,y) = %fcdw. Treci clan je prosto log Z, posto je m verovatnosna me-

ra. Sastavljajuci,
1
Dics(n|R) = D (x|l ® v) + - /cd7r +log Z.

MnoZenjem sa e i preuredivanjem, dobija se (62).
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Tvrdenje pokazuje da je entropijski regularizovan problem (57), do na konstantu € log Z
koja ne zavisi od 7, ekvivalentan projekciji referentne mere R na skup II(u, ), u smislu
KL divergencije:

inf DKL(ﬂ' | R). (63)

mell(p,v)

Ovo je e-projekcija u smislu 2, odnosno trazimo element skupa I1(u, v) najblizi fiksiranoj
referentnoj meri R, mereno preko KL divergencije sa promenljivom na prvom mestu.
Upravo ova veza, koju precizno razradujemo u narednom odeljku, objasnjava zasto je
entropijski regularizovan optimalni transport resiv iterativnim postupkom naizmenicénih
Bregmanovih projekcija (Sinkhornovim algoritmom).

Napomena 4.22. Za male e, K(z,y) = e @¥)/¢ postaje sve ostrije koncentrisano oko
skupa {c(x,y) minimalno}, pa resenje (63) tezi optimalnom (neregularizovanom) kuplova-
nju; ovo je precizan smisao u kome (57) predstavlja reqularizaciju, a ne sustinski drugaciji
problem. Za velike €, K postaje skoro konstantno (K =~ 1 svuda gde je ¢ ograniceno), pa
se (63) svodi na projekciju konstantne funkcije, ¢ije je resenje upravo p ® v, u skladu sa
ranijom digresijom.

4.6 Sinkhorn algoritam kao Bregmanove projekcije

Da bismo entropijski regularizovan problem (57) uéinili racunski konkretnim, pretpo-
stavimo najpre da su pu, v diskretne mere,

/L:Zaié}ci, V:ij(syj, CLZ',bj>O, Zaz:ijzl
i=1 j=1

i J
Svako kuplovanje 7 € II(u,v) tada je oblika m = 3, ; Pyj (4, 4,), POtpuno odredeno

matricom P € Ry ¢iji element P;; predstavlja kolicinu mase premestenu iz x; u y;. Uslov
7 € II(p, v) prevodi se u uslove na redove i kolone matrice P:

n m

> Pj=a; (i=1,...,m), Y P;j=b; (j=1,...,n). (64)
j=1

i=1
Primer 4.23. Neka je m =n =2, a = (0.3,0.7), b = (0.5,0.5). Matrica
0.2 0.1
P= (0.3 0.4)
predstavlja kuplovanje koje iz x1 Salje masu 0.2 u y; 7 masu 0.1 u yo (ukupno 0.3 =ay), a
iz x9 Salje 0.3 wyy 1 0.4 u yy (ukupno 0.7 = as). Zbir prve kolone, 0.2+ 0.3 = 0.5 = by, @
druge, 0.1 + 0.4 = 0.5 = by, potvrduje da P zaista zadovoljava (64). Svaki element Py; cita

se, dakle, direktno kao kolicina mase koja putuje iz x; u y;, dok redovi ¢ kolone matrice
moraju zbirno odgovarati unapred zadatim teZinama a; i b;.

Neka je C;; = c¢(z;,y;) matrica cena. Diskretna verzija entropijski regularizovanog
problema (57) glasi
Py
Pglljlgb ZC’ZJPU +¢e) Pjlog—L b (65)

i,j
gde je U(a,b) := {P € RZ{" : P1 =a, PT1 = b} skup matrica sa zadatim marginalima,
diskretni analogon TT(y, )
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Prema tvrdenju iz prethodnog odeljka, primenjenoj na diskretan slu¢aj, problem (65)
je ekvivalentan trazenju matrice P € U(a,b) najblize, u smislu KL divergencije, referentnoj
matrici R;; = K;;/Z, gde je K;; = e~ ¢/ diskretno Gibsovo jezgro. Resenje ovog problema
ima poseban oblik.

Tvrdenje 4.24. Resenje problema (65), ako postoji, ima oblik
Pl = u; Kijvj (66)
za neke vektore uw € RZ,, v € RY, jedinstvene do na skaliranje (u,v) — (Au,v/\).

Dokaz. Problem (65) je strogo konveksan (drugi izvod po Pi; funkcionala €P;jlog P;; je
e/Pij > 0) uz linearna ogranicenja (64), pa LagranZovi mnozzteljz daju i potrebcm i dovoljan
uslov optimalnosti. Uvodeci mnoZitelje o; za ogranicenja na redove ¢ 3; za ogranicenja na
kolone, Lagranzijan je

L(P, ) = SOy +€Z]:Pljlog]1]—z:ai(%:ﬂj—ai> _;ﬁj(;pij_bj)

Izvod po Py, za fiksno (i,7), jednak je

oL P;;
Cz el E— 0y — Dj.
0PZ] j T elog azb] + a; —
Izjednacavanjem sa nulom i resavanjem po P;j,
lOg -Pl] — (073 +/8] 7«] _ 1 _— P — alb e Oéz E)/E efci]'/e eﬂj/i—?.
CLibj S

ij» 1 uvodecdi u; == a; elai—e)/e, v = b; ePile | dobija se tacno oblik
(66). Jedinstvenost (do na skaliranje) u, v sledi iz jedinstvenosti P*, koja je posledica stroge
konveksnosti problema.

Prepoznajemo e~%i/® = K

Posto je P* jedinstveno, dovoljno je naéi vektore u,v za koje matrica (66) zadovoljava
uslove (64). Uslov na redove, P*1 = a, u koordinatama glasi

a; = Z P;; = Z u,;Kijvj = U; Z Kijvj = Uj; (KU)Z',
J J J

gde je Kv € R™ vektor dobijen matricnim mnozenjem, a poslednja jednakost sledi jer se u;,

kao skalar nezavisan od j, izvlaci ispred sume. Ovo vazi za svako 7, pa je, po koordinatama,

a;

— =1,...
(K’U),L’ 7 Y 7m7

U; =

odnosno, u vektorskom zapisu (deljenje po koordinatama), u = a/(Kwv). Analogno, uslov
na kolone, (P*)T1 = b, u koordinatama glasi

bj:Z —UJZ i = ( KT)

odakle v = b/(KTwu). Ovim je sistem (67) izveden direktno iz uslova marginala, primenjenih

na oblik (66).
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Dakle da bismo nasli P* dovoljno je da resimo sledeci sistem,

a b
— v = )
Kv’ KTy

(67)

Ovaj sistem se ne resava direktno, veé iterativno: kre¢ué od v(® = 1, naizmeni¢no se
racuna
t+1) _ _ @ o) — b
Ko@)’ K Tq+1)°
Svaki od ova dva koraka je ta¢no Bregmanova (KL) projekcija, korak za u projektuje
trenutnu matricu diag(u) K diag(v®) na skup matrica sa ispravnim redovima {P : P1 =
a}, a korak za v projektuje na skup matrica sa ispravnim kolonama { P : PT1 = b}, u smislu
Bregmanove divergencije generisane negativnom entropijom ®(P) = >ij Pijlog Pij: za ovaj
izbor potencijala, Dg(P||Q) = X2, (Hj log g;
fiksiranom ukupnom masom svodi na KL divergenciju iz (64), poseban slu¢aj Bregmanove
konstrukcije iz 2.5, za drugaciji izbor generatora 1. Naizmenicna primena ova dva koraka
je upravo Sinkhornov algoritam.

Algoritam nosi naziv po Ricardu Sinkhornu, koji je 1964. godine dokazao da se svaka
matrica sa strogo pozitivnim elementima moze, jedinstvenim naizmeni¢nim skaliranjem
redova i kolona, pretvoriti u dvostruko stohasticku matricu (matricu ¢iji su svi redovi i
sve kolone jednaki 1), videti Sinkhorn [30]. Ovaj rezultat je izvorno formulisan kao Cisto
algebarska ¢injenica o matricama, bez ikakve veze sa optimalnim transportom. Vezu izmedu
ovog postupka skaliranja i entropijski regularizovanog optimalnog transporta uspostavio je
Cuturi [11], ¢ime je Sinkhornov algoritam postao standardan numericki alat za ra¢unanje
optimalnog transporta u primenjenim oblastima, prvenstveno zbog toga sto se, za razliku
od resavanja linearnog programa (52), sastoji iskljucivo od matri¢no-vektorskih mnozenja
i deljenja po koordinatama, operacija koje se lako paralelizuju.

Sinkhornov postupak nije ograni¢en na diskretne mere. Za proizvoljne u, v € P(R"),
iste iteracije se prirodno prepisuju preko funkcija umesto vektora: trazimo u € L'(u),
v € L'(v) takve da optimalno kuplovanje ima gustinu 7(z,y) = u(z) K (z, y)v(y) u odnosu
na p ® v, sa uslovima marginala analognim (67), sada zapisanim preko integrala umesto
suma. Funkcije u, v nazivaju se Sredingerovi potencijali.

ul t=0,1,2,... (68)

— Py + Qij), Sto se na skupu matrica sa

Napomena 4.25. Iako Sinkhornov algoritam formalno radi za proizvoljne mere, u praksi
se skoro iskljucivo primenjuje diskretna formulacija: numericka implementacija na ra-
cunaru zahteva konacno mnogo tacaka, bilo kroz diskretizaciju domena, bilo kroz uzorke
iz p,v (empirijske mere), pa je diskretan slucaj taj koji se stvarno racuna. Neprekidan
slucaj sa eksplicitnim, zatvorenim resenjem, bez potrebe za ikakvom iteracijom, redak je
izuzetak; jedan takav slucaj su upravo Gausove marginalne raspodele, koje smo razmotrili
u prethodnom primeru.

Preostaje pitanje da li ovaj naizmenicni postupak zaista konvergira ka resenju P*, i
ako da, kojom brzinom. Skupovi

A:={P eR7i": P1=a}, B:={PeRY": P'1 =10}

nisu samo konveksni, ve¢ i afini, jer su zadati linearnim jednakostima. Prema uopstenoj Pi-
tagorinoj teoremi iz Poglavlja 2, Bregmanova projekcija na afin skup zadovoljava jednakost,

33Naziv poti¢e iz ¢injenice da je ovaj sistem jednadina prvi prou¢avao Ervin Sredinger 1931. godine, u
kontekstu problema koji danas nosi njegovo ime, i koji detaljno uvodimo u Poglavlju 5, decenijama pre
nego Sto je prepoznata njegova veza sa optimalnim transportom.
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a ne samo nejednakost, sto je upravo uslov pod kojim naizmeni¢ne projekcije garantovano
konvergiraju ka jedinstvenoj tacki u preseku AN B = U(a,b).

Teorema 4.26. Neka je K matrica sa strogo pozitivnim elementima. Sinkhornove iteracije
(4.6) konvergiraju ka resenju (u*,v*) problema (67), i konvergencija je geometrijska:

dp (diag(u®) K diag(v"), P*) < &' du (K, P*), (69)

gde je k € (0,1), zavisno od K, a dy Hilbertova projektivna metrika na pozitivnim
matricama.

Postoje dva, blisko povezana, nacina da se okarakterise brzina konvergencije. Prvi, ek-
splicitan i globalno vazeéi, dolazi iz Birkhofove teorije kontrakcija u Hilbertovoj projektivnoj
metrici: konstanta x u (69) zadovoljava x = tanh(A/4), gde je

Ky K
A := sup log J
i,k ki

projektivni dijametar matrice K u Hilbertovoj metrici. Puni dokaz, zasnovan na kontrakciji
Sinkhornovih iteracija u ovoj metrici, dat je u Franklin and Lorenz [16]. Drugi, asimptotski
nacin, opisuje stvarnu (tipi¢no strozu) stopu konvergencije preko druge najveée singularne
vrednosti odgovaraju¢e normalizovane verzije matrice K, ovo je diskretni analogon spektral-
nog jaza generatora difuzionog procesa iz Poglavlja 3. Ovu vezu, i njenu konkretnu vrednost
za Gausov slucaj, precizno povezujemo sa spektralnim jazom generatora u Poglavlju 5.
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5 Veze i dualnost

U prethodna tri poglavlja izgradili smo tri, naizgled odvojene, teorije. Poglavlje 2
dalo nam je jezik informacione geometrije: statisticku mnogostrukost, FiSerovu metriku,
i dualnost e-konekcije i m-konekcije, sa #-koordinatama (prirodnim parametrima) i 7-
koordinatama (parametrima ocekivanja) kao njihovim afinim koordinatnim sistemima.
Poglavlje 3 dalo nam je jezik difuzionih procesa: generator L, koji deluje na funkcije, i
njemu adjungovani operator £*, koji deluje na mere, povezane L? skalarnim proizvodom.
Poglavlje 4 dalo nam je jezik optimalnog transporta: primarni Kantorovi¢ev problem,
formulisan preko kuplovanja, i njegov dual, formulisan preko para potencijala. U svakoj od
ove tri price pojavio se isti obrazac, iako smo ga svaki put nazvali drugacije.

Na jednoj strani stoje objekti koji lokalno, iz jedne tacke, opisuju ili generisu. Prirodni
parametri 6 direktno odreduju oblik gustine p(z;6). Generator Lf(z) meri trenutnu
promenu posmatranu iz tacke z. Kantorovicev potencijal f(z) dodeljuje cenu svakom
polazistu.

Na drugoj strani stoje objekti koji opisuju stanje sistema u celini, dobijeni usrednjavanjem
ili sabiranjem preko cele raspodele. Parametri ocekivanja 71 su prosec¢ne vrednosti dovoljnih
statistika. L£*p opisuje evoluciju ¢itave gustine. Kuplovanje 7 opisuje kako se ukupna masa
premesta iz jedne raspodele u drugu.

Prelazak sa prve strane na drugu, u sva tri slucaja, vrsi se istim mehanizmom: integracijom
protiv referentne mere, preko uparivanja (f, u) = [ f du koje smo uveli u Poglavlju 3.

Cilj ovog poglavlja je da pokazemo da ovo nije puka terminoloska sli¢nost, ve¢ da su
sve tri dualnosti, u preciznom matematickom smislu, jedna te ista struktura, posmatrana
kroz tri razlic¢ita jezika. Put ka ovom cilju vodi preko dva klju¢na koraka. Prvo, kroz Oto
kalkulus i JKO shemu, pokazac¢emo da je adjungovani operator L£*, primenjen na gustinu,
upravo Vaserstajn gradijent funkcionala slobodne energije, ¢ime dualnost generatora i
adjungovanog operatora dobija direktno geometrijsko tumacenje u terminima Vaserstajn
prostora iz Poglavlja 4. Drugo, kroz problem Sredingerovog mosta, pokazac¢emo da par
funkcija koji se u entropijski regularizovanom optimalnom transportu pojavljuje kao
Kantorovi¢evi potencijali, tzv. Sredingerovi potencijali, zadovoljava sistem spregnutih
jednacina ¢ija struktura verno oslikava dualnost e-konekcije i m-konekcije iz informacione
geometrije.

Na kraju poglavlja sve tri veze sastavljamo na jednom mestu: eksplicitno ih izracuna-
vamo na Gausovom primeru, koji nas je pratio kroz ceo rad, i pokazujemo da je stopa
konvergencije Sinkhornovog algoritma tacno odredena spektralnim jazom generatora iz
Poglavlja 3. Time se zatvara krug zapocet u uvodu ovog rada: informaciona geometrija,
difuzioni procesi i optimalni transport nisu tri odvojena predmeta izucavanja, vec¢ tri lica
jedne geometrije prostora mera.

5.1 Oto kalkulus

Kroz Poglavlje 2 radili smo isklju¢ivo na kona¢nodimenzionalnim statistickim mno-
gostrukostima, gde su Rimanova metrika, konekcije i geodezici standardni, rigorozno
utemeljeni alati diferencijalne geometrije. Sada Zelimo istu vrstu geometrijskog jezika na
prostoru Py(R"™) iz Poglavlja 4, prostoru svih verovatnosnih mera sa konacnim drugim
momentom, opremljenom Vaserstajn rastojanjem. Za razliku od statisticke mnogostrukosti,
P2(R™) je beskona¢nodimenzionalan prostor: proizvoljna gustina p(z) zahteva beskona¢no
mnogo stepeni slobode da bude opisana. Oto je pokazao da se Py(R"™), uprkos ovome,
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moze formalno tretirati kao (beskona¢nodimenzionalna) Rimanova mnogostrukost, sa
tangentnim vektorima kao gradijentima glatkih funkcija, ¢ime funkcionali na prostoru
mera dobijaju prirodan pojam gradijenta [27]. Cilj ovog i sledeéeg odeljka je da izgradimo
taj jezik, i pokazemo da Vaserstajn gradijent funkcionala slobodne energije daje ta¢no
Foker-Plank jednacinu iz Poglavlja 3, ¢ime dualnost generatora i adjungovanog operatora
dobija eksplicitnu geometrijsku interpretaciju?.

Polazna tacka je veza sa Brenierovom teoremom iz Poglavlja 4: optimalno preslikavanje
izmedu bliskih mera ima oblik T" = Vi, za neku funkciju ¢. Ako posmatramo krivu
p := (id + tVp)yp za malo ¢, ona polazi iz py = p i krece se u pravcu vektorskog polja
V. Ovo motivise slede¢u definiciju tangentnog prostora.

Definicija 5.1. Tangentni prostor u tacki u € Po(R™) definise se kao

TPy = (Vo :p e Co@®)} ", (70)

zatvorenje skupa gradijenata glatkih funkcija uw L*(pn) normi, opremljen skalarnim proizvo-
dom

(Ver1, Vo), = /Rn Vi - Vy dp. (71)

Uz ovu strukturu, duzina krive (i)icp) sa tangentnim poljem v, € T, P, koje

zadovoljava jednacinu kontinuiteta> dyu; + V - (pv¢) = 0, definige se kao fol \/ (vt ve), di,
potpuno analogno formuli za duzinu krive na statistickoj mnogostrukosti iz Poglavlja 2.
Moze se pokazati da je infimum ove duzine, po svim krivama koje spajaju po i p1, jednak
upravo Wa(puo, 111), videti Ambrosio et al. [2, Poglavlje 8], ¢ime Vaserstajn rastojanje dobija
tumacenje geodezijskog rastojanja u ovoj geometriji.

Centralni objekat koji nam ova geometrija daje jeste pojam gradijenta funkcionala na
Pa(R™).

Definicija 5.2. Neka je F : Po(R™) — R funkcional, i neka je %—i njegov varijacions
izvod. Njegov Vaserstajn gradijent, kao element tangentnog prostora T),/Ps, definise se kao

vektorsko polje
VwF(u) = Vé—}— (72)
Ova definicija nije proizvoljna, veé je jedinstveno odredena zahtevom da Vy F(u) €
T,,P, zadovoljava

E| Flu) = (YwF ), v)

za svaku krivu (p;) kroz p sa tangentnim poljem v u t = 0, potpuno analogno definiciji
gradijenta preko izvoda u pravecu iz klasiéne analizeS.

t=0 H

34Naziv kalkulus, umesto teorija, biran je namerno: Oto konstrukciju je prvobitno predstavio kao
formalan, operativan aparat, koji daje ta¢ne odgovore i pravila za ra¢unanje, bez punog, rigoroznog
opravdanja u smislu klasi¢ne definicije Rimanove mnogostrukosti iz Poglavlja 2, posto P2(R™) nema
globalni atlas karata, a tangentni prostor degenerise na singularnim merama. Rigorozni temelji, nezavisni
od formalnog aparata, dati su kasnije kroz teoriju metrickih gradijentnih tokova, videti Ambrosio et al. [2].

35Uslov Oy + V - (uvg) = 0 je jednacina kontinuiteta, matematicki zapis o¢uvanja mase: promena
gustine u svakoj tacki jednaka je neto prilivu mase odredenom brzinskim poljem v;. Ovaj uslov ima smisla
kao definicija tangentnog polja upravo zato Sto precizira u kom smislu v; predstavlja brzinu kretanja mere
¢ Bez ovog uslova, tangentno polje v; € T),, P2 bilo bi samo apstraktan element tangentnog prostora, bez
veze sa stvarnom evolucijom krive p;.

36Misli se na, u kona¢nodimenzionom slu¢aju, ekvivalentnu, a u ovom sluéaju jedinu upotrebljivu
definiciju gradijenta: %‘tzof(x +tu) = (Vf(x),u) za svako u.
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Kroz jednacinu kontinuiteta, vektorsko polje Vy F (1) odreduje i brzinu kojom se, duz
gradijentnog toka, menja sama gustina pu.

Definicija 5.3. Vaserstajn gradijentni tok funkcionala F, polazeci iz ug, je kriva (p;) koja
u svakom trenutku prati negativan Vaserstajn gradijent kao tangentno polje, tj. zadovoljava
jednacinu kontinuiteta

Oty =V - (Mt VW}—(MD =V (Mt VZ(Mt)> : (73>

Radi kraceg zapisa, u nastavku ¢emo desnu stranu jednacine (73) takode zvati Vaserstajn
gradijentom funkcionala F, pri ¢emu iz konteksta, i iz toga da li je re¢ o vektorskom polju
ili o skalarnoj funkciji, sledi na koji od dva objekta, (72) ili desnu stranu (73), se misli.

Primer 5.4. Neka je F(p) := Jgn V du, za neki potencijal V. Varijacioni izvod je, direktno
iz definicije, ‘;—i =V, pa je Vaserstajn gradijent

VwF(p) =VV,

i jednacina (73) daje
3tut =V- (/.LtVV)

Ovaj funkcional odgovara cistom transportu bez difuzije: dobijena jednacina je jednacina
kontinuiteta za vektorsko polje VV', tj. deterministicka evolucija cestica duz & = VV (x),
bez ikakvog slucajnog clana. Difuzioni deo Foker-Plank jednacine, kao sto ¢emo pokazati
u narednom odeljku, potice od entropijskog dela funkcionala slobodne energije, koji ovde
nismo ukljucili.

Formalizam tangentnog prostora omoguc¢ava nam i eksplicitnu konstrukciju geodezika

u (Py(R™), Wy), krivih koje ostvaruju infimum u definiciji Vaserstajn rastojanja.

Tvrdenje 5.5 (MekKanova interpolacija). Neka su pg, 11 € Po(R™), i neka je T optimalno
Brenierovo preslikavanje iz pg w py (Poglavije 4), T = NV za konveksnu . Kriva

pe= (1= t)id + tT)ﬁpo, teo,1], (74)

je geodezik u (Po(R™), Ws) koji spaja po @ p1, sa duzinom Wa(uo, p1), @ za sve s,t € [0, 1]
vazi Wa(is, pie) = [s — t{ Wa(pto, p1)-

Interpolacija (74), poznata kao MekKanova interpolacija, ima intuitivno tumacenje:
umesto da linearno interpolises gustine, p, = (1 —t)po +tp1, Sto daje mesSavinu, ne kretanje
mase, linearno interpoliSemo pozicije Cestica duz optimalnog transportnog preslikavanja.
Tangentno polje ove krive ut = 0 je

UO:T—id=V<p(£C)—V<|xg‘2>:v<¢($>_’I?P)’

dakle vy € T),,P> u smislu definicije (70), jer je oblika Vy za x(x) := ¢(z)

_ el
5

Primer 5.6. Za Gausove mere g = N (mo, Xo), u1 = N(ma, X1), Brenierovo preslikavanje
je linearno, T(x) = my + A(x — my), za jedinstvenu simetricnu, pozitivno definitnu
matricu A koja zadovoljava AXgA = 31, eksplicitnu formulu za A i pripadajuce Vaserstajn
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rastojanje, tzv. Bures metriku, izvodimo u odeljku o Gausovom primeru na kraju poglavlja.
MekKanova interpolacija (74) tada glasi

pe=N((U=timo +tmy, %), Sei= (1= )T +1A)%((1 - )T +1A),

j. geodezija ostaje unutar Gausove familije, sa sredinom koja se krece linearno i kovarija-
cionom matricom koja interpolise preko matrice A. Ovaj primer detaljno razradujemo u
odeljku 5.8.

5.2 Foker-Plank jednacina kao Vaserstajn gradijentni tok

Sada smo spremni da ispunimo obecanje dato jos u Poglavlju 3: pokazac¢emo da
je Foker-Plank jednacina, koju smo tamo izveli kao posledicu Itove formule, upravo
Vaserstajn gradijentni tok jednog konkretnog funkcionala, funkcionala slobodne energije.
Ovim dualnost generatora i adjungovanog operatora iz Poglavlja 3 dobija eksplicitno
geometrijsko tumacenje u terminima Vaserstajn prostora iz Poglavlja 4.

Definicija 5.7. Neka je V : R" — R potencijal, i neka je o > 0 difuzioni koeficijent.
Funkcional slobodne energije je

o2
Fp) = Ran,u#—?/Rnulogudx, (75)

definisan kad god je p apsolutno neprekidna, © +o0o inace. Prvi ¢lan naziva se potencijalna
energija, drugi negativna entropija.
Tvrdenje 5.8. Vaserstajn gradijent funkcionala (75) je

2

Vi F(u) = VV + %v log ji. (76)

Dokaz. Racunamo varijacioni izvod (75) ¢lan po clan. Za prvi clan, %de,u =V,
direktno iz definicije funkcionalnog izvoda. Za drugi clan, koristimo pravilo % [ plog pdx =
log i + 1, izvod podintegralne funkcije plog p po . Sabirajuci,

(Zj :V+U22(logu+1>.

Primenom definicije (72), Vi F(u) = V%,
(76).

a posto je gradijent konstante nula, dobija se

Teorema 5.9. Vaserstajn gradijentni tok funkcionala slobodne energije (75), definisan
jednacinom (73), jednak je Foker-Plank jednacini

2

iz Poglavlja 3, pridruzenoj difuzionom procesu dX, = —VV (X)) dt + o dW;.
Dokaz. Zamenom (76) u jednacinu (73),

2

2
g o
Oupte = V - (ut [vv + 5 Vlog m]) =V (V) + 5V - (¥ log ).

Koristeéi identitet pN logpu = Vu, drugi ¢lan postaje V - (V) = Apy, ¢ime se dobija
tacno (77).
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Ovaj rezultat daje Foker-Plank jednacini precizno geometrijsko tumacenje: umesto da
je posmatramo kao proizvoljnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda, ona opisuje
najbrze moguce opadanje funkcionala slobodne energije F, u geometriji zadatoj Vaserstajn
rastojanjem. Potencijalna energija [V du vuce raspodelu ka oblastima niskog potencijala,
dok entropijski ¢lan %2 J plog pdx nagraduje razudenije raspodele, sprecavajuéi potpuni
kolaps mase u tacku; ravnoteza ova dva efekta odreduje stacionarnu raspodelu procesa, u
skladu sa Ornstajn-Ulenbek primerom iz Poglavlja 3.

Napomena 5.10. Vredi napomenuti da Foker-Plank jednacina nije jedina parcijalna
diferencijalna jednacina koja se moze zapisati kao Vaserstajn gradijentni tok. Isti recept,
izbor funkcionala F na Po(R™) ¢iji gradijentni tok trazimo, generise citavu porodicu vaznih
jednacina; na primer, jednacina poroznih sredina Oy = A(p™) za m > 1 odgovara
funkcionalu F(u) = ﬁ J u™dx, dok jednacine sa interakcijom cestica, koje se javljaju
u modelima agregacije i fizici plazme, odgovaraju funkcionalima koji, pored potencijalne
energije i entropije, sadrze i clan interakcije [[ W (x —1vy) du(x)du(y). Ovo je bio i istorijski
polazni primer u originalnom radu Otto [27], koji prethodi opstijoj JKO formulaciji.

Ova ¢injenica daje nam novi pogled na sam oblik Foker-Plank jednacine. Kada smo
je prvi put uveli, u Poglavlju 3, delovala je kao jedna od mnogih moguc¢ih kombinacija
transportnog i difuzionog ¢lana. Sada vidimo da taj oblik uopste nije proizvoljan, veé je
matematicki prinuden ¢im se fiksiraju Vaserstajn geometrija i funkcional slobodne energije.
Ista vrsta pojave sreCe se i van teorije verovatnoce: svetlost bira put koji minimizuje
vreme putovanja, a mehanicki sistem prati putanju najmanje akcije. U oba slucaja, lokalno
pravilo i globalni optimizacioni princip opisuju istu pojavu, samo iz razli¢itih uglova.
Foker-Plank jednacina, gledana kroz Vaserstajn gradijentni tok, sledi istu logiku: njen oblik
nije proizvoljan izbor, ve¢ posledica toga da priroda, i ovde, sledi put najbrzeg opadanja
energije.

Naredni korak je da ovaj kontinualni gradijentni tok diskretizujemo u vremenu, ¢ime
dobijamo Jordan-Kinderlehrer-Otovu shemu, i pokazujemo da je granica te diskretizacije,
kada korak tezi nuli, upravo reSenje Foker-Plank jednacine.

Definicija 5.11. Za korak T > 0 i pocetni uslov u° € Py(R™), Jordan-Kinderlehrer-Otova
shema (u daljem tekstu JKO shema) definise niz
k+1

1
P i=arg min | —

2 (g, i =0,1,2,...
pEP2 (R QTWZ(:[L?H’ )+F(M) ) k 07 3 “y ) (78>

prema autorima Ricardu DzZordanu, Dejvidu Kinderlereru i Feliksu Otou, koji su je uveli u
radu Jordan et al. [20].

Egzistencija i jedinstvenost minimizatora u (78) slede iz stroge konveksnosti F (kada je
V konveksan) i stroge konveksnosti p +— W2 (i, u*) duz generalisanih geodezika u Py (R™);
videti Ambrosio et al. [2, Poglavlje 8] za precizne uslove.

Shema (78) je direktno uopstenje implicitne Ojlerove sheme za obi¢no diferencijalnu
jednacinu & = —V f(x) u R",

2*! = arg min i|x — "> + f()
z€R” | 21 ’

gde je FEuklidsko rastojanje zamenjeno Vaserstajn rastojanjem, a funkcija f funkcionalom
F. Svaki korak predstavlja kompromis: prvi ¢lan kaznjava udaljavanje od prethodnog
koraka ¥, mereno u Vaserstajn rastojanju, dok drugi tezi da smanji energiju F.
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Teorema 5.12 (Jordan-Kinderlehrer-Oto). Neka je (11*) niz definisan sa (78), i neka je
(i (t) := pl/7l stepenasta interpolacija tog niza. Tada, kada 7 — 0, p-(t) — u(t), gde je
u(t) resenje Foker-Plank jednacine (77) sa pocetnim uslovom p(-,0) = u°.
Dokaz. Dokaz se sastoji od tri koraka, koje ovde skiciramo, upucujuci na Jordan et al.
[20] za pune detalje.
Ocena energije. Iz definicije minimizatora (78), uporedivanjem vrednosti funkcionala u
pF L sa vrednoséu u ¥ (koje je takode dopustivo, sa Wo(u*, %) =0), sledi
1
oW (T i) + F () < F(uh),

odakle se, sumiranjem po k, dobija uniformna (u T) ogranicenost 3, W2(pF+1, %) i mono-
tono opadanje F(1u*). Ova ocena je diskretan analogon toga da F opada duZ kontinualnog
gradijentnog toka.

Kompaktnost. Ogranicenost energije F(u*) i ogranicenost drugog momenta (koja
sledi iz konacnosti Wy(uk, u°) ) obezbeduju, preko Prohorovljeve teoreme iz Poglavlja 4, da
interpolacije p.(t) imaju slabo konvergentne podnizove, za svaki fiksiran t.

Identifikacija granice. Preostaje da se pokaze da svaka takva granica p(t) zadovoljava
slabu formulaciju Foker-Plank jednacine (77). Ovo se dokazuje testiranjem uslova prvog
reda za minimizator (78) (analognog Ojlerovoj jednacini u varijacionom racunu) protiv
proizvoljne glatke test funkcije, i pustanjem ™ — 0 u dobijenom identitetu; granicni
identitet je tacno slaba formulacija (77). Jedinstvenost resenja Foker-Plank jednacine tada
obezbeduje da citav niz, ne samo podniz, konvergira.

Primer 5.13. llustrujmo jedan korak JKO sheme na jednostavnom slucaju V=0 (Cista
difuzija, bez potencijala), sa u° = &,,. Prvi korak (78) traZi

1
1 .
pumn a —
=8 erle | 2r

2
W3 (11, 0ay) + 02/ulogudx1 :

Prvi ¢lan kaznjava udaljavanje mase od tacke xq, drugi nagraduje razudenost. Kompromis
izmedu ova dva zahteva daje Gausovu raspodelu centriranu u xg, sa disperzijom koja
raste sa T 1 o: eksplicitan racun (koji sprovodimo u odeljku 5.8) pokazuje da je optimalno
pt = N (zo, %27 I), u skladu sa fundamentalnim resenjem jednacine toplote iz Poglavlja 3:
kada 7 — 0 sa kT =t fiksirano, iterativno ponavljanje ovog koraka reprodukuje tacno
prelaznu gustinu p;(- — x¢) = N (zo, 0% ) standardnog difuzionog procesa.

5.3 Problem Sredingerovog mosta

Poglavlja 2, 3 i 4 do sada su se dodirivala kroz zajednicku geometrijsku strukturu,
dualnost funkcija i mera, i kroz Vaserstajn gradijentni tok, ali smo svaki put posmatrali
evoluciju iz jednog, unapred zadatog pocetnog uslova ka ravnotezi. Preostaje pitanje koje
smo najavili jos u uvodu rada: sta ako su zadate obe raspodele, pocetna i krajnja, i trazimo
najprirodniji proces koji ih povezuje? Ovo pitanje, koje je Ervin Sredinger postavio 1931.
godine, spaja sva tri prethodna poglavlja na najeksplicitniji nac¢in do sada.

Zamislimo veliki broj nezavisnih Cestica, svaka se krec¢uci kao standardno Braunovo
kretanje. U trenutku ¢ = 0 raspodela cestica je pg. Da smo pustili proces da slobodno
evoluira, u trenutku ¢ = 1 bismo ocekivali raspodelu p; * o, konvoluciju prelazne gustine
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iz Poglavlja 3 sa py. Pretpostavimo, umesto toga, da smo opazili raspodelu pq, razlic¢itu i
znatno manje verovatnu od one koju bi slobodna difuzija proizvela. Sredingerovo pitanje
glasi: uslovno na ovo neobi¢no opazanje, kako su se cestice zaista kretale izmedu t = 0 i
t=17

Neka je 2 = C([0, 1], R™) prostor putanja i neka je R referentna mera na Q pod kojom
je koordinatni proces standardno Braunovo kretanje sa po¢etnom merom .3

Definicija 5.14. Staticka formulacija problema Sredingerovog mosta izmedu mera jig, j1 €
P(R™), u odnosu na referentnu meru R na €0, je problem
Pr= e P: (XO)uPZIE(}»n(Xl)upzul DKL(PHR) (79>
Prethodna formulacija pokazuje da se Sredingerov problem moZe posmatrati kao
problem odredivanja m-projekcije referentne mere R na skup mera koje zadovoljavaju
propisana ograni¢enja. Na prvi pogled nije jasno zasto bi resenje ovog optimizacionog
problema imalo bilo kakvu vezu sa pitanjem "koji je najverovatniji nac¢in da se to desilo”.
Minimizacija KL divergencije uz zadata ogranicenja je, sama po sebi, samo jedan od
mnogih mogucéih kriterijuma koje bismo mogli da postavimo. Sledeé¢i rezultat pokazuje da
to nije jedan od mogucih kriterijuma, ve¢ nuzna posledica same postavke problema.

Teorema 5.15 (Sanov). Neka su Yy,Ys, ... nezavisne, jednako rasporedene slucajne pro-
menljive sa raspodelom R na konacnom skupu {1,... k}, i neka je

A

: L, . : :
Rn(])zﬁ#{lgnK:]}ﬂ J:L"'ak?

njihova empirijska raspodela nakon n opazanja. Tada za svaku meru P na {1,... k} @
svaki n takav da je nP(j) ceo broj za sve j =1,...k,

P(R, = P) = e " PrL(PlIR) +oln) n — oo. (80)
Dokaz. Dokazujemo tvrdenje samo za konacan prostor ishoda {1,...,k}. Primena na

prostor putanja 2, koji nam je potreban za problem Sredingerovog mosta, zahteva opstiju
verziju teoreme za mere na Poljskim prostorima. Ta verzija je tehnicki zahtevnija, ali
zasniva se na istoj ideji koju ovde izlaZemo, videti Dembo and Zeitouni [15].

Dokaz se zasniva na direktnom prebrojavangu, tzv. metodi tipova. Broj sekvenci (y1, ..., yn) €
{1,...,k}" ¢ija je empirijska raspodela tacno P jednak je multinomnom koeficijentu

n n!

<nP(1), . ,nP(k:)) T (nP())

Posto su'Y; nezavisne, svaka pojedinacna sekvenca sa tim tipom ima verovatnocu H§:1 R(j)"P0),
pa je

N(P) =

P(R, = P) = N(P) ﬁ R(j)""0). (81)

Primenom Stirlingove formule, logm! = mlogm — m + O(logm), na svaki faktorijel u
N(P), dobija se

1 u 1
“log N(P) = — " P(j)log P(j +0(0g") — H(P)+o(1).
n = n

3TR je tada o-konaéna, ne verovatnosna mera. Ovo je standardan izbor u literaturi (videti Léonard [24])
i ne stvara problem sve dok je P < R verovatnosna mera, kao Sto je slucaj sa resenjem P*.
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Logaritmovanjem (81) i deljenjem sa n,

#%Mmfpyﬁhgmm+ipmmywﬂdn_mm+zpmmywwdu

Sabirajuci prva dva clana,

+ZP )log R(j) = — > _ P(j)log P(j +ZP ) log R(j)

J

S ZP ) log PE?; = —Dgr(P|R),

odakle sledi (80).

Sanovljeva teorema, primenjena na skup & svih empirijskih mera sa marginalima
Lo, i1, pokazuje da verovatnoca opazanja empirijske mere bliske nekom P € £ opada
eksponencijalno po n (broju cestica), sa stopom Dk (P||R). Kada su dva kandidata
Py, P, € € takva da je Dgr(P1||R) < Dgr(P%||R), iz (80) sledi da je verovatnoca prvog
eksponencijalno ve¢a od verovatnoce drugog, pa u granici n — oo sav opazeni ishod
prakti¢no sigurno potice od mere najblize R. Resenje P* problema (79) je, dakle, upravo
ta mera, i time predstavlja najverovatnije objasnjenje opazenog prelaza iz o u ;.

Tvrdenje 5.16. Resenje P* problema (79), ako postoji, ima oblik

@) = (X)) (X)) (52)

za neke funkcije p, v : R™ — Ryg.

Dokaz. Ideja dokaza analogna je dokazu propozicije o obliku Fj; = u;K;jv; za diskretan
entropijski reqularizovan optimalni transport u Poglavlju 4, ovde pmmenjena na mery na
prostoru putanja umesto na matricu.

Problem (79) je strogo konveksan, jer je Dk (P||R) strogo konveksna po P, uz line-
arna ogranicenja na marginale, pa LagranZovi mnoZitelji daju potreban i dovoljan uslov
optimalnosti. Posto su marginalna ogranicenja zadata za svaku tacku x € R™ (uslov na pg)
i svaku tacku y € R™ (uslov na py) ponaosob, mnozitelji su sada funkcije, a(x) i 5(y), a
ne skalari. LagranZijan je

LIP) = D (P|[R) — [ alx)

(Xo)sPld) — puo(de) | — [ Blw)|(X0)sP(dy) — s ()]

Zapisujuci D (P||R) = [log dP dP, varijacioni izvod ovog funkcionala po P(w) jednak je
log %(w) + 1, analogno racunu za entropijski clan u diskretnom slucaju. Posto marginalna
ogranicenja zavise od putanje w iskljucivo preko Xo(w) i X1(w), varijacija odgovarajucih
¢lanova LagranZijana po P(w) daje tacno a(Xo(w)) @ f(X1(w)), analogno tome kako je u
diskretnom slucaju mnoZitelj a; bio "izvucen” na indeks reda i kome pripada element P;;.
Izjednacavanjem varijacije Lagranzijana sa nulom, za svaku putanju w,

log S () + 1~ a(Xo(w) ~ B, () =0,

odakle je

Cﬁg () = e~ oK) B )

Uvodeéi p(z) 1= @712 ja)(y) := P12 dobija se tacno oblik (82).
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Dokaz, zasnovan na teoriji Bregmanovih projekcija na afine skupove mera, analogno
diskretnom slu¢aju iz Poglavlja 4, dat je u Léonard [24].
Da bismo izveli konkretan sistem za ¢, ¥, uvodimo prelaznu gustinu referentnog procesa.

Definicija 5.17. Neka je K(x,y) prelazna gustina referentnog procesa R od x u trenutku O
do y u trenutku 1; za standardno Braunovo kretanje sa difuzionim koeficijentom o, prema

(34), K(z,y) =pi(y — ).

Marginalni uslov (X¢)sP* = po, primenjen na faktorizaciju (82) i integraljen po
unutrasnjim tackama putanje (koje ¢, ne vide), svodi se na uslov na parove (zx,y), i
analogno za (Xi)sP* = pu.

Tvrdenje 5.18. Funkcije ¢, iz (82) zadovoljavaju sistem
dp
() / Kz y)dly)dy =1 po— skoro svuda,  p(y) / (2, y) p(x) dpo() = T;(y),
(83)

gde je A Lebegova mera, pa izraz sa desne strane predstavija standardnu gustinu mere.

Sistem (83) je kontinualan analogon diskretnog Sinkhorn sistema (67) iz Poglavlja 4:
¢, odgovaraju vektorima u, v, a K(z,y) jezgru K;;, sa sumama zamenjenim integrali-
ma. Kao i u diskretnom slucaju, sistem (83) se ne resava u zatvorenoj formi za opste
Lo, [1, Vel iterativno, naizmeni¢nim azuriranjem ¢ i ¢, ¢ime se dobija kontinualna verzija
Sinkhornovog algoritma najavljena u Poglavlju 4. Funkcije ¢, v nazivaju se Sredingerovi
potencijali.

Sve §to smo do sada pokazali, oblik faktorizacije (82) i sistem (83) za Sredingerove
potencijale, pre¢utno pretpostavlja da resenje P* uopste postoji. Pitanje egzistencije i
jedinstvenosti resenja problema (79) samo po sebi je duboko i tehnicki zahtevno, ali pod
razumnim, ne previse restriktivnim uslovima, odgovor je potvrdan.

Teorema 5.19 (Egzistencija i jedinstvenost). Neka po, p11 € Po(R™) (imaju konacan drugi
moment) i neka je referentni proces R medegenerisan, u smislu da je njegova prelazna
gustina K (x,y) strogo pozitivna za sve x,y € R™. Tada problem (79) ima jedinstveno
resenje P*, i par Sredingerovih potencijala (¢,v) iz (82) postofi, jedinstven do na skaliranje

(0, 0) = (Ap, i/ A).

Dokaz egzistencije i jedinstvenosti, zasnovan na kompaktnosti i strogoj konveksnosti
Dkr(+||R), dat je u Léonard [24].

Staticka formulacija koju smo do sada razvili opisuje P* kao meru na celom prostoru
putanja, karakterisanu preko marginala ut = 01it¢ = 1 i para Sredingerovih potencijala.
Ovaj opis, medutim, ne kaze nista eksplicitno o tome kako proces X; evoluira izmedu ta
dva trenutka. Pokazuje se da P* odgovara procesu koji je, u svakom trenutku ¢ € (0, 1),
resenje stohasticke diferencijalne jednacine sa driftom odredenim upravo Sredingerovim
potencijalima, ¢ime staticka formulacija dobija konkretnu, dinamicku realizaciju. Ovoj
formulaciji, koja direktno povezuje problem Sredingerovog mosta sa difuzionim procesima
iz Poglavlja 3, posve¢ujemo naredni odeljak.

5.4 Problem Sredingerovog mosta kao entropijski optimalni
transport

Staticka formulacija iz prethodnog odeljka daje P* kao meru na celom prostoru
putanja ). Za mnoge svrhe, ukljuc¢ujuéi vezu sa Sinkhornovim algoritmom iz Poglavlja 4,
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dovoljno je poznavati samo zajednicku raspodelu para (Xg, X1) pod P*, kuplovanje koje
¢emo oznaciti sa 7*. Cilj ovog odeljka je da pokazemo da 7* nije nista drugo do resenje
entropijski regularizovanog Kantorovicevog problema (57), ¢ime se pokazuje da su problem
Sredingerovog mosta i entropijski optimalni transport, iako motivisani razli¢itim pitanjima,
matematicki identican problem.

Kljucan tehnicki alat je razlaganje Kulbak-Lajblerove divergencije na doprinos krajnjih
tacaka i doprinos putanje izmedu njih.

Lema 5.20 (Lancano pravilo za KL divergenciju). Neka su P, R mere na ) sa istim
skupom mogucih vrednosti para (Xo, X1), © neka su wp, g zajednicke raspodele tog para
pod P, odnosno R. Tada

Dict(PIIR) = Dt (mp )+ B | Dice (P(- | Xo = 2.0 = ) | R(- | Xo = . %1 = ).
(84)

Dokaz. Pisuci svaku od mera preko marginale (Xo, X1) i uslovne raspodele putanje,
P(dw) = mp(dz, dy)-P(dw | Xo =2, X1 =y),  R(dw) = mgr(dz,dy)-R(dw | Xo =z, X1 = y),

Radon-Nikodimov izvod se razlaze kao

Py = dip(xo(w), Xi(w)) -

dP(- | Xo, X1)
ﬁ(W) N dﬂ'R

dR(- | XO,Xl)(“’)'

Logaritmovanjem i uzimanjem ocekivanja po P dobijamo,

dm
Dkr(P|R) =Ep [log dm};(XO’Xl)] +Ep [108;

4P( | X0, X)
AR | Ko, X0) °">] |

Prvi ¢lan zavisi samo od (Xo, X1), pa se ocekivanje po P svodi na ocekivanje po mp,

dﬂ'p

dm
Ep [log ChTZ(XO,Xl)] =E,, [log dWR(XO,Xl)] = Dy (mp||7R).

Za drugi clan, prvo uslovno na (Xo, X1) = (z,y), pa po 7p,

B o8 o s | = B (D (PC L) | B 2)

Sabiranjem oba clana dobija se (84).

Drugi ¢lan u (84) je uvek nenegativan, i jednak nuli ako i samo ako je uslovna raspodela
putanje izmedu x i y pod P jednaka onoj pod R. Prema tome, za fiksiranu marginalu
mp = m, minimum Dy (P||R) dostize se kada je P kopija uslovne raspodele R izmedu
datih krajnjih tacaka, ¢ime se (84) svodi na Dk (w||mg). Sledi da je stati¢ki problem (79)
ekvivalentan minimizaciji

T = arg wel%i?,m) Dgr(r||7r), (85)

gde je mr(dx,dy) = po(dzr) K(z,y)dy zajednicka raspodela (Xy, X;) pod referentnim
procesom R, sa K prelaznom gustinom uvedenom u prethodnom odeljku.
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Teorema 5.21. Neka je R standardno Braunovo kretanje sa difuzionim koeficijentom
o. Tada je m iz (85), do na aditivnu konstantu koja ne zavisi od w, resenje entropijski
regularizovanog Kantorovicevog problema (57) iz Poglavlja 4, sa kvadratnom cenom c(x,y) =
|z — y|? i parametrom reqularizacije € = 20>

Dokaz. Posto je K(z,y) = (2n0?) /% exp(—|x —y|?/20?), imamo — log K (z,y) = %—F
const, gde konstanta ne zavisi od x,y. Raspisujuci D (7||mr),

Dycr(r||mr) = / log - m(z, ) dr(z,y) =

(z)K(z,y)

T
~ (1o dﬂ—/lo Kd7r+/lo dr(z, ).
/ 8 o g g (y) dm(z,y)
Prvi élan je, po definiciji, D (7||po @ p1). Poslednji clan zavisi samo od marginale m po

y, koja je za svako m € (o, p1) jednaka py, pa je taj élan konstanta, —H (uy), nezavisna

_ le—y?

od izbora m unutar (ug, 11). Za srednji clan, koristeéi —log K s

+ const,
1 2
—/longw = —/|x—y| dm + const.
202
Sabirajuci, do na aditivnu konstantu nezavisnu od 7,

1
DKL(’/T”WR) = DKL('/TH,UO (059 Ml) + T‘Q / |.T — y|2 dm + const =

1
=53 / |z — y|*dr + 20° Dger (7| po ® ,ul)] + const.
Minimizacija Dk (m||mr) po m € (uo, 1) je, dakle, ekvivalentna minimizaciji izraza u
uglastoj zagradi, to je tacno funkcional (57) sa c(z,y) = |v — y|* i e = 202,

Ovaj rezultat ima vaznu prakticnu posledicu: egzistencija i jedinstvenost 7* slede
direktno iz odgovaraju¢ih rezultata za entropijski regularizovan optimalni transport iz
Poglavlja 4, umesto da se dokazuju nezavisno za problem Sredingerovog mosta. Pun proces
P* se zatim rekonstruise iz 7* lepljenjem uslovne raspodele referentnog procesa R izmedu
svakog para (x,y) u nosacu 7*, u skladu sa (84).

Vezu izmedu Sredingerovih potencijala i Sinkhornovog algoritma, koji se sada prirodno
tumaci kao numericka metoda za njihovo racunanje, detaljno razradujemo u narednom
odeljku.

5.5 Sinkhornov algoritam za reSavanje Sredingerovog problema

Ovaj odeljak oslanja se iskljucivo na rezultat prethodnog odeljka: pokazali smo da je
marginala 7* problema Sredingerovog mosta resenje entropijski regularizovanog Kanto-
rovicevog problema, sa referentnim kernelom K jednakim prelaznoj gustini Braunovog
kretanja. Ovde tu vezu pretvaramo u konkretan, primenljiv algoritam.

Vredi primetiti da se ovim zatvara paralela sa JKO shemom iz odeljka 5.2. Obe
konstrukcije diskretizuju kontinualnu strukturu vezanu za difuziju, ali na razli¢it nac¢in: JKO
shema diskretizuje vreme duz Vaserstajn gradijentnog toka, korak po korak priblizavajuéi
se ravnoteznoj raspodeli, dok Sinkhornove iteracije diskretizuju postupak nalaZenja resenja
statickog problema, korak po korak priblizavajuéi se paru Sredingerovih potencijala. U oba
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slucaja, difuzija ulazi u igru preko istog objekta, prelazne gustine K, samo iskoris¢enog u
dva razli¢ita algoritamska konteksta.

Ranije smo veé¢ pominjali iterativan postupak za “trazenje” Sredingerovih potencijala, a
sad ¢emo da ga konkretizujemo korak po korak. Sistem (83) resavamo istim postupkom kao
diskretni Sinkhorn sistem (67) iz Poglavlja 4: kreé¢uéi od ¢(*) = 1, naizmeni¢no ra¢unamo

! 1 i JA)
_ 7 ¢(t+ )( ) = ) (86)
[ K dy T K)o @) dnoe)

Svaki korak je Bregmanova projekcija, na skup mera sa ispravnom prvom, odnosno
drugom marginalom, potpuno analogno diskretnom slucaju, pa konvergencija sledi iz istog
argumenta preko uopstene Pitagorine teoreme iz Poglavlja 2.

Kada su pp, 1 diskretne mere, po = 3-; a0y, p1 = >, bjéyj, iteracije (86) svode se
tacno na matriéni Sinkhorn algoritam iz Poglavlja 4, sa jezgrom K;; = K(x;,y;) prelazne
gustine, umesto proizvoljne cenovne matrice.

(t+1)

e ()

Primer 5.22. Neka je po raspodela mase a = (0.2, 0.5, 0.3) u tackama z = (-1, 0, 2), a
w1 raspodela mase b = (0.3, 0.3, 0.4) u tackama y = (—0.5, 1, 1.5). Za referentni proces
uzimamo standardno Braunovo kretanje sa o =1, pa je K;; = exp(—(x; — y;)?/2),

0.8825 0.1353 0.0439
K = 108825 0.6065 0.3247
0.0439 0.6065 0.8825

Nakon pedeset iteracija (86) (u diskretnom, vektorskom obliku), vektori konvergiraju ka
u = (0.276, 0.299, 0.140), v~ (0.584, 0.988, 1.718),
i optimalno kuplovanje 7 = diag(u) K diag(v) iznosi

0.142 0.037 0.021
™~ [0.154 0.179 0.167
0.004 0.084 0.212

Sume redova ove matrice iznose (0.2,0.5,0.3) = a, a sume kolona (0.3,0.3,0.4) = b, u
skladu sa (64). Primetimo da je najveca masa transportovana duz dijagonalnih, geometrijski
bliskih parova (npr. wh, = 0.179, iz x93 = 0 u yo = 1), dok su daleki parovi (npr. x; = —1
u ys = 1.5) gotovo zanemarljivi, u skladu sa intuicijom da referentna difuzija favorizuje
kratka rastojanja.

Primer 5.23. llustrujmo iteracije (86) numericki, na jednodimenzionim Gausovim mar-
ginalama o = N(0,1), u1 = N (3, 1.5%), za referentni proces sa o = 1. Diskretizuje-
mo obe raspodele na fine mreze od 200 tacaka, izracunamo Gibsovo jezgro K(x,y) =
exp(—(z — y)?/20?) na tim mreZama, i primenimo iteracije (86) u odgovarajuéem, diskre-
tizovanom (vektorskom) obliku. Nakon 2000 iteracija, marginale optimalnog kuplovanja 7*
poklapaju se sa juy, 1 do na gresku reda 1077, a njegova korelacija iznosi

Pram 2 0.7208.

Prema teoremi iz prethodnog odeljka, T je resenje entropijski reqularizovanog Kantorovi-
cevog problema sa € = 20% = 2, Fija korelacija, prema formuli (58) izvedenoj u odeljku o

entropijskoj reqularizaciji,
—e +4/e? + 160103

4010'2

Pe =

Y
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za 01 = 1,090 = 1.5, = 2 daje

—24 4+ 36 —244/40
Panalitika = i 6 + = —2 ~ (.7208.

Numericki i analiticki rezultat poklapaju se na pet decimala, ¢ime se nezavisno potvrduje i
identitet iz prethodnog odeljka, i tacnost eksplicitne formule za entropijski reqularizovan
transport izmedu Gausovih raspodela izvedene ranije u radu.

Ova teorija koju smo u radu obradivali ima brojne primene i van matematike, a jedna
od najznacajnijih primena problema Sredingerovog mosta u poslednjoj deceniji dolazi iz
biologije razvoja celija, konkretno iz analize podataka jednocelijskog sekvenciranja RNK
(single-cell RNA sequencing). Ova tehnologija omogué¢ava merenje genske ekspresije®®
pojedinacnih celija, ¢ime se svaka ¢elija predstavlja kao tacka u prostoru visoke dimenzije,
tipi¢no nekoliko hiljada koordinata, po jedna za svaki gen.

Osnovni eksperimentalni problem je slede¢i: merenje genske ekspresije je destruktivno,
¢elija se unistava u procesu merenja, pa je nemoguce pratiti istu éeliju kroz vreme. Umesto
toga, istrazivac raspolaze nezavisnim uzorcima c¢elija u razli¢itim vremenskim trenucima, na
primer po kao raspodelu ¢elija embriona u ranoj fazi razvoja, i u; kao raspodelu celija nesto
kasnije, nakon sto su se neke od njih diferencirale u razlicite ¢elijske tipove. Pitanje koje
biolozi postavljaju, koje su ¢elije iz uy dale poreklo kojim celijama iz pq, i kojim putem u
prostoru genske ekspresije su prosle, formalno je identi¢no Sredingerovom problemu mosta:
trazimo najverovatniji stohasticki proces koji povezuje dva opazena preseka populacije.

Referentni proces R u ovom kontekstu modeluje pretpostavku o tome kako se genska
ekspresija menja usled slucajnih bioloskih fluktuacija, u odsustvu bilo kakvog dodatnog
znanja, tipicno standardno Braunovo kretanje u prostoru genske ekspresije, eventualno sa
dodatim poznatim driftom koji opisuje rast i deobu éelija®®. Resenje 7* tada daje, za svaku
¢eliju iz pp, verovatnosnu raspodelu njenih moguéih "predaka” u p, dok puna dinamicka
formulacija, koju uvodimo u narednom odeljku, daje ¢itave, potencijalne putanje kroz
prostor genske ekspresije, ukljucujuci i prolazna, prelazna stanja koja nikada nisu direktno
izmerena.

Metoda poznata pod imenom Waddington-OT, koja direktno primenjuje Sinkhornove
iteracije (86) na velike skupove jednocelijskih podataka, iskoris¢ena je za rekonstrukciju
putanja diferencijacije matic¢nih ¢elija, identifikaciju prekursora odredenih tipova tkiva,
i predvidanje efekata genetickih intervencija na razvoj embriona [29]. Iako se prostor
genske ekspresije, za razliku od nasih jednostavnih primera, sastoji od hiljada dimenzija
sa desetinama hiljada ¢elija po vremenskom preseku, isti matri¢ni Sinkhorn algoritam,
primenjen na odgovarajuce diskretizovan (empirijske raspodele) problem, ostaje racunski
izvodljiv upravo zbog kvadratne, a ne pseudokubne, slozenosti po iteraciji koju smo
pomenuli u Poglavlju 4.

38Genska ekspresija oznacava intenzitet sa kojim je pojedinacan gen aktivan u datoj éeliji, meren preko
kolic¢ine glasnicke RNK koja nastaje njegovim c¢itanjem. Iako svaka ¢éelija u organizmu nosi isti genetski
kod, razlicite éelije koriste (”eksprimiraju”) razli¢ite delove tog koda u razli¢itoj meri, u zavisnosti od
svoje funkcije, pa vektor ekspresije svih posmatranih gena, tipicno nekoliko hiljada, prirodno smesta svaku
¢eliju u tacku visokodimenzionog prostora R™.

39Gtandardni optimalni transport, koji smo koristili kroz ceo rad, pretpostavlja da je ukupna masa
ocuvana, [ i p1 su obe verovatnosne mere. Celijske populacije, medutim, rastu i izumiru tokom razvoja,
pa autori koriste tzv. nebalansirani optimalni transport, uopstenje koje dozvoljava da se deo mase ”stvori”
ili ”unisti” tokom transporta, uz dodatnu kaznu za takve promene mase.
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5.6 Problem Sredingerovog mosta kao stohasti¢ka diferencijalna
jednacina

Staticka formulacija problema Sredingerovog mosta opisuje P* preko njegovih marginala
ut=0it=1, ali ne kaze nista eksplicitno o tome kako proces X; evoluira izmedu ta dva
trenutka. Cilj ovog odeljka je da pokazemo da X;, pod merom P*, jeste resenje stohasticke
diferencijalne jednacine, sa driftom odredenim Sredingerovim potencijalima, ¢ime problem
Sredingerovog mosta dobija dinamicku, konstruktivnu formulaciju, direktno povezanu sa
difuzionim procesima iz Poglavlja 3.

Kljucan tehnicki korak je prosirenje Sredingerovih potencijala ¢, ), definisanih u t = 0
i t = 1, na funkcije svih vremenskih trenutaka ¢t € [0,1].

Definicija 5.24. Neka je R referentni proces sa generatorom L i njemu adjungovanim
operatorom L* iz Poglavlja 3, i neka je Koi(x,y) prelazna gustina R od trenutka 0 do
trenutka t. Vremenski zavisni Sredingerovi potencijali su

oly) = [ @) Kolo,y)de,  wule) = Ex[w(X0) | X, =], (87)

gde su @, potencijali iz (82).

Ova dva potencijala evoluiraju po dualnim jednacinama, u skladu sa dualnoséu gene-
ratora i adjungovanog operatora iz Poglavlja 3: v;, kao uslovno ocekivanje, zadovoljava
Kolmogorovljevu jednacinu unazad, sa terminalnim uslovom u t = 1,

8t'l/}t + ‘th = 07 %Zjl = wv (88>

dok ¢y, zadovoljava Foker-Plank tip jednacine, sa adjungovanim operatorom L£* i pocetnim
uslovom u t = 0,

dpe =L, o= . (89)

Pre nego sto predemo na samu stohasticku diferencijalnu jednacinu, izdvajamo jedan
rezultat (bez dokaza) koji éemo koristiti dvaput: jednom odmah, u dokazu dela teoreme
koja sledi, i ponovo kasnije, u Gausovom primeru, gde ¢e nam dati eksplicitnu, zatvorenu
formu za p; bez potrebe da resavamo Foker-Plank jednacinu direktno.

Lema 5.25. Gustina p; raspodele X; pod P* zadovoljava

Pt(x) X (;Ot(x) ¢t(x)7 te [07 1]7 (90)
gde konstanta proporcionalnosti ne zavisi od x.

Napomena 5.26. Definicija potencijala 1 preko uslovnog ocekivanja nije proizvoljna: ona
istovremeno obezbeduje da se 1, poklapa sa originalnim potencijalom u terminalnoj tacksi,
U1 = 1, 1 da je proces ¥y (X;) martingal pod R, prema zakonu iteriranog ocekivanja. Upravo
ovo drugo svojstvo omogucava prepoznavanje Girsanovljevog eksponencijalnog martingala
u dokazu koji sledi. Potencijal vy, definisan preko propagiranja kroz adjungovani operator,
zadovoljava analogan uslov ¢y = ¢, ali nije martingal pod R posmatran u istom smeru
vremena (moZe se lako pokazati da je v1_(Xy) martingal, odnosno da je ¢ martingal u
obrnutom vremenu). Njegova uloga u konstrukciji backward jednacine (92) zahteva formalnu
obrnutost procesa u vremenu, na koju se kratko osvréemo u nastavku.
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Teorema 5.27. Neka je R standardno Braunovo kretanje sa difuzionim koeficijentom o.
Pod merom P*, proces X; je resenje stohasticke diferencijalne jednacine

dXt = O'QV lOg wt<Xt) dt +o th*a XO ~ o, (91)

gde je W} standardno Braunovo kretanje pod P*. Posmatran u obrnutom vremenu, ?8 =
X1_s, proces zadovoljava

dX, = 0*Viogor o(Xo)ds + odW,,  Xo~ i, (92)

gde je f/[_/s standardno Braunovo kretanje u odnosu na filtraciju vremenski obrnutog procesa.

Dokaz. Dokazujemo (91). Primenimo Itovu formulu na proces 1(X;), gde Xy evoluira
pod referentnim procesom R, dX; = o dW;:

2

An(X0) = |9 (X0) + T An(X0) | dt + oV (X,) - W

Izraz u uglastoj zagradi je Oppy + Ly, koji je, prema (88), identicki nula. Sledi
d?/}t(Xt) = O'th(Xt) . th,

odnosno 1V (X;) je, pod R, lokalni martingal. Definisimo

P (X)
M, = , My =1.
" Yo(Xo) '
Iz prethodnog identiteta,
diy (Xy)
dM; = = M, - 1 Xi) - dW
t bo(Xo) 1 - oV log¥y(Xy) t

sto je Girsanovljev eksponencijalni martingal iz Poglavlja 3, sa u; = o'V log U (Xy). Prema
Girsanovljevoj teoremi, pod merom P definisanom sa dP/dR|z = M,, proces

t
Wy = Wt—/ oV log s (X,) ds
0

je standardno Braunovo kretanje. Iz dX; = o dW; = o dW; + 0>V log 1y (X;) dt sledi (91),
pod merom P. Posto je My =1 identicki, promena mere ne utice na raspodelu Xy, koja
ostaje 1. Preostaje da se pokaZe da je P = P*, Sto zahteva proveru da X, pod P ima
raspodelu py. Ova provera koristi drugi potencijal ¢ kroz sistem (83), i detaljno je izvedena
u Léonard [24).

Jednacina (92) ne sledi istim argumentom, posto p(Xy), kao sto smo primetili, nije
martingal pod R u originalnom vremenu. Umesto toga, dokaz zahteva formalnuo obrtanje
procesa u vremenu: pokazuje se da, ako X; zadovoljava (91) sa gustinom p; u trenutku t,
proces ys = X,_, zadovoljava SDE sa driftom o*V log wl,s(ys) + 02V log pl,s(ys), u
odnosu na Braunovo kretanje obrnute filtracije. Koristeéi da je py o< @ytby (90), ovaj drift
se svodi na o>V log gol_s(ys), cime se dobija (92). Potpun dokaz vremenskog obrtanja
difuzionih procesa dat je u Anderson [3], Haussmann and Pardouz [17].
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Jednacine (91) i (92) nazivaju se "napred-nazad sistem” problema Sredingerovog mosta:
"napred” jednacina, sa driftom o>V log ¢, opisuje evoluciju iz poznatog 11y ka nepoznatom
stanju u t = 1, dok "nazad” jednacina, sa driftom —o?V log ¢, opisuje istu putanju
posmatranu iz suprotnog smera, iz poznatog p; unazad. Ova dva opisa nisu nezavisna, vec
predstavljaju istu meru P*, gledanu iz dva smera vremena, potpuno analogno onome kako
@ 11 opisuju isti proces P* gledan sa dve strane, pg i ji1.

Gustina p; raspodele X; pod P* zadovoljava, prema Poglavlju 3, Foker-Plank jednacinu
pridruzenu procesu (91),

2
o
Opr ==V - (020tVI0g 1/)75) + ?Apt-

Proces (91) je, dakle, obi¢an difuzioni proces u smislu Poglavlja 3, sa driftom o2V log 1);
koji zavisi od vremena, konstruisanim upravo tako da gustina p; pogodi terminalni uslov

P1 = H1-

Napomena 5.28. Drift 02V logy(X;) u (91) strukturno je istog oblika kao tzv. score
funkcija koja se uci u modernim difuzionim generativnim modelima, gradijent logaritma
gustine po prostornoj promenljivoj V. log pi(x). Vredi naglasiti da ovo nije isti objekat kao
skor funkcija iz informacione geometrije u Poglavlju 2, koja je izvod log-verodostojnosti po
parametru 0, a ne po prostornoj promenljivoj, oba pojma dele isto ime iz istorijskih razloga
i opstu formu YV log(-), ali deluju na razlicitim promenljivima i u razlicitim kontekstima.
Siri znacaj ove veze sa difuzionim generativnim modelima komentarisemo u zakljucku rada.

5.7 Spektralni jaz i brzina konvergencije

Kroz ceo rad koristili smo iterativne postupke koji konvergiraju ka tacnom resenju
tek u granici beskonacno mnogo koraka: konvergenciju difuzionog procesa ka stacionarnoj
raspodeli, i Sinkhornove iteracije iz Poglavlja 4 i odeljka 5.5. Pitanje brzine te konvergencije,
koliko je koraka zaista potrebno da bismo se priblizili resenju na zadatu tacnost, jednako
je vazno kao i sama ¢injenica da konvergencija postoji.

Pre nego sto predemo na novi rezultat ovog odeljka, sumiramo na jednom mestu ono
Sto smo o brzini konvergencije difuzionih procesa ve¢ izveli u Poglavlju 3, jer nam je to
potrebno u nastavku. Za samoadjungovan generator £ na L?(r), sa diskretnim spektrom
0=MXo> A1 > Xy > .-+, spektralni jaz je

gap =N — A1 =—A; >0

(definicija (39)). Ova veli¢ina kontrolise dve nejednakosti. Poenkareova nejednakost (40),
koja kaze da za f € L*(w) sa E.[f] =0,

1

gde je & Dirihleova forma. Logaritamska Soboljevljeva nejednakost (41), koja kaze da
postoji konstanta C' > 0 takva da za svaku raspodelu p,

Dicslpllw) < $ 1(p),

gde je I(p) relativna Fiserova informacija (37). Kombinujuéi ovu nejednakost sa identitetom
disipacije entropije (38), < Dy (p:||7) = —I(p;), dobija se eksponencijalna konvergencija

> dt
Dir(plim) < e/ Dier(po|7).
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Za op$tu meru 7, konstanta C' nije nuzno jednaka 1/gap, veé¢ zavisi i od dodatnih svojstava
7, tzv. Bakri-Emerijevog uslova zakrivljenosti. Za Gausovu stacionarnu raspodelu, medutim,
ova dva broja se poklapaju: u odeljku o Ornstajn-Ulenbek procesu pokazali smo, preko

eksplicitnog spektra generatora izracunatog uz pomo¢ Hermitovih polinoma (48), da je
gap = 0, formula (49), odakle C'=1/0 i

Drr(pil|lm) < e " Dgcr(po|),

formula (50). Ovim je pitanje brzine konvergencije difuzionog procesa ka ravnotezi u
potpunosti odgovoreno; preostaje da istu vrstu preciznosti postignemo za Sinkhornov
algoritam. Setimo se opste ocene brzine konvergencije Sinkhornovog algoritma iz Poglavlja 4:
za kernel K sa strogo pozitivnim elementima, iteracije (67) konvergiraju geometrijski,
sa stopom k = tanh(A/4), gde je A dijametar skupa log K;; u Hilbertovoj projektivnoj
metrici, formula (69). Ova ocena je opsta, ne koristi nikakvu specificnu strukturu K osim
pozitivnosti, i zato ne otkriva direktnu vezu sa spektralnim jazom generatora. U kontekstu
problema Sredingerovog mosta, gde je K prelazna gustina difuzionog procesa, mozemo
dati precizniju, direktno geometrijsku ocenu.

Podsetimo se da je, prema (34), prelazna gustina standardnog Braunovog kretanja p;
upravo jezgro operatora e'“, gde je £ = ";A generator tog procesa: za svaku dovoljno

regularmu £, (e f)(x) = [ pi( — y)f(y) dy. Kemnel K(z, ) = py(y — ) koji se pojavljuje
u statickoj formulaciji problema Sredingerovog mosta je, dakle, jezgro operatora e~,

primenjenog na vremenski interval duzine 1.

Tvrdenje 5.29. Neka je L generator referentnog procesa R, samoadjungovan na L*(7) za
neku stacionarnu meru m, sa spektralnim jazom gap. Tada singularne vrednosti operatora
eX, posmatranog kao integralni operator sa jezgrom K, opadaju eksponencijalno,

op(eX) = e, k=0,1,2,..., (93)
gde su A\ sopstvene vrednosti L. Posebno, odnos druge i prve singularne vrednosti je

0-1(66) A1—Xo —gap
ey e e (94)

Dokaz. Posto je L samoadjungovan, spektralna teorema daje ortonormiranu bazu sopstve-
nih funkcija {oi} sa Lo = A\por. Operator e, definisan funkcionalnim racunom, ima iste
sopstvene funkcije, sa sopstvenim vrednostima e, sto je (93); posto je e~ samoadjungovan
i pozitivan (jer je L nepozitivan), njegove sopstvene vrednosti se poklapaju sa singularnim
vrednostima. Formula (94) sledi direktno, koristeéi Ao = 0 i A\; = —gap.

Odnos (94) je upravo veli¢ina koja, u standardnoj teoriji konvergencije Sinkhornovog
algoritma, kontrolise dijametar A iz Hilbertove projektivne metrike: manji odnos oy /0y,
odnosno veéi spektralni jaz (gap), znaci da je K”koncentrisanije” oko svoje dominant-
ne sopstvene funkcije, sto direktno ubrzava konvergenciju naizmeni¢nih Bregmanovih
projekcija. Preciznije, postoji konstanta ¢ > 0, nezavisna od gap, takva da

K <1—c-gap+O(gap®),  gap — 0, (95)

videti Franklin and Lorenz [16] za precizan oblik konstante c. Sinkhornove iteracije za
problem Sredingerovog mosta, dakle, konvergiraju brze upravo za one referentne procese
¢ija difuzija ima veci spektralni jaz, isti onaj koji kontrolise i brzinu konvergencije same
difuzije ka ravnotezi.
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Primer 5.30. Neka su pg, py uniformne raspodele na [0, 1], diskretizovane na n = 60
tacaka, sa ¢ = 0.8. Birkhoffov dijametar kernela iznosi A = 2.5, znatno manji nego u
slucaju neogranicenog Gausovog nosaca, odakle

Kieorija = tanh(A/4) = tanh(0.625) ~ 0.555.

Ova vrednost daje konacnu, upotrebljivu garanciju: da bi greska marginala pala ispod
1078, teorija garantuje da je dovoljno najvise 16 iteracija, dok je stvarno, empirijski,
dovoljno svega 3. Teorijska granica je, dakle, konzervativna, kao Sto v treba da bude
garantovana gornja granica, ali za razliku od primera sa neogranicenim mosacem, ovde
ostaje informativna: red velicine broja potrebnih iteracija je ispravno predviden, umesto da
bude beskonacan ili astronomski veliki. Kljucna razlika je ogranicenost nosaca: Birkhoffov
dijametar raste sa rasponom vrednosti Cy; /e preko celog domena, pa je kompaktan, ogranicen
nosac uslov pod kojim opsta teorija konvergencije Sinkhornovog algoritma daje prakticno
korisne rezultate.

Vredi, medutim, odmah napomenuti da ova veza, iako kvalitativno ta¢na, moze u praksi
biti kvantitativno beskorisna za kernele neogranicenog nosaca, kao sto slede¢i primeri
pokazuju.

Primer 5.31. Za standardno Braunovo kretanje sa difuzionim koeficijentom o, koje smo
koristili kroz ceo rad kao referentni proces za problem Sredingerovog mosta, generator
L= ";A na celom R™ nema diskretan spektar niti stacionarnu raspodelu, pa se (94) ne
primenjuje direktno. Ako, umesto toga, kao referentni proces uzmemo Ornstajn-Ulenbek
proces sa parametrom 0 (koji ima diskretan spektar i Gausovu stacionarnu raspodelu),
spektralni jaz je gap = 0, formula (49), pa (94) daje eksplicitan odnos singularnih vrednosti
kernela e=%. Ovaj primer pokazuje da izbor referentnog procesa u formulaciji problema
Sredingerovog mosta nije samo modelirajuca pretpostavka, veé direktno odreduje i numericku

efikasnost Sinkhornovog algoritma koji se koristi za njegovo resavangje.

Primer 5.32. Vratimo se na Gausov primer iz odeljka 5.5. Direktnim izracunavanjem
Birkhofovog kontrakcionog koeficijenta za diskretizovani kernel K na mrezi koja pokriva
+6 standardnih devijacija svake marginale, dobija se dijametar A ~ 210, odakle k =
tanh(A/4) ~ 1: teorijska ocena (69) je, dakle, potpuno beskorisna, garantuje samo da
konvergencija postoji, bez ikakve upotrebljive procene brzine. Uzrok je u tome sto Birkhoffov
koeficijent meri najgori moguci odnos K;; Ky /(KyKy;) preko svih parova tacaka na mreZi,
ukljucujuci i one duboko u repovima Gausovih marginala, gde je K;; zanemarljivo malo;
ovakav najgori slucaj nikada se realno ne ostvaruje, posto je gotovo sva masa marginalnih
raspodela koncentrisana daleko od tih tacaka.

Empirijski izmerena stopa konvergencije, dobijena pracenjem greske marginala kroz
iteracije, 12n0si Kemp = 0.520, i daje realan broj potrebnih iteracija: greska pada ispod 10~°
vec nakon priblizno 25 iteracija, u odnosu na 2000 koriscenih uw primeru 5.23 radi sigurnosti.
Ovaj primer pokazuje sustinsko ogranicenje opstih, garantovanih ocena konvergencije za
kernele neogranicenog nosaca poput Gausovog: teorijska granica, iako matematicki korektna,
moZe biti proizvoljno labava, pa se u praksi brzina Sinkhornovog algoritma procenjuje
empirijski, direktnim pracenjem greske marginala kroz iteracije, kao dopuna, ne zamena,
teorijskim garancijama iz Poglavlja 4.

Razlika izmedu ovih primera lezi u ponasanju Birkhofovog dijametra A za neogranicen
naspram ogranicen nosac. Za kernel K (x,y) = exp(—(z —y)?/¢), dijametar A raste, grubo
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govoredi, kvadratno sa precnikom domena na kome je kernel definisan, jer Birkhofov koefici-
jent uzima maksimum po svim parovima tacaka na mrezi, ukljucujuci proizvoljno udaljene
tacke u repovima raspodele, gde je K;; eksponencijalno mala. Za Gausove marginale,
ovakvi ekstremni parovi tacaka teorijski postoje na celoj realnoj pravoj, i "kaznjavaju”
Birkhofov dijametar, iako nose zanemarljivo malo mase pod g, p1 i algoritam ih prakti¢no
nikada ne "oseti”. Za marginale sa kompaktnim, ograni¢enim nosacem, ovakvi proizvoljno
udaljeni parovi ne postoje, pa dijametar ostaje umeren i granica (69) ostaje upotrebljiva.
Sustinski, teorijska granica je "najgori slucaj” garancija, vazeca za svaki moguéi izbor
tezina sa datim nosacem kernela, ukljucujuéi degenerisane slucajeve gde bi masa mogla
biti skoncentrisana u ekstremnim, udaljenim tackama. Za realne, koncentrisane raspodele
poput Gausove, ova garancija je preterano pesimisti¢na, jer ne koristi informaciju da je
konkretan izbor g, 11 znatno ”blazi” od najgoreg moguceg slucaja.

5.8 Gausov primer

Zaokruzujemo rad eksplicitnim, zatvorenim rac¢unom na Gausovoj familiji, primeru
koji nas je pratio kroz sva prethodna poglavlja. Za razliku od opsteg, visedimenzionog
slucaja, ogranicavamo se ovde na jednodimenzione Gausove marginale

MOZN(mmSg), 251 :N(th%)?

jer se u ovom slucaju sve veli¢ine koje smo uveli, Fiserova metrika, Vaserstajn rastojanje,
entropijski optimalni transport i problem Sredingerovog mosta, izrazavaju zatvorenom
formom, bez potrebe za dodatnom aparaturom linearne algebre koju bi zahtevao visedi-
menzioni slucaj.

Za referentni proces problema Sredingerovog mosta uzimamo standardno Braunovo
kretanje sa difuzionim koeficijentom o, Ornstajn-Ulenbek proces uvodimo tek na kraju
odeljka, iskljuc¢ivo u vezi sa spektralnim jazom, jer standardno Braunovo kretanje na
celom R, kao sto smo napomenuli u Poglavlju 3, nema diskretan spektar niti stacionarnu
raspodelu.

Krenimo od informacione geometrije. Prema formuli (14) iz Poglavlja 2, geodezijsko
rastojanje izmedu pg i 1y u Fiserovoj metrici dato je zatvorenom formom preko hiperbolicke
geometrije Poenkareove poluravni, potpuno nezavisno od bilo kakvog transporta mase,
mereno iskljucivo statistickom udaljenoscu dve raspodele.

Vaserstajn geometrija daje drugaciju, geometrijsku meru rastojanja. Optimalno preslika-
vanje izmedu dve jednodimenzione Gausove raspodele je linearno, T'(z) = mq + 2 (z —my),

sa transportnim troskom [(x — T'(x))? dug(x) = s%(s—l — 1)2 = (s0 — 51)%, odakle

W3 (pto, 1) = (mo —ma)? + (so — s1)°. (96)

Za razliku od Fiserovog rastojanja, ova veli¢ina meri koliko je "fizicki daleko” potrebno
premestiti masu, i, kao sto smo videli u Poglavlju 4, ne poklapa se sa Fiserovim rastojanjem,
iako oba mere razliku iste dve mera.

Trec¢a perspektiva, entropijski regularizovan optimalni transport, spaja ova dva sveta.
Prema formuli (58) iz Poglavlja 4, optimalno entropijski regularizovano kuplovanje g i pi
je samo Gausova raspodela (u ovom slu¢aju dvodimenziona) sa korelacijom

—& +4/e? + 16s3s? ")

48081

Pe =
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Prema teoremi iz odeljka 5.4, marginala problema Sredingerovog mosta sa referentnim
Braunovim kretanjem difuzionog koeficijenta o jednaka je resenju ovog istog problema, sa

£ =207 (98)

Upravo u ovoj vezi, formuli (98), spajaju se Poglavlje 4 i Poglavlje 5: entropijska regula-
rizacija optimalnog transporta i problem Sredingerovog mosta nisu samo srodni, ve¢ su,
za Gausove marginale, opisani istom, eksplicitnom formulom. Za sp = 1,5, = 1.5,0 =1,
ova formula daje p. =~ 0.7208, vrednost koju smo ranije, u odeljku 5.5, nezavisno potvrdili
numerickim Sinkhornovim iteracijama do na pet decimala.

Poslednji korak je da eksplicitno konstruisemo celu dinamiku mosta, bez direktnog
resavanja Foker-Plank jednacine. Neka je ¢y := p. sos; kovarijansa optimalnog kuplovanja.
Trazimo Gausov proces p; = N'(my, s2), t € [0, 1], sa grani¢nim uslovima py = g, p1 = i1

Tvrdenje 5.33. Marginala problema Sredingerovog mosta izmedu g i j1, sa referentnim
Braunovim kretanjem difuzionog koeficijenta o, data je sa p; = N(my, s?), gde je

my = (1 — t)mg + tmy, s? = (1 —t)%sp +1%s7 +2t(1 — t)cp + o*t(1 —t).  (99)

Dokaz. Prema dokazu teoreme iz odeljka 5.4, uslovna raspodela putanje P* data krajnjim
tackama (Xo, X1) = (z,y) poklapa se sa uslovnom raspodelom referentnog procesa R,
standardnog Braunovog kretanja, uslovljenog na iste krajnje tacke, tj. sa Braunovim mostom.
Za Braunovo kretanje difuzionog koeficijenta o, ovaj uslovni proces u trenutku t ima poznatu,
Gausovu raspodelu,

Xp | (Xo, X1) = (x,9) ~ N((1=t)z+ty, o’t(1-1)).

Marginalnu raspodelu p; dobijamo mesanjem ovog uslovnog zakona preko zajednicke, staticke
raspodele (Xo, X1), koja je, prema Poglaviju 4, sama Gausova, sa sredinama mg, my,
disperzijama s3, s3 i kovarijansom co = p.sosy. Pisuéi X; = (1—1)Xo+t X1 +0,/t(1 — 1) Z,
gde je Z ~ N(0,1) nezavisno od (Xo, X1). X; je kao linearna kombinacija nezavisnih
Gausovih promenljivih, i sam Gausov, sa

my = E[X;] = (1 — t)mo + tmy,

s2=D(X,) = (1 —t)%s2 + 1257 + 2t(1 — t) Cov(Xo, X1) + o*t(1 —t)

Odakle je,
st = (1—1)%sp + %53 + 2t(1 — t)cp + o*t(1 — 1),

¢ime je (99) pokazano. Zat =0 it =1, clan o*t(1 —t) iscezava, i preostaju tacno vy = s3,
vy = 8%, u skladu sa granicnim uslovima. Primetimo da je doprinos same difuzije, o*t(1—t),
simetricna, konkavna funkcija na [0, 1], koja dostiZe svoj maksimum o /4 upravo u sredini
intervala, t = 1/2: most je najvise "rasiren” oko svoje centralne putanje tacno na pola
puta izmedu o i py, dok se pri krajevima difuzioni doprinos gasi, prinuden granicnim
uslovima da tacno pogodi g, odnosno .

Formula (99) je izuzetno recita: disperzija mosta u svakom trenutku sadrzi tacno
tri doprinosa, prvi od pocetne raspodele, drugi od krajnje raspodele, i treci, iskljucivo
pozitivan, od same difuzije, koja dodatno "razmazuje” most nezavisno od toga koliko su
o 1 p11 same razudene.
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Preostaje da odredimo sam proces X;, ne samo njegovu gustinu. Prema teoremi iz
odeljka 5.6, X, je resenje SDE sa driftom 02V log ;. Posto je p, Gausova, prirodno traZimo
linearan drift,

by(x) = Ay + By. (100)

Za linearnu SDE dX; = (A, Xy + By)dt + o dW;, standardan rac¢un (primenom Itove
formule na X; i X?) daje da momenti m; = E[X;], s? = D(X;) zadovoljavaju sistem
obi¢nih diferencijalnih jednacina

omy Ds?

—— = Ay + By,

ot 5 = 2Aisi + 0%

Resavajuéi ovaj sistem po Az, By, koristeé¢i da su my, s veé¢ poznati iz (99),

Bs? 2

o
Ay = mQT? By = (m1 —mg) — Ay (101)
t

Za sp=1,s; = 1.5;my = 0,m; = 3,0 = 1, direktnim numerickim proracunom, s? ostaje
strogo pozitivno na celom [0, 1] (od 1 do 2.25), pa je A; dobro definisano svuda; simulacija
SDE (100), 20000 nezavisnih putanja daje uzoracku sredinu i disperziju ut =0.5it =1
koje se poklapaju sa (99) do na statisticku gresku Monte Karlo metode, ¢ime je konstrukeija
nezavisno numericki potvrdena.

Posto je by(z) = 029, log(x), integracijom linearnog drifta (100) po x dobija se
eksplicitan oblik Sredingerovog potencijala,

Ui(z) = Chexp (;‘gﬁ 4 GB;x) , (102)
za odgovaraju¢u normalizacionu konstantu C;. Po formuli 90, p; o @), drugi potencijal
¢ dobija se direktno kao koli¢nik p; /1), takode Gausovog oblika u z, ¢ime je cela dinamika,
problema Sredingerovog mosta, "napred” drifta, "nazad” drifta, i gustina u svakom tre-
nutku, izrazena zatvorenom formom, bez ijednog koraka numerickog resavanja parcijalne
diferencijalne jednacine.

Konacno, vracamo se pitanju brzine kojom se ovakav proces, posmatran kao deo
vecCe difuzije, priblizava ravnotezi. U tu svrhu, umesto Braunovog kretanja, posmatramo
Ornstajn-Ulenbek proces sa parametrom 6 kao referentni proces, ¢iji smo spektar, spektralni
jaz gap = 0, i brzinu konvergencije Dy (ps]|7) < e 2 Dy (pol|7) veé izveli u Poglavlju 3,
formule (48) i (50). Ista veli¢ina, gap = 6, prema odeljku 5.7, kontrolise i teorijsku ocenu
brzine konvergencije Sinkhornovog algoritma primenjenog na entropijski regularizovan
transport izmedu istih Gausovih marginala. Na ovaj nacin, spektralni jaz jednog te istog
generatora istovremeno odreduje brzinu kojom difuzija zaboravlja svoj pocetni uslov,
brzinu kojom Sinkhornove iteracije pronalaze Sredingerove potencijale, i, preko formule
(97), samu geometriju entropijski optimalnog kuplovanja koje ¢itav most odreduje. Time se,
na jednom, potpuno eksplicitnom primeru, zatvara krug izmedu informacione geometrije,
teorije optimalnog transporta i difuzionih procesa, najavljen u uvodu ovog rada.
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6 Zakljucak

Krenuli smo od pitanja koje deluje jednostavno: kako meriti razliku izmedu dve
raspodele verovatnoce, i kako opisati prelazak iz jedne u drugu. Pokazali smo da na ovo
pitanje postoje bar tri, naizgled nezavisna odgovora, informaciona geometrija, teorija
difuzionih procesa i teorija optimalnog transporta, i da su ta tri odgovora, u preciznom
matematickom smislu, tri lica jedne iste geometrije na prostoru mera.

U Poglavlju 2 pokazali smo da statisticka mnogostrukost Gausove familije, opremljena
Fiserovom metrikom, nije proizvoljna konstrukcija, ve¢ izometri¢na hiperboli¢koj ravni, i
da dualne, e-konekcije i m-konekcije, zajedno sa Bregmanovim divergencijama i uopstenom
Pitagorinom teoremom, ¢ine geometrijski temelj na kome pociva sve sto je usledilo. U
Poglavlju 3 razvili smo istu vrstu dualnosti u kontekstu difuzionih procesa, generatora
koji deluje na funkcije i njemu adjungovanog operatora koji deluje na mere, i pokazali
da spektralni jaz generatora odreduje brzinu kojom difuzija zaboravlja pocetni uslov
i priblizava se ravnotezi. U Poglavlju 4 preformulisali smo Kantorovicev problem kroz
entropijsku regularizaciju, pokazali da je resenje uvek oblika naizmeni¢nih Bregmanovih
projekcija, i da Sinkhorn algoritam, nastao Sezdesetak godina pre nego sto je povezan sa
optimalnim transportom, resava upravo taj problem.

Poglavlje 5 spojilo je sve tri niti. Oto kalkulus dao je Vaserstajn prostoru formalnu
Rimanovu strukturu, u kojoj se Foker-Plank jednacina prepoznaje kao gradijentni tok
funkcionala slobodne energije, ¢iji entropijski deo je direktno pozajmljen iz informacione
geometrije. Problem Sredingerovog mosta, postavljen kao pitanje o najverovatnijem putu
oblaka cestica, pokazao se matematicki identicnim entropijski regularizovanom optimalnom
transportu, a njegova dinamicka formulacija dala je eksplicitnu vezu sa "napred-nazad”
sistemom stohastickih diferencijalnih jednacina. Na kraju, spektralni jaz istog generatora
koji kontrolise konvergenciju difuzije pokazao se relevantnim i za brzinu konvergencije
Sinkhornovog algoritma, a Gausov primer, prac¢en kroz ceo rad, dozvolio je da se sve ove
veze, od Figerove metrike do eksplicitnog drifta Sredingerovog mosta, izraze zatvorenom
formom u jednoj, jedinstvenoj slici.

Veza koju smo razvili nije samo teorijska. U poslednjoj deceniji, entropijski regularizovan
optimalni transport i problem Sredingerovog mosta postali su centralni alat u savremenom
masinskom ucenju, konkretno u difuzionim generativnim modelima. Ovi modeli uce da
generisu podatke, slike, tekst, zvuk, tako sto postepeno dodaju Sum podacima dok raspodela
ne postane priblizno Gausova, a zatim treniraju neuronsku mrezu da tu difuziju obrne,
koristeé¢i upravo drift oblika Vlog p;, strukturno identi¢an Sredingerovom potencijalu
koji smo eksplicitno izracunali u odeljku 5.8, pogledati [12],[18],[31] za dublji kontekst.
Ogranicenje ovog pristupa, da referentni proces mora dovoljno dugo da evoluira kako bi
krajnja raspodela postala priblizno Gausova, direktno je prevazideno primenom problema
Sredingerovog mosta: umesto da se oslanja na asimptotsko priblizavanje ravnotezi, most
po konstrukciji spaja dve zadate raspodele u kona¢nom vremenu, ¢ime se generativni
proces Cini brzim i preciznim [12]. Pored generativnog modelovanja, istu teoriju koristili
smo, u odeljku 5.5, i za rekonstrukciju putanja razvoja ¢elijskih populacija iz podataka
jednocelijskog sekvenciranja, primer koji pokazuje da veza izmedu ove tri matematicke
discipline prevazilazi granice same matematike.

Rad je pokazao da su informaciona geometrija, teorija optimalnog transporta i difuzioni
procesi, uprkos razli¢itim istorijskim korenima, statistici, ekonomiji i fizici, u sustini tri
jezika za opisivanje istog, dubljeg principa: kretanje kroz prostor mera prirodno sledi
geodezije i gradijentne tokove geometrije koju taj isti prostor nosi. Otvorena pitanja koja
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iz ovog rada proizilaze uklju¢uju uopstenje na visedimenzione, negausove marginale, gde
entropijski optimalni transport i Sredingerov most vise nemaju zatvorenu formu, kao i
dublju analizu veze izmedu spektralnog jaza i brzine konvergencije modernih algoritama
zasnovanih na difuziji, oblast u kojoj matematicka teorija razvijena u ovom radu tek
pocinje da se susrece sa prakticnim izazovima masinskog ucenja u visokim dimenzijama.
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