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Наслов мастер рада: Интерпретабилност преноса наученог знања у линеар-
ноj регресиjи

Резиме: У овом раду проучавамо технику преноса наученог знања у контексту
линеарне регресиjе, са посебним нагласком на интерпретабилност добиjених ко-
ефициjената. Након прегледа теориjске основе линеарне регресиjе и мотивациjе
за пренос знања, разматрамо различите методе преноса коjи се могу свести на
матричну комбинациjу изворног и циљног модела. Изводимо израз за добитак
остварен преносом и анализирамо његово понашање у сопственоj бази Грамове
матрице. Представљамо статистички тест за процену корисности преноса засно-
ван на Фишеровоj расподели, као и Баjесовску интерпретациjу добиjене оцене.
Затим уводимо фамилиjу губитака усмерених ка извору и изводимо траjекто-
риjе градиjентног спуста за њих, коjе као специjалне случаjеве обухватаjу чисто
фино подешавање и дестилациjу знања. Развиjена методологиjа илустрована jе
на симулираним подацима, као и на реалним подацима о хемиjском саставу и
квалитету вина.

Кључне речи: пренос наученог знања, линеарна регресиjа, интерпретабилност,
статистички тест, фино подешавање, дестилациjа знања, градиjентни спуст, ре-
гуларизациjа, гребена регресиjа
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Глава 1

Увод

Често у машинском учењу подразумевамо да имамо довољно података за
тренирање модела, као и да су подаци коришћени за тренирање из исте распо-
деле као и подаци над коjима ће се вршити предвиђање.

Наравно, у пракси, ове две претпоставке су ретко тачне (подаци еволуираjу
кроз време, зависе од локациjе, начина мерења, и мноштва других ствари), па
су нам неопходне методе помоћу коjих можемо да их надоместимо. Узмимо као
пример ресторан коjи жели да предвиди шта гости желе на jеловнику на осно-
ву података о омиљеним врстама хране испитаника. Засигурно се ови подаци
разликуjу у Србиjи данас у односу на податке током последњих 20 година, као
и од истих података од данас из Немачке. Међутим, jасно jе и да подаци од
раниjе и из других места нису небитни, то jест, очекуjемо да ће преклапања у
жељама бити.

Управо то преклапање jе предмет бављења преноса наученог знања1. Пре
свега, наиван начин да искористимо претходно научено jе помоћу стручњака
коjи ће моћи да раздвоjи битно и небитно из раниjих података, а затим оно
битно употреби на новим подацима. Други наиван начин jе комбиновање по-
датака, придодаjући различите тежине старим и новим. У примеру коjи смо
навели, очекуjемо да ће нових података бити далеко мање него старих (упо-
ређуjемо или нове податке са подацима током дугог временског периода, или
податке на нивоу Србиjе са подацима на нивоу Немачке). Уколико имамо модел
на великом скупу података, тешко да ће нам било какво наивно поновно тре-
нирање где ови подаци чине огромну већину донети боља предвиђања у односу
на модел коjи користи искључиво нове податке, jер ће свако тренирање траjати

1енгл. transfer learning
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дуго.
Дакле, уколико имамо стари модел, потребно нам jе да њега надоградимо,

уместо да правимо нови испочетка, услед уштеде ресурса и времена, али и ве-
роватно бољих резултата. Управо оваj принцип jе основа рада. Иако ћемо се у
раду задржати на линеарноj регресиjи, вреди напоменути да су примене шире
од наjосновниjих модела. Посебно, jедан од модерниjих концепата jе фино поде-
шавање2. Оно управо подразумева коришћење огромних модела (попут великих
jезичких модела), и њихово специjализовање за конкретне задатке. Већ имамо
трениран модел, практично на свим могућим (легално и илегално набављеним)
подацима са интернета, а рецимо да ми желимо модел коjи генерише реченице
коjе се користе на разгласу на железничким станицама. Претпоставимо и да
имамо неки скуп реченица коjи одговара нашим потребама. Обзиром да jе ово
дефинитивно мали скуп, тренирање новог модела би готово сигурно довело до
преприлагођавања3 подацима. Међутим, користећи постоjећи, већи модел, мо-
жемо да додамо суптилне промене у ове реченице, тако да задрже значење, али
да искористимо пуну моћ jезика, уместо његовог малог подскупа.

У контексту великих jезичких модела4, имамо jош jедну познатиjу примену
где се заправо користи пренос наученог знања. Основни корак при тренира-
њу jе репрезентациjа речи у неком огромном векторском простору. Приликом
тренирања, ове репрезентациjе се мењаjу, и заправо кроз њихове промене и ме-
ђусобне односе добиjамо модел коjи предвиђа наредну реч. Ове репрезентациjе
jе могуће користити у другим контекстима (на пример, желимо да упростимо
jезик), што представља своjеврсни пренос наученог знања.

Поставка проблема коjи ћемо решавати jе следећа: постоjи и нама jе досту-
пан модел линеарне регресиjе (то jест, његови коефициjенти) на великом скупу
података, као и модел на малом, али релативно сличном скупу података. Циљ
jе одредити модел коjи ће представљати комбинациjу постоjећих модела, а коjи
ће давати боље резултате од њих на мањем скупу. Уз то, желимо да одговоримо
и на jош два питања: када има смисла преносити знање, као и да ли (у ситуаци-
jама када то можемо да дискутуjемо) умемо да интерпретирамо коефициjенте
добиjене при преносу знања.

Рад jе организован на следећи начин. У глави 2 излажемо математичку осно-
ву: подсећамо се модела линеарне регресиjе, разматрамо ситуациjу у коjоj циљ-

2енгл. fine-tuning
3енгл. overfitting
4енгл. large language models, LLMs
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Глава 1. УВОД

ни скуп података ниjе довољан за поуздано оцењивање, и мотивишемо потребу
за преносом знања преко линеарне комбинациjе изворне и циљне оцене. Ту та-
кође уводимо и општу дефинициjу преноса знања. У глави 3 концентришемо се
на случаj линеарне регресиjе и изводимо различите врсте оцена. Представљамо
статистички тест за одлучивање да ли jе пренос користан на конкретном пару
скупова података. У глави 4 дискутуjемо резултате на конкретним примерима:
наjпре на вештачким, а затим и на реалним подацима о хемиjском саставу и
квалитету вина [2].
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Математичка основа

У овоj глави подсећамо се модела линеарне регресиjе, уводимо нотациjу и
поставку рада, а затим уводимо сам поjам преноса наученог знања, за почетак
као општу дефинициjу, а потом и кроз мотивациjу наjjедноставниjом могућом
идеjом: конвексном комбинациjом изворне и циљне оцене, где ћемо демонстри-
рати компромис између дисперзиjе и пристрасности.

2.1 Осврт на линеарну регресиjу

Подсетимо се модела линеарне регресиjе. Основна претпоставка jе да на-
ши подаци {X,Y}, где jе Y = (y1, y2, . . . , yN), X ∈ RN×D, N величина скупа
података и D броj предиктора, задовољаваjу:

Y = Xβ + ε. (2.1)

Овде вектор β представља непознате коефициjенте линеарног модела, а вектор
ε грешке модела (за коjе важе услови Гаус-Маркова: E(ε) = 0, D(ε) = const, као
и да су ови шумови некорелисани за све опсервациjе). Наравно, циљ нам jе да
пронађемо онакво β̂ коjе, у неком контексту, минимизуjе грешку приближног
модела ε̂ = Y −Xβ̂, односно оно β̂ коjе минимизуjе израз:

L(β) = ∥Y −Xβ∥22 = (Y −Xβ)⊤(Y −Xβ). (2.2)

Рачунамо градиjент ове функциjе:

∇L = ∇(Y⊤Y −Y⊤Xβ − β⊤X⊤Y + β⊤X⊤Xβ)

= ∇(−2β⊤X⊤Y + β⊤X⊤Xβ)

= −2X⊤Y + 2X⊤Xβ.
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Глава 2. МАТЕМАТИЧКА ОСНОВА

Претпостављамо jош да jе X⊤X инвертибилна. Тада, да бисмо одредили ек-
стремум функциjе, постављамо градиjент на 0, чиме лако изводимо да jе:

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y. (2.3)

Да jе ово минимум знамо на основу Хесиjана1 ∇2L = 2X⊤X, што jе позитивно
дефинитна матрица (под претпоставком да X има пун ранг по колонама), па
jе L конвексна, и самим тим пронађено β̂ мора бити минимум.

Знамо да jе β вектор величине D, чиjе координате представљаjу допри-
нос моделу поjединачних предиктора. То значи да, при упоређивању важности
различитих предиктора, можемо да посматрамо однос апсолутних вредности
одговараjућих координата, грубо речено (под претпоставком да су предикто-
ри стандардизовани). Иако нећемо превише формално дискутовати о овоме,
видећемо да се предиктори ”различите важности” сасвим природно различито
понашаjу при (jош увек недефинисаном) преносу знања.

Одредимо и очекивање и дисперзиjу оцене β̂. Претпоставимо да за грешку
модела важи ε ∼ N (0, σ2IN). Заменом Y = Xβ + ε у (2.3) добиjамо алгебарски
израз за грешку оцене:

β̂ − β = (X⊤X)−1X⊤(Xβ + ε)− β = (X⊤X)−1X⊤ε,

те jе, будући да jе E[ε] = 0, оцена непристрасна (E[β̂] = β). Ковариjациона
матрица се тада рачуна директно:

Cov(β̂) = E
[
(β̂ − β)(β̂ − β)⊤

]
= E

[
(X⊤X)−1X⊤εε⊤X(X⊤X)−1

]
= (X⊤X)−1X⊤ E[εε⊤]X(X⊤X)−1 = σ2(X⊤X)−1X⊤X(X⊤X)−1

= σ2(X⊤X)−1,

где смо искористили E[εε⊤] = σ2IN . Одатле, средња квадратна грешка оцене
коефициjената jеднака jе трагу ковариjационе матрице:

E
[
∥β̂ − β∥22

]
= tr

(
Cov(β̂)

)
= σ2 tr

(
(X⊤X)−1

)
. (2.4)

Наведимо и облик ковариjационе матрице линеарне трансформациjе оцене,
коjи ће нам бити користан у наставку. Ако jе A ∈ RD×D произвољна (неслучаj-
на) матрица, тада jе Cov(Aβ̂) = ACov(β̂)A⊤ = σ2A(X⊤X)−1A⊤, па jе средња
квадратна грешка при линеарноj трансформациjи оцене

E
[
∥Aβ̂ − Aβ∥22

]
= σ2 tr

(
A(X⊤X)−1A⊤) . (2.5)

1Ludwig Otto Hesse (1811–1874)
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Глава 2. МАТЕМАТИЧКА ОСНОВА

Будући да ће нам у главама коjе следе бити потребна двоjака поставка,
изворни и циљни домен, уведимо jе овде, како бисмо сав касниjи материjал
могли изражавати заjедничком нотациjом. Претпостављамо да су нам дата два
модела:

YS = fS(XS, εS), YT = fT (XT , εT ), (2.6)

где индекси S и T означаваjу редом изворни2 и циљни3 домен. Матрице XS ∈
RNS×D и XT ∈ RNT×D имаjу исти броj колона D, али, по правилу, NS ≫ NT у
изворном домену располажемо великим броjем примера, док jе циљни узорак
мали. Шумови εS и εT су независни, а функциjе fS и fT различите, а њихова
разлика говори колико се два домена суштински разликуjу.

2.2 Пренос наученог знања

Сада можемо да уведемо и сам поjам преноса наученог знања. Као и код
огромног броjа других поjмова машинског учења, ниjе захвално покушати да
нађемо неку превише формалну дефинициjу, jер желимо нешто што обухвата
огроман броj различитих приступа и метода, а коjи сви имаjу за циљ да пре-
несу научено из jедног на други модел, ма шта таj модел био, иако се у раду
задржавамо на линеарноj регресиjи.

Дефинициjа 1. Дати су изворни скуп података {XS,YS} и циљни скуп по-
датака {XT ,YT}. Претпоставимо да имамо моделMS, трениран искључиво на
изворном скупу података, као и модел MT трениран искључиво на циљном
скупу података. Пренос наученог знања jе било коjи метод коjи, користећи мо-
делеMS иMT , дефинише нови моделM, коjи, за унапред изабрану функциjу
ризика R, коjом оцењуjемо квалитет модела, даjе боље резултате у односу на
моделMT , то jест, важи R(M) < R(MT ).

Функциjа R из претходне дефинициjе може, на пример, представљати оче-
кивану квадратну грешку предвиђања на тест скупу повезаном са скупом пода-
така {XT ,YT}. Разлог овакве општости дефинициjе jе таj што не захтевамо ни
да MS и MT буду модели истог типа, нити да функциjа евалуациjе има неки
посебан облик, па чак ни да имамо исти броj предиктора у скупу података. Све-

2енгл. source
3енгл. target
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обухватан преглед приступа преносу наученог знања у различитим доменима
даjе [8].

Оно на чему ћемо се ипак задржати у раду jе следеће:

1. Подаци из изворног и циљног скупа имаjу jеднак броj димензиjа.

2. Изворни скуп података jе далеко већи од циљног скупа.

3. Сви модели MT , MS и M су истог типа (у раду су то модели линеарне
регресиjе).

Уз помоћ ових претпоставки ћемо доћи до великог броjа различитих присту-
па преносу знања, коjи, иако ће бити дискутовани из угла линеарне регресиjе,
се могу приметити и на многе друге врсте модела.

Пример 1. Нека нам jе доступан модел о предвиђању температуре на основу
метеоролошких података из периода 1950 − 1980. године, MS, као и модел из
2026. године, MT . Рецимо да примећуjемо да модел трениран само на доступ-
ним подацима из ове године не показуjе наjбоља предвиђања, а да модел од
раниjе даjе добра предвиђања данима када концентрациjа штетних материjа
у ваздуху ниjе велика. Можемо да закључимо да стариjи модел самим тим не
узима у обзир на адекватан начин оваj податак, и да зато греши у ситуациjама
када наиђе на, за таj период, некарактеристичну концентрациjу ових честица.
Међутим, видимо и да модел заправо и даље ради како треба када то ниjе про-
блем. То значи да можемо да искористимо MS, али тако да додамо члан коjи
ће се односити само на концентрациjу штетних честица, а коjи ћемо добити
тренирањем над скупом података из ове године.

Оваj пример нам jе важан из два разлога. Прво, интуитивно, он показуjе да
jе смислен пренос знања локална операциjа у простору коефициjената: желимо
да променимо оно што треба да се промени, а да задржимо оно што и даље
важи. Друго, он већ наговештава улогу интерпретабилности: ако смо у стању
да покажемо да jе, у оцени коjи смо добили преносом знања, коефициjент уз
концентрациjу штетних честица знатно већи у односу на изворни, а остали
углавном слични, добили смо не само боље предвиђање него и смислен опис
онога што се променило између два домена.

Овим jе општа слика преноса наученог знања уведена. Питање зашто би
овакво повезивање два модела уопште било корисно, и како конкретно га треба
извести у линеарноj регресиjи, тема jе наредног одељка.
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2.3 Зашто преносити знање?

Вратимо се на двоjну поставку из (2.6): велик изворни скуп {XS,YS} и ма-
ли циљни скуп {XT ,YT}, описани на неки начин правим коефициjентима βS

и βT коjи су различити. Нека су непристрасне оцене ових коефициjената β̂S

и β̂T . При малом NT , грешка циљне оцене може бити неприхватљиво велика,
док изворна оцена β̂S, услед велике величине узорка, има веома малу диспер-
зиjу, али jе, гледано као оцена непознатог циљног вектора βT , пристрасна, са
пристрасношћу jеднаком E(β̂S) − βT = βS − βT . Две оцене, дакле, греше на
супротне начине, jедан кроз дисперзиjу, други кроз пристрасност. Природно jе
покушати компромис, преко линеарне комбинациjе ове две оцене. Размотримо
наjjедноставниjи случаj, конвексну комбинациjу

β̂(ω) = ωβ̂T + (1− ω)β̂S, ω ∈ [0, 1]. (2.7)

За ω = 1 добиjамо циљну оцену, а за ω = 0 изворну. Зарад прегледности, у
наставку овог одељка третирамо изворну оцену као детерминистичку, jеднаку
βS, што jе смислена апроксимациjа у граничном случаjу NS → ∞, jер тада
дисперзиjа изворне оцене нестаjе. Навешћемо и шта ако то ниjе случаj.

Под овом претпоставком, тj. замењуjући β̂S са βS у (2.7), добиjамо β̂(ω) =

ωβ̂T + (1− ω)βS. Грешку у односу на βT растављамо на случаjни и детермини-
стички део:

β̂(ω)− βT = ωβ̂T + (1− ω)βS − βT = ω(β̂T − βT ) + (1− ω)(βS − βT ).

Први сабирак jе случаjна величина са E[β̂T−βT ] = 0; други jе детерминистички.
Развиjањем квадрата норме, мешовити члан чиjе очекивање рачунамо постаjе
нула,

E
[
∥β̂(ω)− βT∥22

]
= ω2 E

[
∥β̂T − βT∥22

]
+ (1− ω)2 ∥βS − βT∥22,

где ниjедан члан заправо не зависи од конкретног избора ω, већ су своjства
оцена, односно података. Уводећи ознаке

A := E
[
∥β̂T − βT∥22

]
, C := ∥βS − βT∥22,

добиjамо
R(ω) := E

[
∥β̂(ω)− βT∥22

]
= ω2A+ (1− ω)2C. (2.8)

Минимизациjа по ω. R(ω) jе квадратна функциjа по ω са позитивним воде-
ћим коефициjентом A + C, па jе строго конвексна и има jединствен минимум.
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Из услова
d

dω
R(ω) = 2Aω − 2C(1− ω) = 0

добиjамо ω(A+ C) = C, тj.

ω⋆ =
C

A+ C
=

∥βS − βT∥22
σ2
T tr
(
(X⊤

T XT )−1
)
+ ∥βS − βT∥22

∈ [0, 1]. (2.9)

Заменом у (2.8), вредност грешке у оптимуму jе

R(ω⋆) =
(

C
A+C

)2
A+

(
A

A+C

)2
C =

AC(C + A)

(A+ C)2
=

A · C
A+ C

,

одакле, коришћењем неjеднакости AC
A+C

≤ min(A,C) такође добиjамо:

R(ω⋆) ≤ min(A,C). (2.10)

Из израза (2.9) и (2.10) читамо пар битних ствари, коjе смо интуитивно и
могли да претпоставимо. Прво, оптимална мешана оцена увек постиже грешку
строго мању од грешке циљне оцене A (осим у граничном случаjу када C →∞).
Друго, када jе циљни узорак мали (A велико), или када су циљни и изворни по-
даци блиски (C мало), треба да се у већоj мери ослонимо на изворни модел. Тек
када A постане мало (имамо довољно циљних података) или C велико (изворни
модел jе неупотребљив), ω⋆ тежи jединици и враћамо се чистом циљном моделу.

Овим смо мотивисали основну идеjу преноса наученог знања: ако имамо
стабилну, али помало погрешну информациjу из изворног модела, можемо jе
користити да умањимо дисперзиjу циљног модела по цену увођења контроли-
сане пристрасности, баш у духу класичне регуларизациjе [4]. Тежински коефи-
циjент ω jе, наравно, наjгрубља могућа контрола jер она третира све правце у
простору коефициjената подjеднако.

У глави 3 видећемо како различите методе преноса у случаjу линеарне ре-
гресиjе сви даjу оцене облика

β̂TL = Wβ̂T + (I −W )β̂S,

за неку матрицу W ∈ RD×D, у складу са управо изведеном интуициjом. Прела-
ском са скалара ω на матрицу W управо прелазимо са jеднаког третмана свих
праваца на њихово разликовање, jер, као што смо у примеру видели, могуће
jе да су нам изворни коефициjенти корисни у jедним правцима (у коjима jе
пристрасност β̂S − β̂T мала), а мање корисни у другим (у коjима jе велика).
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Глава 3

Пренос наученог знања у
линеарноj регресиjи

Циљ ове главе jе да размотримо мноштво различитих метода помоћу коjих
можемо да спроведемо пренос знања, где ћемо на краjу видети да све те методе
воде ка сличним резултатима. Показаћемо да се све ове методе своде на ма-
тричну линеарну комбинациjу неких оцена (коjе су углавном циљна и изворна,
али видећемо и друге случаjеве).

Конкретизуjемо дефинициjу 1 на оно што jе нама у раду значаjно, а пре
тога уведимо и нотациjу.

Претпостављамо да су нам дата два линеарна модела:

YS = XSβS + εS, YT = XTβT + εT , (3.1)

где индекси S и T означаваjу редом изворни (source) и циљни (target) домен.
Матрице XS ∈ RNS×D и XT ∈ RNT×D имаjу исти броj колона D, али, по правилу,
NS ≫ NT , то jест, у изворном домену располажемо великим узорком, док jе
циљни узорак мали. Шумови εS ∼ N (0, σ2

SINS
) и εT ∼ N (0, σ2

T INT
) су наравно

независни, а вектори коефициjената βS, βT ∈ RD су различити. Одговараjуће
оцене непознатих коефициjената су

β̂S = (X⊤
S XS)

−1X⊤
S YS, β̂T = (X⊤

T XT )
−1X⊤

T YT ,

и њихове особине следе директно из (2.3)–(2.5) примењених на одговараjући
домен.

Дефинициjа 2. Дати су изворни скуп података {XS,YS} и циљни скуп по-
датака {XT ,YT}, са линеарним моделима, и оценама њихових коефициjената
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β̂S и β̂T . Пренос наученог знања у линеарноj регресиjи jе било коjи метод ко-
jим долазимо до коефициjената β̂TL тако да за предвиђање модела MTL важи
R(MTL) < R(MT ), где jе R унапред изабрана функциjа ризика. Стандардно
ћемо узимати E[(y−ŷ)2]; а тамо где ће нам интерпретациjа бити важниjа од пре-
дикциjе, посматраћемо и грешку саме процене коефициjената, E[∥β̂TL − βT∥22].

Формална дефинициjа не прецизира облик тражене оцене. Као што смо на-
вели у глави 2, у овом раду држаћемо се матричног облика

β̂TL = Wβ̂T + (I −W )β̂S, W ∈ RD×D. (3.2)

Оваj облик jе природан, али, оно што jе важниjе, испоставиће се да неколико
независних мотивациjа, коjе ћемо редом обрадити, воде до оваквог облика оце-
не. Наjближе полазиште jе тражење β̂TL као минимизациjу функциjе губитка
коjа кажњава одступање од изворног модела, то jест генерализациjа гребене1

регуларизациjе разматрана и код [1]. Оваj чисто оптимизациони приступ ће-
мо, у наставку, размотрити и из баjесовског2 угла, а затим и у оквиру финог
подешавања помоћу алгоритма опадаjућег градиjента3. Коначно, поменућемо
и дестилациjу знања, коjа jе далеко моћниjа у генералном случаjу машинског
учења (када се не ослањамо искључиво на линеарну регресиjу).

3.1 Извођење оцена

Први приступ подсећа на извођење оптималних коефициjената у случаjу
класичне линеарне регресиjе, али у израз коjи желимо да минимизуjемо дода-
jемо и члан коjи се односи на изворни модел, и то на следећи начин [6]:

L(β) = 1
2
∥YT −XTβ∥22 + λ

2
∥β − β̂S∥22. (3.3)

Параметар λ ≥ 0 jе регуларизациони, и као што смо рекли, подсећа на
гребену регуларизациjу [4]. Минимум тражимо анулирањем градиjента. Први
члан jе онаj из извођења стандардне оцене (2.2)–(2.3),

∇β
1
2
∥YT −XTβ∥22 = −X⊤

T YT +X⊤
T XTβ,

1енгл. ridge
2Thomas Bayes (1702–1761)
3енгл. gradient descent
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а други члан рачунамо директно. Како jе 1
2
∥β − β̂S∥22 = 1

2
(β − β̂S)

⊤(β − β̂S),
квадратна форма са jединичном матрицом ID, опште правило∇β

1
2
(β−a)⊤A(β−

a) = A(β − a) (за симетрично A) даjе

∇β
1
2
∥β − β̂S∥22 = β − β̂S.

Даље, сабирањем два градиjента,

∇βL(β) = −X⊤
T YT +X⊤

T XTβ + λ(β − β̂S) = (X⊤
T XT + λI)β − (X⊤

T YT + λβ̂S),

те, будући да jе Хесиjан ∇2L = X⊤
T XT + λI позитивно дефинитан за λ > 0,

функциjа jе строго конвексна и jединствен минимум се добиjа баш у нули:

β̂λ = (X⊤
T XT + λI)−1(X⊤

T YT + λβ̂S). (3.4)

Матрични облик. Ако у изразу (3.4) циљну оцену запишемо преко β̂T =

(X⊤
T XT )

−1X⊤
T YT , добиjамо

β̂λ = Hλβ̂T + (I −Hλ)β̂S, Hλ := (X⊤
T XT + λI)−1X⊤

T XT . (3.5)

Матрица Hλ игра управо улогу коjу смо у одељку 2.3 наjавили, а то jе да нам она
говори колику тежину даjемо циљноj оцени. Међутим сада та тежина зависи од
правца у простору коефициjената. Преко сопствене базе матрице ST := X⊤

T XT

ћемо у одељку 3.3 дискутовати особине ове оцене, а, пре тога, размотрићемо
(3.4) из баjесовског угла, да бисмо се уверили да ово ниjе произвољан избор.

3.2 Баjесовска интерпретациjа

Основна идеjа jе да jе оцена (3.4) апостериорно очекивање под природ-
ном априорном претпоставком, да су циљни коефициjенти, до на шум, jеднаки
изворним [6]. Формализуjмо:

β ∼ N (βS, τ
2ID), YT | β ∼ N (XTβ, σ

2
T INT

). (3.6)

Извођење апостериорне расподеле. По Баjесовоj теореми, апостериорна
густина jе пропорционална производу густина из (3.6), па:

p(β | YT ) ∝ p(YT | β) p(β) ∝ exp
(
− 1

2σ2
T
∥YT −XTβ∥22 − 1

2τ2
∥β − βS∥22

)
.
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Означимо експонент са −1
2
Q(β), где jе

Q(β) = 1
σ2
T
∥YT −XTβ∥22 + 1

τ2
∥β − βS∥22.

Пошто jе Q(β) строго конвексна квадратна форма по β, aпостериорна расподела
jе Гаусова4, β | YT ∼ N (µpost,Σpost), где се µpost и Σpost читаjу из разлагања
Q(β) = (β − µpost)

⊤Σ−1
post(β − µpost) + const. Развиjањем сваког члана по β, и

третирањем β̂S као фиксног (водећи се истом логиком као у одељку 2.3),

1
σ2
T
∥YT −XTβ∥22 = 1

σ2
T

(
β⊤X⊤

T XTβ − 2β⊤X⊤
T YT

)
+ const,

1
τ2
∥β − β̂S∥22 = 1

τ2

(
β⊤β − 2β⊤β̂S

)
+ const.

Сабирањем и груписањем по степену β,

Q(β) = β⊤
(

1
σ2
T
X⊤

T XT + 1
τ2
I
)
β − 2β⊤

(
1
σ2
T
X⊤

T YT + 1
τ2
β̂S

)
+ const,

и поређењем са општим обликом β⊤Σ−1
postβ − 2β⊤Σ−1

postµpost следи

Σ−1
post =

1
σ2
T
X⊤

T XT + 1
τ2
I, (3.7)

E[β | YT ] = µpost = Σpost

(
1
σ2
T
X⊤

T YT + 1
τ2
β̂S

)
. (3.8)

Множењем броjиоца и имениоца унутар (3.8) са σ2
T добиjамо

E[β | YT ] =
(
X⊤

T XT +
σ2
T

τ2
I
)−1(

X⊤
T YT +

σ2
T

τ2
β̂S

)
,

што jе, упоређуjући са (3.4), тачно β̂λ за

λ =
σ2
T

τ 2
. (3.9)

Дакле, λ мери однос шума података и априорне несигурности: што више веру-
jемо у изворни модел (мало τ 2), веће jе λ, и тиме jаче повлачење ка βS.

Диjагонална априорна ковариjациjа. Претпоставка (3.6) додељуjе свакоj
координати вектора β исту меру априорне несигурности τ 2. Ако веруjемо да
се неки коефициjенти драстичниjе мењаjу између домена од других, природна
генерализациjа jе да дозволимо диjагоналну априорну ковариjациону матрицу
са

β ∼ N (β̂S,Σ0), Σ0 = diag(τ 21 , . . . , τ
2
D), τ 2j > 0,

4Carl Friedrich Gauss (1777–1855)
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где τ 2j мери априори несигурност у j-тоj координати. Понављањем истог ком-
плетирања квадрата, али са Σ−1

0 = diag(1/τ 21 , . . . , 1/τ
2
D) уместо 1

τ2
I, добиjамо

Σ−1
post =

1
σ2
T
X⊤

T XT + Σ−1
0 ,

E[β | YT ] = Σpost

(
1
σ2
T
X⊤

T YT + Σ−1
0 β̂S

)
.

Множењем са σ2
T добиjамо аналогну jеднакост са (3.4) али са матричним регу-

ларизатором Λ0 := σ2
TΣ

−1
0 = diag(σ2

T/τ
2
1 , . . . , σ

2
T/τ

2
D):

β̂Λ0 = (X⊤
T XT + Λ0)

−1(X⊤
T YT + Λ0β̂S). (3.10)

Скаларни случаj (3.4) одговара избору τ 2j ≡ τ 2 за све j. Мање τ 2j (веће [Λ0]jj)
значи већу априорну увереност да jе j-ти циљни коефициjент близак изворном,
па ће оцена у том правцу jаче повући ка [β̂S]j. У пракси Σ0 може доћи из
претходне анализе вариjабилности поjединих предиктора између домена, или из
ковариjационе матрице изворне оцене (тамо где jе извор мање поуздан, бирамо
веће τ 2j ).

3.3 Сопствена база Грамове5 матрице

Да бисмо разумели шта матрица Hλ из (3.5) заправо ради, диjагонализуj-
мо Грамову матрицу ST = X⊤

T XT . Како jе она симетрична и позитивно се-
мидефинитна, постоjи ортогонална матрица U и диjагонална матрица Λ =

diag(d1, . . . , dD), dj > 0, тако да jе

ST = UΛU⊤.

Колоне u1, . . . , uD матрице U су сопствени вектори ST , а броjеви dj сопствене
вредности. Вектори uj су правци у простору предиктора, а dj мере колико у
том правцу имамо података. Велико dj значи много информациjе (много вари-
jациjе предиктора у том правцу), мало dj значи да у том правцу немамо шта
да оценимо, и оцена у том правцу постаjе бесмислено велика.

У овоj бази, лако рачунамо

Hλ = U(Λ + λI)−1ΛU⊤ = U diag

(
dj

dj + λ

)
U⊤,

5Jørgen Pedersen Gram (1850–1916)
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па jе, по координатама:

[β̂λ]j =
dj

dj + λ
[β̂T ]j +

λ

dj + λ
[β̂S]j, j = 1, . . . , D, (3.11)

где [·]j означава j-ту координату у односу на базу {uj}.
Ова формула нам говори:

• У правцима у коjима имамо пуно циљних података (велико dj), количник
dj/(dj + λ) jе близу jединице, па оцена у том правцу практично игнорише
извор и користи циљну оцену добиjену методом наjмањих квадрата. Ово
и желимо, jер ако смо у стању да у том правцу поуздано оценимо кое-
фициjент из циљних података, немамо разлога да се ослањамо на нешто
друго.

• У правцима у коjима имамо мало циљних података (мало dj, а λ веће од
dj), количник λ/(dj + λ) jе близу jединице, па оцена у том правцу прак-
тично игнорише циљ и користи изворни коефициjент. И ово jе пожељно,
у правцима где не знамо ништа, боље jе ослонити се на извор, макар и уз
пристрасност.

• Средњи правци се третираjу континуирано између ове две краjности, у
складу са односом dj и λ.

Сада видимо да jе пренос знања на оваj начин локална трансформациjа, jер
се дешава баш ту где нам jе и потребан (у слабо оцењеним правцима), а не
свугде. Зато jе оваква оцена много боља од просте конвексне комбинациjе (2.7),
скаларна тежина ω би истовремено ослабила и правце у коjима jе циљна оцена
β̂S сасвим у реду.

Пример 2. Вратимо се примеру 1. Претпоставимо да jе концентрациjа штетних
честица био предиктор коjи се раниjе практично ниjе мењао, па jе у изворним
подацима одговараjући правац у SS имао малу сопствену вредност. У циљним
подацима, таj предиктор има већу вариjациjу (пошто загађеност значаjно осци-
луjе), па jе одговараjуће dj у ST веће. Нека jе λ фиксирано.

Тада из (3.11) читамо да jе удео циљне оцене значаjан у правцима у коjима jе
dj > λ, па се коефициjент уз концентрациjу штетних честица мења у односу на
изворни, наравно, за погодно одабрано λ. Да смо изабрали ”превелико” λ, ефе-
кат привлачења циљне оцене би остао, али у мањоj мери, па морамо пажљиво
да бирамо оваj коефициjент.
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3.4 Добитак остварен преносом

Након што смо разумели структуру оцене, желимо да одговоримо на питање:
када нам она заиста доноси добитак у односу на циљну оцену? Односно, за коjе
λ важи

E[∥β̂λ − βT∥22] < E[∥β̂T − βT∥22] = σ2
T tr(S−1

T )?

Да бисмо на ово одговорили, поновимо декомпозициjу пристрасност–дисперзиjа
за β̂λ. Ради jасноће, третираћемо изворну оцену као детерминистичку, β̂S = βS;
обjашњење шта да радимо када β̂S носи и своj шум даћемо на краjу овог одељка.

Из (3.4) лако читамо очекивање

E[β̂λ] = (ST + λI)−1(X⊤
T XTβT + λβS) = HλβT + (I −Hλ)βS,

па jе пристрасност

E[β̂λ]− βT = −(I −Hλ)(βT − βS) = −(I −Hλ) δ, δ := βT − βS.

За дисперзиjу β̂λ крећемо од еквивалентног записа (3.5), β̂λ = Hλβ̂T + (I −
Hλ)βS. Како за множење константном матрицом важи Cov(Aξ) = A Cov(ξ)A⊤,
следи

Cov(β̂λ) = Cov(Hλβ̂T ) = Hλ Cov(β̂T )H
⊤
λ .

Из (2.5) знамо Cov(β̂T ) = σ2
T S−1

T , а из (3.5) jе Hλ = (ST + λI)−1ST , па

Cov(β̂λ) = σ2
T HλS

−1
T H⊤

λ = σ2
T (ST + λI)−2ST ,

где смо у последњем кораку користили симетричност Hλ (што jе последица
чињенице да и ST и ST + λI комутираjу, па jе Hλ = ST (ST + λI)−1) и скратили
S−1
T са ST -ом у броjиоцу. Одатле jе средња квадратна грешка

MSE(β̂λ) = ∥(I −Hλ)δ∥22︸ ︷︷ ︸
пристрасност

+ σ2
T tr

(
(ST + λI)−2ST

)︸ ︷︷ ︸
дисперзиjа

. (3.12)

Сада ћемо видети и како оваj израз изгледа у сопственоj бази матрице ST .

Тврђење 3.1 (Средња квадратна грешка у сопственоj бази). Нека jе δ̃ := U⊤δ

(односно δ̃j := u⊤
j δ, где jе, као и раниjе, ST = UΛU⊤). Тада важи

MSE(β̂λ) =
D∑
j=1

[(
λ

dj + λ

)2

δ̃2j + σ2
T

dj
(dj + λ)2

]
. (3.13)
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Доказ. Како jе (ST + λI) = U(D + λI)U⊤, следи:

(ST + λI)−1 = U diag
(

1
dj+λ

)
U⊤,

Hλ = (ST + λI)−1ST = U diag
(

dj
dj+λ

)
U⊤,

I −Hλ = U diag
(

λ
dj+λ

)
U⊤.

Даље, како jе U ортонормирана матрица, за пристрасност важи: (∥Ux∥2 =

∥x∥2 jер jе U⊤U = I):

∥(I −Hλ)δ∥22 =
∥∥∥U diag

(
λ

dj+λ

)
U⊤δ

∥∥∥2
2

=
∥∥∥U diag

(
λ

dj+λ

)
δ̃
∥∥∥2
2

=
∥∥∥diag( λ

dj+λ

)
δ̃
∥∥∥2
2

=
D∑
j=1

(
λ

dj+λ

)2
δ̃ 2
j .

Коначно, за дисперзиjу важи:

(ST + λI)−2ST = U diag
(

1
dj+λ

)2
U⊤UΛU⊤

= U diag
(

1
dj+λ

)2
ΛU⊤

= U diag
(

dj
(dj+λ)2

)
U⊤.

и затим (jер матрице комутираjу приликом рачунања трага производа)

tr
(
(ST + λI)−2ST

)
= tr

(
U diag

(
dj

(dj+λ)2

)
U⊤
)

= tr
(
diag

(
dj

(dj+λ)2

))
=

D∑
j=1

dj
(dj+λ)2

.

Дакле, убацивањем у (3.12) следи:

MSE(β̂λ) =
D∑
j=1

[(
λ

dj+λ

)2
δ̃ 2
j + σ2

T
dj

(dj+λ)2

]
.
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Ово jе погодна репрезентациjа одакле лако читамо да ли и када пренос
доноси добитак. За λ = 0 имамо MSE(β̂λ=0) = MSE(β̂T ) = σ2

T

∑
j 1/dj, док jе

извод у нули, по λ:

d MSE(β̂λ)

dλ

∣∣∣∣∣
λ=0

= −2σ2
T

D∑
j=1

1

d2j
< 0. (3.14)

Дакле, извод грешке у нули jе строго негативан, што значи да за било коjе
довољно мало λ > 0 важи MSE(β̂λ) < MSE(β̂T ). Другим речима, макар мини-
мално померање ка изворном моделу увек побољшава оцену у смислу средње
квадратне грешке. Ово jе формална потврда идеjе коjу смо мотивисали у одељ-
ку 2.3: постоjи нетривиjална корист од преноса знања, независна од квалитета
извора.

За веће λ, први члан у (3.13) тежи
∑

j δ̃
2
j = ∥δ∥22, што одражава чињеницу

да у граници потпуно веруjемо извору и наслеђуjемо његову пристрасност. Ако
jе та пристрасност велика (тj. извор jе далеко од циља), можемо направити
грешку већу од оне коjу би направила сама циљна оцена. Ова поjава jе позната
као негативан пренос [8], па нам jе потребан начин за оцењивање корисности
преноса за конкретан избор параметара. То ће бити тема jедног од наредних
одељака.

Оптимално λ⋆ коjе минимизуjе (3.13) налазимо диференцирањем и изjедна-
чавањем са нулом: ∑

j

2λdj δ̃
2
j − 2σ2

Tdj

(dj + λ)3
= 0.

Напоменимо и шта када не тврдимо да jе β̂S = βS. Ако β̂S има ковариjациону
матрицу ΣS и независан jе од εT , лако се проверава да очекивање у (3.12)
остаjе исто (уз замену βS 7→ E[β̂S] = βS, ако jе извор непристрасно оцењен), а
дисперзиjа добиjа додатни члан

tr
(
(I −Hλ)ΣS(I −Hλ)

⊤) ,
коjи тежи нули уколико jе извор постоjано оцењен (NS →∞ повлачи ΣS → 0).
У свим експериментима у глави 4 биће NS ≫ NT , што оваj члан чини занемар-
љивим и оправдава да у главном тексту користимо детерминистичку вариjанту.
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3.5 Фино подешавање и алгоритам опадаjућег

градиjента

До сада смо оцену β̂λ разматрали у затвореном облику. Када D расте, или
када jе линеарни модел део шире мреже, природан начин тренирања jе гради-
jентни спуст. У том контексту, [7] су разматрали фино подешавање, са функ-
циjом губитка датом са

JT (β) =
1
2
∥YT −XTβ∥22,

коjа jе накнадно минимизована методом градиjентног спуста, док jе за почетну
оцену узета изворна β̂S, а за корак α. Градиjент jе дат са ∇JT (β) = STβ −
X⊤

T YT = ST (β − β̂T ), па се накнадне итерациjе добиjаjу из

βk+1 = βk − αST (βk − β̂T ) = Aβk + (I − A)β̂T , A := I − αST .

Размотавањем ове формуле до β0 = β̂S добиjамо

β̂FT
k = Akβ̂S + (I − Ak)β̂T , A = I − αST . (3.15)

Конвергенциjа ове итерациjе зависи од понашања матричних степена Ak.
Подсетимо: спектрални радиjус матрице A jе ρ(A) := maxj |µj(A)|, где су µj(A)

њене сопствене вредности. Познато jе да Ak → 0 када k →∞ ако и само ако jе
ρ(A) < 1 [5, видети Теорему 5.6.12, стр. 348]. За нашу A = I −αST , пошто jе ST

симетрична са сопственим вредностима dj > 0, сопствене вредности матрице A

су 1− αdj, па ρ(A) < 1 се своди на |1− αdj| < 1 за свако j, тj. 0 < α < 2/dmax,
где jе dmax наjвећа сопствена вредност ST -а. У свему што следи претпостављамо
оваj избор корака учења.

Идеjа (3.15) jе очигледна: у почетним итерациjама, оцена jе близу извора,
а како k расте, приближава се чистоj циљноj оцени. Одатле видимо да рано
заустављање игра улогу регуларизатора, у смислу да контролише количину
преноса.

Природно уопштење коjе избегава ову слабост jе да извор укључимо и у
сам губитак, не само у инициjализациjу. Нека jе P ⪰ 0 симетрична позитивно-
полудефинитна матрица и β0 ∈ RD произвољан референтни вектор. Разматра-
мо функциjу губитка

J(β) = 1
2
∥YT −XTβ∥22 + λ

2
(β − β0)

⊤P (β − β0), λ ≥ 0, (3.16)
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што подсећа на гребену регуларизациjу са почетком у β0 са матрицом P (видети
[4] и [1]). Имамо три занимљива специjална случаjа:

• P = I, β0 = β̂S, када регуларизациони члан постаjе λ
2
∥β − β̂S∥22 и поклапа

се са (3.3).

• P = ST , β0 = β̂S када регуларизациони члан постаjе λ
2
∥XT (β − β̂S)∥22, коjи

контролише разлику у предвиђањима на циљном скупу.

• λ = 0, коjе нас враћа на (3.15).

Сада изводимо затворени облик за k-ту итерациjу градиjентног спуста над
(3.16) са инициjализациjом β̂S.

Тврђење 3.2 (Итерациjа уопштеног финог подешавања). Нека jе M = ST +λP

и AM = I−αM . Претпоставимо ρ(AM) < 1. Тада градиjентни спуст на функ-
циjи губитка (3.16), са кораком α и инициjализациjом β̂S, у k-тоj итерациjи
даjе

β̂k = Ak
M β̂S + (I − Ak

M)β⋆, β⋆ = M−1(X⊤
T YT + λPβ0). (3.17)

Доказ. Градиjент (3.16) jе

∇J(β) = X⊤
T (XTβ −YT ) + λP (β − β0) = (ST + λP )β − (X⊤

T YT + λPβ0).

Када у горњем изразу уведемо M = ST + λP и β⋆ = M−1(X⊤
T YT + λPβ0)

(минимум губитка (3.16), добиjен из ∇J(β) = 0), градиjент постаjе

∇J(β) = Mβ −Mβ⋆ = M(β − β⋆).

Одатле, за jедну итерациjу финог подешавања са кораком α добиjамо:

βk+1 = βk − αM(βk − β⋆) = (I − αM)βk + αMβ⋆ = AMβk + (I − AM)β⋆,

где смо у последњоj jеднакости користили αM = I − AM . Посматрамо ek :=

βk − β⋆, за шта важи

ek+1 = βk+1 − β⋆ = AMβk + (I − AM)β⋆ − β⋆ = AM(βk − β⋆) = AMek.

Како jе jош e0 = Ie0 = A0
Me0, индукциjом по k добиjамо ek = Ak

Me0, па са
инициjализациjом β0 = β̂S имамо e0 = β̂S − β⋆ и

β̂k = β⋆ + ek = β⋆ + Ak
M(β̂S − β⋆) = Ak

M β̂S + (I − Ak
M)β⋆,
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што jе управо (3.17). Корак α бирамо тако да jе ρ(AM) < 1, што гарантуjе
конвергенциjу β̂k → β⋆; пошто jе M ≻ 0 са наjвећом сопственом вредношћу
mmax, довољно jе 0 < α < 2/mmax.

За λ = 0 имамо M = ST , β⋆ = β̂T , па (3.17) даjе (3.15). Прегледамо и
преостала два случаjа.

Последица 3.1. За P = I и β0 = β̂S важи M = ST +λI, па jе AM = I−α(ST +

λI) и
β⋆ = (ST + λI)−1(X⊤

T YT + λβ̂S) = β̂λ,

затворена оцена из (3.4). Према томе,

β̂k = Ak
M β̂S + (I − Ak

M)β̂λ,

што конвергира ка β̂λ када k →∞.

Последица 3.2. За P = ST и β0 = β̂S важи M = (1 + λ)ST , па jе AM =

I − α(1 + λ)ST и

β⋆ = M−1(X⊤
T YT + λST β̂S) =

1
1+λ

β̂T + λ
1+λ

β̂S,

скаларна конвексна комбинациjа β̂T и β̂S. Према томе,

β̂k = Ak
M β̂S + (I − Ak

M)
(

1
1+λ

β̂T + λ
1+λ

β̂S

)
,

што конвергира ка 1
1+λ

β̂T + λ
1+λ

β̂S када k →∞.

3.6 Дестилациjа6 наученог знања

Дестилациjа знања подразумева тренирање великог модела – учитеља – а
затим и мањег модела – ученика – коjи у исто време погађа праве вредности као
и вредности коjе jе модел учитеља предвидео над подацима. Два основна разло-
га оваквог моделирања су стабилизациjа резултата (jер ће учитељ, на пример
код бинарног погађања, имати ужу расподелу од стварне расподеле података),
као и могућност тренирања мањих модела коjи ће се понашати слично као и
већи, али ће услед мањег броjа параметара бити ефикасниjи. Дакле, ова метода
се користи као регуларизациjа и компресиjа, у исто време [3].

6енгл. knowledge distillation
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Специjализовано за линеарну регресиjу, учитељ jе фиксирана линеарна оце-
на β̂S ∈ RD са предвиђањима ỸT = XT β̂S а ученик минимизуjе

JKD
T (β) = 1−λ

2
∥YT −XTβ∥22 + λ

2
∥ỸT −XTβ∥22, λ ∈ [0, 1]. (3.18)

За λ = 0, ученик jе просто циљна оцена; за λ = 1, ученик jе jеднак β̂S; за
међувредности имамо интерполациjу.

Али (3.18) jе управо функциjа губитка дата са (3.16), са P = ST , β0 = β̂S и
репараметризациjом λKD = λ/(1− λ). Величина корака градиjентног спуста се
такође мења репараметризациjом, jер jе JKD

T = (1−λ)J , одакле jе одговараjући
корак сада αKD = (1 − λ)α. Траjекториjа градиjентног спуста онда следи из
последице 3.2:

β̂KD
k = Akβ̂S + (I − Ak)

[
(1− λ)β̂T + λβ̂S

]
, A = I − αKDST . (3.19)

Дакле, можемо посматрати дестилациjу знања као специjалан случаj финог
подешавања, у ком тежина дестилациjе λ игра улогу jачине референце.

Уколико пак желимо да директно минимизуjемо функциjу губитка, напи-
шимо оба члана као jедну блок матрицу:

X̃ =

(√
1− λXT√
λXT

)
, Ỹ =

(√
1− λYT√
λ ỸT

)
.

Тада jе
JKD
T (β) = 1

2
∥Ỹ − X̃β∥22,

и стандардно решење β̂KD = (X̃⊤X̃)−1X̃⊤Ỹ даjе:

X̃⊤X̃ = (1− λ)X⊤
T XT + λX⊤

T XT = X⊤
T XT ,

X̃⊤Ỹ = (1− λ)X⊤
T YT + λX⊤

T ỸT ,

па следи да jе

β̂KD = (X⊤
T XT )

−1X⊤
T

[
(1− λ)YT + λXT β̂S

]
.

односно
β̂KD = (1− λ) β̂T + λ β̂S,

што само по себи и ниjе претерано занимљиво. Ипак, као што смо и рекли,
корист ове методе управо и jесте у простоj примени за компресиjу и регулари-
зациjу [3], што овде свакако не можемо да приметимо.
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3.7 Статистичко тестирање добитка оствареног

преносом

Формула (3.13) нам говори све о томе када пренос помаже, али у пракси не
знамо βT ни σ2

T , па ни δ. Не знамо ни βS, али, као и до сада, сматраћемо да jе
βS = β̂S (jер jе изворни скуп велики). Стога желимо да имамо статистички тест
коjи, из података, одлучуjе да ли jе пренос користан. Природна нулта хипотеза
jе да пренос не доноси разлику у односу на чисту циљну оцену, а алтернативна
jе да jе пренос знања користан. Прецизниjе:

H0 : MSE(β̂λ) ≥ MSE(β̂T ), H1 : MSE(β̂λ) < MSE(β̂T ).

Да бисмо конструисали тест, посматрамо резидуалне суме квадрата две оце-
не:

RSST = ∥YT −XT β̂T∥22, RSSλ = ∥YT −XT β̂λ∥22.

Означимо P = XT (X
⊤
T XT )

−1X⊤
T . Ово jе проjектор, што jе лако проверљи-

во: P 2 = XT (X
⊤
T XT )

−1X⊤
T XT (X

⊤
T XT )

−1X⊤
T = XT (X

⊤
T XT )

−1X⊤
T = P , и P⊤ =

(XT (X
⊤
T XT )

−1X⊤
T )

⊤ = XT (X
⊤
T XT )

−1X⊤
T = P.

Из β̂T = (X⊤
T XT )

−1X⊤
T YT следи XT β̂T = PYT , па jе

YT −XT β̂T = (I − P )YT = (I − P )(XTβT + εT ).

Како jе PXT = XT (X
⊤
T XT )

−1X⊤
T XT = XT , имамо (I − P )XT = 0, те

YT −XT β̂T = (I − P )εT .

Даље, важи:

• (I − P )⊤ = I − P ;

• (I − P )2 = I − 2P + P 2 = I − P ;

• rang(P ) = D (проjекциjа на col(XT )), па rang(I − P ) = NT −D.

Ако jе A симетрична и идемпотентна матрица ранга r, и ε ∼ N (0, σ2I), тада

ε⊤TAεT/σ
2 ∼ χ2(r).

Применом на A = I − P и коришћењем ∥(I − P )εT∥2 = ε⊤T (I − P )⊤(I − P )εT =

ε⊤T (I − P )εT , закључуjемо

RSST = ∥(I − P )εT∥2
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RSST/σ
2
T ∼ χ2(NT −D).

Даље, нека jе
rT = YT −XT β̂T , rλ = YT −XT β̂λ;

RSST = ∥rT∥2, RSSλ = ∥rλ∥2.

Тада
rλ = rT +XT (β̂T − β̂λ),

па важи
∥rλ∥2 = ∥rT∥2 + 2 r⊤TXT (β̂T − β̂λ) + ∥XT (β̂T − β̂λ)∥2.

Средњи сабирак jе заправо нула, jер

r⊤TXT = Y⊤
T XT − β̂⊤

T X
⊤
T XT = Y⊤

T XT −Y⊤
T XT (X

⊤
T XT )

−1X⊤
T XT = 0

па следи да jе
RSSλ = RSST + ∥XT (β̂T − β̂λ)∥2,

односно:
RSSλ − RSST = ∥XT (β̂T − β̂λ)∥2.

Даље, одузимањем (3.13) и MSE(β̂T ) = σ2
T

∑
j 1/dj добиjамо

MSE(β̂λ)−MSE(β̂T ) =
∑
j

(
λ

dj+λ

)2
δ̃2j − σ2

T

∑
j

[
1
dj
− dj

(dj+λ)2

]
.

Дакле, уз алгебарски идентитет

1
dj
− dj

(dj+λ)2
=

(dj+λ)2−d2j
dj(dj+λ)2

=
λ(2dj+λ)

dj(dj+λ)2
,

неjеднакост из H0 добиjа еквивалентан облик

H0 ⇐⇒
∑
j

(
λ

dj+λ

)2
δ̃2j ≥ σ2

T cλ, (3.20)

cλ :=
∑
j

λ(2dj+λ)

dj(dj+λ)2
,

где jе cλ функциjа само од λ и спектра ST , дакле, у потпуности позната из
података.
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Како jе

β̂T − β̂λ = (ST + λI)−1(ST + λI)β̂T − (ST + λI)−1(X⊤
T YT + λβ̂S)

= (ST + λI)−1
[
(ST β̂T + λβ̂T )− (X⊤

T YT + λβ̂S)
]

= (ST + λI)−1
[
(X⊤

T YT + λβ̂T )− (X⊤
T YT + λβ̂S)

]
= λ(ST + λI)−1(β̂T − β̂S)

= λ(ST + λI)−1
[
(βT + S−1

T X⊤
T εT )− β̂S

]
= λ(ST + λI)−1

[
S−1
T X⊤

T εT + δ
]
.

онда сменом z := U⊤X⊤
T εT/σT добиjамо

Cov(z) = Cov
(

U⊤X⊤
T εT

σT

)
= 1

σ2
T
U⊤X⊤

T Cov(εT )XTU

= 1
σ2
T
U⊤X⊤

T (σ
2
T INT

)XTU

= U⊤X⊤
T XTU

= U⊤STU

= U⊤(UΛU⊤)U = Λ,

тj. zj =
√

djZj уз Zj∼N (0, 1), где су све Zj међусобно независне. Проjектовано
у сопствену базу,

[U⊤(β̂T − β̂λ)]j =
λ

dj+λ

[
σTZj√

dj
+ δ̃j

]
,

а како jе ∥XTv∥2 = v⊤STv =
∑

j dj(U
⊤v)2j , следи

RSSλ − RSST

σ2
T

=
∑
j

(
λ

dj+λ

)2(
Zj +

√
dj δ̃j

σT

)2

.

Из E[(Zj +mj)
2] = 1 +m2

j уз mj =
√

dj δ̃j/σT добиjа се

E
[
RSSλ−RSST

σ2
T

]
= aλ + bλ(δ̃), aλ :=

∑
j

(
λ

dj+λ

)2
, bλ(δ̃) :=

∑
j

(
λ

dj+λ

)2 dj δ̃
2
j

σ2
T
.

Означаваjући αj := (λ/(dj+λ))2δ̃2j /σ
2
T ≥ 0, еквиваленциjа (3.20) постаjе

∑
j αj ≥

cλ, док jе bλ =
∑

j djαj ≥ dmin

∑
j αj ≥ dmincλ.

Сада дефинишемо и тест статистику, за коjу смо до сада припремали терен,
и то са

T :=
RSSλ − RSST

σ̂2
T · sλ

, σ̂2
T = RSST

NT−D
, sλ = inf

H0

E
[
RSSλ−RSST

σ2
T

]
. (3.21)
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Расподела ове статистике зависи од положаjа bλ у целом простору. Предла-
жемо калибрациjу теста у тачки где jе наjмања вредност очекивања E

[
RSSλ−RSST

σ2
T

]
(са идеjом да jе тада одбацивање наjлакше, и да желимо да контрола нивоа α

важи свуда). Како ћемо нулту хипотезу одбацивати у случаjу да T < c, за
погодно изабрано c, под нашом претпоставком ћемо за bλ узети наjмању могу-
ћу вредност, односно да jе sλ = aλ + dmincλ, и тада ће важити E(T ) ≥ 1, док
ваљаност овог приступа проверавамо симулациjама.

Остаjе jош да одредимо расподелу, jер све величине коjе учествуjу у тест
статистици већ знамо. Такође, овде нам jе важна претпоставка да су грешке
нормалне, jер jедино тада важе све наредне изведене расподеле случаjних ве-
личина. Имамо да jе

T =
RSSλ − RSST

σ̂2
T · sλ

=

RSSλ−RSST
σ2
T sλ

σ̂2
T

σ2
T

=
U

V
,

где важи V =
RSST
NT−D

σ2
T

=

RSST
σ2
T

NT−D
∼ χ2(NT−D)

NT−D
, уз конвенциjу да W ∼ F

r
значи исто

што и rW ∼ F , као и да jе χ2(k) хи-квадратна расподела са k степени слободе.
Приметимо и да су U и V независне, jер

X⊤
T YT = X⊤

T XTβT +X⊤
T PεT , X⊤

T (I − P ) = 0,

па важи
U = f(PεT , β̂S).

С друге стране,

RSST = ε⊤T (I − P )εT , V = g((I − P )εT ).

Како jе
Cov(PεT , (I − P )εT ) = σ2

TP (I − P ) = 0,

нормалност грешака и независност изворног и циљног узорка даjу независност
U и V .

Даље, U jе тежинска средина померених χ2 расподела, коjа нема расподелу
коjа се приjатно може записати у затвореноj форми. Међутим, послужићемо се
апроксимациjом Сатерваjта7, тако што ћемо расподелу свакако апроксимирати
χ2 расподелом са одговараjућим броjем степени слободе, тако што ћемо изjед-
начити прва два момента [9]. Ова апроксимациjа демонстрирано добро ради у

7Franklin Eves Satterthwaite (1914–1989)
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случаjу када имамо тежинску средину стандардних χ2 расподела, међутим, за
веће σT (што очекуjемо), померање ових расподела ниjе толико значаjно, па
апроксимациjа свакако има смисла.

У додатку А изводимо ову апроксимациjу, па добиjамо:

k :=
s2λ∑

j

(
λ

dj+λ

)4

+2

(
λ

djmin+λ

)4

m⋆2

, m⋆ :=

√
djmin

δ̃⋆jmin

σT

,

односно U ∼ χ2(k)
k

. Коначно, следи:

T =
U

V

approx∼
χ2(k)

k
χ2(NT−D)

NT−D

approx∼ F (k,NT −D)

на наjнеповољниjоj тачки H0, где jе са F означена Фишерова8 расподела, док са
Z(k)

approx∼ G означавамо да случаjна величина Z(k) има приближно функциjу
расподеле G, односно да Z(k)

d→ Z ∼ G за k →∞.
Дакле, нулту хипотезу одбацуjемо са нивоом α у случаjу да важи

T < Fα(k,NT −D),

где jе Fα доњи α-квантил Фишерове расподеле. Као што смо и рекли, све вели-
чине dj, aλ, cλ, dmin, sλ, k, RSST , RSSλ, σ̂2

T су функциjе XT , YT , β̂S и λ; нигде
не претпостављамо познавање δ или σ2

T .

8Ronald Aylmer Fisher (1890–1962)
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Примена

У овоj глави примењуjемо развиjену методологиjу, наjпре на симулираним
подацима, код коjих су прави коефициjенти познати па се теориjа може прове-
рити егзактно, а затим и на реалне податке о хемиjском саставу и квалитету
вина из UCI Wine Quality скупа [2].

4.1 Имплементациjа

Све оцене изведене у глави 3 директно су израчунљиве. Оцена (3.4) захтева
решавање jедног линеарног система, тест из одељка 3.7 спектралну декомпози-
циjу Грамове матрице ST , а фино подешавање непосредну примену итерациjе
из тврђења 3.2. Псеудокод сва три алгоритма дат jе у прилогу Б, а комплетна
имплементациjа у програмском jезику Python доступна jе у ауторовом репози-
ториjуму1.

4.2 Симулациjа

Дизаjн вештачких података

Узимамо D = 8 предиктора, NS = 5000 изворних и свега NT = 40 циљних
опсервациjа. Врсте матрица XS и XT извлачимо независно, са xij ∼ N (0, s2j) и
опадаjућим скалама (s1, . . . , s8) = (3, 2.2, 1.6, 1.2, 0.8, 0.5, 0.3, 0.15), па послед-
њи предиктори у малом циљном узорку носе врло мало информациjе. Пошто су
предиктори генерисани независно, елементи матрице изван главне диjагонале

1https://github.com/urosm561/transfer-learning-linear-regression/
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ST су занемарљиво мали, па jе она приближно диjагонална и њени сопствени
вектори су приближно координатне осе, са сопственим вредностима dj ≈ NT s

2
j .

Захваљуjући томе, у овом одељку о j-тоj координати коефициjената можемо да
говоримо као о j-том сопственом правцу (на реалним подацима, где су предик-
тори корелисани, то више не важи). У коришћеноj реализациjи сопствене вред-
ности ST -а износе (d1, . . . , d8) ≈ (358.1, 152.4, 125.7, 76.8, 24.1, 9.1, 2.2, 0.6),
са односом наjвеће и наjмање око 600.

Прави коефициjенти су βS = (1.5, −1, 0.8, 1.2, −0.6, 0.5, 1, −0.8) и βT =

βS+δ, где jе разлика међу доменима ретка: δ2 = 0.8 (у добро опаженом правцу)
и δ6 = 0.5 (у умерено опаженом), а остале координате су jеднаке. Шум jе Гаусов
са σS = σT = 1. Како jе ∥δ∥22 = 0.89 мање од MSE(β̂T ) = σ2

T tr(S−1
T ) ≈ 2.443,

извор jе ближи циљноj истини него што мали циљни узорак сам може да до-
сегне, што jе баш режим у коме пренос треба да се исплати. Генерисани подаци
сачувани су као табеле (synthetic_source.csv, synthetic_target_train.csv,
synthetic_target_test.csv, уз праве параметре у synthetic_meta.json), а на
овоj реализациjи jе ∥β̂S − βS∥22 ≈ 0.023 (што оправдава третирање извора као
детерминистичког) и ∥β̂T − βT∥22 ≈ 1.36.

Конвексна комбинациjа

Са A = MSE(β̂T ) ≈ 2.443 и C = ∥δ∥22 = 0.890, формула (2.9) даjе ω⋆ ≈ 0.267 и
R(ω⋆) ≈ 0.652. Слика 4.1 пореди теориjску криву (2.8) са Монте Карло оценом
уз помоћ 3000 понављања. Криве се поклапаjу, а већ и оваj наjгрубљи облик
преноса постиже отприлике четвртину грешке чисте циљне оцене.

Избор параметра λ и одговараjућа оцена

Слика 4.2 приказуjе средњу квадратну грешку оцене β̂λ у зависности од λ.
Видимо да се теориjска декомпозициjа (3.13) и Монте Карло оцена поклапаjу.
Крива опада у λ = 0, у складу са (3.14), минимум jе у λ⋆ ≈ 10.6 са грешком
≈ 0.169, смањење од 93% у односу на MSE(β̂T ) и знатно боље и од оптималне
скаларне комбинациjе (0.652). За λ→∞ грешка тежи ка ∥δ∥22, то jест наслеђу-
jемо пристрасност извора.

Иста слика приказуjе и криву за удаљен извор, са разликом 4δ. Ту за λ ≳ 24

грешка премашуjе MSE(β̂T ), што jе негативан пренос из одељка 3.4. Избор λ

стога ниjе безазлен, што мотивише унакрсну валидациjу и статистички тест.
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Слика 4.1: Ризик конвексне комбинациjе β̂(ω): теориjа (2.8) и Монте Карло
оцена (3000 понављања). Тачкаста линиjа jе ризик чисте циљне оцене.

Путање коефициjената

Слика 4.3 прати изабране координате оцене β̂λ док λ расте од 0 (чиста циљна
оцена) ка ∞ (чист изворни), у складу са анализом из одељка 3.3. Коефициjент
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Слика 4.2: MSE(β̂λ) у зависности од λ: теориjа (3.13), Монте Карло оцена и
крива за четири пута удаљениjи извор. Тачкаста линиjа jе MSE(β̂T ).
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β2, различит међу доменима и у правцу велике сопствене вредности (d ≈ 152),
остаjе на циљноj вредности на целом практично релевантном опсегу λ: пода-
ци су ту довољно богати да одбране промену. Коефициjент β8 jеднак jе у оба
домена али налази се у наjслабиjем правцу (d ≈ 0.6), циљна оцена оцењуjе бе-
смислено (+0.05 уместо −0.8), а већ умерено λ повлачи га на изворну вредност,
то jест, пренос поправља баш правац у коме циљни узорак не зна ништа. Кое-
фициjент β6 коjи се налази у правцу коjи jе умерено заступљен, и различит jе
међу доменима, интерполира између ова два режима. Дакле, разлика β̂λ − β̂S

концентрише се на координатама коjе су се заиста промениле, под условом да
jе циљни узорак у њима информативан.
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Слика 4.3: Путање λ 7→ [β̂λ]j за три карактеристичне координате. Тачкасте
линиjе су праве циљне вредности, испрекидане изворне.

Тест корисности преноса

Тест из одељка 3.7 наjпре примењуjемо на генерисани узорак, са изворном
оценом β̂S у улози правих коефициjената:

λ T k F0.05(k,NT −D) p

0.1 0.028 7.31 0.306 < 10−4

0.2 0.049 4.42 0.196 0.003

0.5 0.094 2.75 0.100 0.046

10.6 0.618 2.91 0.111 0.396
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За мале вредности λ тест одбацуjе H0 и потврђуjе корисност преноса, у λ⋆

не одбацуjе, иако пренос ту наjвише помаже, jер константа sλ из калибрациjе
у наjнеповољниjоj тачки расте са λ. У пракси то сугерише два корака: тест
са малим λ служи као потврда да jе пренос уопште користан, а λ коjе ћемо
користити се бира унакрсном валидациjом.

Ниво и моћ испитуjемо удаљавањем извора дуж наjслабиjег сопственог прав-
ца umin, са βS = βT − s umin, s ∈ [0, 4]. Граница H0 се тада рачуна егзактно из
(3.13). Слика 4.4 приказуjе учесталост одбацивања (2000 понављања по тачки)
за λ = 0.2 и λ = 2: на граници H0 и иза ње учесталост остаjе на нивоу α = 0.05

или испод (тест jе ваљан, унутар H0 конзервативан), а унутар H1 моћ расте до
0.77 за λ = 0.2, док за веће λ конзервативност сабиjа целу криву.
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Слика 4.4: Учесталост одбацивања H0 у зависности од удаљености извора дуж
наjслабиjег правца (2000 понављања по тачки). Испрекидане вертикале су гра-
нице H0; лево од њих пренос заиста помаже.

Фино подешавање и дестилациjа

Сва три члана фамилиjе (3.16) покрећемо из β̂S, са кораком α = 1/dmax, а
слика 4.5 приказуjе грешку коефициjената дуж итерациjа. Код чистог финог
подешавања (λ = 0) пренос се остваруjе искључиво кроз рано заустављање.
Грешка наjпре стрмо опада, достиже минимум 0.32 у k = 4, а затим расте ка
грешци чисте циљне оцене (1.36), при чему jе оптимални тренутак заустављања
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оштар и зависи од података. Регуларизоване вариjанте немаjу ту ману, jер за
P = I и λ = λ⋆ итерациjе конвергираjу управо ка β̂λ (грешка 0.480, у складу
са последицом 3.1), а за P = ST са λKD = 0.6 ка конвексноj комбинациjи (1 −
λKD)β̂T + λKDβ̂S (грешка 0.768, последица 3.2 и одељак 3.6). Целу траjекториjу
сваке методе описуjе формула (3.17).

0 101 102 103

итерација k

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

‖
̂ β k
−
β T
‖2 2

рано заустављање k= 4

чисто фино подешавање (λ= 0)
P= I, λ= 10.6
P= ST (дестилација, λKD = 0.6)

Слика 4.5: Грешка коефициjената дуж итерациjа градиjентног спуста за три
члана фамилиjе (3.16), све из инициjализациjе β̂S. Тачкаста линиjа jе грешка
чисте циљне оцене.

4.3 Реални подаци: хемиjски састав и квалитет

вина

Поставка

UCI Wine Quality скуп [2] садржи физичко-хемиjска мерења португалских
вина vinho verde и сензорну оцену квалитета (цео броj од 3 до 8): 4898 белих
и 1599 црвених вина, са jеданаест предиктора (фиксна киселост, испарљива
киселост, лимунска киселина, резидуални шећер, хлориди, слободни и укупни
сумпор-диоксид, густина, pH, сулфати, алкохол). Бела вина играjу улогу ве-
ликог изворног домена, а из скупа црвених насумично извлачимо NT = 50 за
тренирање, а преосталих ≈ 1549 служи искључиво као тест скуп. Предикторе
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стандардизуjемо (рачунаjући очекивање и стандардну девиjациjу узорка на цр-
веним винима, и трансформишемо оба скупа на исти начин - z = (x − µ)/σ) и
додаjемо слободни члан (D = 12). Пошто jе оцена квалитета цео броj, претпо-
ставка Гаусовог шума важи само приближно.

Предвиђање

За сваку од 200 насумичних подела рачунамо β̂T , β̂S и путању λ 7→ β̂λ, и
оцењуjемо их средњом квадратном грешком на тест скупу. Слика 4.6 приказуjе
просечну криву са интервалима поверења, а табела просеке преко свих подела:

оцена
средња квадратна

грешка

β̂T (само 50 црвених) 0.619

β̂S (само бела) 1.025

β̂λ, λ унакрсном валидациjом 0.491

β̂λ, оптимално λ⋆ ≈ 108 0.466

МНК на свих 1599 црвених (репер) 0.424

Оптимална вредност λ⋆ jе минимум тест грешке, у пракси недоступна и
наведена само ради поређења, док jе λ у претходном реду бирано петоструком
унакрсном валидациjом искључиво на тренинг тачкама. Реперна вредност у
добиjена jе десетоструком унакрсном валидациjом на свих 1599 црвених вина,
тако да ниjедна опсервациjа ниjе коришћена истовремено за тренирање и оцену.
Сам изворни модел jе убедљиво наjгори, али његово комбиновање са 50 циљних
опсервациjа смањуjе грешку чистог циљног модела за око 21% (уз поштен избор
λ валидациjом на самих 50 тренинг тачака), што jе близу реперу коjи користи
свих 1599 вина. За λ ≳ 103 наступа негативан пренос и оцена одлази ка β̂S.

Тест на реалним подацима

На реалним подацима права разлика међу доменима ниjе позната, па не
говоримо о моћи, већ о емпириjскоj учесталости одбацивања. За фиксирано
λ = 0.5 тест одбацуjе H0 (потврђуjе користан пренос) у 34% подела при NT =

50, у 62% при NT = 100 и у 86% при NT = 200, и на фиксираноj подели
коришћеноj у наставку одбацуjе са p = 0.039. За велике, предикционо оптималне
вредности λ практично не одбацуjе (≤ 3% подела при λ = 20), у складу са
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Слика 4.6: Средња квадратна грешка на издвоjеним црвеним винима у зави-
сности од λ: просек и интерквартилни распон преко 200 насумичних подела
(NT = 50).

конзервативном калибрациjом. Иако jе оцена квалитета целоброjна (Гаусова
претпоставка важи приближно) и однос наjвеће и наjмање сопствене вредности
ST -а реда 103, препорука из симулациjе преноси се директно, тест са малим λ

као потврда, а право λ се добиjа унакрсном валидациjом.

Интерпретациjа коефициjената

Табела 4.1 и слика 4.7 пореде, за jедну фиксирану поделу, оцене β̂S, β̂T и β̂λ

(за λ = 20, у равном делу криве предвиђања), уз оцену на свих 1599 црвених
као спољашњу референцу.

Неколико образаца илуструjе механизам из одељка 3.3:

• Коефициjент уз укупни сумпор-диоксид у изворном моделу jе близу нуле
(−0.012), а на свим црвенима jасно негативан (−0.139). Оцена ту промену
хвата већ из 50 опсервациjа (−0.117), jер jе правац довољно заступљен у
циљном узорку. Коефициjент уз сулфате у циљном узорку jе већи него
у изворном (0.231 наспрам 0.072) и β̂λ ту прати циљ (0.239), нешто изнад
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Табела 4.1: Коефициjенти уз стандардизоване предикторе за jедну фиксирану
поделу (NT = 50, λ = 20). Последња колона служи само као референца.

β̂S (бела) β̂T (50 црв.) β̂λ оцена за сва црвена

слободни члан 5.878 6.128 5.948 5.755
фиксна киселост 0.055 −0.109 0.059 0.021
испарљива киселост −0.188 −0.265 −0.172 −0.109
лимунска киселина 0.003 −0.150 −0.094 −0.022
резидуални шећер 0.413 0.309 0.388 0.083
хлориди −0.005 −0.122 −0.093 −0.041
слободни SO2 0.063 −0.143 0.000 0.074
укупни SO2 −0.012 −0.037 −0.117 −0.139
густина −0.449 0.217 −0.345 −0.053
pH 0.104 −0.097 0.082 −0.062
сулфати 0.072 0.231 0.239 0.105
алкохол 0.238 0.350 0.189 0.340

−0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4
стандардизовани коефицијент

фиксна киселост

испарљива киселост

лимунска киселина

резидуални шећер

хлориди

слободни SO2

укупни SO2

густина

pH

сулфати

алкохол

̂βS (бела) ̂βλ МНК, свих 1599 црвених

Слика 4.7: Поређење коефициjената на реалним подацима: изворни модел, оце-
на β̂λ и референтна оцена на свим црвеним винима.

вредности на свим црвенима (0.105), што jе цена ослањања на мали узорак
у добро заступљеном правцу.

• Коефициjенти уз лимунску киселину и pH на црвеним винима се разли-
куjу од оних на белим, али су мали, па се β̂λ помера само делимично. Са
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50 опсервациjа нема основа да се одбрани пуна промена знака.

• Резидуални шећер и густина заиста се разликуjу међу доменима, али су
међусобно jако корелисани и међу црвеним винима слабо варираjу (мале
сопствене вредности у ST ), па β̂λ остаjе близу изворних вредности, jер,
оно што циљни узорак не види, пренос не може да поправи.

• [β̂λ]j не мора лежати између [β̂S]j и [β̂T ]j (нпр. укупни сумпор-диоксид):
комбинациjа (3.2) jе матрична, па се код корелисаних предиктора мешање
дешава у сопственоj бази, а не координата по координата.

Фино подешавање на реалним подацима

Слика 4.8 приказуjе чисто фино подешавање из β̂S на фиксираноj поде-
ли. Тренутак заустављања биран jе петоструком унакрсном валидациjом на 50

тренинг вина. Добиjено k = 32 даjе тест грешку 0.510, бољу од β̂T (0.574) и
упоредиву са β̂λ (0.505). Минимум тест криве jе већ у k = 2 са грешком 0.468,
али jе она оптимална вредност, у пракси недоступна, и управо та оштрина оп-
тимума показуjе зашто jе регуларизована оцена β̂λ, коjа исту околину достиже
асимптотски, лакша за контролу од раног заустављања.
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Слика 4.8: Чисто фино подешавање на подацима о винима: средња квадратна
грешка на тест скупу дуж итерациjа, из инициjализациjе β̂S. Означен jе трену-
так заустављања изабран унакрсном валидациjом.
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Укратко, и на вештачким и на реалним подацима оцена добиjена преносом
понашала се онако како теориjа прописуjе. Смањила jе грешку предвиђања ма-
лог модела за око петину на реалним подацима (и за ред величине у повољном
симулационом режиму), разлика β̂λ− β̂S указала jе на смислене разлике између
црвеног и белог вина, а начини отказивања (негативан пренос за превелико λ,
слепило у правцима коjе циљни узорак не покрива) управо су они коjе теориjа
предвиђа и од коjих штите тест и унакрсна валидациjа.
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Закључак

У овом раду разматрали смо пренос наученог знања у линеарноj регресиjи
кроз оцену добиjену генерализациjом гребене регресиjе [4, 1]. Показали смо да
ова оцена има два природна тумачења: као решење регуларизационог оптими-
зационог проблема (3.3), и као очекивање апостериорне расподеле при баjесов-
ском тумачењу [6], где регуларизациони параметар λ добиjа природно значење
као однос дисперзиjе шума и априорне дисперзиjе.

Централни аналитички алат био нам jе свођење свих величина на сопствену
базу Грамове матрице. У тоj бази, оцена се читаво време понаша координата
по координата: у правцима у коjима имамо довољно циљних података (dj веће
од λ) практично одбацуjе извор и користи циљна оцена, а у правцима у коjима
немамо довољно циљних података (dj мање од λ) практично одбацуjе циљ и
користи извор. Разлика β̂λ − β̂S директно указуjе на правце у коjима jе циљни
домен различит од изворног, што смо на реалном скупу података о хемиjском
саставу и квалитету вина илустровали кроз ефекте сумпор-диоксида, киселина
и pH вредности.

Извели смо и експлицитну декомпозициjу средње квадратне грешке (3.13),
из коjе следе тврдње: (i) за било коjе довољно мало λ > 0, пренос строго смању-
jе грешку у односу на циљну оцену (израз (3.14)); (ii) за велико λ, ако jе извор
далеко од циља, наслеђуjемо његову пристрасност и грешка може постати ве-
ћа него код циљне оцене, односно добиjамо негативан пренос. Ове две тврдње
у пракси значе да λ морамо пажљиво да подесимо (валидациjски или преко
тест статистике), а не фиксирамо унапред, за шта смо извели тест статистику
засновану на Фишеровоj расподели.

Поред затвореног облика, размотрили смо и фино подешавање помоћу гра-
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Глава 5. ЗАКЉУЧАК

диjентног спуста (одељак 3.5) [7]. Ова фамилиjа оцена у себи обjедињуjе три
практична приступа: фино подешавање са изворном инициjализациjом (λ = 0),
гребену регресиjу и дестилациjу знања. Заjедничка тачка jесте итерациjа (3.17):
у првим итерациjама оцена jе близу извора, а са растом k конвергира ка асимп-
тоти коjа зависи од избора референце и jачине регуларизациjе. За чисто фи-
но подешавање, асимптота jе циљна оцена, што значи да се пренос остваруjе
искључиво кроз рано заустављање; за два регуларизована случаjа, асимптота
сачува удео извора без обзира на броj итерациjа.

5.1 Ограничења

Оцена (3.4) претпоставља да су изворни и циљни модели у истом простору
коефициjената, тj. да имаjу исте предикторе. Ово jе jедноставна и наjчешћа
претпоставка, али и она коjа се не мора увек испунити у пракси, на пример,
циљни домен може имати додатне предикторе коjе извор ниjе користио. У том
случаjу би било могуће, али нетривиjално, проширити оцену тако да користи
проjекциjу изворног модела на заjеднички простор предиктора.

Такође, теориjа jе развиjена под претпоставком Гаусовског шума. Тест ста-
тистика из одељка 3.7 се ослања на ову претпоставку, а за не-Гаусовски шум,
тест jе асимптотски исправан, али за мање узорке морамо да будемо опрезниjи.

5.2 Правци даљих истраживања

Природних наставака рада има више. Наjпре, уопштење на случаj у ком
располажемо са више извора, свакога уз своjу сличност са циљем, води ка те-
жинскоj суми

∑
k λk∥β − β̂

(k)
S ∥22, али оставља и питање како одабрати вектор

λ уместо скалара. Наравно, свуда где смо користили неку функциjу губитка
коjу смо оптимизовали можемо поставити и питање како jе генерализовати.
Коначно, могуће jе и дискутовати о преласку на компликованиjе моделе, где
би прелазак на генерализоване линеарне моделе био изводљив уз мање измена
[10], али би прелаз на егзотичниjе моделе захтевао много више пажње.

Овим правцима, као и практичним применама у ситуациjама у коjима ин-
терпретабилност матичног модела има реалну вредност (медицина, енергетика,
финансиjе), рад отвара више питања него што их затвара, што jе, надам се, наj-
боља ствар коjу jедан мастер рад може да оствари.
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Додатак А

Сатерваjтова апроксимациjа

Нека jе

Y =
∑
j

wj(Zj +mj)
2, Zj

нзв.∼ N (0, 1), wj > 0, mj ∈ R.

Циљ нам jе изразити Y као c · χ2(ν) избором c, ν тако да се прва два момента
поклапаjу.

За X = (Z +m)2, Z ∼ N (0, 1):

E[X] = E[Z2] + 2mE[Z] +m2 = 1 +m2.

Развоjем X2 = (Z + m)4 = Z4 + 4mZ3 + 6m2Z2 + 4m3Z + m4 и коришћењем
E[Z] = E[Z3] = 0, E[Z2] = 1, E[Z4] = 3 следи

E[X2] = 3 + 6m2 +m4,

D(X) = E[X2]− (E[X])2 = 3 + 6m2 +m4 − (1 +m2)2 = 2 + 4m2 = 2(1 + 2m2).

Из независности Zj:
E[Y ] =

∑
j

wj(1 +m2
j),

D(Y ) =
∑
j

w2
j · 2(1 + 2m2

j) = 2
∑
j

w2
j (1 + 2m2

j).

За W ∼ c · χ2(ν) важи E[W ] = cν, D(W ) = 2c2ν. Дакле, потребно нам jе

cν = E[Y ], 2c2ν = D(Y ),

односно, дељењем jедначина

c = D(Y )
2E[Y ]

, ν = 2(E[Y ])2

D(Y )
.
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Додатак А. САТЕРВАJТОВА АПРОКСИМАЦИJА

У нашем тесту, wj = (λ/(dj + λ))2, mj =
√

dj δ̃j/σT . Како посматрамо само
наjмање могуће bλ, Из везе

∑
j wj δ̃

2
j = σ2

T cλ следи

wjmin
δ̃⋆2jmin

= σ2
T cλ =⇒ δ̃⋆2jmin

=
σ2
T cλ(dmin+λ)2

λ2 ,

а померање у правцу jmin добиjамо са

m⋆2 := m⋆2
jmin

=
dminδ̃

⋆2
jmin

σ2
T

= dmincλ(dmin+λ)2

λ2 , m⋆
j = 0 за j ̸= jmin.

E[Y ]
∣∣
⋆
= aλ + wjmin

m⋆2,

где jе aλ =
∑

j wj. Даље директно добиjамо

wjmin
m⋆2 = λ2

(dmin+λ)2
· dmincλ(dmin+λ)2

λ2 = dmincλ,

па jе E[Y ]
∣∣
⋆
= aλ + dmincλ = sλ, што смо и очекивали.

Коначно, следи:
D(Y )

∣∣
⋆
= 2

∑
j

w2
j + 4w2

jmin
m⋆2.

k =
s2λ∑

j w
2
j+2w2

jmin
m⋆2 , wj =

(
λ

dj+λ

)2
, m⋆2 = dmincλ(dmin+λ)2

λ2 .

Напоменимо да jе ова апроксимациjа боља што jе више сабирака у ориги-
налноj суми, али да такође ниjе добра за мали броj, и тада jе ниjе паметно
користити.
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Додатак Б

Псеудокод алгоритама

У овом прилогу даjемо псеудокод три поступка коришћена у глави 4: оце-
њивача преноса у затвореном облику, статистичког теста корисности преноса и
финог подешавања градиjентним спустом.

Алгоритам 1 Оцењивач преноса β̂λ

Улаз: XT ∈ RNT×D, YT ∈ RNT , β̂S ∈ RD, λ ≥ 0
Излаз: β̂λ

1: ST ← X⊤
T XT

2: реши систем (ST + λI) β = X⊤
T YT + λβ̂S по β ▷ jедначина (3.4)

3: return β

Алгоритам 2 Фино подешавање градиjентним спустом
Улаз: XT , YT , инициjализациjа β̂S, параметри λ ≥ 0, P ⪰ 0, β0 ∈ RD, корак α,

броj итерациjа K
Излаз: путања β(0), . . . , β(K)

1: M ← ST + λP ; g ← X⊤
T YT + λPβ0

2: β(0) ← β̂S

3: for k ← 1, . . . , K do
4: β(k) ← β(k−1) − α

(
Mβ(k−1) − g

)
▷ тврђење 3.2

5: end for
6: return β(0), . . . , β(K)

43



Додатак Б. ПСЕУДОКОД АЛГОРИТАМА

Алгоритам 3 Тест корисности преноса
Улаз: XT , YT , β̂S, λ > 0, ниво значаjности α
Излаз: одлука: одбацити H0 (пренос jе користан) или не
1: ST ← X⊤

T XT ; израчунаj сопствене вредности d1, . . . , dD матрице ST

2: β̂T ← S−1
T X⊤

T YT ; β̂λ ← алгоритам 1(XT ,YT , β̂S, λ)

3: RSST ← ∥YT −XT β̂T∥22; RSSλ ← ∥YT −XT β̂λ∥22
4: σ̂2

T ← RSST/(NT −D)
5: for j ← 1, . . . , D do

6: wj ←
(

λ

dj + λ

)2

7: end for

8: aλ ←
D∑
j=1

wj; cλ ←
D∑
j=1

λ(2dj + λ)

dj(dj + λ)2

9: jmin ← argminj dj; dmin ← djmin

10: sλ ← aλ + dmincλ ▷ инфимум очекивања под H0

11: m⋆2 ← dmincλ(dmin + λ)2

λ2
▷ наjнеповољниjа тачка, поглавље А

12: k ← s2λ∑
j w

2
j + 2w2

jmin
m⋆2

13: T ← RSSλ − RSST

σ̂2
T sλ

14: if T < Fα(k,NT −D) then
15: return одбаци H0

16: else
17: return не одбацуj H0

18: end if
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