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IIpearosop

MHOrocTpyKOoCTH € JI€jCTBOM TOPYyCa C€ jaB/bajy Kao IMEHTPAJHU ODJEKTH Y IIPECEKY KOM-
OMHATOpPHKE, eKBUBAPHUjaHTHE TOIOJIOTHje, aaredapcke U CUMILJIEKTHYKe reoMerpuje. l'oaune
1998. T'opecku, KorBurm u Makdepcon cy ycrnocTaBUId TEOPUjCKU OKBUDP KOJU 00jeIUIbY]je
JIBE JI0 TaJia HE3aBUCHO pa3BHUjeHe cTpyje u3ydasama (G-mnpocropa. Jenna ce dasmia odpa-
JIOM KOMOMHATOPHUX CBOjCTaBa OpOUTA JIATOT JEjCTBA, JOK CE€ JIpyra OaBUJIa HU3ydaBambeM
TOIOJIOIMKUX CBOjTaBa (G-IIpOCTOpa KOpucTehn HEIOKpeTHE TadKe W JUHAMUKY CAMOT JIejCTBa
rpyne GG. OBa Teopuja /aHac HOCH MME 10 MHHUIMjAJIMMA ITPETXOIHO OMEHYTHX HCTPAXKU-
ada (I'KM) u myu HaM ejieranTHe KOMOMHATOPHE OINCE €KBHBAPUjAHTHOI KOXOMOJIOIIKOT
MIPCTEHA Y CJIyYajy MHOTOCTPYKOCTH C JIejJCTBOM TOpycal

[Inm oBor pajia je jga ce mpejcTaBe OCHOBHE mJjieje, TexHHKe U ryiaBHU pesyararu ['KM
Teopuje, ajld W Ja IOJCTAaKHEe YNUTAOla Ha Jlajbe MCTPAKUBAalbe M YIO3HABAIE C MJIAJIOM U

aKTyeJIHOM 0O0JIaIhy WopycHe WoUoAotUJE.
% %k %k

Y npBom norsyiaB/by hemMo HaBeCTH HeKe OJ OCHOBHHX ITOjMOBa KOjU Cy HaM HEOIIXOIHU /3
ducmo feduHUCAIN €KBUBAPUjaHTHY KoXomoJiornjy G-mpocropa: feduHuiimje aejcTBa rpyia
U pacJjiojerma, ¢ II0CeOHNM OCBPTOM Ha Teopujy riaBHux (G-pacjojema Koja je mpomupaheHa u ca
jocta npumepa. Ilope Tora hemo na n3BeieMo 1 HeKa O HajBaXKHHUjUX CBOjcaTBa (pyHKTOpA
ekBUBapjuanTHe Koxomousoruje H (—) xoja he mam dutu o KopucT KacHuje y paJy.

Y apyrom moryiaB/by heMo yBecTU IIOjMOBE M KOHCTPYKIHUje Koje cy cymruHcke y ['KM
Teopuju, ¢ mocedunm Gokycom Ha mojam MoMeHT rpada G(T ~ M) Koju je IpUI0/Ie/beH IPO-
cropy M c nejctBom Topyca T’ ~ M, na nmpumepe uctor u Ha riaBay Teopemy I'KM teopuje,
KOja HaM Jlaje eJleraHTaH ONNC eKBUBapujaHTHe Koxomosoruje Hi. (M) mpeko KOXOMOJIOIIKOT
upcrera H*(G(T ~ M)) momenT rpada.

VY mocsenmem moryiaBby yBoaumo kKoMmiutekcHe ['pacmanujarne Gr(k,n), MHOrOCTpYKOCTH
sacraBa Fl(dy,ds,...,dr;C") 1 cBe mTO HAM je KOPUCHO 3a ONEPATUBHU PAJ] C OBUM IIPOCTO-
puma. 3atuM hemo, Kopuctehu Teopujy KOjy CMO H3JIOXKWJIA y TPETXOJIHE JIBE IJIaBe PaJia,
JIaTU ONUC €eKBUBapUjaHTHE KOXOMOJIOTHje y CJIydajy Hap jeJTHOCTABHUX IIPUMeEpPa IIPETXOJIHO

HOMEHYTHX IIPOCTOPA.

* % %



CAJIP2KAJ 2

BaxBasbyjeM ce cBOM MeHTOpY, mpodecopy ap. Baagumupy I'pyjuhy, Ha cBOoM yaoxkeHOM
TPY/l, Ha CBUM JIPArolleHUM CAaBeTUMa U CyrecTHjaMa KoOje MU je YIIyTUO M Ha TOMEBI IITO
MH je OTBOPUO BpaTa Ka jeJHOj IpeJIerioj W aKTyesaHoj odJiacTu Tomnojoruje. Takohe dux ce
3aXBAJIIO OCTAJINM YJIAHOBUMA KOMUCHje HA MCTO TAKO JPATOIEHUM CaBETUMa M CyreCTHhjaMma
HAKOH YUTaIba PaJIa.

Ha camom kpajy, q1yboko ce 3axBajbyjeM CBUM CBOjUM IIPHUjaTe/bUMa U IMOPOIUII KOJU CY

Me OJ] CAMOT CTapTa OOIPWIN U IPY2KAJIH MU 0€3yCJIOBHY W TOILLY MOApIIKY. Xeaaa eam!



I'maBa 1

ExBuBapunjanTHa KOXOMOJIOTIja

Taxko je Temko nmponahu nowuerak. Min dospe: Temko je
IIOYETH OJ IOYETKA, U HE MOKYIIaBaTU UNU Jabe y

ITPOILJIOCT.

Jlyneur Burrenmraju, O udgecHociiu.

1.1 JlejcTBa rpymna

Hedbununuja 1.1.1. Heka je X tonosomku mpocrop u G TomnoJonka rpyna. Kaxemo a
rpyna G netpexugro gejctusyje caeéa Ha mpoctop X (y ozmamu G ~ X)), omHOCHO Ja je
X jeman G-mpocTop, ako HaMm je gar xomomopdusam rpyma G —— Homeo(X) Takas ga je
IIPECTUKABAIHE

GxX—s X, (9,2) — ¢(g)(z)

HEIPEeKUIHO. ¥ C/Iydajy KaJla je jaCHO Koje JIejJCTBO je y NHUTalby, KOPUCTHNEMO U O3HAKY

©(g)(z) = g -z, omrocHo ¢(g) = g.

KomenTap. AHajiorHo MoKeMo JIepUHICATH U HEIIPEKUTHO JejcTBo rpyte G 3gecta (y o3Ha-
it X N G) kao seBo jgejecrBo GP ~ X, e je rpyma (G°P, -°P) CKyIIOBHO UCTO IIITO U TPyTIa

GG, a1 ¢ U3MemeHOM oreparujom rpyte g -°P h := hg.
Hedununuja 1.1.2. Heka je X jeman G-nipocrop u x € X.
e Opbdutta tauke x je O, ::{g-x ‘ geG} C X.
o Cwaburusatiop, NI IPpyua u3owWpotuje, Tadke T je MOArpyIa
Stab, := {gEG!g-x:x} <G.
Mozke sako Jla ce IokKazke Jia je pesnanuja ¢ ~ y < x € O, jenHna pesalyja eKBUBaJeHI]je,
na MOYKeMoO U Jia jieuHuneMo upoctop opdbuiia kao X /G = X/ ~. ¥ ciaydajy Kaja mocToju

3
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tauka r € X 3a Kojy Baxku X = O,, onjga Kaxkemo 1a G J1ejCTByje Wpan3uiiu6Ho Ha IIPOCTOP

X, omHocHO J1a je X jeman G-romoienu IpoCcTop.

Jedbununuja 1.1.3. Kaxemo ga je mejero G —— Homeo(X) caobogho ako Baxun ma, 3a
ceako g € G\ {e}, xomeomopduzam ¢(g) Hema dbuKCHEX Tadaka. ExBuBaseHTHO, IMaMO 18

je Stab, = 1 TpuBujasHa rpyna, 3a ceako r € X.

Jedbunnmmja 1.1.4. Kaxemo 1a je nejerso G —— Homeo(X) egextuuero, nmu sepro, ako

nMaMo J1a je ¢ WHjeKTUBHO IPEeCINKaBambe, OJTHOCHO /1a BayKW MMILITKAIIN]a
VreX)g-x =2 = g=idx.

KomenTap. Cse nasejiene fedununimje Mory ga ce GOpMyJIAITY U y TJIATKO] KATETOPUjH, TJ1e
ou poctop X OWO TyIaTKa MHOTOCTPYKOCT, rpymna GG ou dusa Jlujesa rpyma u rje ou mnpecsm-
kaBame G X X — X u3 nedunuruje nejcrsa OO T/IaTKO. 3alpaBo, HAj3HAUAJHUjU IPUMEPU

nejctBa he HaMm yrpaso dutn JejcrBa JInjeBux rpyna Ha IJIATKUM MHOTOCTPYKOCTHMA.

IIpumep 1.1.1. Mu 3Hamo na nocroju mpupojno Jjeso jejcrBo GL(n,R) ~ R™ 3amano
MATPUYHIM MHOXKemeM'. AKO y3MeMo y 003Up U CTaHJapAHH CKaJapHH Ipomu3sos Ha R”,
mu godujamo jgejcrBa rpyma O(n) ~ R", ommocno SO(n) ~ R™, rme mpBo sejcTBO UyBa
HOPMY BEKTOpa, a JIpyTo J0JaTHO UyBa u opujentanujy’. Ko osa aBa sejcTBa ce JaKo MOKe
nposepuTH Ja je opoura tauke x € R"\ {0} zampaso O, = S"7!(||z||) chepa numenzuje
n — 1 ¢ nenrpom y KoopauaaTHOM TodeTky 0 1 nosynpeanukom ||z||. Tlocebro, nobujamo na
je jemunmuna cdepa 5" opdura jepuanmanor Bektopa e, = (0,0,...,1). ¥V ciyuajy aejcrsa

SO(n) ~ R", crabunmzarop Stab,, = SO(n — 1), tae je nsomopdusam gar ca
AlO
SO(n—1)3 Ar— o1 € Stab,,,,

JoK je y craajy nmejerBa O(n) n~ R™, Stab,, = O(n — 1), rae je uomopdusam IaT HCTUM

ITPABHUJIOM HOIEJIE.

ITpumep 1.1.2. AHAJIOIHO MPETXOJIHOM MIPUMEPY, MoxKeMo nocMarparu jgejcro GL(n, C)
C", omHOCHO, aKO y3MeMo y 003up crangapany Epymurcky dopmy Ha C*,) nejersa U(n, C) ~ C
u SU(n,C) ~ C". U xox xejcrea rpyne U(n) (omrocuo rpymne SU(n)) umamo ga je O, =
Sl C R = C" , nok je Stab,, = U(n — 1) (ommocuo Stab,, = SU(n — 1)).

T'pymy GL(n,R) = det ™ (R \ {0}) MokeMO 1 BHIMMO KAO TOINOJOMIKY, jep je OTBOPEHA KAO MOACKYI Y
M, (R) = R"*. Mose n jeJTHOCTaBHO Jia Ce IIPOBEDH Jia Cy Ollepallfije MATPUYHOI' MOXKeHha U y3UMarbha NHBEP3a
uenpekugne. [rasume, GL(n,R) je jeana orBopeHa MOAMHOIOCTPYKOCT, a MPETXOIHO IIOMEHYTE Olepaluje Cy
u riarke, na je GL(n, R) jeana Jlujesa rpyua.

?Kako marpune A € O(n) samosmmasajy perammjy ATA = I, suanvmo 1a, Kaja pacimmieMo MPEeTXOIHY
penanujy, KoopJuHaTe OPTOrOHATHIX MATPHUIIA 33J0BU/bABA]Y CUCTEM TUOAUHOMUJGAHUX JeTHAYMNHA, 11a he rpyma
O(n) < GL(n,R) durn jesHA TOMOJIONIKA TPYIIA, KAO 3aTBOPEHA MOArPYIa TOMOJIONIKE TPYIe. AHAJIOTHO ce MOXKe
nokazaru Ja je u SO(n) jeaHa TOMOJIONIKA IPYTIA.
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Y oBUM IIpEMepHMa CMO BUJIEJH JIa HEKE IIPOCTOPE MOYKEMO €JIETAHTHO JIa OIHIIIEMO ITPEKO
JejcTBa IpyIe Koje fesyje Ha uctu. Hapemna TeopeMa HaM TOBOPHU IPENU3HUjE O TOMEHYTOM

OTIHUCY.

Teopema 1.1.1 (O opduru u craduiuzaropy [17]). Heka je G JlujeBa rpyna u MEHOrOCTPYKOCT
X jeman G-mpoctop. Tama je, 3a cBaky Taduky x € X, cradummsaTop Stab, jeana 3arBopen

JIujeBa nmoarpyna rpymne G u npecauKaBaibe
G/ Stab, — X, g-Stab, — g -

je mHjeKTUBHA MMep3uja dnja je cauka darn opdouta O,. [locedbuo y cayuajy kama G nejcrByje

TPAH3UTUBHO, UMaMo 11a je mpoctop X audeomopdan ca G/ Stab,.

IIpumep 1.1.3. Ako pecrpukyjemo mejcrBo rpyne G Ha cBojy opouty O, jaCcHO H0OMjaMO
na je nejcrBo G ~ O, tpansutusho. [locedbno, uz npumepa 1.1.1 godujamo ma O(n) (omrOCHO

SO(n)) TpansutusHo Aejcryje Ha 5" 1. To mo Teopemnu 1.1.1 3Haum 1a je
§" 1~ 0(n)/O(n—1)(~SO(n)/SO(n —1)).
Awnasnorno, uz npumepa 1.1.2 Bupumo ga je S ' ~ U(n)/U(n — 1) (= SU(n)/SU(n — 1) ).

KomenTap. OBa Teopema MoOXKe Jia HaM OyJie JOCTa KOPUCHA y CAyYajy Kaja mMaMmo Ja je
MHOrocTpykocT X jeman (G-xomorenu mpoctop, rae je GG Jlujesa rpymna. U3 ommmre Teopuje
JlujeBux rpyma je mosHato Ja, 3a cBaky 3arBopeny JlujeBy nonrpyny H < G, konmuunuk G/H
MMa KaHOHCKY TJIATKY CTPYKTYPY TaKBy Jia HPHpOHa Tpojekmuja G —— G /H nma mojemma
KOPHCHA CBOjCTBa Koja hemo momenyTu yop3o (Bumern Teopemy 2.11 y [17]). Camum TuMm,
10 MIPETXOJIHOj TEOPEMU, MOXKEMO TJIATKY CTPYKTYPy MHOTOCTPYKOCTA X 18 TOMCTOBETHMO
C JeIMHCTBEHOM IJIATKOM CTPYKTYPOM Koja ce Jiero cjaxe ¢ jgejcrBoM rpyme (. Tako hemo
JIATH JIOCTA jeJHOCTaBHE OIMCe Pa3HUX IVIATKUX XOMOTEHUX IMPOCoTpa Koju he ce jaBibaru

JaJbe Y TEKCTY.

ExBuBapujanTta Kareropmuja

Hedbununuja 1.1.5. Heka cy mam mara nejcrBa G ~ X, H ~ Y, npecimkaBame X Ty

1 xomomopduzanm rpyna G —— H. Tana kazkemo ja je map (f, @) mop@usam nejcrsa
(£)
G X = HANY
ako Baxu f(g-x) = ¢(g)-f(x),3a g € Gux € X, 0JHOCHO, AaKO KOMYTHPA HAPEJIHU JHjarpPaM.

X%

NS}

Y
lso(g)
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VY cayuajy kaga je H = G u ¢ = idg, onma kaxkemo j1a je X Iy G-exsusapujantiro
npecimkaBame. JIpyrum peunma, 3a ¢ € X u g € G Baxu f(g-x) = g - f(z). Hagame hemo
YECTO TOBOPUTH A j€ TMPECTUKABAIHE CAMO EK6UBAPUJaHTUH0, yMeCTO (G-eKBUBapUjaHTHO, KaJ1a

roJ1 je jaCHO M3 KOHTEKCTa KOja je rpyla y IMUTamby.

(7€)

IIpumep 1.1.4. 3a cako gejctBo G ~ X mmamo mopdusam gejcrBa G ~» X = 1 ~
X/G, rne je X -+ X/G npupomna npojexmmja Ha mpocTop opouta, a G — 1 jeguHcTBeH

xoMoMOpdu3aM y TPUBUJAJHY TDPYILY.

MozkeMoO J1a IPUMETUMO Jia, €a OBAKO JlepUHUCAHUM MOP(MUIMUMA, KOJEKINja CBUX (Jie-
Bux) nejcraBa G ~ X guHe jeqny kareropujy. Ako jgomartHo dbukcupamo rpymy G, modbujamo
notkareropujy G-mpocropa kojy o3nadaBamo ¢ Cg. OBO omazkare he HaM OUTH KOPUCHO KaJa

KacHuje OyJIeMO yBeJI KOHIENT eKk8UBaPUjaHTiHe KOXOMOJIOTH]e.

1.2 Pacaojema

Hedbununuja 1.2.1. Heka cy E, B u F' TOMoOJIONIKA TPOCTOPHU. 3a HEIPEKUIHO ITPECIMKa-

Bambe F — B KaxKeMo Ja je pacaojerve ca caojem F ako Baxu Ia, 3a cBako b € B, mocroju
h

orsopena okojmmaa U € Tp Tauke b u xomeomopduzam p~ ' (U) — U x F takas ja HapeJHU

JaujarpaM KOMYTHUPa

p1(U) h » U X F
(1.1)
p proj;
U.

[Ipocrop E HazuBamo WowWasHuM TPOCTLOPOM PACTOjeha, JTOK MpocTop B HazuBaMo Oa3zom

paciojema.
. p
3a paciojeme F — B hieM0o KOPUCTUTH U O3HAKY

P — F
l’”
B
u 3a nap (U, h) kaxkeMo 51 je aokaana Wpusujasudayuje paciojema. 3a ckyt (Uy, h;)ie; cBux
JIOKAJTHUX TPUBHjAJIN3AIMAja KaXKeMO J1a je alaac pacaojera, noK 3a eaemente (U;, h;) Kaxkemo
Jla Cy U KapUie pacaojerva.

N3 nedununmje Buaumo 1a, 3a omio koju nojackyn C C U, koMmyTupa HapeIHnd Jrjarpam.

hlc

p 1(C) » O X F

C



I''TABA 1. EKBUBAPUJAHTHA KOXOMOJIOI'IJA 7

[Tocebuo, 3a C' = {b}, nmamo unenrudukanujy p~'({b}) ~ F. VY cayuajy xkana je F' muckperan

. P . _
IIPOCTOP, 3a pacjojeme [/ — B KaxkeMo J1a je Hatlkpusarve.

JHedunnnuja 1.2.2. Paciojema E —+ B u T — B cy exsusaseniing (. uzomopgra)

. © .
akKo mocToju xomeoMopduzam E — T' TakaB ja KOMyTUpa HAPEIHU JTUjarpaM.

E L s T
N
B

Yecro, 3a eKBUBAJEHTHA pacjojema nuiemo u B =2 T,

[Ipe Hero mro JaMo HeKe jeJHOCTABHE IPUMepPE Pacjojera, HaBenheMo jorrn JeduHuImjy

IIOBJIAYEha Pacjiojera Koja he HaM OUTH KOPHUCHA KaCHHUjE.

Jedbunnmuja 1.2.3. Heka je F - B paciojeme ca ciojem F u neka je M s B Helpe-

KUJTHO TpecinKaBambe. [losaauerve pacaojerva h*E je paciiojere Yuju je TOTAJHU ITPOCTOP
h'E = {(m, e)e M X E ‘ h(m) :p(e)},

oaznu npoctop M u h*E POl pp o/iroBapajyhe mpecjankaBambe pacsojerba.

Axko cy h*FE POU A w B PR B oarorapajyhe npojekiuje na M u FE, jacHo ce Buau Ja

HapeJHN JijarpaM KOMYTHUpa.

Projy

hWE —F
projll lp

OpaBie MoxkeMo 3aK/bydIuTH Jia je h* E N M pacJjiojeme ¢ UCTUM cJiojeM F' Kao u y moueTHOM
. P . . .
pacinojesy F — B. Kao u y ciay4ajy jgejcrBa rpylia, cBe HaBeJieHe TeUHUII]E MOXKEMO

AHAJIOTHO J1a (POPMYJIMITIIEMO U Y TJIATKO] KATETOPHjH.

IIpumep 1.2.1. HajjeqnocTaBHUju IIpUMED paciojema je Wpusujasio pacaojerve B X F' LALLN

B. Csako pacJjojeme Koje je eKBUBAJEHTHO TPUBHJAJTHOM PACJIOjelby UCTO 30BEMO TPUBU]aJI-

HWM.

IIpumep 1.2.2. Jeman Bakan IpuUMep pacjojerba je HamMoTaBarmbe peajHe mpase R ma Kpyr
S!. Torasmmu npocrop je E = R, 6asza je B = 8! = {z € C||z| = 1}, a npecimkapame R -+ S!
je maro ca p(t) = exp (2mit) (camka 1.1). Y oBom ciydajy, cioj je F' = Z ca JUCKPETHOM

TOIIOJIOTHjOM.
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g -
f
Necsic
JP
5O
Cauka 1.1: HarkpuBame KHYKHUIE

IIpumep 1.2.3. Heka je rarka muorocrpykoct X u G JlujeBa rpymna Koja TpaH3UTUBHO
nejeryje Ha X . Ilosuaro je na kommunuk G/H (rne je H < G 3arBopena Jlujesa moarpyma)
MMa KaHOHCKY TJIATKY CTPYKTYPYy TakBy Ja je mpmpomHa mpojekimja G — G/H jeano

3

paciojeme’ ca ciojem H (omer Buzern teopemy 2.11 y [17]). ¥V xomOmnanuju ¢ Teopemom

1.1.1, 3a x € X, modbujamo pacjojerbe

Stab, —— G _

\\
~_ P
lﬂ S
~
<
~u

G/ Stab, —— X.

[Tocedno, u3 npumepa 1.1.1 u 1.1.2 godujamo paciiojema

O(n—-1) — O(n) SO(n—-1) —SO(n) U(n—1)— U(n) SU(n — 1) — SU(n)

| | I I

-1 -1 2n—1 n—1
s sy S, Sl

1.3 I's1aBHa paciiojema

Jedunnmmja 1.3.1. Heka je G ronosomka rpyna u E —— B paciojeme ca ciaojem G.

Kaxemo 1a je paciojeme E —— B nasno G-paciojerse ako BazKu:
1) Ha rpyma G ciodosso jejcrByje Ha F 371ecHa;

2) Ha je, 3a cBaky tpuBnjasmsaiyjy (U, h) maror paciojema, npecinkaBame h burypucano
y mmjarpamy 1.1 G-ekBuBapujanTHO, The je (mecuo) nejecrBo (U x G) v G nmaro ca
(b,h) - g = (b, hg).

30B0 je jeHO OJ1 JIEINX CBOjCTABA KOje CMO IMPETXOIHO HAjABUIIM.
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Kao un xox rimarkux paciojema, MoxKeMO Ja JeUHHUIIEMO IIATKO riiaBHO (G-paciiojeme, Tiie

je G nmonmarno u Jlujesa rpymna.

ITpumep 1.3.1. Heka je G JlujeBa rpyna u H < G 3arBopen JlujeBa moarpyna. Tama ce
JIaKO TIpoBepaBa Ja je jiecHo aejctBo G v\ H 3a71aHO0 MHOXKEHEeM 3/1eCHA TVIATKO U CJIODOHO.
IHonaruo, 3a cse rpusnjammsamuje (U, h) paciojema G — G/H ce MoxKe IPOBEPHTH 1a
je mucdbeomopdusam h jemno H-eKBuBapmjaHTHO HpecinKaBambe, oaHocHo na je G —— G/H
npuMep jejiHOr H-rimaBHOr paciiojema. Kao mocsenniia oBor pazMarparba, JI00HjaMo Jia Cy

CBa HaBeJIEHa pacjiojema y npuMepy 1.2.3 3ampaBo IviaTka IJIaBHA pacjojemna.

Hapemmmo jorr jegan KOpuUCTaH CTaB KOjU HAM Jiaje jOII IpUMepa IVIATKAX TJIABHUX pa-

ciojema (j1oka3 moxkere Halin y [23]).

CraB 1.3.1. Heka je G xkommaxTHa JlujeBa rpyma Koja TJIaTKO W CJIOOOIHO JI€jCTBYje Ha

muoroctpykoetn X . Taza je X —— X/G jemno roiaTko riaBHO G-paciojerbe.

IIpumep 1.3.2. Heka je S! C C jequnuanu KpyT, Tajia IOCTOJU IVIATKO U CJIODOIHO J1€jCTBO
S! A C"! narto ckamapHuUM MOKemeM A - (20, 21, ..., 2,) = (Azo, A2, ..., A2,). OBo jiejcTBO
He 1oMepa cdepy 521 C € ma mo crasy 1.3.1 mobujamo na je mpojexmmja 52T —s
g2ntl /Sl = CP" jenno raasuo Sl-paciojeme. OjiaBie MOKEMO J1a KOHCTPYHIIEMO M HAPEHO
rnasHo Sl-paciojeme.

Hanme, kako nMamMo HU3 KAHOHCKUX MHKJIY3Hja,

c'cc’c...cCcrcC...

TO UMaMO W HU3 MHKJy3Huja cdepa HenapHuX JTUMEH3Uja
SlcscC...cett ...

Kako ce nejcrBo kpyra S! Ha cdepe HemapHUX IUMEH3Hja CJIaxKe ¢ JOTHYHAM HHKJIY3MjaMa
Y

n00ujaMo HapeJHI KOMYTATUBHE JUjarpaM IVIaBHIX 3! paciojema

Sl y G3 y S2ntl ey
CP° < s CP! < s CP™ —» ..

)

o : : Sl g — | 82n+1
JIAKJIEe MOXKEMO JIa 3aKJby4UHUMO Jla TIOCTOjU U3BEJIEHO JI€jJCTBO I'PYyIe Ha = lim

Koje je yjemno u cyodosHo. Mako je S deckonaunommMeH3nOHAIAH TTPOCTOP, T4 CAMUM TUM

HUje TJIaTKa MHOTOCTPYKOCT Y KJIACHMYHOM CMHUCJITY Pedu, MOXKe ce TTOKa3aTh Ja je ITPOjeKITr]ja

Ha IpocTop opouTa 5 —3 5% /Sl = CP™ jemno Tonosomko Sl-paciojeme (Bugern [23]).
J

. h . .
Kopucno je namomenytn na, 3a npeciukaBambe M — B u3 oarosapajyhe kareropuje,
. . p .
uMaMo J1a je oBaaderbe h* E rnasaor G-paciojewse £ — B (Bubeno camo Kao paciojeme) Ta-

Kohe riiaBaO G-paciiojeme, rjie je jecHo aejcrso rpyte G paro ca (m,e)-g = (m,e-g). Takobe
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j€e jacHo J1a MOXKEMO U J1a IIPEHECeMO KOHIIENIT M30MOPGMHUX PAC/IOjerba Y KOHTEKCT TyiaBHuX G-
paciojema, riae ou xomeoMopdusaMm ¢ y nedunurmju 1.2.2 nogarno ono G-eKBUBAPUjaAHTAH.
Hapesmmo jorn mHapeany TeopeMy KoOja HAM IOBOPH KAaKO C€ XOMOTOIIHMja, IPECTUKABAIHA,

JIETIO CJIazke ¢ MOBJIaYerbeM IVIABHOD paciojerba (Jokas3 Moxkere Hahm y [22]).

Teopema 1.3.1 (CojcTBOo XOMOTOMNHUje 3a TJIaBHA paciojema). Heka je E — B TJaBHO
. ho, h
G-paciojerse, X CYV-KOMILTEKC 1 IIpecianKaBama X —— B xomoronHa. Taja cy HOBJIAYEHA

hi &' n hiE m3omopdHa riaasHa paciojema Hamd X .

Kiaacudbukyjyhu npocropu

Jla ducMmo 3a00UILIN T0jeuHe TEXHUYKE YCJIOBe, Y OBOM JesTy paJjia hemo ce dhokycuparTu

Ha TJIaBHaA paciiojema HaJl CVV-KOMILIEKCHMA.

Jedbunnmuja 1.3.2. 3a rmasno G-paciojee EG — BG KaxkeMo 12 je yHUBEP3aJIHO

G-paciiojer-e ako BaXKe Hape/IHU YCJIOBU:

1) Axo 3a cBako riaBHo G-paciojetse P — B uaj CVW-koMmiuiekcoM B, mocToju Herpe-
KI/THO TIpec/nKaBame B ", BG rakso Ja cy paciojewa P — B u h"EG — B

n3omMopdHa;

ho, h .
2) Axo cy mpecimkaBamba B —— BG TaxBa ja cy onrosapajyha mosmadema hiEG n

hi EG n3omopdna, onza cy hg u hy xomoronsa, Tj. hg =~ hy.

3a npoctop BG decTo KaxkeMo Jia je u kaacuguryjyhu apoctiop rpyte GG, a cam pasiior
3aIITO JIEXKU y HapeJHOM ornaxKarmwy. Ako ca [X, BG] odenekuMo Kjace XOMOTOIUje PeCIu-
kasama 13 CW-kommnekca X y BG u ca Pg(X) obenexxnmo kirace nsomopdusama IIaBHIX

G-pacnojema naz X, taga HaMm Teopema 1.3.1 roBopu Jia je mpec/imKaBambe

1100po jecdunucano. U3 nena 1) medununuje yauBepsaanor G-paciojema, BUIUMO J1a je @
JHa”, oK w3 gena 2) nedwununuje cieau ga je ¢ 1 — 17, To he pehu na je EG — BG

yHuBep3aiHO (G-paciiojeme ako 1 caMoO aKO MOCTOju OujexImja
(X, BG] % Ps(X)

3a cBaku CW-komruteke X . pyrum peanma, bysarTop Pg(—) (13 kareropuje CW-komiuiekca)
je peupesentosar dyukropom [—, BG]. 360r 0Be UHIBEHUIE, MOXKEMO J1a KAACUPUKYJEMO CBA
riaBHa G-paciiojema HaJl IpocTopoM X TIpeKo Kiaca xomoronuje [ X, BG].

Mayta HEje OIUTIIeIHO J1a TIPETXO/IHO TIOMEHYTO paciojeibe G — BG yomrre mocToju 3a
cBaky Tonosomky rpymy G, Muaaop je 1956. 120 eKCIUIMITUTHY KOHCTPYKITU]Y YHUBEP3AJTHOT
G-paciojemwa (Bugeru [23]). Takobe je sena Bexkda nposeputn ja je kiaacudukyjyhin npocrop

BG jenuncTBeH J10 Ha XOMOTOIIH]Y.
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Hapejina teopema HaMm Jiaje jeJiHy JI0CTa jeIHOCTaBHY KapaKTepHU3alldjy YHUBEP3aJTHUX

G-paciojema (j1oka3 moxkere Hahu y [22]).

Teopema 1.3.2 (Kapakrepusanuja yuusepsansor G-paciojewa). Heka je E — B riiaBHO
(G-pacyojerme y TOoJomKoj kKareropuju. Ako je E ciradbo KouTpakTudOmaHo, oHja je £ — B
yuuBep3asiHo G-paciojeme. C apyre crpane, ako je E — B yuuBepsaino G-paciojeme u B

je CYV-xoMmIIeKe, oHia je mpocTop E cabo KOHTpaKTHOMIaH".

ITpumep 1.3.3. Ako ce Bparumo Ha pumMep 1.2.2, 1ako ce BUIX A je JaTO Pacjojerme jeTHO
Z-rnaBuo paciojeme. Kako je R koHTpakTnOMIHO, OHO je M cjaad0 KOHTPAKTUOWJIHO, T4 TI0

KapakTepusanuju 1.3.2 modujamo na je EZ = Ru BZ = S,

ITpumep 1.3.4. Osaj nyr ce Bpahamo una mpumep 1.3.2. Ty cmo Bumenn ga je 5° — CP*
jemo rmasHO S!-pacmojeme. Ilopes Tora, mo3HaTo je W Ja je OECKOHAMHOIMMEH3NOHAJIHA,
cdepa S KOHTPaKTHOWJIHA, Ia 10 KapakTepmsanmju 1.3.2 modujamo ma je ES! = 8 n
BS! = CP~.

IIpumep 1.3.5. I[Iperxomau mpuMep MOXKEMO U JIa YOIIIITUMO, OJITHOCHO JIa OJIPEIUMO KJIACH-
dbukyjyhn npocrop BT Topyca T = (5')". O xopuctu he Ham OuTH jeJHOCTABHA YUIHCHUTIA

Jla, BUIIIE XOMOTOIICKE TPYIIe IIPoJia3e KPO3 IPOU3BOJL IIPOCTOPA, Tj. Jia BayKu
(X xXY) 2 7m(X) xm(Y), 3aqgeN.

Hauwme, umamo nxa je [[1, ES' — [[_, BS' ounrnenno jexuo riasuo (S')"-paciojeme Haz

CW—xkommekcom. Kako je m,([[1, ES') =[], 7,(ES') TpuBujanna, 110 Kapakrepusanuju
1.3.2 cnemu na je BT =[], BS' =[]}, CP>.

1.4 JledbuHuinmja ekBuBapujaHTHE KOXOMOJIOTHj€E

Y oBoM ety TeKcTa, HaBelrheMo KOHCTPYKIIHjy Koja he Ha dbyHKTOpHUjaJaH HAYUH JI0/1e-
Jgutu omio kKoM TiiaBHoM G-paciojemy u JjieBoM G-mpoctopy M jeaHo paciojerme ca ciiojemM
M. Y nureparypu ce oBa KOHCTPYKIIAja 9ecTO Ha3uBa Bopeaosom konctipykuyujom nan Kap-
WAHOGOM KOHCTIPYKUUJOM MEULAT6A .

Axo cy mam gatu jecuun G-tipoctop P u jieBu G-mipoctop M, MOXKEMO Jia IIPUMETHMO J1a,
npousBoa P X M mMoxKeMmo J1a onpeMuMo JecHUM JujaroHaHuM jejctBoM P X M~ G, koje

je JaTo ca

(p,m)-g = (pg,g 'm).

/ f . o . .
43& HEITPEeKN/IHO ITpeC/INKaBambe X — Y kaxxemo Ja je cAaOa TOMOTLOTCKA, €K6UBANEHUU)A aKO ]J€, 3a CBAaKO

x € X un € Ny, usseneno upeciaukasame m, (X, ) ELN (Y, f(2)) uzomopduzam. Ioceduo, kana je Y = pt,
KaxkeMo Ja je X cAa60 KonWparmudbuiam.
>Cartan mixing construction.
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Hedbununuja 1.4.1. Heka je P necau G-uupoctop, M sieBu G-tipoctop u aejcrBo Px M ~ G
MIPETXO/IHO TIOMEHYTO JIECHO JIMjarOHAJIHO J€jCTBO IpOM3BOja. Tajia KayKeMo Jia je TIPOCTOp
obura P xg M := (P x M)/G Kapwaros apoctiop mewarsa 1ojiesbeH npocropuma P u M.

Krace ekBuBaseHmmje Tadke (p,m) obesexkaBamo ca [p, m)].

Axko je P I p G-eKBUBApUjaHTHO TIpecinKaBame n3nmely mecamx G-mpocropa P u P,

OH/Ia OBOM IIPEC/INKaBaIby MOXKEMO Ja [0JCeINMO U3BEJICHO IPECIUKaBAIbe
! f
Fulf)=fu: PxgM — P xgM,  [p,m] = [f(p),m].

Jlako ce mpoBepaBa ja je fjp; 100po jeduHICAHO W HEPEKUHO MpecnKaBambe. Takohe ce

JEeTHOCTAaBHO BUIM 1A je
Fu(idp) = idpxgur, Fu(fog)=Fu(f)oFulg),

onuocHo jia je Kapranosa koncrpykuumja mMemarwa Fy (P) = P Xg M xosapujarturu GyHKTOD
u3 Kareropuje gecHux G-pocTopa y KaTeropujy TomnoJionkux mnpocropa. [ltasurie, Mmoxkemo
U TpENU3HUje Ja OJIPeIUMO KATeropujy y Kojy dyHKTOp Jj; Iajbe 00jeKTe U3 KaTeropuje
rinaBauX (G-paciojema.

. s .
Axo je P — B riaBaO G-pacJjojemme, Tajia MOXKEMO J1a JIe(OUHUIIEMO TPECTUKABAHE
T1 T1
P x¢M — B, [p, m] — m(p).
OgBo mpec/inkaBaibe he HaM OUTH pac/Ojerbe Unje CMO TOCTOjathe HajaBUJIH.

CraB 1.4.1. Heka je P —— B riasuo G-paciojeme u M meBu G-mipocrop, Tamga je P X¢
M = B paciojeme ca ciojem M.

. . . . h
Jloxas. Kaxo je P -+ B pacyojeme, nMaMo jokaany Tpusujammsamujy 7 H(U) ~ U x G,
3a oTBOpeHy okoyimHy U S b nmpousBosbHe Tavuke b € B. JIoBO/bHO je IOKa3aTH Jia IIOCTOju
rpusnjasnuzanmja 71 (U) &~ U x M koja koMyTupa ¢ oarosapajyhuM mnpeciukapamuma Kao

y mujarpamy 1.1. To MoKeMO 3aKJ/by9IUTH U3 HAPEIHOI HU3a JeJHAKOCTH U XOMeoMopduzama:

n Y U) = {[p,m] ePxgM

ri((pym]) = 7(p) € U}

{[p,m] € PxgM ‘ pe wl(U)}

7T71<U) XgM
G

>
g

(U x G) xg M (cnequ n3 dyuakropujasnoct Fy(—))

Q

LU x M,
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. ¢
r7ie je  mpecamkaBame JaTo ca [(u, g), m] — (u, gm) . JeaHocTaBHO ce MOXKe TIPOBEPUTH Ja

-1 s
je umBep3 ¢! mar ca (u,m) “— [(u, eq), m] u na Hapeaun mujarpam’

Tt (UxG)xgM —=UxM
KOMYTHDA, IIITO 3HAYH J1a je ¢ o hy; TpaykeHa TPUBHjAJIA3AIH]A. 0

Yecto ce oBaj cras dhopmysuine npeko Kaptianosor gujaipama mewarsa’. Haume, ako je

P = B rnasno G-paciojeme u ako je M seBu G-IIpocTop, OHIa HADEIHU JAUjarpam

p proj; PxM projo
| | |-
= — M/G

KoMyTmpa (rje je nmpecimkasama P xg M 2 M /G nato ca [p, m] — Gm). Ilperxoanu cras
HAM TOBODH Ja je, IO/l HABeIeHNM IPETIOCTABKAMA, J0Ibe JIEBO Ipecinkasambe P X oM — B
paciojeme ca ciaojem M (Koju ce HAJa3u y TOPEHEM JIECHOM YIUIy JIdjarpamMa).

3aHUMJBUBO je W HAIOMEHYTH Jia, W3 CHMeTpHje jujarpama, CJIeId Ja je JIOe JIeCHO
npecimkasame P xg M 2 M/G jenno paciojeme ca caojem P (07 yCI0BOM Ja je KaHOHCKa

npojexuuja M ——+ M /G rnasno G-paciojeme). Ilpermusnuje, 3HaMO 2 BaxKu:

CraB 1.4.2 (4.6 u 4.7, [23]). Axo je m € M, ouna je ciaoj Hag Gm, IpU NPECTUKABAY
P xg M -2 M/G, sanpaso 7, ' ({Gm}) = P/ Stab,,. [lltasume, axo G aejcTByje cao6oHo

na M, oHja je cj0j mpec/imKaBarmba To oarn P.

Hedbuunuuja 1.4.2 (Jdedununuja ekBuBapujantue koxomostoruje). Heka je M jesu
G-tipoctop u EG Totasiau mipoctop yHuBep3aaHor G-pacinojera EG — BG. Tana nedu-
HUIIEMO eK8USAPUJAHTIHY KOTLOMOAOTUJY Upoctmopa M upu gejctiey tpyte G Kao CUHTYIAPHY
KOXOMOJIOTH]Y

H{ (M;R):= H (EG x¢ M;R),

rie je R matu npcren. ¥ oBoM pajiy hemo ce HajBuine (pokycuparu Ha ciiydaj Kaja je R =7

1 Ha ciaydaj Kaja je R = R.

KowmenTap. Hekaj ce y ysmreparypu u HaBOJIM OIIITHja JIe(DUHUINAjA €KBUBAPUjAHTHE KO-
XoMoJIoruje T7e je, ymecto mpocropa EG, durypucan duso xoju cj1ado KOHTPAKTUOWIAH
npocrop E tine G nejerByje ciodojno. VcrmocraBiba ce jia TakBa JeUHUIN]a €KBUBAPU-
jaHTHE KOXOMOJIOTHje He 3G6UCYU OJI 0JadUpa TAKBOT IMPOCTOPA, aJIM 3a HAIe CBPXE je OBa

jemHOCTaBHUja JAedUHUIM]a JOBO/bHA 3a OIIEPATUBHU PaI.

‘TIpecimkaBame 71 je mato ca 7 ([p,m]) = p.
"Cartan’s mixing diagram.
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1.5 CBojcTBa eKBUBapHjaHTHE KOXOMOJIOTHjE

ITpu nsyuasamy cojcrasa H(—;Z), kopucHo je u3asojuru KoHCTpyKIiwjy Mg := EG X
M u Bumeru Kako ce monHara. IIpocrop Mg ce 9ecTo u Ha3UBa TOMOWOUCKUM KOAMULHUKOM

poctopa M.

D yHKTOPHUjATHOCT

Kako je Mg = EG x¢ M jenan KapraHoB mpocTOop Meliama, Kaja T'oJl UMaMO E€KBU-
. f
BapujanTHo mnpecjimkaBambe M — N m3mebhy nBa G-npocTopa, UMa CMUCA [TOCMATPATH U

peCINKAE
Mg 2% N, le,m] % [e, f(m)].

Pyrunckom mposepom Bugmmo ga je (idy)g = idy, u (f o h)g = fo o hg, tne cy M 7,
N M K ojnrorapajyha ekBuBapujaHTHa MpecaukaBama usMmely G-mpocTopa, Tj. BUIUMO
JIa je XOMOTOIICKH KOJIMYHUK (—)g jefan kosapujaniiandyHkTop u3 kareropuje (yesux) G-
IPOCTOpa y KaTeropujy TOHOJOMKHX mpocropa.’ Kao AupeKkTHy mocieanIly, BEIEMO 72 je
H{(—;Z) wonwpasapujarntiny GyHkTop 3 kareropuje (naesux) G-mpocropa y KaTeropujy
IIPCTEHA.

Burao nanomenyTu je ja, mopes tora mro H.(M;Z) uma cTpyKTypy IpCTEHA, €KBUBa-
pUjaHTHA KOXOMOJIOTHja UMa U CTPYKTYpy airedpe. Hamve, ako yoUnMo KOHCTAHTHO TTPECITH-
Kasame M —— pt, jacHo je Ia je oHO yjeano u G-eKBUBAPHjAHTHO U 300I TOra MOMKEMO JIa
IOCMATPAMO HpecnKasare Mg —2» pte = EG X pt = BG. Camum tuM, n3 OYHKTOPHjAJI-

HOCTHU OOMYHE KOXOMOJIOTHje, BUJIUMO Jia TIOCTOju XOMOMOPduU3aM IpCTeHa

H(pt; 2) % H* (Mg;; 2)

“(BG; Z) Hz(M; Z).
36or osora, upcrern HE(M;Z) moxemo ma mokuBuUMO U Kao jenny H*(BG;Z) anredpy,
rJie je MHOXKEHe CKAJIapOM JaTo ca

u-x = pi(u)z, rie jeu € H'(BG;Z) nx € Hi(M; 7).

Takohe ce m3 KOMyTaTUBHOCTU HAPETHUX JIMjarpaMa jeJHOCTABHO BUJIM Ja je U3BEJEHO IIpe-
ciukaBatbe HY(N;Z) — fG H}(M;Z) exBuBapujanTHOr IpeciauKkasama M SN yjeaHo u
mopduzam H*(BG; Z) anredpu.

HG(M Z) H(N; Z)

\/ \ s

H*(BG; 7).

8To he pehn ma je (—) X (—) dudyHkTop Koju je KOBapujaHTaH 110 0DeMa IIPOMEH/bUBAMA.
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ExBuBapujanTHa KOXOMOJIOTHja ITPOCTOPA €A CJIODOJHUM /1€jCTBOM

V cayugajy kasa umamo tpoctop M ¢ ciaodomnum jiejctBoM rpyne (G, eKBUBapHjaHTHA

koxomostoruja HE(M; Z) ce 3nauajuo jenHocraBHuje oapebyije.

Jlema 1.5.1. Heka je E cnabo konrpakrudbuiaan G-upocrop u P — P/G rnasHo G-

paciiojeme. Taga cy (E x P) /G u P/G cnabo XOMOTONCKE €KBUBAJICHTHH' .

Zloxas. Ilocmarpajmo Hapeau KapraHoB jujarpam Meriamba.

[El«+——ExP—P

| |

E/G+—|(ExP)/G|—|P/G

Kako je P — P/G rnasao G-paciojemwe, Tajga je no crasy 1.4.2, (E x P) /G — P/G
paciiojeme ca ciojem E. [To Teopemu 0 iyrom Ta4HOM HU3Y XOMOTOIICKHX I'PYIIa 38 Paciojemna,
3HAMO J1a je HU3

oo — 1 (B) = 1, (E X P)/G) — 1y (P/G) — Ty (E) — ...

tagan'’. OjaBje BUAUMO Ja U3 cjlade KOHTPAKTHOMJIHOCTH Ipocropa E 1o0mjamo nso-

Mopduzam
7, (E x P) /G) = 7, (P/G), 3acBe q € Ny,

IITO je TpedaJso JOKa3aTH. O

Kao mupexTHa mmocjeaura mpeTxoaHe JeMe, BasKu:

ITocnengumna 1.5.1. Heka je G ~ M cii0do/1HO j1eBo JejcTBo Takso jJa je M — M /G riasho

G-pacnojemwe. Taga cy EG xg M n M /G cnabo XOMOTOICKN €KBUBAJIEHTH.
Ba kpaj, HaBojuMo (Oe3 J0Ka3a) HAPeJIHU TEXHUYH CTaB U3 ajiredapcke TOMOJIOTH]e.

Cras 1.5.1 (4.21, [14]). Heka je R npoussosban npcrer. Ciaada XOMOTOICKA eKBUBAJIECHIIN]a
x Ly uHyKyje nzomopdbuzam H" (Y; R) = H" (X; R) y KOXOMOJIOTHjH, 38 CBaKO N €
No.

Kana ykomOuHyjemo mpeTxo/Ha JBa cTaBa, JI00HUjaMo Jia je

HL(M:;Z) = H(M/G; Z).

93a mpocrop opdura (E x P) /G ce mompasymesa Jia je IPOCTOP OPOUTa JIECHOT JMjarOHAJIHOT JIejCTBa
ExPaAG.

100B1e IMILIAIUTHO IPETIIOCTABIHAMO Ja CY CBU IIOMEHYTH IIPOCTOPH IIyTHO HOBE3AHH, /Il KAKO HAC HAIAJbe
caMo TaKBH IIPOCTOPU W 3aHMMA]y, OBY IIPETIIOCTABKY IIPUXBATAMO 3PaBO 3a FOTOBO.
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Opnnoc nameby HE(M;Z) n HE (pt; Z)

Bugenu cvmo na HY(M; Z) mva crpykrypy jenune H*(BG; Z) anredpe, anu 3a pa3inuky O
obMYHEe KOXOMOJIOTHje, TocToje nmpuMepn rie ce upcren H(pt; Z) = H*(BG; Z) we ywmata y
anredpy HE(M;Z).

IIpumep 1.5.1. Hexka je gejersrao S ~ S maTo smesum muoxkemenm. Kako je 0Bo gejcTso oun-
IJIeJTHO CJI000JIHO, 1o cTaBy 1.5.1 umamo ja je poctop (S')g = 5% x g1 S c1abo xomoToncku

ekBuBasienTan Tauku S'/S! = pt u na je
5(547) = HY(S'/S",2) = H' (pt:7) = 7.
C sapyre crpane, nosuaro je (Bugeru [14]) na je omrosapajhu npcren ckajiapa
H*(BS';Z) = H*(CP*;Z) = Z[t], deg(t) =2,
na BuauMo na ce upcren H*(BSY; Z) ue yrana y upcren HE, (S';Z).

Kipyaan merasp mpeTxogHOr IpUMepa je Taj Ja MOCMATPAHO JAEjCTBO Huje UMAA0 GUKCHUT
wavaKa. Y caydajy Kaja rnocroje puKcHe Tadke, HapeJIHU CTaB HaM FOBOPH JIa 3aUCTa IOCTOJU
ynarame H*(BG;Z) — H{(M;Z), mro hemo Bumern KacHuje Ja je O BEJUKOr 3HAYaja y

mporiecy oapehuBamy eKBUBapujaHTHE KOXOMOJIOTH]E.
CrasB 1.5.2. Heka nejctBo G ~ M uma dbukcny tauky m. Taga Baxkn:

1) Ja je usBemeno mpecimkasame BG —% Mg unknysuje {m} < M 3ampaBo ceuerse

paciojema Mg < BG;

2) Ha npecimkabame M —— {m} nnxykyje monomopdusam H*(BG;Z) ~S» H:(M;7)

u3melhy JaBa mpcTeHa.

Joxas. 1) Kako je m dbukcha Tadka, To je maKIy3uja {m} <3 M jesHO eKBUBAPUjAHTHO
npecinkasase. [Ipumenom dyukropa (—)g Ha p o i = idy,,, Kodujamo pg o iq = idpg,

. (]
IITO Ta4HO 3Ha4M Ja je BG —= Mg TpazKeHO cederse.
2) U3 dyHKTOPHjaTIHOCTH CJI€ jeHAKOCT
" .
ig o pg = idy+(Ba:z),

OZTHOCHO Ja pg; UMa JIeBH MHBEP3, IITO je W OHO IITO je TPedAJIO MOKA3ATH.
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I'KM Teopuja

Tako Tpeda ma Oyme, KaxKerr
Peu paBHOTEkKA packama ce Ha AyXKy u Kpahy

CTpaHy

Jacmuna Tonuh, Hosu aposop, ctiapa epailia

2.1 Moment rpad

Hedunnnmja 2.1.1. Jluneapuu rpad G y Bekropckom mpocropy V je ypehernu nap (G, f),
. f .
re je G Tonosiomku rpad, a npecankapame G — V TakBo Ja ce uBuie rpada G peaausyjy

Kao Jy:Ku y (peasHoM) BEKTOPCKOM IpocTopy V.

BurHo je HamoMmeHnyTH 1a IBa JHHeapHa rpada MOTY da MMajy HCTH TOIOJIOIIKA rpad y
CBOjOj OCHOBU, aJIH Jia Cy JApyraduje peajin30BaHu y BeKTopckoM mpocropy V. C tume Ha ymy,

MH heMO TTOMCTOBETHUTH JIMHeapHe rpadoBe KOju UMajy, rpydoo pevueHo, ,,ACTH OOJIUK .

Hedbunnunuja 2.1.2. Kaxemo ja cy asa maureapna rpada G = (G, f1) u Go = (G, f2) v
V exsusasentinu ako cy oarosapajyhu romosomuiku rpadosu G u Gy HCTH U aKo, 3a CBaKy

usniy e ronosiomkor rpada I' = G = G, Baxku ja cy ayxu fi(e), f2(e) C V napaneine.

(a) JIpa exBuBasenTHa quHeapHa rpada y R2. (6) Jlumeapuu rpad y R3.

Cnuka 2.1

17
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30or osor noucropehuBama heMo HaJla/be PAJIUTH C KjIacaMa €KBABAJIHEINja JTUHEAPHUX
rpadoBa. ¥ ciydajeBuMa IJie HeMa IIPOCTOpPa 3a 3ad0yHY, jeITHOCTABHOCTH paJiu hemo pehu 3a
OBaKBY KJacy Jia je JimHeapHu rpad.

a du ce ompe/inia Kjaca €eKBUBAJICHITNje JIUHEAPHOT rpada, MoTpedaH HaM je TOIOJIONIKA
rpad m CKyn mnojartaka KOju HaM IOBOPHU O ycmepery uBuia. Tu nogamu he 3ampasBo dutwu
KOJIEKITHja HeHyJIa BEKTOpa v € V KOju Cy J0/Ie/beHN UBUTIaAMa TOMOJIONIKOT rpada G. OBe Bek-
TOPE HA3MBAMO 8eKUWOPUMG Ycmeperva jep onu oapelyjy Kirace nmapaJsesHocTu ojrosapajyhmux
uBuna’.

Caga hemo BuieTn KakBy yJIOry JIMHEAPHU T'padOBU UMajy Y OIMUCHBAY JTHHAMUKE ITPO-
cropa M Koju je OIpeMJbEH C JIejCTBOM n-TuMeH3uOHAHOT Topyca 1'. 3uamo ja ce M pasiaxke
Ha jucjyHkTHY yaujy opbura O(p) = T'p, a xopucrehu maso esementapue reopuje JIujeBux
rpyma’, MozKe ce IIOKa3aTH [a Cy OBe OpOUTe OIeT TOPYCH JuMensuje He selie ox n. 36or Tora
“Ma CMUCJIa Ja yBeJeMo mojaM k-ckeaetua nejctBa T ~ M kao ynmjy cBux opouta y M
mumen3uje He Behe on k. Bumehemo yopso na he mama on majBeher 3mauaja Outm 3ampaBo

1-ckener mpocTopa M.

KomenTap. Ako Huje HarjaleHo Jpyradnje, y OBOM IOTJiaB/by he Ham T OuTH O3HaKa 3a
Topyc mumensuje n. Hbera fiemo gecto joxkuBeTH Wi Kao npoussos (S1)™ uim xkao KoJuaHIK

T/L, rue je T peasinu n JuMEH3UOHAIHE BEKTOPCKU TPOCTOP, a L perrerka yuyrap T.

Hedunnumuja 2.1.3. 3a chepy B = 52 (C R3) xaxkemo ga je 6aa0m aKo je JOJATHO OIpe-

MibeHa ¢ siejerBoM Topyca T = T/L, koje je maro ca

cos (2nDg(t)) —sin(2rDg(t)) 0
T>t+L— | sin(27Dp(t)) cos(2rDp(t)) 0 | €SO(3),
0 0 1

. D
rae je T =2 R smaeaprHu GyHKINOHAJ TakaB Ja L maspe y Z.

KomenTap. Kaxko je ekcronenujaino npeciukabame t — T xomomopdusam Jlujese aji-
. : D .
rebpe y Jlujey rpyny®, dynknuonan T — R MoxkeMo 1 Ja JOXKHBUMO Kao IudepeHImjat
d. .
t —X5 R kapakTepa rpyna 7T’ X, 8. OBa unmwenuna he nam duru o KopucTn J€p je mo3HATO

u3 teopuje Jlujesux rpymna ja ce ceaku Kapakrep 1 = (G)” X, Sl MoxKe IPeICTABETH KAO

X _did d
(21, 20y« ooy 2n) F— 201252 L. 20",
rye je Bekrop d = (dy,ds,...,d,) € Z", 1j. MmoxkeMo nouctoBerutru dyHkimonage D € T* u

(d,—) e T*.

!Taunuje, caMo cy HAM ONTHU BEKTOPH U € V 110 Ha CKaJIMpaibe HeHy/a cKajgapoM A € R.

2Opbura O(p) ~ T/ Stab,, je yjeaHo koMuakTHa, Kao cJuKa npeciukasama 1 S z — z - p € M u Abesnosa
JIujeBa rpyma, Kao KOIUIHUK ABajy Abemopux Jlujesux rpyma. CamuMm TmMe MOpa OUTH TODYC.

3JIujeBy amredpy t oBIe MOKHBHaBaMO Kao AbeoBy TPyIy y OmHOCY Ha caduparbe.
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Hedbununuja 2.1.4. Basroncka cupyxiiypa je npocrop X ¢ gejcrBoMm Topyca 1T kKoju je
KOHaYHa yHHja OajioHa B; Koju cy WM JUCJYHKTHH WU Ce CEKy y jeJlHOj (PUKCHO] TadKH

nejerBa T' N X.

[Tojam OajioHCKE CTPYKTYype yBOJMMO Ha OBOM MeCTy jep heMo Hajajbe y paJy Ipoy-
qaBaTu Jaejcera 1 ~ M kojx Kojux cy l-ckeaetiu exkeusapujoHWHO eKe8Uu8aseHHU
banonckum ciupyxiuypama!l OBa IIPeTIOCTAaBKa je CYyIITUHCKa y paspujamy ['KM Teopuje
1 0 ToMe MoxkeTe jabe npountaru y [10], [11] u [19]*. IIpu ucroj, npocropy M moxkemo sa
MIPUJIPYKUMO JIMHEAPHU T'pad KOju HaM JOCTa 'OBOPH O JUHAMUIIA JIATOT TOPYCHOT JI€jCTBA.

Axko ca X obenexumo 1-ckener pejcrBa T ~ M, Buaumo ma he, Ipu IPeTXOIHO IIOMe-
HyTOM yCJIOBY, ipoctop opdurta X /T dutu jeman Tonosomku rpad, e TeMeHa oJropapajy
dbuKcHUM TadKaMma, a UBHUIE OJIrOBapajy OajoHuMa. KopucHO je IpuMeTuTH Ja CBAKOM Oa-
nony Bj oprosapa jenan Bekrop Dp, € V = T*, oquOCHO mocroju ,Jien’” HaYuH Ha KOJU Ce
cBakoj uBuim rpada X /7T mory noxeantn BeKTopu yeMmepema y 1*. OBako hiemo nedunmncaru

JInHeapHU rpad Koju ce 30Be MomeHw tpad.

Cionka 2.2: Basoncka crpykrypa (1 B0j IPUAPYXKEHH MOMEHT rpad).

Hedbunnunuuja 2.1.5. Momenwi tpag G (T ~ M) npunpyken npocropy M omnpemibeH ¢
nejerBom T~ M je nuueapuu rpad y T* unju je Tonosonku rpad X/T', rue je X 1-ckeser

JIejCTBa, a BEKTOPU ycMepema cy dpyHKIuoHamm Dp. Koju oirosapajy danonuma Bj.

KowmenTap (Ilocrojame m jemmHcrBeHOCT MOoMeHT rpada). Moment rpad Hehe ysek
nocrojaru’, aau he nocrojaru y ehinnn ,3anuMbuBuX’ caydajeBa. Y JyXy IPeTXOJHO MOMe-
HYTOI' KOMEHTapa, KaKo je MOMEHT rpad 3aJlaH caMoO MPEKO BEKTOpPa yCMeperma, OH je J100po
neduHUCcaH 0 HA eKBUBAJICHIIN]Y JTUHEAPHUX rpadoBa.

Takobhe je dbuTHO HAITOMEHYTH A, KAKO PaJIUMO II0JI IIPETIIOCTABKOM Jia Cy 1-CKeJieTu Ha-

MIUX JIEjCTBA €KBUBAPUJAHTHO €KBUBAJIEHTHH OAJIOHCKO] CTPYKTYPH, BEKTOPH ycMepera Dp,

4MsyuaBanu cy u CIydajeBH Ijie OBa IPETIOCTABKA HUje HCIIYIheHa, ajli O TOMe Takohe MorKeTe IpOYnTaTH
y [19].
% JesHOCTAaBHE TIPEMEpe OBAKBHUX MPOCTOPa MoykeTe orer Hahm y [19].
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3aBuce oj1 oBe uiaentudukanuje. nak, Mmoxe Jia ce mokazke Jia Ipu TPOMEHU UIeHTUDUKAIIN-
je 1odbujamMo caMo pecKajiupaHe BEKTOPe YCMepema, IITO HaM He Meba KJIACY MapaJjeHOCTH
caMUX UBUIA MOMEHT rpada.

Hawnwme, ako cy B L S2u B %{ S? nBa pasziumunTa eKBUBapHjaHTHA audeoMopdusMa Koju
nnentnduxyjy 6amone B u B’ ¢ T ~ S? u nexa cy T PoruT 2R ojiroBapajyhu BeKTOpu
ycMepema u3 Jedunniuje dasiona. Tama t + L € T nejcTByje TpuBmjaano Ha B ako m camMo
ako JiejcrByje Tpusujano Ha B'. Omasze ciaenu je (d,t) € Z u (d',t) € Z, vne cy d,d € 7™
BEKTOPH (DUTYPUCAHU Y TPETXOTHOM KoMeHTapy. Kopucrehu oBe pesanmja MozkeMO TOKa3aTH

na cy d u d MHeapHO 3aBUCHH, OJTHOCHO Ja cy ¢gpyHKImoHaau D u D’ muHeapHO 3aBUCHMU.

IIpumepu momeHT rpadoBa

IIpumep 2.1.1 (KommuiekcHa npojektusHa nipasa CP'). JIsonqumensuonanau ropyc T =

(51)? rnatko nejersyje na CP! Tako mro etlement Topyca (21, 22) € (S')? nejersyje no npasury
(21 : 22) = (2121 : 207).

Osne nam je xopucno poxkusetn CP' xao Pumanosy cdepy C. [Ipu crepeorpadckoj mpo-
jekmuju u3 cesepuor noua (0 : 1), moxkemo ga upentudukyjemo CP!\ (0:1) ¢ C rako mro
mabpeMo (T : Ty) i—? OBa maenTudUKaIja HAM 3allpaBo IIPEBOAM poTaluje cdhepe OKO
z-0Ce 3a yrao ¢ y poTallfje y PaBHH OKO KOOPJIMHATHOT IMOYETKA 38 UCTU YyTao .

Cama Moxkemo j1a mokaxkemo ga he CP! ¢ mperxommo momemyTtmm gejersom 10 ~ CP!
duru jegan 6a.n0H C BEKTOPOM yCMepema €1 — e € 1° (rae cy HaM (DYHKIMOHAN €; JaTh Ca,

T > (t1,t2) — t;, 3a i = 1,2). Haume, y KoopunaTama crepeorpadcke mpojeKIyje nMaMo

2mito
P2y €T omi(ti—ta) T2 _ 2miler—en)(trta) T2
2111 etz g 1 xy

mTo 3Hauu Ja Topyc 1 nejersyje na CP! poranujom koja je marta xao y medpunumujn 2.1.3.

OpaBe MOKeMO J1a 3akjbyauMo ja je moMeHT rpad G (T ~ CP') zampaso myx koja je
napaJiesiHa BEKTOPY €; — €1 € 1* u unju Kpajesu oarosapajy dukcanM tadkama Fy; = (1 :0)
uly=(0:1).

ITpumep 2.1.2 (Komnuekcasn npojektuBuu npoctop CP™). Ilperxomgau mpumep MoKeMO

u jia renepaimzyjemo. Osje (n + 1)-mumensuonannu topyc T = (51" nejcrsyje na CP"

TAKO MITO eJIEMEHT 2 = (21, 22, ..., 2,11) € T JI€JCTBYyje 1O MpaBUIy
. . . z . . .
(X1 :@o -t @pyy) > (2121 1 20T -+ ¢ 2 1%na1)-
DukcHe Tauke nejcrBa hie dutm Tauke F; = (0 : --- : 1 : .- :0), rme ce 1 Hamasu Ha i-
T0j Koopmuuatu u ¢ = 1,n + 1. Ocraje HaM Ja BHAMMO INTa he HaAM OUTH 1-CKeJeT OBOI

gejcrBa. 3a To he HAM MOCTYKUTH YWHEHUIA Ja, ako nMmamo Ttadky x € CP"™ c¢ ragno k
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HeHyJIa XOMOTeHHX KOODJIMHATa, OHJa je AuMensuja opoute Tz 3ampaso k — 1.5 36or osora
je J0BOJBHO IOCMAaTpaTH IITa ce JellaBa Ha CKylnoBuUMa B;; Tadaka 4uje Ccy CBe KOOpJUHaTe
HyJIa CeM i-Te Wih j-Te, tae ¢y 4,7 = I,n+ 1 n ¢ # j. CaudHOM aHaIN30M Kao y TpPUMEpPY
2.1.1, Bunumo na cy B;; 3aucrta OasioHH Koju cliajajy dukcne Tadke F; u F), ¢ BeKTOpHMa
ycMepema e; — e; € T,

Cge oo Ham roBopu Ja je Moment rpad G(T ~ CP") mumra apyro go 1-ckejer ctiaH-

gapgHor n-cumuaaexca A, C T*.

('m cf’) .
f, / g -=:|. nte
e, Es
Fe :
Fro .
gf rF.' Fl F"

Cumka 2.3: Mowment rpadosu G (T ~ CP") 3a pasmuanro n € N.

IIpumep 2.1.3 (KBagpuka y CP?"!). Jom jeman jien nmpumep MoMeHT rpada motude o

npoydaBama (2n — 2)-JIuMeH3HoHaIHe KBajpuke (Qa, o C CP?"~! koja je xumepnospm jata

Kao
Qoo = {(xl Tyl Tp YLt Ysioceiyp) € CPPTE :L'lyl-l—xgyz-l-----l—xnyn:O}.
Topyc T = (S)" nejersyje Ha Qg,_o Tako mWTO 2z = (21, 22, . . ., 2,) € T JEjCTBYje 1O MPABUITY
(1 i@y @y YL Y Yn) P (21T 2o i 2T 2 YL 2y et 2 ).

JeqHocTaBHO ce MOYKe TIPOBEPUTH J1a Cy (PUKCHE TadKe TAYHO OHEe KOje UMajy jeHy HeHyJa
koopanuaty. Odenexxknmo ca F; Tadky duja je KOOpJAuHATA T; PA3IUIATa O HyJIe, OJTHOCHO Ca
F! tauky umja je KoopauHATA Y; PA3IMIUTA O] HYyJIE.

Cauano Kao y upumepu 2.1.2, ako M3BOjUMO OMJIO KOjU IIap XOMOI€HHX KOOpPIUHATa
(c usyseTkoM , iujaroHanux” naposa {x;,y;})’, oHJa Cy OaJOHH CKyNOBH Tadaka 4duje cy

CBe KOOPJIMHATE, CEM TOT M3/IBOjEHOT Iapa KOoOpJAWHATa, HYJa, Tj. TO Cy JeJTHU OJT HapeJIHUX

0Bes ymamermba OIIITOCTH, MOYKEMO IIPETIOCTABUTH JIa je IPBUX k KOOPAMHATA HEHyJIA. 300I TOTa MOXKEMO
[PEJCTABUTH Ta4Ky & Kao (k:*:---:x:1:0:---:0), rae ca * odesexxkaBamo HeHnysa Koopaunare. Ojasze
k-1
ce jemmocTaBHo Bumu ma he crabmmmsarop ourm Stab, = 1¥71 x (S1)(+D=(=1) na uvamo ma je dim(Tz) =
codim(Stab,) =k — 1.
"Hckipyayjemo ,,ujaroHaane’ Tauke (O:-+:xy:i---:0:--:y;:---:0) jep oHEe He mpHUNAMAjy KBaJPUIH

Q2n—2~
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CKYTIOBa
Bwizj:{(O:---:xi:---:0:---:a7j:---:0:---:0)€Q2n_2 mixj#()}
Byiyj:{(0:---:0:---:yi:---:0:---:yj:---:O)Gan_g yiyjaéO}
Bxiyj:{(O:---:xi:---:():---:yj:---:O)Gan_g wiyj#O}

Kaxko nckipydayjemo Tadke 1unje cy KOOpJAUHATE T; U ; HEHYJIa, OpOj OBAKBUX OAJIOHA je (22") —n.
Takobe ce jegHOCTaBHO IOKa3yje Ja je BEKTOP ycMepema e; — €; aKo OaJIoH claja Tade [ u
F}, omHocHO —e; + €; axko DaJioH craja tade F] u FJ’ , JJOK Yy C/Iy4ajy KaJjia OaJIoH CIaja TadkKe
F;,u F}, 3a i # j, umamo Jia je BeKTOp ycMmepema e; + ;. Moxkemo npumeTnTn ja je MOMeHT

rpad G(T ™~ Qa,—2) 1-crener xutepoxiwiaegpa

On: {(vl,...,vn) E-ﬂ—*

|’U1|+|’Un|§1}

n=l 9(1—“ Ou-l.) "':\,"‘3

Cuuxka 2.4: Moment rpadosu G (T' ~ (Qa,—2) 3a pasaumaunto n € N.

o casia cMo BuJies i ja Cy MOMEHT rpadOBH JIEIUX ITPOCTOPA 3aIllpaBO y TECHO] BE3U C
KOMOMHATOPHO 3HAYAJHUM IIOJIUTOINMA, U TO HHUje CAydIajHOCT. YOp30 heMo BuaeTu u mope-
KJIO caMor' UMeHa MOMeHT rpada, Koje he Hac JOJATHO YIyTUTH Ha JyOOK OIHOC u3Meby
JIMHAMUKe JIejCTBa TOpyca W KOMOWMHATOPWKE KOHBEKCHHMX moJmTorna. [lopesd Tora, y mocses-
Ib0j IJIaBM heMo ce CycpecTH ¢ jOIll JBe 3aHUMJbUBe (haMUJIfje TOJUTOIA KOje Ce jaB/bajy IpHu
onpehuBarmy MomeHT rpada komuaexcrnor I pacmanujana Gr(k,n) u xKomtaekcrne MHOTOCTPY-

Koctiu KomUaewnur sacwmasa FI(1,2,...,n;C").

2.2 Ilpuapy>keHu TOPYCHHU HPOCTOP IIoJIieapa

Y IPEeTXOIHOM JIeJIy CMO BUJIEJIN KAKO MOXKEMO IIPOCTOPY C JI€JCTBOM TOPYCa J1a J0JIeTUMO

JIMHEAPHU Tpad U ycIyT BUIE/IHN IIpUMeEpE TJe ce JOTUIHU rpadOBU MOT'Yy pean30BaTH Kao
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1-ckesieTn KOHBEKCHUX IIOJUTOIA. Y HapeJIHOM IIOTJIaBJbY hemo B JETHU KaKO MO2KEMO Ja KOH-

CTpyumieMo 3aHUMJ/bUBE IIPOCTOPE C TOPYCHUM ,ILejCTBOM uoweswWU 0g KOHBEKCHUT Uoauegapa.

KowmenTap. Pajn jennocraBHOCTH M3Jarama, KopuctuheMo o3Haky V 3a n-IuMeH3UOHAIHA

peaJiHu BeKTOpCKH 1pocTop, 1 = V*, a pemrerky [ hemo moucroBetutu ca Z".

Hedbununuja 2.2.1. Kaxemo na je n-auMeH3noHaHI KOHBeKcHU nouenap Py V payuo-

HAAQH AKO CBA TeMeHa IMOJINTOIA UMAjy pallnoHAJIHe Koop/nHarte, Tj. kuse y Q".

Hedbunnnmuja 2.2.2. Kaxkemo 1a je n-gumensunonanu nosuenaap Py V @pocii ako, 3a CBAKO

TeMme v € P BaxKu Jia Cy UBHIE KOje CaJIpKe v, BuheHe Kao BeKTOpH y V, JTUHeapHO HE3aBUCHE.
Hedbununuja 2.2.3.

e Heka je F crpana mommenpa P C V, ca F+ < T hemo odee;kuTn BEKTOpe KOjU CY

oproronajnu Ha F', Tj. cKyn yHKIIMOHAJIA
Ft+ = {tGTT ‘ t(v—v'):0,v,v'€F}.

e Heka je p € P Tauka ymyTap mojuenpa P, ca F), iemo obesexkntu HajMamy CTpaHy

nosimesipa P Koja caJipKu TadKy p.

Hedbunnnuja 2.2.4. Heka je P nosmenap y n-IuMeH3UOHAJTHOM BEKTOPCKOM ITpocTopy V u
ueka je T'= T /L n-numensuonannu Topyc. Ilpuapyxenn wopycru apocwiop toasuegpa P

nedunrmmemo kao T(P) = (P x T)/ ~, rae je pesanuja eKBUBAJICHIIA]e ~ JIATa Ca
(p,t) ~ (p,t) <= (p=p A t=1tmod (Fpl +L)).

Knacy exksuBasiennuje hemo gecro obesexxkasaru ca [p, t].
[Tpocrop T(P) mosnazu onpemibe ¢ npupoguum jgejcrsom T~ T(P), rie enement t+ L €
T nejcTByje 11O IPABUILY
o, 1] 5 [t + 1]
[Mopen nmejecrBa T ~ T(P), topycun mnpocrop T(P) je onmpeM/beH € TPECIMKABAHEM
T(P) % P, xoju noruue o npojexmmje Px T Pl p s IIpeciukaBame (1 HA3UBAMO MOMEHUL
upecaurasaroem. Hapeaumo HapeIHO H0CTA JIENO U KJBY9IHO CBOjCTBO MOMEHT IIPECIUKABA-

ba 0e3 II0Ka3a.

Cras 2.2.1 ([19]). Cmnoj u~'({p}) moment npecmkapama T(P) - P je Topyc mumensuje
dim(F,).

8Kako penanmja ~ uaeHTHUKYyje Tadke YHYTap HCTOT CJIOja TIPHM HPOjEKIMju Proj;, MPeciuKaBame [ je
J00pO 1epUHUICAHO.
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Kako je quvensuja opoure p ' ({p}) dam dim(F}),
1-ckener nejersa T~ T(P) hie dbutn uHBep3HA CIMKa
1-ckestera nmosmmenpa P. IllTaBuiie, ako ca e odbenesku-

Mo uBuIly nojmenpa P, ucnocrasuhe ce ga je p!(e)

jeslan BaJIOH YWju je BEKTOP yCMeperha MapasiesiaH ¢
usuriom e (oner, sugeru [19]). To hie pelin na je mo-
MeHTHH rpad npuapyzkeHor ropycHor mpocropa T(P)

yipaso 1-ckeaein uoauegpa P.

Cnuka 2.5: ®udpe MOMEHTHOT IIpe-

urpecnja: CuMIirjieKTuuyka
Hurpecuj cmmkasama T(P) - P

TOl'IOJ'IOI‘I/Ija M MOMEHT IIpeC/IUKaBalbe

ITopek10 nMeHa U KOHIIEIITa MOMEHT IIPeC/INKaBa-
o _ _ _
wa T(P) — P nexu y 00J1aCTH CUMTACKTUYKE WO-

aonotuje. Y OBOM KOHTEKCTY, Kpehemo oj Tora jia mMaMo J1ejCTBO
T - Symp(M,w) C Diff (M)

n-JMMEH3UOHATHOT Topyca T Ha CUMILIEKTHYKO] MHOrocTpykoctu (M*" w) koje je Xamun-
wonoso. To 3naunm ma Baxku ciaenehe: ako ca tq,ts,...,t, odeqe:kuMO 0a3y mpocropa t u ca
tfé, t#, ..., t# 0DeseskMMO BeKTOPCKa T0/ba Ha M Koja orosapajy jeHonapaMeTapcKuM Mojl-
rpymama {exp(st;) | s € R} < T, onma cy mosma t¥ Xamuaiiornosa BEKTOPCKa. I0Jba, Tj. TAKBA

. i .
Jla TIOCTOju TJIATKO IpeciuKaBambe M — R 3a Koje BaxKu dj; = tl#J w.

KowmenTap. ¥ ciayuajy npousBosbte Jlujese rpymne G koja jejcrByje Ha (M, w) myTem cuMm-
mIeKToMopduzama, Kaxkemo ja je jejcrBo G » M XaMUJITOHOBO aKO MTOCTOjH IIPECTUKABAHE

w . . _ .
M — g*, KOje Ha3uBaMO MOMeEeHUW upecaukrasarbeMm 1 Koje 3a/0BOJbaBa HapelHe yCJIOoBe:

X X
e Ako ca M £ R oBenexumo mpecimkasame maro ca p —— u(p)(X), rae je X € g,
1 aKo ca X7 00e/Ie:KIMO BEKTOPCKO ITIosbe Ha M Koje olrosapa jeIHoIIapaMeTapcKoj
noarpynu {exp(tX) |t € R} < G, onja Baxku 712 je, 3a cBako X € g, pecuKaBame [

Xamuatonujar BeKTOpcKor mosba X7, Tj. na Baxku du™ = X7 _Jw.
o Ipecimkasame M —— g* je G-exBusapujanTio, rie je G M g* KoajyHIOBAHO [€jCTBO.

V cayu4ajy kaga je G = T, MoMenT npeciukasame M —— * he Gutu naro ca

o
p— (11 (p), -, (D)), =)
I1a ce OBa yoIIlTeHa JedrHuIrja XaMIJITOHOBOI JA€jCTBA MIOKJIAIa C IIOYETHOM.

CummiekTuuke MHOrocTpykoctu (M2 w) Koje cy onpemibeHe eeKTUBHUM M XaMuji-

TOHOBUM ,ZLejCTBOM HA3UBAMO CUMUAECKWULKUM WOPYCHUM MHOIOCUPYKOCUUUMA T TECTO HUX
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obesiezkaBamMo kKao ypeheny uwerBopky (M, w,T, u), rie je p MOMEHT IIpeCcIMKaBakbe JIejCTBa
T ~ M. Omne cy nam o1 mocedHOT 3Ha4aja jep H0CTOju KIacuduKalmja NCTUX IPEKO KOMOUHA-
TOPHEX IMOJAaTaKa KOje YNTaMO M3 MOMEHT IIpeCc/IMKaBamba (1. KOHKPETHO, OB€ MHOTOCTPYKOCTH
cy y TecHoj Be3u ¢ /leazaHnosum UoAuOUUMA, Tj. TPOCTUM U PAIMOHAJTHAM ITOJIUTOITMMA,
KOjU Cy y3 TO W TVIATKU (IITO 3HAYM Jia, 33 CBAKO TE€Me, UBHUIE KOje Ta CaJpKe UUHE je/IHY

Z-bazy pemerke 7).

Teopema 2.2.1 (des3anoBa Teopema). lloBesane u 3aTBOpeHE CUMIIEKTHYKE TOPYCHE
MHOT'OCTPYKOCTHU Cy KJacudukoBaHe npeko Jlensanosux nosuromna. Tadnuje, mocroju onjex-

TUBHA KOPECIIOJIEHITN]a

IloBe3ane u 3aTBOpEHE
IenzaHoBu
CUMILJIEKTUYKE TOPYCHE —
ITOJIUTOIIN
MHOTOCTPYKOCTH

(M, w, T, p) — p(M).
Jloxas. Bunern norsasiba 28 u 29 y [4]. N

Tomac Hensan je 1988. roamue j0Ka3ao0 OBy JAyOOKy TEOpPEMY M OHa je jeJHa y HU3Y
pe3yJsiTata U3 aJiredapcKke reoMeTpuje U CUMILIEKTHYKe Tonosoruje 70-ux u 80-ux romuHa
IIPOIILJIOT BeKa KOjU Cy ITOCTABUIN KaMeH TeMeJball 38 N3y9aBamhe TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH 1
WOPYCHUT 6aPUJETEWa TTPEKO TPUIAPYKEHNX KOMOMHATOPHUX 00jeKaTa (TaKOBBaHI/IX ./Leaesa).

Burie o oBoM mipucTyIy, KOju mpumiaja odJacTu Wopycre WouLoA0Tuje, MOKETE TPOIUTATU Y

3], [2] u [5].

2.3 KoxomoJiomKy NpCcTEeH JIMHeapHUX rpadosa

Y oBoMm moryiaB/by hemo ca v,V ... 0DeeXUTH TeMeHa JimHeapHOr Trpada G, OIHOCHO,
ca l,,» hemo obenexkuru usuity rpacda G Koja mosesyje temena v u v'. CIudHO Kao u y

IIPETXOHOM TIOTJIaBJbYy, HaMa he G KUBETU y N-INMEH3UOHATHOM BEKTOPCKOM mpocTopy V,
1

vv!

T = V* he dutu oxrosapajyhu myan, a [, < T he dbutu oproronan usure [, ,, . omarHo,
IIPCTEH PeaJHUX MOJUHOMUjATHUX byHKIMja T L> R hemo rirefaTu Kao rpajyucaH mpcTeH

Sym(T*), rae je crenen rpajyaryje 1Ba IyTa CTAHIAPIHU CTENEH TMOJIUHOMUjasTHe (BDYHKITH]e.

Hedbuunuuja 2.3.1 (|9]). [Hocmarpajmo npso npceren
P Sym(T%),

. . . fy .
YUju Ccy eaeMeHTH Hu30BH (f,, f,/,...) mommHOMEjasHuX dyHKImja | — R Koju cy MHIEK-
cupaHu TeMeHuMa v juHeapHor rpada §. Koromoaowku upctueH aueapHoir ipaga G je

IIpCTeH

H(G) =L (fo, fr,...) E @Sym(?*) ‘ folie = fulir , 3a cBa Temena v, 1/ 5 . (2.1)
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TeomeTpujckm, OBe pejanuje HAM CaMoO IOBOpPE Ja, 3a CBaKy HWBHILY [, ., IMaMO Ia Ce
nosmHOMH f, U f,, oarosapajyhux Temena mnok/amnajy ua oproronany [ .

Ha npcren H*(G) MoxkeMO 1 J1a yBEJIEMO TPAJIyalinjy

H'(9) = DH(9),
i>0

re je H*TL(G) = 0, nox je H?*(G) cxyn cux mmzosa (f,,...) 9ujm Cy 4JaHOBH f, CBH
crenena k. OBJie je mpou3Boj Takas 113, 3a o € H(G) u B € H/(G), umamo na je aff € H(G).
[Topex mora, npcren H*(G) uma u crpykrypy jeasor Sym(T*) mosysa, rue je MHOXKEe
ckanapom g € Sym(T*) naro ca g- (fu, fury---) = (9fu,9fvrs--.)-

Omnpasname 3amTo ce H*(G) 30Be K0ToM0A0WKY TPCTEH JINHEAPHOT rpada JeKu y Hape]I-
HO] “IME-CHAIN: KO MMAMO HHKIy3njy G —— G muHeapHIX rpadoBa, OHIA MOCTOjI IPUPOIHA
ITPOjeKITrja

AP sym(T*) 5 @D Sym(T*),

/e je IpBa cyMa HHJEKCHpaHa TeMeHnMa v rpada G, 0K je Ipyra WHIEKCHpPaHa (IOTeH-
[UjaJIHO MambuM cKyroMm) Temennma V' rpada G'. Kako je G’ nuneapuu rpad duje cy upuie

Jieo usnta rpada G, o je n06po pedbunucan mopduzam Sym(T*) morysa
H'(G) — H'(G),

KOjU TIOMITYje U TPaLyaltn]y.

Mana je nedwuHunumja 1octa eseMeHTapHA, paJi ¢ KOXOMOJOMKUM mpcreHoM H*(G), 3a
[IpOU3BOJbHU JinHeapHU rpad G, Moxke J1a Oyje JocTa 3aXxTeBaH. 3aT0 heMO HaBECTH CAMO TIap
jeTHOCTABHUX W 3aHUMJbUBUX UNIHEHUIIA, HEKE OJT KOjUX Cy HAM BarkKHE 3a Ja/bl paJi. Buire o

KOXOMOJIOIITKOM TIPCTeHY JiHeapHuX rpadosa Moxkere npountaru y [13], [11] u [19].

Nuarepnperanuja H'(G) 3a mase ungekce i

HO(G) : Hus (f,, fur,...) € H(G) je 3anpaBo HU3 KOHCTAHTHUX

dbyukiuja T TR KOje 3a/10BoJbaBajy penanuje u3 2.1. To 3naun na

9 cy, 3a JiBa cycejiHa TeMeHa v u V', pyakimje f, u f, jeqnake. OBako

npodujamo ma cy f, = f,, 3a cBaka JIBa TeMEHa U3 MCTe KOMIIOHEHTE

OBE3aHOCTH JIuHeapHoT rpada G, na hie muvensuja npocropa HO(G)
o/iroBapaTu OpPOjy KOMIIOHEHTH ITOBE3AHOCTH.

H2(G) : OBaj nyr je nuz (f,, for,...) € H*(G) jenan nus aune-

v aprur dyuxmnuja T N KOje 3a/10BoJbaBajy penaruje u3 2.1. Kako

HaM G xuBu y V = T*, Mu MOkeMO CBaKU QYKIIMOHAJ f, Ja BUIIMO

Couka 2.6: H°(G) = Kao BEKTOD KOjU je mocraBsbeHH Ha ojaroapajyhe teme v. Omasie
R R MOXKEMO JIa KOHCTpyHuIeMo HoBu JuHeapHu rpad G. Ckyn temena

v rpada G je ckym ,BpxoBa’ BeKTOpa f,, 10K heMo TemeHa U u 7'

[I0BE3aTH WBUIIOM aKO Cy ojaroBapajyha temena y rpady G moBe3aHa UBHUIIOM.
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Wcnocrasuhe ce ma cy smHeapuu rpadosu G u G exeu-
6aNeHTHU. AKO yOUuMO UBUNE [,/ U lp5, MA BUAUMO J1a CY

OHe TIapaJieJTHe aKO U CaMo aKO BeKTopH f, u f,, mMmajy uc-

Ty TIPOJEKINjy Ha OPTOrOHAJI ZVLV,, aJ1 TO je eKBUBAJIEHTHO

¢ THMe Jla Baxu penanuja f, |, = f|L (Bugetn ciuxy
vv vv

2.7).

TuMe cMO CyNITUHCKY TIOKa3a 1 J1a je qumensuja H2(G)
YjeJIHO U JuMeH3uja KOHPUIYPayuorol Gpociiopa CBUX Jiu-

eapHUX rpadoBa KOju Cy eKBUBaJEHTHH ¢ Ipacdom .

deo-1mio-neo nonmHomujasine pyHKIHje

Osze hiemo naru unrepnperamujy H*(G) y caydajy Ka-
na je G 1-ckener nosmrona P. Ako je P C V, Taja MoxkeMo

Ja Pa3JI02KUMO T IIPEKO HETOBE HOPMAAHE NAEUESE.

27
7 , 7"
R e >
!;. . Iy 1 i "‘?:‘.Ir;
, I'1 'I p}_}
- l :
i 7 \\}
B e e s ol |
Cnuxka 2.7

Hedununnmja 2.3.2. Hopmasna Jienieza Np nosmrona P je kKonekiuja { F*} (monmepapaux)

komyca’

F* = {t eT ‘ F C argmax,cp t(v)} ,

rie je F' crpana nonmurona P.

a“

&
e *

Cruka 2.8: Pasznarame T mpeko HopMmaJiHe Jjerne3e mosuroma P.

. t .
[Toznaro je m3 KOHBEKCHe aHajm3e Ja JuHeapHu yHkuoHaan ¥V —> R 10CcTH)KY CBOj

MaKCHMyM Ha KOHBEKCHOM cKyiy P dam y ekcrpemunm Tadkama (Bugeru [24]). ¥V ciyuajy

Monckyn C peasHOr BEKTOPCKOr IIPocTopa V je Kowyc ako je 3aTBOPEH 33 MHOMXKEHE C HO3UTHBHIM
ckagmapuma A > 0. Komyc C je nomarno woauegapar axo ce MOXKe IPEJICTABATA KA0 KOHYCHH OMOTAd

C = Cone({vy,va,...,05}) = {Zle Aivi | Ay > O}, 3a HEKe BEKTOpe ¥1,Vs3...,v;x € V. OBo je 4ak eKBUBa-

JIEHTHHU ¢ TuUMe Jia ce Konyc C' MOyKe peajm30BaTh Kao IOJIHeap.
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IIOJIUTOIIA, TO Cy TAYHO TeMeHa rojuTona P, na ce F* MoxKe peJlaTUBHO je/IHOCTABHO OJPEIUTH
reOMeTPHjCKH (BHIETH CIUKY 2.8).
Taxobe BuguMO 18 MOXkeMO Ja pasiaokumo | Ha yaujy | = |Jp F*, rae je yHuja uniek-

cupaHa crpanama F' mosurora P.

KomenTap. 3aHnM/bUBO je IPUMETUTH Jia HOpMaJiHa Jierie3a Np 3a/10BO/baBa HapeIHa CBOj-

CTBa:
1) Csaka cTpana T KoHyca o € Np npumajia HoOpMaJHoj Jjerne3u Np;
2) Ilpecek nBa Komyca 01,09 € Np Takobhe mpumajia HOpMaJHOj jrere3n Np.

Opo he mam OuTm OCHOBa 3a yoIITeme jdedunuiuje HOpMaHe Jiertese Np mosurona P.
Kazkemo 51a je kostekiuja nonuenapuunx konyca . C T setieza ako BaxKe IIPETXOJIHO HABEIEHA
cBojcTBa 1) u 2).

[Iperxomno cMO HajaBWIM Jia Cy HAM Jiele3e OUTHU KOMOWMHATOPHH OOJEKTH IPEKO KOJUX
MOKEMO J1a U3ydaBaMO TOIOJIONIKe 0codnHe TopycHnx Bapujereral’. Hanme mocroju dujexTus-
Ha KOPeCIoH leHnunja u3Mel)y (HopMaJsIHuX) TOpYCHUX BapujeTera u Jiele3a CTPOro KOHBEKCHUX

KOHyca. Buie o oBoj Teopemu moxkere nahu y [3].

Hedbununuja 2.3.3. 3a menpexkugny dyuxmnujy T 4 R kameno Ja je geo-to-geo UoAU-
nomugjaana va T (Hacmpam HOpMaJiHe Jerne3e Np) ako je pecTpukimja f|p« MOJMHOMUjATHA

dyHKIMja, 3a cBe cTpane F mosurorna P.

JemqHOCTABHO MOXKE Jla ce MpoBepH Jja je f 1eo-To-/1e0 MOJUHOMUjaTHA (PYHKIHja aKO U
caMo aKo je pecTpuKIja f|y+ moanHoMujaiHa 3a cBa wemena V nomurona P. 3bor oBe qnmbe-
HIIIE MOYKEMO J[a TPUMETHUMO J1a je KOXOMOJIOKY ripcrer H*(G), y ciydajy Kaja je JuHeapHu
rpad G 1-ckesner mosmrona P, yjegho u MPCTEH 1e0-T10-/1e0 MOJNHOMUjATHIX (PYHKIM]a Ha [

(mactipam Hopmautae Jieriese Np).!'!

2.4 OpgHoc nm3Mmely ekKBuBapujaHTHE KOXOMOJIOTHje U

KOXOMOJIOTHje JIuHeapHuX rpadoBa

Y oBoM moriaB/by ieMO KOHAYHO IOBE3ATH TEOPHjy KOjJy CMO Pa3BUJIM Yy OBOj IJIABU C
TEOPUjOM U3 MPETXOJIHE TJIaBe. 3a Pas3jIuKy OJl IpBe IJIaBe, OBJIe W Y HAPEIHOj TJIABHU TIO/Ipa-
3yMeBaMo J1a je npcren kKoedunujenata R = R, 1j. na je Hi(M) = Hi(M;R).

Hagemumo caja e duthHe mpermioctaBke 3a mpoctop M u nejerso T' N M:

WKaxemo ma je anrebapckm BapujereTn X Wopychu 6apujeiliep aKo caap:ku anredbapcku topyc (C*)" =
Spec(C [thtfl7 . ,tn,tgl]) Kao OTBODEH, CBYJA I'yCT IOJCKYI (y TomoJsioruju 3apHCKOr) W aKO BayKH Ja ce
npupozso xejerso (C*)™ ~ (C*)™ moxe fa ce mponyxu Ha gejerso (C*)™ ~ X.

UM rapume, ako je mommTon P Impoct, 0Baj IPCTEH MOXKe U 12 ce mosexke ¢ Cremmn-Paj3HepoBuM ImpcTeHOM
JlyaJiHOT moaurona. Bujern normasibe 12.4 y [3].
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1) Ja momenws tpagp G(T ~ M) wocmioju, omHOCHO Ja je l-ckejier jejcTBa jeiHa

DaJIOHCKa, CTPYKTYPA;

2) Ha je mpocrop M onpemsben ¢ gejcrBom 1T N M exeusapujaniino dopmanan, Tj.

aKO 34 CHEKTPAJIHU HU3 PaCJIOjermha

M —— ET xr M

Jpr

BT
BasKH Ja je E? = E*°.

Y mpaxkcu, ycJioB eKBuUBapujaHTHE (OPMATHOCTU je UCIYEeH y JOCTa CiydajeBa (BHIETH

[9],]15] u [18]). Usmely ocrasor, ycioB je ucnymen y ciydajy Kajia je mpoctop M:
o CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT ¢ XaMHUJITOHOBUM JiejcTBOM Topyca 1';
e TakaB jia Cy My KOXOMOJIOMIKE IpyIe HemapHux jumensuja H2*T1(M) tpusujasme;

e Tiajiak KoMmILIeKcaH pojeKkTusHu Bapujerer'? (rye je T' = (C*)" anredapcku Topyc Koju

JIejCTBYje Kao JIMHeapHO-aJIredapcka rpyta).

Takobhe je mosnaTo s1a, Ipu yCJIOBY €KBUBapHujaHTHE (DOPMAJIOCTH, TIOCTOjU TIPUPOJIHU H30-
mopduzam Hi(pt) momyia
Hi(M) = H*(M) ® Hp(pt),

. . L .
a OBO je eKBUBAJIEHTHO C THME JIa je U3BeJIeHO npecinkaBawe Hiy (M) — H*(M) cypjekTuBHO

(Bugeru [18], ogrocHO [6] 3a KOHTpanpuMmep y ciaydajy kaja je R = 7).

Teopema 2.4.1 (2.3, [15]). Koxomomorujy H*(M) MokeMO Jja PEKOHCTPYHUIIEMO ITPEKO €KBHU-

BapujanTHe Koxomosoruje Hi(M). Ilpenusnuje, Baxku

s~ Hp (M)
oD = 00

rze je I MakcuMaJsiHu XoMorenu ujeast nperena Hi(pt) =2 R [ty, to, ... t,], 1j. I = (t1,ta,...1,).

Kowmenrap. Uszomopduzam Hi(pt) = Rlty,te,...,t,| Huje Kanoncku. Hamme, naentudn-
kanuja anredbpe Hi(pt) = Sym(t*) c¢ amredpom R [t1,ts,...,t,] 3aBucu o1 omadbupa daszHmx
dyukmmonana (ty, —), (ta, =), ..., (t,, —) € t*, ocaHOCHO 3aBUCK OJ1 O/]AbUpPa DA3HUX BEKTOPA

ti,ta,...,t, € t. Hekama ce yak y qureparypu npcren Hi.(pt) = H*(BT) unentudukyje ca

IIPCTEHOM

1 (BT) = 1 ([ OF) = (Q H'(CP%) = QR[] = Rt1,ta,. -, ],
=1 i=1 i=1

120 anocHo upemyrmbmian 3apucKu 3aTBopeH HoAcKyn mpocropa CP™ Koju je 3aJaH CHCTEMOM XOMOTEHHX
IIOJIOHOMUJAJIHUX jeJIHAYNHA, TAKAB /18 HEMA HU jeJIHY CUHTYJIApHY TadKy.
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rjie je apyru msomopdusam gar npeko Kunerose dopmysie u deg(t;) = 2, ajqu Hu OH Huje
KAHOHCKU jep ujeHTuduKamnuja y npumepy 1.3.5 nuje KaHOHCKa. ¥ CBAKOM CJyd4ajy, ujeas [

MOXKe Ja ce JiecbuHuIne u 6e3 oBe UeHTU(UKAII]jE, aJld je YBOJIUMO j€IHOCTABHOCTH PaJIH.

Teopema 2.4.2 (I'opeckor, KorBuiia u Makdepcona, 1.2.2, [9]). Heka je M mpocrop
ca TopycHuM nejctBoM 1"~ M Koju 3a/0BOJ/baBa IMPETIOCTABKE C MOYETKa IOrJIaBba. lajga
je eKBUBapHUjaHTHA KOXOMOJIOTUjA U30MOPPHA (Kao UPCTEeH ) KOXOMOJIOITKOM IPCTEHY MOMEHT

rpada, Tj. BaxKu

H(M) Z2H(G(T ~ M)).

VYmecTo J10Ka3a, y HApEIHOM IOrJIaB/by NeMO KpO3 Iap IpuUMepa WIYCTPOBATH jAUUHY

MIPETXOJTHE TEOPEME.
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OapebuBame ekBuBapujaHTHe

KOXOMOJIOTHj€e

Seeing comes before words. The child looks

and recognizes before it can speak.

John Berger, Ways of Seeing

OnepaTtuBHa MHTEpHpeTalja IJIaBHE TeopeMe

Y oBoM moriaB/by fieMo, Kao U y KoMeHTapy mocie teopeme 2.4.1, noucroerutu Sym(t*)
caR[t1,ta,...,t,], 38 HeKU oabup HazHUX BeKTOpA t1, t, . . ., t, € t. [Ipu T0j npenruduxanmju

u njeHtudukarmju t* = t = R”, MokeMo0 Ja MHTEPIPEeTUpPaMO pPeJIalinjy

fV|liy, = fl/’|l,fy, (3~1)

Koja HaM ojpebhyje ekBuBapujanTHy Koxomosorujy Hi(M) = H*(G(T ~ M)) na jenan gocra
onepaTuBaH HAYUH.

Hexka je e; uBuma moment rpada G(T ~ M) koja omrosapa dajiony B; Koju moBe3y-
jy durcue tauke N; u S;, omHOCHO Koja je mapaJenna BekTopy D; <> d;, tmae je d; =
(di1,dia,...d;iy) € Z". Taga mam pemnanuja 3.1 rosopu ga ce nommuoMm fy, — fs, € H (M)
aHyJmpa Ha JuHeapHoM notmpoctopy t; = ker(D;) = {t € t | (d;,t) = 0}'. Kako je t; 3anan

JII/IHeapHI/IM HOHI/IHOMOM, BUINMO Ja BazKH peJIaILI/Ija
In, = fs, € (dints + digta + -+ + dinty).

Camum tume onpehuBame ekBuBapujanTe kKoxomosoruje Hiy (M) ce cBomu Ha HITINTABAIGE
KOMOMHATOpHUX nHMOpManuja ca MomeHT rpada G(T ~ M).

Croboamje pedeHo, exeusapujaHiiny KOToMoA0TUJY UGUMO TUPEKO MOMeHTL Tpadal

Ito je sampaso Jlnjesa anredpa jesrpa ker(;) xapakrepa T X4y sl KOju HAM 3aJiaje JejCTBO Ha OAJIOHY
B;.

31



I''IABA 3. OJIIPEBUBAKE EKBUBAPUJAHTHE KOXOMOJIOT'NJE 32

KowmenTap (O egexmiusrum gejecisuma). lejcrBa y HaBeJIeHUM TPUMEPUMA U3 IIOTJIAB/bA,
2.1 aucy edexktupHa. Mak, MoxKeMoO J1a UX ,,[IOMPABUMO’ HA HapPEIHU HAYWH: aKO HAM je JIaTo

aejerBo T' Y M, MoxKeMO J1a yOUIUMO JI€jCTBO
T =T/ Ker(p) ~n% M

koje je (o nedununujn) epexrusno. Oua he nam durtn o1 pakTHaHe KOpuctu jep he ce Tume
CYINITHHCKI CaMO’ CMamUTH JIUMEH3Hja aMOMjeHTaJIHOT IIPOCTOpa ¥ KOM he ce Hall MOMEHT

rpad HaJIa3UTH, CAMUM TUMe he U IMPEeTXOTHO IIOMEHYTe pesallfje OUTH jeITHOCTABHU]E.

[Ipe mero mTo KpeHeMO C MpuUMepuMa, Tpeda HAIIOMEHYTH Ja he CBU IIPOCTOPU y OBOM
HOTJIABJbY, OIPEMJBEHHU C OAroBapajyhuM TOPYCHHM J€jCTBOM, 3a/I0BO/baBaTh ycjoBe 1) u 2)

Teopeme 2.4.2.

3.1 KommiekcHa npojekTuBHa paBaH CP?

Kaxo nejerso (S1)? ~% CP? us npumepa 2.1.2 nuje edextusno (enementn obiuka (2, z, 2)
JIeJCTBYjy TPHUBHjaJIHO), MU NeMO 3apaji jeJHOCTABHOCTU padyHa HOCMATPATH DPEyKOBAHO

nejerso T 22 (812 AP CP2, e (21, 22) € (5Y)? aejersyje mo npasmty

)

(%1 X2 I T3 rq . 2122 - 22.133).

Bunenmun cmo panuje ja cy MOMEHT rpadOBU KOMILIEKCHUX IIPO-

(1:e:0]  jekTuBHUX TIpocTopa CP" 3ampaBo cuMmiiekcn, mro he dutu caydaj

Py - 4 Pt u oBJie. Pejranuje Koje anramo ca MoOMeHT rpada OBOTI ,,pelyKOBAHOI"
(ot ¥a JiejcTBa MOXKEMO BUJIETH Ha caury 3.1.
£t Casta hemo m j1a o/ipeTIMO pejialje W reHepaTope eKBUBapH-
’ jaHTHEe KOXOMOJIOTHje H(*Sl)Q((DIPQ). Axko cy pi,p2,p3 € Sym(t*) =
o ::,-) R [t1, t2], Taga HaM Teopema 2.4.2 TOBOpPU Jla BayKe peJialuje
Cmmka  3.1:  MowmenT pr—p2€ (), ps—p1 €(ta), p3—Dp2 € (t2—t1).

rpad G((S')? ~ CP?).

Ha ocHoBy oBuX pejamuja, MOXKEMO Ja 0JadepeMo ITPOU3BOJbHE
p1,q1 € R[t1,t2] u ga mocrasumo Ja je py = py + t1g;. AHAJIOTHO, U3 Apyre pesaryje BUIUMO
Ja je ps = p1+taqo, T je qo € R[ty, to]. Unax, 350r Tpehe penanuje, o fie 3a0BobaBaTn Heke
nofaTHe ycnose. Hanme, 3 mperxo/iHe muckycuje ciaean aa je taga —tiqn = p3 —p1 € (ta — 1),
a Kako je (ty — t1) mmeas, olaBie MOXKEMO Ja 3aKJ/bYIiMO J1a octoju q € R[ty,ts] TakBo na je

g2 = q1 + (t2 — t1)q. Camum Tume je

Hﬁksl)z(C[PZ) = {(plapl +tiqi,pr +to(qr + (2 — t1)q)) | 1, 01,9 €R [tlatz]} : (3:2)

?Kaxo enementn u3 ker(p) Tpusmjanno nejersyjy ma M, 1-ckenern gjectasa T ~¥Y M u T ~% M he durn
WCTH, TIa Ce TPaHe ojrosapajyher Tomosomnkor rpada y oCHOBU MOMEHT rpada ce Hehe MpOMEeHUTH.
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[IITo ce cTpyKType MHOXKEIbEe TUYe, 3HAMO JIa je OHO 3alTPpaBO MHOXKEH-€ 110 KOOp/IMHaTaMa
eJieMeHaTa u3 3.2, 1ma MOXKeMO jeTHOCTaBHO JIa OJPEINMO U CTPYKTYpPy npcreHa H (*51)2((13[132).
ExsuBapujanraa koxomosoruja H (*51)2(@[!32) je kao R[t1,ts] Momysn renepucan eneMeHTHMA

(1,1,1),u = (0,t1,t2) mwv = (0,0,t2(ts — t1)). Mozke Ja ce mokazke a BaxKke pesalmje
w =tiu+v, m ud=(t; +ty)u? — titsu,
OJHOCHO, J1a je
H(*Sl)z((D[P2> =R [tl, tg, U] /<U(U - tl)(u - tg)), (33)

rze cy crernenu reneparopa deg(ti) = deg(ty) = deg(u) = 2,.

PekoHcTpyknuja obuane koxomodioruje H*(CP?)

Cajla MOXKeMO ¥ jeJIHOCTABHO Jla ojipe Mo Koxomoiomku nperen H*(CP?). Kako je 1o
Teopemu 2.4.1
(512 (CP?)

I ° H(*Sl)Q(G::[PQ) ’

12

H*(CP?)

renepatop € H*(CP?) omrosapa remeparopy u € H(*Sl)Q(C[PQ), nok penanuje y H*(CP?)
YuTaMO U3 oiroBapajyhux penanuja y 3.2 tako mro mocraBumo cse t; = 0, ma godujamo

JI00PO TIO3HATY YHUIHLEHUILY JIa je

H*(CP?) 2 R[z] /(z*), deg(x)=2.

3.2 MHorocTpyKocT KoMIieTHuX 3actasa Fl(1,2,3;C?)

Heduunuuja 3.2.1. Heka je V' (KOMIUIEKCHU) N-JIUMEH3UOHAJHA BEKTOPCKHU pocTop. Hus

Ve yIibeKIeHNX BEKTOPCKUX TOTIPOCTOPA
0SSV <V, =V

HazuBaMo 3actasom. Heka je d; = dim(V;), rme je i = 1, k, Tama hiemo pehin ja je 3acrasa
Ve cumnataype (dy,ds, . .., dy). Ako je 3actasa V, curnarype (1,2,...,n), oHla KayxkeMo Ja je

KOMUNETIHA, & Y CYIPOTHOM KaxKeMo J1a je UapyujaiHa.

Jeman nHama 700po mo3HAT mpuMep naprujasiHe 3acraBe je 3actaBa l, = {I < C"} curna-
type (1,n). Kako je kosnekmmja cBux takBux 3acrtaBa 3ampaso CP", mocrasiba ce mpUpOIHO
nuTamke Ja Ju Kojekiuja ceux 3acraBa Fl(dy,ds,. .., dy; C") curnarype (di,ds, ..., d;) uma
CTPYKTYpy ryiarke MHOrocrpykoctu?! OAroBop je Ja, u 1o KOMEHTapy IOCIe TeopemMe O Op-
outn u cradmmusaropy 1.1.1, mohu hemo ja gamo ejeranTan ommuc rjaTke cTpykKType. Kako

3a CBaKU BEKTOPCKH IIOTIPOCTOP V; MOxKeMO Ja Hal)eMO OopTOHOpMHpaHy 0a3y vi,...0U4,,
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e je d; = dim(V;), moxemo ja yoummo ja yHutapHa rpyna U(n) mejcrByje (cieBa) Ha

Fl(dy,dy, . .., dg; C") Tako mro marpuna U € U(n) aejcrByje 1o mpaBuiry

U
V;:{<Ul7"'7vd1>$<v17"'7vd2> g"'_’<,_<’l)1,...,1)dk>}'—>

{<UU17' --;Uvd1> S <U7)17 .- .,U’Ud2> S s <lev" '7Uvdk>} =UW.

— —

Takobe ce jemnocrasro Buym na je aejecrso U(n) ~ Fl(dy,ds, ..., dy; C") rpansurusHo. [lTa-
BUIIIE, MCIOCTaB/ba Ce Jia je OBO JIEjCTBO IJIATKO, Ha MOXKEMO Jia IJIEJaMO MHOTOCTPYKOCTH

HapIyjaJHuX 3aCTaBa Ka0 XOMOIeHe IIPOCTOPE
Fl(dl, dg, e ,dk, Cn) ~ U(TL)/ StabE_ = U(n)/(U(dl) X U(dg — dl) X - X U(dk — dk—l));

riae je B = {Eyq < Egy < -+ < Ey, =C"}, a By, = (eq,...,€q4,). Y clIydajy KOMIUIETHHX
3acTaBa, JOOUjaMO MHOTOCTUPYKOCT Komuaetunux 3actmasa FI(1,2, ... n;C").

[Ipe mHero mrTo mpeycMepuMO TaXKiby Ha MHOTOCTPYKOCTH KOMILJIETHUX 3aCTaBa, Y OBOM
TPEHYTKY je JJ0OPO HAIIOMEHYTH Jia CYy HaM OJI BEJIMKOT 3HAadaja U MHOTOCTPYKOCTH 3aCTaBa
curaarype (k,n), Tj. mpocrop cBux k-nuMeH3noHaHUX paBHU y C", TO3HATHjU KAO KOMILIEK-
cau I'pacmanujarn Gr(k,n) = U(n)/(U(k) x U(n — k)). O oBum npocropuma hemo npudaru

JeTajbHuje yop30.

HejcrBo Topyca T' ~ FI(1,2,...,n;C")

Kon muorocrpykoctn kommieraux 3acraBa FI(1,2,...,n;C") mocra je 3rogHo mpejcTa-
BibaTu 3actaBy Ve = {(v1) < (v1,v2) < -+ < (vq,...,v,)} npeko marpure
. |
V=1 v v ... v, | €U

jep Tako MozkeMo Jia 3ajamMo JiejcTBo Topyca T = (S')" tako mTo z = (21,20,...2,1) € T

JIeJCTBYyj€ O MPaBUILY

z

V — ‘ Vv

ExsuBapujanTna koxomosoruja Hig . (F1(1,2,3; C?))

n=3),

Axko ca (G1)? ~¥ Fi(1,2,3;C?) 0destexxMo J1ejCTBO U3 MIPeTXOHOT JleJia TeKeTa (3a
~ (8)?2 ~

onga hemo ce y osom jeny dokycuparu Ha edexrusno jejctBo (S1)3/ker(yp)

Fl(1,2,3;C?) xoje Ham je garo ca
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Vs 1 174 1 ,

rae je z = (21, 22) € (81)2

Axo je V marpuia 3actaBe Koja je (DpUKCHA IPU JIejCTBY TOPYCa, OHJIa MOXKE Ja Ce IOKazKe
Jla y IPBOj KOJOHUM MaTpuie V MoxKe caMoO Ja ce IIOjaBU je/iHa HEeHysIa KOODIMHATA Uy, 1.
Kako marpuria V' mpejcraB/ba jeJIHy 3acTaBy, MOXKEMO Jia 00€30€IMMO Jia Cy CBe KOO IUHA~
Te JECHO Ol Uy, HyJa, 0e3 Jla MemaMo 3acTaBy Kojy InpejicTasiba. [lltasuime, moxkeMo Ja
apryMeHTyjeMo Ja y APYyToj KOJIOHH IIOCTOjU CaMo je/IHa HeHyJa KOOPAUHATA Uy, 2 U 12 je KO-
OpZMHATA U, 3 = 0. Tume HaM ocTaje camo jegHa HeHyIa KOODAWHATA Uy, 3 Y Tpehoj Kosonn.
OBa jcKycuja HaM FOBODH JIa Cy CBe 3acTaBe Koje cy ukcupane npu jejcry Topyca (S1)?
[IPEJICTABIbEHE UEPMYTAUUOHUM MATLPUUAMA POPMATUa 3 X 3.

CanvHIM Pe30HOM Kao y MPETXOJHOM MaCyCy, MOXKEMO Ja 3aKJ/byINMO JIa Ce CBU OaJIOHU
msmelly dbukchux Tavaka gejersa (51)? ~ FI(1,2,3; C3) Mory npejcTaBuTu MaTpunama Koje
Cy HAJUK MEPMYTAIMOHUM, C TUME IIITO UMAajy joC JeJITHy KOOPJAWHATY G € C KOja ce HaJa3u

ca JieBe CTpaHe HeHyJla KOOD/JMHATA TePMyTallMOHe MaTpulle (BUJIeTH CIuKy 3.2).

0 0 1 a 0 1 0 a 1

a 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 a 1 a 0 1 0 1 0 a 1 0
1 0 0 1 0 0 a 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0
a 1 0 1 0 0
I 0 0 0 a 1

—
P’
—
—
—
ey
(R
-
o

Crnuka 3.2: Marpuie koje nmapamerpusyjy cse dasone nejersa (S1)? ~ FI(1,2,3;C?), tae je
aeC.

Hawmehe ce mpupomno nurame Koje jin cy (huUKCHE Tadke IoBe3aHe DAJOHNMA, a KOje HUCY.
QukcHe Tauke yHyTap OajioHa B modujaMo Kao ,ceBepHH U ,,jyzKHU 1o0J Pumanose cdepe
B =~ @, OJHOCHO KaJia je a = 0 1 KaJia IIyCTUMO Jia ¢ —> OO0, I1a heMo Ha IpUMepy jeaHe
0J1 MaTpuIla U3 3.2 WIyCTPOBATH KaKo ce oipeDyjy. ¥V ciydajy dajioHa KOju je Ipe/CTaB/beH

MaTPHUIIOM

—_ o Q
o = O
o O =
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KaJIa TIOCTaBUMO J1a je a = 0, 700njaMo mepMyTAIMOHY MaTPUILY

_ o O
S = O
o O

C apyre crpane, KaJia IyCTUMO Ja G — 00, J00UjaMO MATPUILY

+— (ae; + e3) < (ae; + e3,e9) < {e1, e, €3)

— O Q
o = O
o O =

= (e; +ates) < (e; +a ez, e0) < (e, e, e3)

1 00
gt (e1) < (e1,e2) < (e1,€9,e3) «— | 0 1 0
00 1

Ucnocrasuhe ce ma cy aBe mepmytanmone marpuiie Pp u P, moBe3ane Dajl0HOM aKO U CaMo
AKO MOXKEMO JIa JI00MjeMO Marpully P; Tako MITO NMPUMEHNMO HEKY TpaHcrnosunujy [i,7| Ha
BEKTOpe KOJIOHe MaTpuie Py.?

KomyroBameM jeqre o1 marpunama u3 3.2 nujaroHagaroM marpurom diag(zy, 1, z2) Moxke-

MO JIa OJIPEJINMO BEKTOP yCMepema KOjU OJroBapa JOTUIHOM OasioHy (Bugeru 3.3).

044)
(040
A oo

oo
400
0104

te-t

o472\
{of
0ol

Ciuxka 3.3: Moment rpad G((5')?) ~ Fi(1,2,3;C?).

Ocraje Ham jomn jga oxpeaumo reseparope H (s1)2 (FI(1,2,3;C?)), nocmaTpaHOr Kao MOJLyJI

Hag Sym(t*) = R[ty,ts]. AKO KpeHeMO 0/ HajHUZKEr TeMEHa Ha CIUIU 3.3 W 0DEJIeXKUMO Ta

3V ciydajy TpeTXoHOT IpuMepa, TPaHCTIO3HIIja BeKTopa KooHa je [1,3].
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ca TPOU3BOBHUM IOJHHOMOM Py € R[t1, 5], oHA JTaKO MOXKEMO j1a BHAUMO Ja he HapemaHa
JIBa TeMeHa 110 BUCUHU OMTH OOeJIeXKeHa MOJMHOMUMA Py + t1ps U P + tops, 38 HEKE MOJMHOME
P2, p3 € R[t1,ts] (comuka 3.4). BaruMm, ako mocMaTpaMo HapeJHa JiBa TeMeHa [0 BUCHHU, 00a
,3aTBapajy mukjayc’, na he oaropapajyhu mosmaoMu outn ojipeheHr HOBUM JiBeMa peJsialiijaMa.
[Ipumepa pajm, ako IOCMATpaMoO TeMe H3HaJ TeMeHa ODEeJIEXKEHOI' IIOJJMHOMOM pi + tips,
TO TeMe MOXKEMO JIa ODEeJIEKUMO TIOJIMHOMOM 00Jiuka p1 + t1pe + (t1 — t2)q, jep Tume 1mTo
ce ,JIoMepaMO’ BEpPTUKAJIHO JIy>K HMBHIlE OOejiexKeHe ca t; — ty HameheMo ycjioB ja pasjinka
ofroBapajyhux moamHOMa Ipumaia uiaeany (t; —ts). C mpyre crpaHe, KAKO OBO TE€ME ,;3aTBapa

UKJIyC’, UBUTA oDeJiexKeHa ca to HaM Hamehe j1o/1aTHU yCJI0B

(p1 + tip2 + (t1 — t2)q) — (p1 + taps) € (t1),

OfIHOCHO J1a je ta(q + p3) € (t1). OpaBae Buaumo jga je ¢ = t1py — ps, 3a HeKO py € R [t1, to].
CanvHIM Pe30HOM MOXKEMO JIa OJIpeMMO U oJroapajyhe mojmHOMe IpeocTasia JIBa TeMeHa,
¢ THUMe IIITO KOJI HajBUINEI TeMeHa MMaMO TPU pejalije Koje Ham oapelyjy Kako H3ryena

oprosapajyhu mosmHoM (Bujeru ciauky 3.4).

pye (k-] - (L) Past b ) P
slhot)h Pt t Lo (bt fe

F"+ t Po” (h— +’]r3 pet ltl' E‘-)P?-* 66
+[£f4i)&;fﬁf
J

te -ty

+uﬂ_{.;) k-! P'-’ ks

e\F41""l:.l- P3

Cnuxka 3.4: ,I'paduukn”’ npukas eKBUBapujanTHe Koxomosoruje H, (512 -(F1(1,2,3;C%)).

JIucty rereparopa’ Koxomosomkor apciiena H (12 (F1(1,2, 3 C?)) MozkeTe BUIETH Ha CJIH-
mu 3.5.

‘Hapenenn remepaTops ce MOTy JIOOMTH OJ T€HEpaTOpa Ca CJIUKe 3.4 HPEeKO eJIeMEeHTAPHUX OIepally]a.
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0,0, 0,0,0 4 (6~ %))
4 (00,2 0, tlte ‘I-] ;{:{h"t&”

/

[.,gl,lq{h‘tllrol fili-w)

\

A

A
[Il.h.ﬂ,ff, {I"l;*l'tl., (0,0; {h *l't‘ltll h-*')

(4,4,1,1,1,1)

Comka 3.5: Teneparopu nperena Hg ), (F1(1,2,3;C?)).

30or padyHCKe c10:keHOCTH oJipelnBama pesamuja n3mely HaBeIeHIX TeHepaTopa, Hehemo
M3BECTH EKCIVIMIUTAH ONNC MHOXKera y npereny Hig . (FI(1,2,3; C?)) (xao mro cmo y TO-

riassby 3.1). O Tome moxkere Buie npounraru y [16].

Kowmenrap. Hcnocrasuhie ce na hie moment rpadosu G((S')" ~ FI(1,2,...,n;C")) wuseru

y Uepmyuwoegpy, MOJUTOITY KOJU ce JI00nja Kao KOHBEKCHU OMOTAY

P,(a1,as,...,a,) = conv({(as1); Go(n), - - -+ o)) | 0 € Su}),

-
rIe Cy CBH a1, 0s,...,a0, € R Mehycodno pazmmautn.” O oBuM MOMeHT rpadOBUMa U O Iep-

MyToenpuMa Moxkere Buie nahu y [19] u [21].

Ciuka 3.6: Moment rpad G(T ~ Fli(1,2,3,4;Ch)).

STIpermsauje, MoMeHT Tpad hie dSuTw 1-cKeeT mepMyToepaa ¢ JOJATHIM HBHIAMA y YHYTPAIIHOCTH TIEPMy-
Toespa. /IBe Temena p; u py Cy IOBE3aHA MBHUIIOM AKO U CAMO aKO MOXKEMO KOODJIMHATE TEMEHA P1 /14 J00UjeMO
071 KOODJIMHATA TEMeHA Py TaKO IITO MPUMEHUMO HEKY TPaHCIO3UImjy [i,7].
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3.3 TI'pacmanujan Gr(2,4)

ITnukepoBo ynarame I'pacmanujana Gr(k,n)

Enemenre I'pacmanujana V € Gr(k,n) noxuBpaBaMo Kao k-IUMEH3UOHATHE BEKTOPCKE
HOTIIPOCTOPE yHyTap mpocropa C", 1a je IpupoaHo Ja UX IIPEACTABUMO Kao JUHEAPHH OMOTa-
ge V = (vy,vq,...0;), TIE CY V;, 38 @ = 1, k, INHEADHO HE3aBUCHU BEKTOPU YHYTap IIPOCTOPA

V. OBo HaMm je KopucHo npu yBohewy [liukeposor yiaiarea
Gr(k,n) — P(A"C") V= (v, v9,...04) —= [vs Avg A=+ Ay,

rjie HaM 3arpajie [—] odesexkaBajy Kiacy exkBusasennuje y P( /\k C™). OBo npec/inKaBame
HaM je OMTHO jep MOXKe Jla ce IOKayKe Jla je 3aucTa yjarambe YHyTap IIPOjeKTUBHOT IPO-
cropa u Ja tadke yHytap ciauke ((Gr(k,n)) 3a10Bo/baBajy CHCTEM XOMOI'€HHX KBaJPATHUX
[OJIMHOMUJAJIHUX jejiHaunHa 3BaHe [laukepose peaayuje (Bumeru [7]). Moxkemo ja BuIMMO
HajjesHocTaBHUju npuMep [lnnkepoBux pesanuja Ha Jeny y ciaydajy I'pacmanujana Gr(2,4).

Axo moucroserumo V' = (vy, v9) ¢ MPaBOyraOHOM MATPUIIOM

-— U1 — . V1,1 V12 V13 Vig
— VU — V2,1 V22 V23 V24
V1i V1,5

u ako ca A;; = det ) obesteKuMO Tako3Bane [lauxepose K00pguHailiie TIPOCTOPA

V2, V2
V', taga ceakom V € Gr(2,4) omrosapa tauka (V) = (Aqg 1 Agp @ Ayt Agy : Agy : Agz) amje

KOOD/IMHATE 33/I0BOJbaBa]y pesaIu]y
A1Aszy + Az Aoy + A1gAgz = 0.

OJ1aB/ie BUIMO Jla MOZKeMo Jia TioucToseTuMo ['pacmanujan Gr(2,4) ¢ ksaapukom Q4 C CPP,

mro hie Ham onmakmarn paj y oapehusamy expusapujanTae koxomonoruje Hig s (Gr(2,4)).

HejcrBo Topyca T' ~ Gr(k,n)

Kako je I'pacmanujan Gr(k,n) MmuorocTpykocT 3acrasa curuarype (k,n), 1ejcTBo Topyca
T = (SYH" A% Gr(k,n) je ucro oHo zejcrBo Koje cMmo Bujeau u y 3.2. Kako ono Humje
ecdbexTBHO, MU hemo ce dokycmparn Ha edexkTusHO gejctso (S')"/ker(p) = (SH)"~! AP
Gr(k,n).

Maga jecte mpupoIHO, J€JCTBO JATO Y OBOM ODJIMKY j€ J0CTa He3axXBaJsIHO 3a padyH. Vnaxk,
y caydajy Ipacmanujana Gr(2,4), nejerso (5')2 ~ Gr(2,4) MokeMo Ja 3amuImeMo mpeKo
[TnukepoBux KoopauHata (1 @ Ty @ XT3 @ Y1 : Yo : Y3) HA HAPETHU, PEJATUBHO jeTHOCTABAH

HAYWH:
(21, 1,1) - (x1 s o i3 1 y1 1Yo 1 y3) = (2121 1 21%0 : 21%3 1 Y1 : Y2 © Y3, )
(17327 1) : (xl X2 T3 Y1 Y2t y3) = (22931 T 2oT2 1 X3 Y1t Y2 22y3),

(17 172’3) : (371 X2 i X3 Y1 Y2t y3) = (23551 X2 1 Z3X3 Y1 - Z3Y2 - yz)-
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Kako je peson y onpebusamy moment rpacda G((S')? ~ Gr(2,4)) nocra cimuan pesomy
Ko/ ipuMepa 2.1.3, ocraB/baMo JOTUIHO ojpehuBame Kao BEXKOYy YMTAOIy (BHUIETH CJIUKY

3.7).

Cnuka 3.7: Moment rpad G((S!)? ~ Gr(2,4)). Temena x; u y; oaroapajy Taukama 4mja je
damr Ta KoopanHaTa 1, 0K cy cBe octasie 0.

ExsuBapujanTna koxomosoruja Hig s (Gr(2,4))

AKo KpeHeMo O] HajHUXKEr TeMeHa X Ha CJAUNN 3.7, MOXKEeMO Ja Ta 0DeJIEKUMO Ca IIPO-
U3BOJBHUM TIOJIMHOMOM Py € Sym(t*) = R [ty, {a, t3]. Camano xkao y 3.1, Tavuky o5 MOXKEMO Ja
00€JIEKMMO Ca TIOJIMHOMOM Py + t3po, THe je py € R[ty,to,t3]. o Temena 3 moxemo johin
TaKoO IITO Ce, Ha UBUIIAMa MOMEHT rpada, ,,[IOMepUMO” JIECHO JTyK HBUIIE ODeJIeKeHe ca ty — t3
IIOYEBIIN OJI TEMEHa Py + t3ps WM TAKO IITO CE ,JIOMEPUMO~ I'Ope JIy2K UBUIE OOEJIeXKEHE Ca
ty TIOYEBIIN OJI TEeMeHa pi. 300 MpPBe HaBeJeHe pesalryje NeMo X3 0DeJeKUTH Ca MOJUHO-
MOM Py + t3pe + (to — t3)q, Tae je ¢ € R[t1,ts,t3], a 350r Apyre 3HaMO Ja MOpa Ja BaxKu
tspo + (t2 — t3)q € (t2). To mape moBiaum ca codboM n1a je ¢ = pa + taps, Tae je ps € R [ty ta, t3].

AKo mazk/bUBO MCIIPATUMO CBe KOje pejialiije Cy HaM HaMEeTHYTEe O] CTpaHe WBUIA MOMEHT
rpada Ha IIOJMHOME KOje MPHUJPYKYjeMO TeMeHHMMa HCTOr, J00MheMo HapeaHe IeHepaTope
H{s1)3(Gr(2,4)), nocmarpanor kao monys Hag R[t1, 12, ¢3] (Bunern comky 3.8).

Kao un y ciy4dajy nperxomHor moryiaBba 3.2, 300r BeJIMKe PAadyHCKE CJI0XKEHOCTH HeheMo
W3BECTH eKCIUIMIUTAH OIUC MHOXKeta y upcreny Higs(Gr(2,4)). O Tome moxere Buie ja

npountare y [20].
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Cimka 3.8: I'paduuku nprukas eKBUBapujaHTHe KoXomoJioruje H (513 (Gr(2,4)).
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KowmenTap. Hcnocrasuhe ce ga hie moment rpadosu G((S')" ~ Gr(k,n)) dutn 1-ckenern

rutepcumtnaerce AR, mro je damuinja IOIUTONA KOja Ce JI00Hja TAaKO IITO Ce HOCMaTpa

npecek usamely n-muvensnonanue xorke [0, 1] n xuneppasan 3a1aHe jeHaAIUHOM V1 + vg +

- +wv, =14, rae je it = 1,n — 1. Bume o oBuM MoMeHT rpadoBUMa M O XUMEPCUMILIEKCUMA

moxkere Hahn y [19] u [8].

Cimka 3.9: ,IlackaioB Tpoyrao” XulepcuMIlIeKca, Ijie ce Xulepcuminieke A}l ce HajIa3nd Ha

nozunmju (k,n — 1).
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Boga je tionena y cede cee
WO Cce MOTAO UPEeWBOPUTHY Y WAAAC

Ana Pucrosuh, Owvapasarwe
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