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Предговор

Многострукости с дејством торуса се јављају као централни објекти у пресеку ком-
бинаторике, еквиваријантне топологије, алгебарске и симплектичке геометрије. Године
1998. Горески, Котвиц и Макферсон су успоставили теоријски оквир који обједињује
две до тада независно развијене струје изучавања G-простора. Једна се бавила обра-
дом комбинаторних својстава орбита датог дејства, док се друга бавила изучавањем
тополошких својтава G-простора користећи непокретне тачке и динамику самог дејства
групе G. Ова теорија данас носи име по иницијалима претходно поменутих истражи-
вача (ГКМ) и нуди нам елегантне комбинаторне описе еквиваријантног кохомолошког
прстена у случају многострукости с дејством торуса!

Циљ овог рада је да се представе основне идеје, технике и главни резултати ГКМ
теорије, али и да подстакне читаоца на даље истраживање и упознавање с младом и
актуелном облашћу торусне топологије.

∗ ∗ ∗

У првом поглављу ћемо навести неке од основних појмова који су нам неопходни да
бисмо дефинисали еквиваријантну кохомологију G-простора: дефиниције дејства група
и раслојења, с посебним освртом на теорију главних G-раслојења која је пропраћена и са
доста примера. Поред тога ћемо да изведемо и нека од најважнијих својсатва функтора
еквиварјиантне кохомологије H∗

G(−) која ће нам бити од користи касније у раду.
У другом поглављу ћемо увести појмове и конструкције које су суштинске у ГКМ

теорији, с посебним фокусом на појам момент графа G(T ↷ M) који је придодељен про-
стору M с дејством торуса T ↷ M , на примере истог и на главну теорему ГКМ теорије,
која нам даје елегантан опис еквиваријантне кохомологије H∗

T (M) преко кохомолошког
прстена H∗(G(T ↷ M)) момент графа.

У последњем поглављу уводимо комплексне Грасманијане Gr(k, n), многострукости
застава Fl(d1, d2, . . . , dk;Cn) и све што нам је корисно за оперативни рад с овим просто-
рима. Затим ћемо, користећи теорију коју смо изложили у претходне две главе рада,
дати опис еквиваријантне кохомологије у случају пар једноставних примера претходно
поменутих простора.

∗ ∗ ∗
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САДРЖАЈ 2

Захваљујем се свом ментору, професору др. Владимиру Грујићу, на свом уложеном
труд, на свим драгоценим саветима и сугестијама које ми је упутио и на томеӹ што
ми је отворио врата ка једној прелепој и актуелној области топологије. Такође бих се
захвалио осталим члановима комисије на исто тако драгоценим саветима и сугестијама
након читања рада.

На самом крају, дубоко се захваљујем свим својим пријатељима и породици који су
ме од самог старта бодрили и пружали ми безусловну и топлу подршку. Хвала вам!



Глава 1

Еквиваријантна кохомологија

Тако је тешко пронаћи почетак. Или боље: тешко је
почети од почетка, и не покушавати ићи даље у
прошлост.

Лудвиг Витгенштајн, О извесности.

1.1 Дејства група

Дефиниција 1.1.1. Нека је X тополошки простор и G тополошка група. Кажемо да
група G непрекидно дејствује слева на простор X (у ознаци G ↷ X), односно да је
X један G-простор, ако нам је дат хомоморфизам група G

φ−→ Homeo(X) такав да је
пресликавање

G×X −→ X, (g, x) 7−→ φ(g)(x)

непрекидно. У случају када је јасно које дејство је у питању, користићемо и ознаку
φ(g)(x) = g · x, односно φ(g) = g.

Коментар. Аналогно можемо дефинисати и непрекидно дејство групе G здесна (у озна-
ци X ↶ G) као лево дејство Gop ↷ X, где је група (Gop, ·op) скуповно исто што и група
G, али с измењеном операцијом групе g ·op h := hg.

Дефиниција 1.1.2. Нека је X један G-простор и x ∈ X.

• Орбита тачке x је Ox :=
{
g · x

∣∣ g ∈ G
}
⊆ X.

• Стабилизатор, или група изотропије, тачке x је подгрупа

Stabx :=
{
g ∈ G

∣∣ g · x = x
}
≤ G.

Може лако да се покаже да је релација x ∼ y ⇔ x ∈ Oy једна релација еквиваленције,
па можемо и да дефинишемо простор орбита као X/G = X/ ∼. У случају када постоји
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ГЛАВА 1. ЕКВИВАРИЈАНТНА КОХОМОЛОГИЈА 4

тачка x ∈ X за коју важи X = Ox, онда кажемо да G дејствује транзитивно на простор
X, односно да је X један G-хомогени простор.

Дефиниција 1.1.3. Кажемо да је дејство G
φ−→ Homeo(X) слободно ако важи да, за

свако g ∈ G \ {e}, хомеоморфизам φ(g) нема фиксних тачака. Еквивалентно, имамо да
је Stabx = 1 тривијална група, за свако x ∈ X.

Дефиниција 1.1.4. Кажемо да је дејство G
φ−→ Homeo(X) ефективно, или верно, ако

имамо да је φ инјективно пресликавање, односно да важи импликација

(∀x ∈ X) g · x = x =⇒ g = idX .

Коментар. Све наведене дефиниције могу да се формулишу и у глаткој категорији, где
би простор X био глатка многострукост, група G би била Лијева група и где би пресли-
кавање G×X −→ X из дефиниције дејства било глатко. Заправо, најзначајнији примери
дејства ће нам управо бити дејства Лијевих група на глатким многострукостима.

Пример 1.1.1. Ми знамо да постоји природно лево дејство GL(n,R) ↷ Rn задано
матричним множењем1. Ако узмемо у обзир и стандардни скаларни производ на Rn,
ми добијамо дејства група O(n) ↷ Rn, односно SO(n) ↷ Rn, где прво дејство чува
норму вектора, а друго додатно чува и оријентацију2. Код ова два дејства се лако може
проверити да је орбита тачке x ∈ Rn \ {0} заправо Ox = Sn−1(||x||) сфера димензије
n− 1 с центром у координатном почетку 0 и полупречником ||x||. Посебно, добијамо да
је јединична сфера Sn−1 орбита јединичног вектора en = (0, 0, . . . , 1). У случају дејства
SO(n) ↷ Rn, стабилизатор Staben

∼= SO(n− 1), где је изоморфизам дат са

SO(n− 1) ∋ A 7−→

(
A

1

0

0

)
∈ Staben,

док је у слчају дејства O(n) ↷ Rn, Staben
∼= O(n − 1), где је изоморфизам дат истим

правилом доделе.

Пример 1.1.2. Аналогно претходном примеру, можемо посматрати дејство GL(n,C) ↷
Cn, односно, ако узмемо у обзир стандардну Ермитску форму на Cn, дејства U(n,C) ↷ Cn

и SU(n,C) ↷ Cn. И код дејства групе U(n) (односно групе SU(n)) имамо да је Oen =

S2n−1 ⊆ R2n = Cn , док је Staben
∼= U(n− 1) (односно Staben

∼= SU(n− 1)).
1Групу GL(n,R) = det−1(R \ {0}) можемо да видимо као тополошку, јер је отворена као подскуп у

Mn(R) ∼= Rn2

. Може и једноставно да се провери да су операције матричног можења и узимања инверза
непрекидне. Штавише, GL(n,R) је једна отворена подмногострукост, а претходно поменуте операције су
и глатке, па је GL(n,R) једна Лијева група.

2Како матрице A ∈ O(n) задовиљавају релацију ATA = I, видимо да, када распишемо претходну
релацију, координате ортогоналних матрица задовиљавају систем полиномијалних једначина, па ће група
O(n) ≤ GL(n,R) бити једна тополошка група, као затворена подгрупа тополошке групе. Аналогно се може
показати да је и SO(n) једна тополошка група.
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У овим примерима смо видели да неке просторе можемо елегантно да опишемо преко
дејства групе које делује на исти. Наредна теорема нам говори прецизније о поменутом
опису.

Теорема 1.1.1 (О орбити и стабилизатору [17]). Нека јеG Лијева група и многострукост
X један G-простор. Тада је, за сваку тачку x ∈ X, стабилизатор Stabx једна затворен
Лијева подгрупа групе G и пресликавање

G/ Stabx −→ X, g · Stabx 7−→ g · x

је инјективна имерзија чија је слика баш орбита Ox. Посебно у случају када G дејствује
транзитивно, имамо да је простор X дифеоморфан са G/ Stabx.

Пример 1.1.3. Ако рестрикујемо дејство групе G на своју орбиту Ox, јасно добијамо
да је дејство G ↷ Ox транзитивно. Посебно, из примера 1.1.1 добијамо да O(n) (односно
SO(n)) транзитивно дејствује на Sn−1. То по теореми 1.1.1 значи да је

Sn−1 ≈ O(n)/O(n− 1) (≈ SO(n)/SO(n− 1) ).

Аналогно, из примера 1.1.2 видимо да је S2n−1 ≈ U(n)/U(n− 1) (≈ SU(n)/ SU(n− 1) ).

Коментар. Ова теорема може да нам буде доста корисна у случају када имамо да је
многострукост X један G-хомогени простор, где је G Лијева група. Из опште теорије
Лијевих група је познато да, за сваку затворену Лијеву подгрупу H ≤ G, количник G/H

има канонску глатку структуру такву да природна пројекција G
π−→ G/H има поједина

корисна својства која ћемо поменути убрзо (видети теорему 2.11 у [17]). Самим тим,
по претходној теореми, можемо глатку структуру многострукости X да поистоветимо
с јединственом глатком структуром која се лепо слаже с дејством групе G. Тако ћемо
дати доста једноставне описе разних глатких хомогених просотра који ће се јављати
даље у тексту.

Еквиваријанта категорија

Дефиниција 1.1.5. Нека су нам дата дејства G ↷ X, H ↷ Y , пресликавање X
f−→ Y

и хомоморфизам група G
φ−→ H. Тада кажемо да је пар (f, φ) морфизам дејства

G ↷ X
(f,φ)
=⇒ H ↷ Y

ако важи f(g ·x) = φ(g)·f(x), за g ∈ G и x ∈ X, односно, ако комутира наредни дијаграм.

X Y

X Y

f

g φ(g)

f
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У случају када је H = G и φ = idG, онда кажемо да је X
f−→ Y G-еквиваријантно

пресликавање. Другим речима, за x ∈ X и g ∈ G важи f(g · x) = g · f(x). Надаље ћемо
често говорити да је пресликавање само еквиваријантно, уместо G-еквиваријантно, када
год је јасно из контекста која је група у питању.

Пример 1.1.4. За свако дејство G ↷ X имамо морфизам дејства G ↷ X
(π,ε)
=⇒ 1 ↷

X/G, где је X
π−→ X/G природна пројекција на простор орбита, а G

ε−→ 1 јединствен
хомоморфизам у тривијалну групу.

Можемо да приметимо да, са овако дефинисаним морфизмима, колекција свих (ле-
вих) дејстава G ↷ X чине једну категорију. Ако додатно фиксирамо групу G, добијамо
поткатегорију G-простора коју означавамо с CG. Ово опажање ће нам бити корисно када
касније будемо увели концепт еквиваријантне кохомологије.

1.2 Раслојења

Дефиниција 1.2.1. Нека су E,B и F тополошки простори. За непрекидно преслика-
вање E

p−→ B кажемо да је раслојење са слојем F ако важи да, за свако b ∈ B, постоји
отворена околина U ∈ TB тачке b и хомеоморфизам p−1(U)

h−→ U × F такав да наредни
дијаграм комутира

p−1(U) U × F

U.

h

p proj1

(1.1)

Простор E називамо тоталним простором раслојења, док простор B називамо базом
раслојења.

За раслојење E
p−→ B ћемо користити и ознаку

F E

B

p

и за пар (U, h) кажемо да је локална тривијализација раслојења. За скуп (Ui, hi)i∈I свих
локалних тривијализација кажемо да је атлас раслојења, док за елементе (Ui, hi) кажемо
да су и карте раслојења.

Из дефиниције видимо да, за било који подскуп C ⊆ U , комутира наредни дијаграм.

p−1(C) C × F

C

h|C

p proj1
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Посебно, за C = {b}, имамо идентификацију p−1({b}) ≈ F . У случају када је F дискретан
простор, за раслојење E

p−→ B кажемо да је наткривање.

Дефиниција 1.2.2. Раслојења E
p−→ B и T

q−→ B су еквивалентна (или изоморфна)
ако постоји хомеоморфизам E

φ−→ T такав да комутира наредни дијаграм.

E T

B

φ

p q

Често, за еквивалентна раслојења пишемо и E ∼= T .

Пре него што дамо неке једноставне примере раслојења, навешћемо још дефиницију
повлачења раслојења која ће нам бити корисна касније.

Дефиниција 1.2.3. Нека је E
p−→ B раслојење са слојем F и нека је M

h−→ B непре-
кидно пресликавање. Повлачење раслојења h∗E је раслојење чији је тотални простор

h∗E =

{
(m, e) ∈M × E

∣∣∣∣ h(m) = p(e)

}
,

базни простор M и h∗E
proj1−→M одговарајуће пресликавање раслојења.

Ако су h∗E
proj1−→ M и h∗E

proj2−→ E одговарајуће пројекције на M и E, јасно се види да
наредни дијаграм комутира.

h∗E E

M B

proj2

proj1 p

h

Одавде можемо закључити да је h∗E
proj1−→M раслојење с истим слојем F као и у почетном

раслојењу E
p−→ B. Као и у случају дејства група, све наведене дефиниције можемо

аналогно да формулишемо и у глаткој категорији.

Пример 1.2.1. Најједноставнији пример раслојења је тривијално раслојење B×F
proj1−−−→

B. Свако раслојење које је еквивалентно тривијалном раслојењу исто зовемо тривијал-
ним.

Пример 1.2.2. Један важан пример раслојења је намотавање реалне праве R на круг
S1. Тотални простор је E = R, база је B = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, а пресликавање R

p−→ S1

је дато са p(t) = exp (2πit) (слика 1.1). У овом случају, слој је F = Z са дискретном
топологијом.



ГЛАВА 1. ЕКВИВАРИЈАНТНА КОХОМОЛОГИЈА 8

Слика 1.1: Наткривање кнужнице

Пример 1.2.3. Нека је глатка многострукост X и G Лијева група која транзитивно
дејствује на X. Познато је да количник G/H (где је H ≤ G затворена Лијева подгрупа)
има канонску глатку структуру такву да је природна пројекција G

π−→ G/H једно
раслојење3 са слојем H (опет видети теорему 2.11 у [17]). У комбинацији с теоремом
1.1.1, за x ∈ X, добијамо раслојење

Stabx G

G/ Stabx X.

π
p

≈

Посебно, из примера 1.1.1 и 1.1.2 добијамо раслојења

O(n− 1) O(n) SO(n− 1) SO(n) U(n− 1) U(n) SU(n− 1) SU(n)

Sn−1, Sn−1, S2n−1, S2n−1.

p p p p

1.3 Главна раслојења

Дефиниција 1.3.1. Нека је G тополошка група и E
p−→ B раслојење са слојем G.

Кажемо да је раслојење E
p−→ B главно G-раслојење ако важи:

1) Да група G слободно дејствује на E здесна;

2) Да је, за сваку тривијализацију (U, h) датог раслојења, пресликавање h фигурисано
у дијаграму 1.1 G-еквиваријантно, где је (десно) дејство (U ×G) ↶ G дато са
(b, h) · g = (b, hg).

3Ово је једно од лепих својстава које смо претходно најавили.
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Као и код глатких раслојења, можемо да дефинишемо глатко главно G-раслојење, где
је G додатно и Лијева група.

Пример 1.3.1. Нека је G Лијева група и H ≤ G затворен Лијева подгрупа. Тада се
лако проверава да је десно дејство G ↶ H задано множењем здесна глатко и слободно.
Додатно, за све тривијализације (U, h) раслојења G

π−→ G/H се може проверити да
је дифеоморфизам h једно H-еквиваријантно пресликавање, односно да је G

π−→ G/H

пример једног H-главног раслојења. Као последица овог разматрања, добијамо да су
сва наведена раслојења у примеру 1.2.3 заправо глатка главна раслојења.

Наведимо још један користан став који нам даје још примера глатких главних ра-
слојења (доказ можете наћи у [23]).

Став 1.3.1. Нека је G компактна Лијева група која глатко и слободно дејствује на
многострукости X. Тада је X

π−→ X/G једно глатко главно G-раслојење.

Пример 1.3.2. Нека је S1 ⊆ C јединични круг, тада постоји глатко и слободно дејство
S1 ↷ Cn+1 дато скаларним можењем λ · (z0, z1, . . . , zn) = (λz0, λz1, . . . , λzn). Ово дејство
не помера сферу S2n+1 ⊆ Cn+1, па по ставу 1.3.1 добијамо да је пројекција S2n+1 −→
S2n+1/S1 = CPn једно главно S1-раслојење. Одавде можемо да конструишемо и наредно
главно S1-раслојење.

Наиме, како имамо низ канонских инклузија,

C1 ⊆ C2 ⊆ · · · ⊆ Cn ⊆ . . . ,

то имамо и низ инклузија сфера непарних димензија

S1 ⊆ S3 ⊆ · · · ⊆ S2n+1 ⊆ . . . .

Како се дејство круга S1 на сфере непарних димензија слаже с дотичним инклузијама,
добијамо наредни комутативни дијаграм главних S1 раслојења

S1 S3 . . . S2n+1 . . .

CP0 CP1 . . . CPn . . . ,

одакле можемо да закључимо да постоји изведено дејство групе S1 на S∞ = lim−→S2n+1

које је уједно и слободно. Иако је S∞ бесконачнодимензионалан простор, па самим тим
није глатка многострукост у класичном смислу речи, може се показати да је пројекција
на простор орбита S∞ −→ S∞/S1 = CP∞ једно тополошко S1-раслојење (видети [23]).

Корисно је напоменути да, за пресликавање M
h−→ B из одговарајуће категорије,

имамо да је повлачење h∗E главног G-раслојење E p−→ B (виђено само као раслојење) та-
кође главно G-раслојење, где је десно дејство групе G дато са (m, e) ·g = (m, e ·g). Такође
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је јасно да можемо и да пренесемо концепт изоморфних раслојења у контекст главних G-
раслојења, где би хомеоморфизам φ у дефиницији 1.2.2 додатно био G-еквиваријантан.

Наведимо још наредну теорему која нам говори како се хомотопија пресликавања
лепо слаже с повлачењем главног раслојења (доказ можете наћи у [22]).

Теорема 1.3.1 (Својство хомотопије за главна раслојења). Нека је E −→ B главно
G-раслојење, X CW-комплекс и пресликавања X

h0, h1−−→ B хомотопна. Тада су повлачења
h∗
0E и h∗

1E изоморфна главна раслојења над X.

Класификујући простори

Да бисмо заобишли поједине техничке услове, у овом делу рада ћемо се фокусирати
на главна раслојења над CW-комплексима.

Дефиниција 1.3.2. За главно G-раслојење EG
p−→ BG кажемо да је универзално

G-раслојење ако важе наредни услови:

1) Ако за свако главно G-раслојење P −→ B над CW-комплексом B, постоји непре-
кидно пресликавање B

h−→ BG такво да су раслојења P −→ B и h∗EG −→ B

изоморфна;

2) Ако су пресликавања B
h0, h1−−→ BG таква да су одговарајућа повљачења h∗

0EG и
h∗
1EG изоморфна, онда су h0 и h1 хомотопна, тј. h0 ≃ h1.

За простор BG често кажемо да је и класификујући простор групе G, а сам разлог
зашто лежи у наредном опажању. Ако са [X,BG] обележимо класе хомотопије пресли-
кавања из CW-комплекса X у BG и са PG(X) обележимо класе изоморфизама главних
G-раслојења над X, тада нам теорема 1.3.1 говори да је пресликавање

[X,BG]
φ−→ PG(X), h

φ7−→ h∗EG

добро дефинисано. Из дела 1) дефиниције универзалног G-раслојења, видимо да је φ

„на”, док из дела 2) дефиниције следи да је φ „1 − 1”. То ће рећи да је EG −→ BG

универзално G-раслојење ако и само ако постоји бијекција

[X,BG]
φ←→ PG(X)

за сваки CW-комплексX. Другим речима, функтор PG(−) (из категорије CW-комплекса)
је репрезентован функтором [−, BG]. Због ове чињенице, можемо да класификујемо сва
главна G-раслојења над простором X преко класа хомотопије [X,BG].

Мада није очигледно да претходно поменуто раслојење EG −→ BG уопште постоји за
сваку тополошку групу G, Милнор је 1956. дао експлицитну конструкцију универзалног
G-раслојења (видети [23]). Такође је лепа вежба проверити да је класификујући простор
BG јединствен до на хомотопију.
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Наредна теорема нам даје једну доста једноставну карактеризацију универзалних
G-раслојења (доказ можете наћи у [22]).

Теорема 1.3.2 (Карактеризација универзалног G-раслојења). Нека је E −→ B главно
G-раслојење у тополошкој категорији. Ако је E слабо контрактибилно, онда је E −→ B

универзално G-раслојење. С друге стране, ако је E −→ B универзално G-раслојење и B

је CW-комплекс, онда је простор E слабо контрактибилан4.

Пример 1.3.3. Ако се вратимо на пример 1.2.2, лако се види да је дато раслојење једно
Z-главно раслојење. Како је R контрактибилно, оно је и слабо контрактибилно, па по
карактеризацији 1.3.2 добијамо да је EZ = R и BZ = S1.

Пример 1.3.4. Овај пут се враћамо на пример 1.3.2. Ту смо видели да је S∞ −→ CP∞

једно главно S1-раслојење. Поред тога, познато је и да је бесконачнодимензионална
сфера S∞ контрактибилна, па по карактеризацији 1.3.2 добијамо да је ES1 = S∞ и
BS1 = CP∞.

Пример 1.3.5. Претходни пример можемо и да уопштимо, односно да одредимо класи-
фикујући простор BT торуса T = (S1)n. Од користи ће нам бити једноставна чињеница
да више хомотопске групе пролазе кроз производ простора, тј. да важи

πq(X × Y ) ∼= πq(X)× πq(Y ), за q ∈ N0.

Наиме, имамо да је
∏n

i=1 ES1 −→
∏n

i=1BS1 очигледно једно главно (S1)n-раслојење над
CW−комплексом. Како је πq(

∏n
i=1ES1) ∼=

∏n
i=1 πq(ES1) тривијална, по карактеризацији

1.3.2 следи да је BT =
∏n

i=1BS1 =
∏n

i=1 CP∞.

1.4 Дефиниција еквиваријантне кохомологије

У овом делу текста, навешћемо конструкцију која ће на функторијалан начин доде-
лити било ком главном G-раслојењу и левом G-простору M једно раслојење са слојем
M . У литератури се ова конструкција често назива Бореловом конструкцијом или Кар-
тановом конструкцијом мешања5.

Ако су нам дати десни G-простор P и леви G-простор M , можемо да приметимо да
производ P ×M можемо да опремимо десним дијагоналним дејством P ×M ↶ G, које
је дато са

(p,m) · g = (pg, g−1m).

4За непрекидно пресликавање X
f−→ Y кажемо да је слаба хомотопска еквиваленција ако је, за свако

x ∈ X и n ∈ N0, изведено пресликавање πn(X,x)
f∗−→ πn(Y, f(x)) изоморфизам. Посебно, када је Y = pt,

кажемо да је X слабо контрактибилан.
5Cartan mixing construction.
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Дефиниција 1.4.1. Нека је P десни G-простор, M леви G-простор и дејство P×M ↶ G

претходно поменуто десно дијагонално дејство производа. Тада кажемо да је простор
обита P ×G M := (P ×M)/G Картанов простор мешања додељен просторима P и M .
Класе еквиваленције тачке (p,m) обележавамо са [p,m].

Ако је P
f−→ P

′
G-еквиваријантно пресликавање између десних G-простора P и P

′ ,
онда овом пресликавању можемо да доделимо изведено пресликавање

FM(f) := fM : P ×G M −→ P
′ ×G M, [p,m]

fM7−→ [f(p),m] .

Лако се проверава да је fM добро дефинисано и непрекидно пресликавање. Такође се
једноставно види да је

FM(idP ) = idP×GM , FM(f ◦ g) = FM(f) ◦ FM(g),

односно да је Картанова конструкција мешања FM(P ) = P×GM коваријантни функтор
из категорије десних G-простора у категорију тополошких простора. Штавише, можемо
и прецизније да одредимо категорију у коју функтор FM шаље објекте из категорије
главних G-раслојења.

Ако је P
π−→ B главно G-раслојење, тада можемо да дефинишемо пресликавање

P ×G M
τ1−→ B, [p,m]

τ17−→ π(p).

Ово пресликавање ће нам бити раслојење чије смо постојање најавили.

Став 1.4.1. Нека је P
π−→ B главно G-раслојење и M леви G-простор, тада је P ×G

M
τ1−→ B раслојење са слојем M .

Доказ. Како је P
π−→ B раслојење, имамо локалну тривијализацију π−1(U)

h
≈ U × G,

за отворену околину U ∋ b произвољне тачке b ∈ B. Довољно је показати да постоји
тривијализација τ1

−1(U) ≈ U ×M која комутира с одговарајућим пресликавањима као
у дијаграму 1.1. То можемо закључити из наредног низа једнакости и хомеоморфизама:

τ1
−1(U) =

{
[p,m] ∈ P ×G M

∣∣∣∣ τ1([p,m]) = π(p) ∈ U

}
=

{
[p,m] ∈ P ×G M

∣∣∣∣ p ∈ π−1(U)

}
= π−1(U)×G M

hM≈ (U ×G)×G M (следи из функторијалности FM(−) )
φ
≈ U ×M,
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где је φ пресликавање дато са [(u, g),m]
φ7−→ (u, gm) . Једноставно се може проверити да

је инверз φ−1 дат са (u,m)
φ−1

7−→ [(u, eG),m] и да наредни дијаграм6

τ−1
1 (U) (U ×G)×G M U ×M

U,

hM

τ1

φ

τ̃1
proj1

комутира, што значи да је φ ◦ hM тражена тривијализација.

Често се овај став формулише преко Картановог дијаграма мешања7. Наиме, ако је
P

π−→ B главно G-раслојење и ако је M леви G-простор, онда наредни дијаграм

P P ×M M

B P ×G M M/G

proj1

π

proj2

ρ σ

τ1 τ2

комутира (где је пресликавања P ×G M
τ2−→M/G дато са [p,m] 7→ Gm). Претходни став

нам говори да је, под наведеним претпоставкама, доње лево пресликавање P×GM
τ1−→ B

раслојење са слојем M (који се налази у горњем десном углу дијаграма).
Занимљиво је и напоменути да, из симетрије дијаграма, следи да је доње десно

пресликавање P×GM
τ2−→M/G једно раслојење са слојем P (под условом да је канонска

пројекција M
σ−→M/G главно G-раслојење). Прецизније, знамо да важи:

Став 1.4.2 (4.6 и 4.7, [23]). Ако је m ∈ M , онда је слој над Gm, при пресликавању
P ×G M

τ2−→ M/G, заправо τ−1
2 ({Gm}) = P/ Stabm. Штавише, ако G дејствује слободно

на M , онда је слој пресликавања τ2 баш P .

Дефиниција 1.4.2 (Дефиниција еквиваријантне кохомологије). Нека је M леви
G-простор и EG тотални простор универзалног G-раслојења EG −→ BG. Тада дефи-
нишемо еквиваријантну кохомологију простора M при дејству групе G као сингуларну
кохомологију

H∗
G (M ;R) := H∗ (EG×G M ;R) ,

где је R дати прстен. У овом раду ћемо се највише фокусирати на случај када је R = Z

и на случај када је R = R.

Коментар. Некад се у литератури и наводи општија дефиниција еквиваријантне ко-
хомологије где је, уместо простора EG, фигурисан било који слабо контрактибилан
простор E где G дејствује слободно. Испоставља се да таква дефиниција еквивари-
јантне кохомологије не зависи од одабира таквог простора, али за наше сврхе је ова
једноставнија дефиниција довољна за оперативни рад.

6Пресликавање τ̃1 је дато са τ̃1([p,m]) = p.
7Cartan’s mixing diagram.
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1.5 Својства еквиваријантне кохомологије

При изучавању својстава H∗
G(−;Z), корисно је издвојити конструкцију MG := EG×G

M и видети како се понаша. Простор MG се често и назива хомотопским количником
простора M .

Функторијалност

Како је MG = EG ×G M један Картанов простор мешања, када год имамо екви-
варијантно пресликавање M

f−→ N између два G-простора, има смисла посматрати и
пресликање

MG
fG−→ NG, [e,m]

fG7−→ [e, f(m)] .

Рутинском провером видимо да је (idM)G = idM , и (f ◦ h)G = fG ◦ hG, где су M
f−→

N
h−→ K одговарајућа еквиваријантна пресликавања између G-простора, тј. видимо

да је хомотопски количник (−)G један коваријантанфунктор из категорије (левих) G-
простора у категорију тополошких простора.8 Као директну последицу, видимо да је
H∗

G(−;Z) контраваријантни функтор из категорије (левих) G-простора у категорију
прстена.

Битно напоменути је да, поред тога што H∗
G(M ;Z) има структуру прстена, еквива-

ријантна кохомологија има и структуру алгебре. Наиме, ако уочимо константно пресли-
кавање M

p−→ pt, јасно је да је оно уједно и G-еквиваријантно и због тога можемо да
посматрамо пресликавање MG

pG−→ ptG = EG×G pt = BG. Самим тим, из функторијал-
ности обичне кохомологије, видимо да постоји хомоморфизам прстена

H∗(ptG;Z) H∗(MG;Z)

H∗(BG;Z) H∗
G(M ;Z).

p∗G

Због овога, прстен H∗
G(M ;Z) можемо да доживимо и као једну H∗(BG;Z) алгебру,

где је множење скаларом дато са

u · x := p∗G(u)x, где је u ∈ H∗(BG;Z) и x ∈ H∗
G(M ;Z).

Такође се из комутативности наредних дијаграма једноставно види да је изведено пре-
сликавање H∗

G(N ;Z)
f∗
G−→ H∗

G(M ;Z) еквиваријантног пресликавања M
f−→ N уједно и

морфизам H∗(BG;Z) алгебри.

M N H∗
G(M ;Z) H∗

G(N ;Z)

pt H∗(BG;Z).

f

p q

f∗
G

p∗G q∗GH∗
G(−;Z)

8То ће рећи да је (−)×G (−) бифунктор који је коваријантан по обема променљивама.
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Еквиваријантна кохомологија простора са слободним дејством

У случају када имамо простор M с слободним дејством групе G, еквиваријантна
кохомологија H∗

G(M ;Z) се значајно једноставније одређује.

Лема 1.5.1. Нека је E слабо контрактибилан G-простор и P −→ P/G главно G-
раслојење. Тада су (E × P ) /G и P/G слабо хомотопски еквивалентни9.

Доказ. Посматрајмо наредни Картанов дијаграм мешања.

E E × P P

E/G (E × P ) /G P/G

Како је P −→ P/G главно G-раслојење, тада је по ставу 1.4.2, (E × P ) /G −→ P/G

раслојење са слојем E. По теореми о дугом тачном низу хомотопских група за раслојења,
знамо да је низ

. . . πq (E) πq ((E × P ) /G) πq (P/G) πq−1 (E) . . .

тачан10. Одавде видимо да из слабе контрактибилности простора E добијамо изо-
морфизам

πq ((E × P ) /G)
∼=−→ πq (P/G), за све q ∈ N0,

што је требало доказати.

Као директна последица претходне леме, важи:

Последица 1.5.1. Нека је G ↷ M слободно лево дејство такво да је M −→M/G главно
G-раслојење. Тада су EG×G M и M/G слабо хомотопски еквивалентни.

За крај, наводимо (без доказа) наредни техничи став из алгебарске топологије.

Став 1.5.1 (4.21, [14]). Нека је R произвољан прстен. Слаба хомотопска еквиваленција
X

f−→ Y индукује изоморфизам Hn (Y ;R)
∼=−→ Hn (X;R) у кохомологији, за свако n ∈

N0.

Када укомбинујемо претходна два става, добијамо да је

H∗
G(M ;Z) ∼= H∗(M/G;Z).

9За простор орбита (E × P ) /G се подразумева да је простор орбита десног дијагоналног дејства
E × P ↶ G.

10Овде имплицитно претпостављамо да су сви поменути простори путно повезани, али како нас надаље
само такви простори и занимају, ову претпоставку прихватамо здраво за готово.
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Однос између H∗
G(M ;Z) и H∗

G(pt;Z)

Видели смо да H∗
G(M ;Z) има структуру једне H∗(BG;Z) алгебре, али за разлику од

обичне кохомологије, постоје примери где се прстен H∗
G(pt;Z) = H∗(BG;Z) не утапа у

алгебру H∗
G(M ;Z).

Пример 1.5.1. Нека је дејствно S1 ↷ S1 дато левим множењем. Како је ово дејство очи-
гледно слободно, по ставу 1.5.1 имамо да је простор (S1)S1 = S∞×S1 S1 слабо хомотопски
еквивалентан тачки S1/S1 = pt и да је

H∗
S1(S1;Z) = H∗(S1/S1;Z) = H∗(pt;Z) = Z.

С друге стране, познато је (видети [14]) да је одговарајћи прстен скалара

H∗(BS1;Z) = H∗(CP∞;Z) = Z [t] , deg(t) = 2,

па видимо да се прстен H∗(BS1;Z) не утапа у прстен H∗
S1(S1;Z).

Кључан детаљ претходног примера је тај да посматрано дејство није имало фиксних
тачака. У случају када постоје фиксне тачке, наредни став нам говори да заиста постоји
улагање H∗(BG;Z) −→ H∗

G(M ;Z), што ћемо видети касније да је од великог значаја у
процесу одређивању еквиваријантне кохомологије.

Став 1.5.2. Нека дејство G ↷ M има фиксну тачку m. Тада важи:

1) Да је изведено пресликавање BG
iG−→ MG инклузије {m} i

↪−→ M заправо сечење
раслојења MG

pG−→ BG;

2) Да пресликавање M
p−→ {m} индукује мономорфизам H∗(BG;Z)

p∗G−→ H∗
G(M ;Z)

између два прстена.

Доказ. 1) Како је m фиксна тачка, то је инклузија {m} i
↪−→M једно еквиваријантно

пресликавање. Применом функтора (−)G на p ◦ i = id{m}, добијамо pG ◦ iG = idBG,
што тачно значи да је BG

iG−→MG тражено сечење.

2) Из функторијалности следи једнакост

i∗G ◦ p∗G = idH∗(BG;Z),

односно да p∗G има леви инверз, што је и оно што је требало показати.



Глава 2

ГКМ теорија

Тако треба да буде, кажеш
Реч равнотежа расклапа се на дужу и краћу
страну

Јасмина Топић, Нови прозор, стара врата

2.1 Момент граф

Дефиниција 2.1.1. Линеарни граф G у векторском простору V је уређени пар (G, f),
где је G тополошки граф, а пресликавање G

f−→ V такво да се ивице графа G реализују
као дужи у (реалном) векторском простору V.

Битно је напоменути да два линеарна графа могу да имају исти тополошки граф у
својој основи, али да су другачије реализовани у векторском простору V. С тиме на уму,
ми ћемо поистоветити линеарне графове који имају, грубо речено, „исти облик”.

Дефиниција 2.1.2. Кажемо да су два линеарна графа G1 = (G1, f1) и G2 = (G2, f2) у
V еквивалентни ако су одговарајући тополошлки графови G1 и G2 исти и ако, за сваку
ивицу e тополошког графа Γ = G1 = G2, важи да су дужи f1(e), f2(e) ⊆ V паралелне.

(а) Два еквивалентна линеарна графа у R2. (б) Линеарни граф у R3.

Слика 2.1

17
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Због овог поистовећивања ћемо надаље радити с класама еквивалнеција линеарних
графова. У случајевима где нема простора за забуну, једноставности ради ћемо рећи за
овакву класу да је линеарни граф.

Да би се одредила класа еквиваленције линеарног графа, потребан нам је тополошки
граф и скуп података који нам говори о усмерењу ивица. Ти подаци ће заправо бити
колекција ненула вектора v ∈ V који су додељени ивицама тополошког графа G. Ове век-
торе називамо векторима усмерења јер они одређују класе паралелности одговарајућих
ивица1.

Сада ћемо видети какву улогу линеарни графови имају у описивању динамике про-
стораM који је опремљен с дејством n-димензионалног торуса T . Знамо да сеM разлаже
на дисјунктну унију орбита O(p) = Tp, а користећи мало елементарне теорије Лијевих
група2, може се показати да су ове орбите опет торуси димензије не веће од n. Због тога
има смисла да уведемо појам k-скелета дејства T ↷ M као унију свих орбита у M

димензије не веће од k. Видећемо убрзо да ће нама од највећег значаја бити заправо
1-скелет простора M .

Коментар. Ако није наглашено другачије, у овом поглављу ће нам T бити ознака за
торус димензије n. Њега ћемо често доживети или као производ (S1)n или као количник
T/L, где је T реални n димензионални векторски простор, а L решетка унутар T.

Дефиниција 2.1.3. За сферу B = S2 (⊆ R3) кажемо да је балон ако је додатно опре-
мљена с дејством торуса T = T/L, које је дато са

T ∋ t+ L 7−→

 cos (2πDB(t)) − sin (2πDB(t)) 0

sin (2πDB(t)) cos (2πDB(t)) 0

0 0 1

 ∈ SO(3),

где је T
DB−→ R линеарни функционал такав да L шаље у Z.

Коментар. Како је експоненцијално пресликавање t
exp−→ T хомоморфизам Лијеве ал-

гебре у Лијеву групу3, функционал T
D−→ R можемо и да доживимо као диференцијал

t
d∗χ−−→ R карактера група T

χ−→ S1. Ова чињеница ће нам бити од користи јер је познато
из теорије Лијевих група да се сваки карактер T = (S1)n

χ−→ S1 може представити као

(z1, z2, . . . , zn)
χ7−→ zd11 zd22 . . . zdnn ,

где је вектор d = (d1, d2, . . . , dn) ∈ Zn, тј. можемо поистоветити функционале D ∈ T∗ и
⟨d,−⟩ ∈ T∗.

1Тачније, само су нам битни вектори v ∈ V до на скалирање ненула скаларом λ ∈ R.
2Орбита O(p) ≈ T/ Stabp је уједно компактна, као слика пресликавања T ∋ z 7→ z · p ∈ M и Абелова

Лијева група, као количник двају Абелових Лијевих група. Самим тиме мора бити торус.
3Лијеву алгебру t овде доживљавамо као Абелову групу у односу на сабирање.
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Дефиниција 2.1.4. Балонска структура је простор X с дејством торуса T који је
коначна унија балона Bj који су или дисјунктни или се секу у једној фиксној тачки
дејства T ↷ X.

Појам балонске структуре уводимо на овом месту јер ћемо надаље у раду проу-
чавати дејсвта T ↷ M код којих су 1-скелети еквиваријантно еквивалентни

балонским структурама! Ова претпоставка је суштинска у развијању ГКМ теорије
и о томе можете даље прочитати у [10], [11] и [19]4. При истој, простору M можемо да
придружимо линеарни граф који нам доста говори о динамици датог торусног дејства.

Ако са X обележимо 1-скелет дејства T ↷ M , видимо да ће, при претходно поме-
нутом услову, простор орбита X/T бити један тополошки граф, где темена одговарају
фиксним тачкама, а ивице одговарају балонима. Корисно је приметити да сваком ба-
лону Bj одговара један вектор DBj

∈ V = T∗, односно постоји „леп” начин на који се
свакој ивици графа X/T могу доделити вектори усмерења у T∗. Овако ћемо дефинисати
линеарни граф који се зове момент граф.

Слика 2.2: Балонска структура (и њој придружени момент граф).

Дефиниција 2.1.5. Момент граф G (T ↷ M) придружен простору M опремљен с
дејством T ↷ M је линеарни граф у T∗ чији је тополошки граф X/T , где је X 1-скелет
дејства, а вектори усмерења су функционали DBj

који одговарају балонима Bj.

Коментар (Постојање и јединственост момент графа). Момент граф неће увек
постојати5, али ће постојати у већини „занимљивих” случајева. У духу претходно поме-
нутог коментара, како је момент граф задан само преко вектора усмерења, он је добро
дефинисан до на еквиваленцију линеарних графова.

Такође је битно напоменути да, како радимо под претпоставком да су 1-скелети на-
ших дејства еквиваријантно еквивалентни балонској структури, вектори усмерења DBj

4Изучавани су и случајеви где ова претпоставка није испуњена, али о томе такође можете прочитати
у [19].

5Једноставне примере оваквих простора можете опет наћи у [19].
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зависе од ове идентификације. Ипак, може да се покаже да при промени идентификаци-
је добијамо само рескалиране векторе усмерења, што нам не мења класу паралелности
самих ивица момент графа.

Наиме, ако су B
ϕ
≈ S2 и B′ ϕ′

≈ S2 два различита еквиваријантна дифеоморфизма који
идентификују балоне B и B′ с T ↷ S2 и нека су T

D−→ R и T
D′
−→ R одговарајући вектори

усмерења из дефиниције балона. Тада t + L ∈ T дејствује тривијално на B ако и само
ако дејствује тривијано на B′. Одавде следи је ⟨d, t⟩ ∈ Z и ⟨d′, t⟩ ∈ Z, где су d, d′ ∈ Zn

вектори фигурисани у претходном коментару. Користећи ове релација можемо показати
да су d и d′ линеарно зависни, односно да су функционали D и D′ линеарно зависни.

Примери момент графова

Пример 2.1.1 (Комплексна пројективна права CP1). Дводимензионални торус T =

(S1)2 глатко дејствује на CP1 тако што елемент торуса (z1, z2) ∈ (S1)2 дејствује по правилу

(x1 : x2)
z7−→ (z1x1 : z2x2).

Овде нам је корисно доживети CP1 као Риманову сферу Ĉ. При стереографској про-
јекцији из северног пола (0 : 1), можемо да идентификујемо CP1 \ (0 : 1) с C тако што
шаљемо (x1 : x2) 7→

x2

x1

. Ова идентификација нам заправо преводи ротације сфере око

z-осе за угао φ у ротације у равни око координатног почетка за исти угао φ.
Сада можемо да покажемо да ће CP1 с претходно поменутим дејством T ↷ CP1

бити један балон с вектором усмерења e1 − e2 ∈ T∗ (где су нам функционали ei дати са
T ∋ (t1, t2) 7→ ti, за i = 1, 2). Наиме, у координатама стереографске пројекције имамо

z2 x2

z1 x1

=
e2πit2 x2

e2πit2 x1

= e2πi(t1−t2)
x2

x1

= e2πi(e1−e2)(t1,t2)
x2

x1

,

што значи да торус T дејствује на CP1 ротацијом која је дата као у дефиницији 2.1.3.
Одавде можемо да закључимо да је момент граф G (T ↷ CP1) заправо дуж која је

паралелна вектору e2 − e1 ∈ T∗ и чији крајеви одговарају фиксним тачкама F1 = (1 : 0)

и F2 = (0 : 1).

Пример 2.1.2 (Комплексан пројективни простор CPn). Претходни пример можемо
и да генерализујемо. Овде (n + 1)-димензионални торус T = (S1)n+1 дејствује на CPn

тако што елемент z = (z1, z2, . . . , zn+1) ∈ T дејствује по правилу

(x1 : x2 : · · · : xn+1)
z7−→ (z1x1 : z2x2 : · · · : zn+1xn+1).

Фиксне тачке дејства ће бити тачке Fi = (0 : · · · : 1 : · · · : 0), где се 1 налази на i-
тој координати и i = 1, n+ 1. Остаје нам да видимо шта ће нам бити 1-скелет овог
дејства. За то ће нам послужити чињеница да, ако имамо тачку x ∈ CPn с тачно k
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ненула хомогених координата, онда је димензија орбите Tx заправо k − 1.6 Због овога
је довољно посматрати шта се дешава на скуповима Bij тачака чије су све координате
нула сем i-те или j-те, где су i, j = 1, n+ 1 и i ̸= j. Сличном анализом као у примеру
2.1.1, видимо да су Bij заиста балони који спајају фиксне тачке Fi и Fj, с векторима
усмерења ei − ej ∈ T∗.

Све ово нам говори да је момент граф G(T ↷ CPn) ништа друго до 1-скелет стан-

дардног n-симплекса ∆n ⊆ T∗.

Слика 2.3: Момент графови G (T ↷ CPn) за различито n ∈ N.

Пример 2.1.3 (Квадрика у CP2n−1). Још један леп пример момент графа потиче од
проучавања (2n − 2)-димензионалне квадрике Q2n−2 ⊆ CP2n−1 која је хиперповрш дата
као

Q2n−2 =

{
(x1 : x2 : · · · : xn : y1 : y2 : · · · : yn) ∈ CP2n−1

∣∣∣∣ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = 0

}
.

Торус T = (S1)n дејствује на Q2n−2 тако што z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ T дејствује по правилу

(x1 : x2 : · · · : xn : y1 : y2 : · · · : yn)
z7→ (z1x1 : z2x2 : · · · : znxn : z−1

1 y1 : z
−1
2 y2 : · · · : z−1

n yn).

Једноставно се може проверити да су фиксне тачке тачно оне које имају једну ненула
координату. Обележимо са Fi тачку чија је координата xi различита од нуле, односно са
F ′
i тачку чија је координата yi различита од нуле.
Слично као у примери 2.1.2, ако издвојимо било који пар хомогених координата

(с изузетком „дијагоналних” парова {xi, yi})7, онда су балони скупови тачака чије су
све координате, сем тог издвојеног пара координата, нула, тј. то су једни од наредних

6Без умањења општости, можемо претпоставити да је првих k координата ненула. Због тога можемо
представити тачку x као (∗ : ∗ : · · · : ∗︸ ︷︷ ︸

k−1

: 1 : 0 : · · · : 0), где са ∗ обележавамо ненула координате. Одавде

се једноставно види да ће стабилизатор бити Stabx = 1k−1 × (S1)(n+1)−(k−1), па имамо да је dim(Tx) =
codim(Stabx) = k − 1.

7Искључујемо „дијагоналне” тачке (0 : · · · : xi : · · · : 0 : · · · : yi : · · · : 0) јер оне не припадају квадрици
Q2n−2.
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скупова

Bxixj
=

{
(0 : · · · : xi : · · · : 0 : · · · : xj : · · · : 0 : · · · : 0) ∈ Q2n−2

∣∣∣∣ xixj ̸= 0

}
Byiyj =

{
(0 : · · · : 0 : · · · : yi : · · · : 0 : · · · : yj : · · · : 0) ∈ Q2n−2

∣∣∣∣ yiyj ̸= 0

}
Bxiyj =

{
(0 : · · · : xi : · · · : 0 : · · · : yj : · · · : 0) ∈ Q2n−2

∣∣∣∣ xiyj ̸= 0

}
Како искључујемо тачке чије су координате xi и yi ненула, број оваквих балона је

(
2n
2

)
−n.

Такође се једноставно показује да је вектор усмерења ei − ej ако балон спаја таче Fi и
Fj, односно −ei + ej ако балон спаја таче F ′

i и F ′
j , док у случају када балон спаја тачке

Fi и F ′
j , за i ̸= j, имамо да је вектор усмерења ei + ej. Можемо приметити да је момент

граф G(T ↷ Q2n−2) 1-скелет хипероктаедра

On =

{
(v1, . . . , vn) ∈ T∗

∣∣∣∣ |v1|+ . . . |vn| ≤ 1

}
.

Слика 2.4: Момент графови G (T ↷ Q2n−2) за различито n ∈ N.

До сада смо видели да су момент графови лепих простора заправо у тесној вези с
комбинаторно значајним политопима, и то није случајност. Убрзо ћемо видети и поре-
кло самог имена момент графа, које ће нас додатно упутити на дубок однос између
динамике дејства торуса и комбинаторике конвексних политопа. Поред тога, у послед-
њој глави ћемо се сусрести с још две занимљиве фамилије политопа које се јављају при
одређивању момент графа комплексног Грасманијана Gr(k, n) и комплексне многостру-
кости комплетних застава Fl(1, 2, . . . , n;Cn).

2.2 Придружени торусни простор полиедра

У претходном делу смо видели како можемо простору с дејством торуса да доделимо
линеарни граф и успут видели примере где се дотични графови могу реализовати као
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1-скелети конвексних политопа. У наредном поглављу ћемо видети како можемо да кон-
струишемо занимљиве просторе с торусним дејством почевши од конвексних полиедара.

Коментар. Ради једноставности излагања, користићемо ознаку V за n-димензионални
реални векторски простор, T = V∗, а решетку L ћемо поистоветити са Zn.

Дефиниција 2.2.1. Кажемо да је n-димензионални конвексни полиедар P у V рацио-
налан ако сва темена политопа имају рационалне координате, тј. живе у Qn.

Дефиниција 2.2.2. Кажемо да је n-димензионални полиедар P у V прост ако, за свако
теме v ∈ P важи да су ивице које садрже v, виђене као вектори у V, линеарно независне.

Дефиниција 2.2.3.

• Нека је F страна полиедра P ⊆ V, са F⊥ ≤ T ћемо обележити векторе који су
ортогонални на F , тј. скуп функционала

F⊥ =

{
t ∈ T

∣∣∣∣ t(v − v′) = 0, v, v′ ∈ F

}
.

• Нека је p ∈ P тачка унутар полиедра P , са Fp ћемо обележити најмању страну
полиедра P која садржи тачку p.

Дефиниција 2.2.4. Нека је P полиедар у n-димензионалном векторском простору V и
нека је T = T/L n-димензионални торус. Придружени торусни простор полиедра P

дефинишемо као T(P ) = (P × T)/ ∼, где је релација еквиваленције ∼ дата са

(p, t) ∼ (p′, t′)⇐⇒
(
p = p′ ∧ t = t′mod (F⊥

p + L)
)
.

Класу еквиваленције ћемо често обележавати са [p, t].
Простор T(P ) долази опремљен с природним дејством T ↷ T(P ), где елемент t+L ∈

T дејствује по правилу
[p, t′]

t+L7−→ [p, t′ + t] .

Поред дејства T ↷ T(P ), торусни простор T(P ) је опремљен с пресликавањем
T(P )

µ−→ P , који потиче од пројекције P×T
proj1−→ P .8 Пресликавање µ називамо момент

пресликавањем. Наведимо наредно доста лепо и кључно својство момент пресликава-
ња без доказа.

Став 2.2.1 ([19]). Слој µ−1({p}) момент пресликавања T(P )
µ−→ P је торус димензије

dim(Fp).

8Како релација ∼ идентификује тачке унутар истог слоја при пројекцији proj1, пресликавање µ је
добро дефинисано.
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Слика 2.5: Фибре моментног пре-
сликавања T(P )

µ−→ P

Како је димензија орбите µ−1({p}) баш dim(Fp),
1-скелет дејства T ↷ T(P ) ће бити инверзна слика
1-скелета полиедра P . Штавише, ако са e обележи-
мо ивицу полиедра P , испоставиће се да је µ−1(e)

један балон чији је вектор усмерења паралелан с
ивицом e (опет, видети [19]). То ће рећи да је мо-
ментни граф придруженог торусног простора T(P )

управо 1-скелет полиедра P .

Дигресија: Симплектичка
топологија и момент пресликавање

Порекло имена и концепта момент пресликава-
ња T(P )

µ−→ P лежи у области симплектичке то-
пологије. У овом контексту, крећемо од тога да имамо дејство

T
φ−→ Symp(M,ω) ⊆ Diff(M)

n-димензионалног торуса T на симплектичкој многострукости (M 2n, ω) које је Хамил-
тоново. То значи да важи следеће: ако са t1, t2, . . . , tn обележимо базу простора t и са
t#1 , t

#
2 , . . . , t

#
n обележимо векторска поља на M која одговарају једнопараметарским под-

групама {exp(sti) | s ∈ R} ≤ T, онда су поља t#i Хамилтонова векторска поља, тј. таква
да постоји глатко пресликавање M

µi−→ R за које важи dµi = t#i ⌟ω.

Коментар. У случају произвољне Лијеве групе G која дејствује на (M,ω) путем сим-
плектоморфизама, кажемо да је дејство G ↷ M Хамилтоново ако постоји пресликавање
M

µ−→ g∗, које називамо момент пресликавањем и које задовољава наредне услове:

• Ако са M
µX

−→ R обележимо пресликавање дато са p
µX

7−→ µ(p)(X), где је X ∈ g,
и ако са X# обележимо векторско поље на M које одговара једнопараметарској
подгрупи {exp(tX) | t ∈ R} ≤ G, онда важи да је, за свако X ∈ g, пресликавање µX

Хамилтонијан векторског поља X#, тј. да важи dµX = X#⌟ω.

• Пресликавање M
µ−→ g∗ је G-еквиваријантно, где је G ↷ g∗ коадјунговано дејство.

У случају када је G = T , момент пресликавање M
µ−→ t∗ ће бити дато са

p
µ7−→ ⟨(µ1(p), . . . , µn(p)),−⟩

па се ова уопштена дефиниција Хамилтоновог дејства поклапа с почетном.

Симплектичке многострукости (M 2n, ω) које су опремљене ефективним и Хамил-
тоновим дејством називамо симплектичким торусним многострукостима и често их
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обележавамо као уређену четворку (M,ω, T, µ), где је µ момент пресликавање дејства
T ↷ M . Оне су нам од посебног значаја јер постоји класификација истих преко комбина-
торних података које читамо из момент пресликавања µ. Конкретно, ове многострукости
су у тесној вези с Делзановим политопима, тј. простим и рационалним политопима
који су уз то и глатки (што значи да, за свако теме, ивице које га садрже чине једну
Z-базу решетке Zn).

Теорема 2.2.1 (Делзанова теорема). Повезане и затворене симплектичке торусне
многострукости су класификоване преко Делзанових политопа. Тачније, постоји бијек-
тивна коресподенција

Повезане и затворене
симплектичке торусне

многострукости

←→
{

Делзанови
политопи

}

(M,ω, T, µ) 7−→ µ(M).

Доказ. Видети поглавља 28 и 29 у [4].

Томас Делзан је 1988. године доказао ову дубоку теорему и она је једна у низу
резултата из алгебарске геометрије и симплектичке топологије 70-их и 80-их година
прошлог века који су поставили камен темељац за изучавање торусних многострукости и
торусних варијетета преко придружених комбинаторних објеката (такозваних лепеза).
Више о овом приступу, који припада области торусне топологије, можете прочитати у
[3], [2] и [5].

2.3 Кохомолошки прстен линеарних графова

У овом поглављу ћемо са ν, ν ′, . . . обележити темена линеарног графа G, односно,
са lν ν′ ћемо обележити ивицу графа G која повезује темена ν и ν ′. Слично као и у
претходном поглављу, нама ће G живети у n-димензионалном векторском простору V,
T = V∗ ће бити одговарајући дуал, а l⊥ν ν′ ≤ T ће бити ортогонал ивице lν ν′ . Додатно,
прстен реалних полиномијалних функција T

f−→ R ћемо гледати као градуисан прстен
Sym(T∗), где је степен градуације два пута стандардни степен полиномијалне функције.

Дефиниција 2.3.1 ([9]). Посматрајмо прво прстен⊕
ν

Sym(T∗),

чији су елементи низови (fν , fν′ , . . . ) полиномијалних функција T
fν−→ R који су индек-

сирани теменима ν линеарног графа G. Кохомолошки прстен лиеарног графа G је
прстен

H∗ (G) =

{
(fν , fν′, . . . ) ∈

⊕
ν

Sym(T∗)

∣∣∣∣ fν |l⊥ν ν′
= fν′ |l⊥

ν ν′
, за сва темена ν, ν ′

}
. (2.1)
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Геометријски, ове релације нам само говоре да, за сваку ивицу lν ν′ , имамо да се
полиноми fν и fν′ одговарајућих темена поклапају на ортогоналу l⊥ν ν′ .

На прстен H∗(G) можемо и да уведемо градуацију

H∗(G) =
⊕
i≥0

Hi(G),

где је H2k+1(G) = 0, док је H2k(G) скуп свих низова (fν , . . . ) чији су чланови fν сви
степена k. Овде је производ такав да, за α ∈ Hi(G) и β ∈ Hj(G), имамо да је αβ ∈ Hi+j(G).
Поред тога, прстен H∗(G) има и структуру једног Sym(T∗) модула, где је множење
скаларом g ∈ Sym(T∗) дато са g · (fν , fν′ , . . . ) = (gfν , gfν′, . . . ).

Оправдање зашто се H∗(G) зове кохомолошки прстен линеарног графа лежи у наред-
ној чињеници: ако имамо инклузију G ′ ι

↪−→ G линеарних графова, онда постоји природна
пројекција ⊕

ν

Sym(T∗)
ι#−→
⊕
ν′

Sym(T∗),

где је прва сума индексирана теменима ν графа G, док је друга индексирана (потен-
цијално мањим скупом) теменима ν ′ графа G ′. Како је G ′ линеарни граф чије су ивице
део ивица графа G, то је добро дефинисан морфизам Sym(T∗) модула

H∗(G) ι∗−→ H∗(G ′),

који поштује и градуацију.
Мада је дефиниција доста елементарна, рад с кохомолошким прстеном H∗(G), за

произвољни линеарни граф G, може да буде доста захтеван. Зато ћемо навести само пар
једноставних и занимљивих чињеница, неке од којих су нам важне за даљи рад. Више о
кохомолошком прстену линеарних графова можете прочитати у [13], [11] и [19].

Интерпретација Hi(G) за мале индексе i

Слика 2.6: H0(G) =

R⊕ R

H0(G) : Низ (fν , fν′ , . . . ) ∈ H0(G) је заправо низ константних
функција T

fν−→ R које задовољавају релације из 2.1. То значи да
су, за два суседна темена ν и ν ′, функције fν и fν′ једнаке. Овако
добијамо да су fν = fν′ , за свака два темена из исте компоненте
повезаности линеарног графа G, па ће димензија простора H0(G)
одговарати броју компоненти повезаности.
H2(G) : Овај пут је низ (fν , fν′, . . . ) ∈ H2(G) један низ лине-

арних функција T
fν−→ R које задовољавају релације из 2.1. Како

нам G живи у V = T∗, ми можемо сваки фукционал fν да видимо
као вектор који је постављени на одговарајуће теме ν. Одавде
можемо да конструишемо нови линеарни граф G. Скуп темена
ν графа G је скуп „врхова” вектора fν , док ћемо темена ν и ν ′

повезати ивицом ако су одговарајућа темена у графу G повезана ивицом.
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Слика 2.7

Испоставиће се да су линеарни графови G и G екви-
валентни. Ако уочимо ивице lν ν′ и lν ν′ , ми видимо да су
оне паралелне ако и само ако вектори fν и fν′ имају ис-
ту пројекцију на ортогонал l⊥νν′ , али то је еквивалентно
с тиме да важи релација fν |l⊥

νν′
= fν′ |l⊥

νν′
(видети слику

2.7).
Тиме смо суштински показали да је димензијаH2(G)

уједно и димензија конфигурационог простора свих ли-
еарних графова који су еквивалентни с графом G.

Део-по-део полиномијалне функције

Овде ћемо дати интерпретацију H∗(G) у случају ка-
да је G 1-скелет политопа P . Ако је P ⊆ V, тада можемо
да разложимо T преко његове нормалне лепезе.

Дефиниција 2.3.2. Нормална лепеза NP политопа P је колекција {F ∗} (полиедарних)
конуса9

F ∗ =

{
t ∈ T

∣∣∣∣ F ⊆ argmaxv∈P t(v)

}
,

где је F страна политопа P .

Слика 2.8: Разлагање T преко нормалне лепезе политопа P .

Познато је из конвексне анализе да линеарни функционали V
t−→ R достижу свој

максимум на конвексном скупу P баш у екстремним тачкама (видети [24]). У случају
9Подскуп C реалног векторског простора V је конус ако је затворен за множене с позитивним

скаларима λ > 0. Конус C је додатно полиедаран ако се може представити као конусни омотач
C = Cone({v1, v2, . . . , vk}) =

{∑k
i=1 λivi | λi > 0

}
, за неке векторе v1, v2 . . . , vk ∈ V . Ово је чак еквива-

лентни с тиме да се конус C може реализовати као полиедар.
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политопа, то су тачно темена политопа P , па се F ∗ може релативно једноставно одредити
геометријски (видети слику 2.8).

Такође видимо да можемо да разложимо T на унију T =
⋃

F F ∗, где је унија индек-
сирана странама F политопа P .

Коментар. Занимљиво је приметити да нормална лепеза NP задовољава наредна свој-
ства:

1) Свака страна τ конуса σ ∈ NP припада нормалној лепези NP ;

2) Пресек два конуса σ1, σ2 ∈ NP такође припада нормалној лепези NP .

Ово ће нам бити основа за уопштење дефиниције нормалне лепезе NP политопа P .
Кажемо да је колекција полиедарних конуса Σ ⊆ T лепеза ако важе претходно наведена
својства 1) и 2).

Претходно смо најавили да су нам лепезе битни комбинаторни објекти преко којих
можемо да изучавамо тополошке особине торусних варијетета10. Наиме постоји бијектив-
на кореспонденција између (нормалних) торусних варијетета и лепеза строго конвексних
конуса. Више о овој теореми можете наћи у [3].

Дефиниција 2.3.3. За непрекидну функцију T
f−→ R кажемо да је део-по-део поли-

номијална на T (наспрам нормалне лепезе NP ) ако је рестрикција f |F ∗ полиномијална
функција, за све стране F политопа P .

Једноставно може да се провери да је f део-по-део полиномијална функција ако и
само ако је рестрикција f |V ∗ полиномијална за сва темена V политопа P . Због ове чиње-
нице можемо да приметимо да је кохомолошки прстен H∗(G), у случају када је линеарни
граф G 1-скелет политопа P , уједно и прстен део-по-део полиномијалних функција на T

(наспрам нормалне лепезе NP ).11

2.4 Однос између еквиваријантне кохомологије и

кохомологије линеарних графова

У овом поглављу ћемо коначно повезати теорију коју смо развили у овој глави с
теоријом из претходне главе. За разлику од прве главе, овде и у наредној глави подра-
зумевамо да је прстен коефицијената R = R, тј. да је H∗

T (M) = H∗
T (M ;R).

Наведимо сада две битне претпоставке за простор M и дејство T ↷ M :
10Кажемо да је алгебарски варијетети X торусни варијетер ако садржи алгебарски торус (C∗)n =

Spec(C
[
t1, t

−1
1 , . . . , tn, t

−1
n

]
) као отворен, свуда густ подскуп (у топологији Зариског) и ако важи да се

природно дејство (C∗)n ↷ (C∗)n може да се продужи на дејство (C∗)n ↷ X.
11Штавише, ако је политоп P прост, овај прстен може и да се повеже с Стенли-Рајзнеровим прстеном

дуалног политопа. Видети поглавље 12.4 у [3].
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1) Да момент граф G(T ↷ M) постоји, односно да је 1-скелет дејства једна
балонска структура;

2) Да је простор M опремљен с дејством T ↷ M еквиваријантно формалан, тј.
ако за спектрални низ раслојења

M ET ×T M

BT

ι

pT

важи да је E2 = E∞.

У пракси, услов еквиваријантне формалности је испуњен у доста случајева (видети
[9],[15] и [18]). Између осталог, услов је испуњен у случају када је простор M :

• Симплектичка многострукост с Хамилтоновим дејством торуса T ;

• Такав да су му кохомолошке групе непарних димензија H2k+1(M) тривијалне;

• Гладак комплексан пројективни варијетет12 (где је T = (C∗)n алгебарски торус који
дејствује као линеарно-алгебарска група).

Такође је познато да, при услову еквиваријантне формалости, постоји природни изо-
морфизам H∗

T (pt) модула
H∗

T (M) ∼= H∗(M)⊗H∗
T (pt),

а ово је еквивалентно с тиме да је изведено пресликавањеH∗
T (M)

ι∗−→ H∗(M) сурјективно
(видети [18], односно [6] за контрапример у случају када је R = Z).

Теорема 2.4.1 (2.3, [15]). Кохомологију H∗(M) можемо да реконструишемо преко екви-
варијантне кохомологије H∗

T (M). Прецизније, важи

H∗(M) ∼=
H∗

T (M)

I ·H∗
T (M)

,

где је I максимални хомогени идеал прстена H∗
T (pt)

∼= R [t1, t2, . . . tn], тј. I = ⟨t1, t2, . . . tn⟩.

Коментар. Изоморфизам H∗
T (pt)

∼= R [t1, t2, . . . , tn] није канонски. Наиме, идентифи-
кација алгебре H∗

T (pt) = Sym(t∗) с алгебром R [t1, t2, . . . , tn] зависи од одабира базних
функционала ⟨t1,−⟩, ⟨t2,−⟩, . . . , ⟨tn,−⟩ ∈ t∗, осдносно зависи од одабира базних вектора
t1, t2, . . . , tn ∈ t. Некада се чак у литератури прстен H∗

T (pt) = H∗(BT ) идентификује са
прстеном

H∗(BT ) ∼= H∗(

n∏
i=1

CP∞) ∼=
n⊗

i=1

H∗(CP∞) ∼=
n⊗

i=1

R [ti] ∼= R [t1, t2, . . . , tn] ,

12Односно иредуцибилан Зариски затворен подскуп простора CPn који је задан системом хомогених
полономијалних једначина, такав да нема ни једну сингуларну тачку.
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где је други изоморфизам дат преко Кинетове формуле и deg(ti) = 2, али ни он није
канонски јер идентификација у примеру 1.3.5 није канонска. У сваком случају, идеал I

може да се дефинише и без ове идентификације, али је уводимо једноставности ради.

Теорема 2.4.2 (Гореског, Котвица и Макферсона, 1.2.2, [9]). Нека је M простор
са торусним дејством T ↷ M који задовољава претпоставке с почетка поглавља. Тада
је еквиваријантна кохомологија изоморфна (као прстен) кохомолошком прстену момент
графа, тј. важи

H∗
T (M) ∼= H∗(G(T ↷ M)).

Уместо доказа, у наредном поглављу ћемо кроз пар примера илустровати јачину
претходне теореме.



Глава 3

Одређивање еквиваријантне
кохомологије

Seeing comes before words. The child looks
and recognizes before it can speak.

John Berger, Ways of Seeing

Оперативна интерпретација главне теореме

У овом поглављу ћемо, као и у коментару после теореме 2.4.1, поистоветити Sym(t∗)

са R [t1, t2, . . . , tn], за неки одабир базних вектора t1, t2, . . . , tn ∈ t. При тој идентификацији
и идентификацији t∗ ∼= t ∼= Rn, можемо да интерпретирамо релацију

fν |l⊥
ν ν′

= fν′|l⊥
ν ν′

(3.1)

која нам одређује еквиваријантну кохомологију H∗
T (M) ∼= H∗(G(T ↷ M)) на један доста

оперативан начин.
Нека је ei ивица момент графа G(T ↷ M) која одговара балону Bi који повезу-

ју фиксне тачке Ni и Si, односно која је паралелна вектору Di ↔ di, где је di =

(di,1, di,2, . . . di,n) ∈ Zn. Тада нам релација 3.1 говори да се полином fNi
− fSi

∈ H∗
T (M)

анулира на линеарном потпростору ti = ker(Di) = {t ∈ t | ⟨di, t⟩ = 0}1. Како је ti задан
линеарним полиномом, видимо да важи релација

fNi
− fSi

∈ ⟨di,1t1 + di,2t2 + · · ·+ di,ntn⟩.

Самим тиме одређивање еквиваријантне кохомологије H∗
T (M) се своди на ишчитавање

комбинаторних информација са момент графа G(T ↷ M).
Слободније речено, еквиваријантну кохомологију видимо преко момент графа!

1Што је заправо Лијева алгебра језгра ker(χi) карактера T
χi−→ S1 који нам задаје дејство на балону

Bi.

31
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Коментар (О ефективним дејствима). Дејства у наведеним примерима из поглавља
2.1 нису ефективна. Ипак, можемо да их „поправимо” на наредни начин: ако нам је дато
дејство T ↷φ M, можемо да уочимо дејство

T̂ = T/Ker(φ) ↷φ̂ M

које је (по дефиницији) ефективно. Она ће нам бити од практичне користи јер ће се тиме
суштински само2 смањити димензија амбијенталног простора у ком ће се наш момент
граф налазити, самим тиме ће и претходно поменуте релације бити једноставније.

Пре него што кренемо с примерима, треба напоменути да ће сви простори у овом
поглављу, опремљени с одговарајућим торусним дејством, задовољавати услове 1) и 2)

теореме 2.4.2.

3.1 Комплексна пројективна раван CP2

Како дејство (S1)3 ↷φ CP2 из примера 2.1.2 није ефективно (елементи облика (z, z, z)

дејствују тривијално), ми ћемо зарад једноставности рачуна посматрати редуковано
дејство T̂ ∼= (S1)2 ↷φ̂ CP2, где (z1, z2) ∈ (S1)2 дејствује по правилу

(x1 : x2 : x3)
(z1,z2)7−→ (x1 : z1x2 : z2x3).

Слика 3.1: Момент
граф G((S1)2 ↷ CP2).

Видели смо раније да су момент графови комплексних про-
јективних простора CPn заправо симплекси, што ће бити случај
и овде. Релације које читамо са момент графа овог „редукованог”
дејства можемо видети на слици 3.1.

Сада ћемо и да одредимо релације и генераторе еквивари-
јантне кохомологије H∗

(S1)2(CP2). Ако су p1, p2, p3 ∈ Sym(t∗) ∼=
R [t1, t2], тада нам теорема 2.4.2 говори да важе релације

p1 − p2 ∈ ⟨t1⟩, p3 − p1 ∈ ⟨t2⟩, p3 − p2 ∈ ⟨t2 − t1⟩.

На основу ових релација, можемо да одаберемо произвољне
p1, q1 ∈ R [t1, t2] и да поставимо да је p2 = p1 + t1q1. Аналогно, из друге релације видимо
да је p3 = p1+t2q2, где је q2 ∈ R [t1, t2]. Ипак, због треће релације, q2 ће задовољавати неке
додатне услове. Наиме, из претходне дискусије следи да је t2q2− t1q1 = p3−p1 ∈ ⟨t2− t1⟩,
а како је ⟨t2− t1⟩ идеал, одавде можемо да закључимо да постоји q ∈ R [t1, t2] такво да је
q2 = q1 + (t2 − t1)q. Самим тиме је

H∗
(S1)2(CP2) ∼=

{
(p1, p1 + t1q1, p1 + t2(q1 + (t2 − t1)q))

∣∣∣∣ p1, q1, q ∈ R [t1, t2]

}
. (3.2)

2Како елементи из ker(φ) тривијално дејствују на M , 1-скелети дјестава T ↷φ M и T̂ ↷φ̂ M ће бити
исти, па се гране одговарајућег тополошког графа у основи момент графа се неће променити.
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Што се структуре множење тиче, знамо да је оно заправо множење по координатама
елемената из 3.2, па можемо једноставно да одредимо и структуру прстена H∗

(S1)2(CP2).
Еквиваријантна кохомологија H∗

(S1)2(CP2) је као R [t1, t2] модул генерисан елементима
(1, 1, 1), u = (0, t1, t2) и v = (0, 0, t2(t2 − t1)). Може да се покаже да важе релације

u2 = t1u+ v, и u3 = (t1 + t2)u
2 − t1t2u,

односно, да је
H∗

(S1)2(CP2) ∼= R [t1, t2, u] /⟨u(u− t1)(u− t2)⟩, (3.3)

где су степени генератора deg(t1) = deg(t2) = deg(u) = 2,.

Реконструкција обичне кохомологије H∗(CP2)

Сада можемо и једноставно да одредимо кохомолошки прстен H∗(CP2). Како је по
теореми 2.4.1

H∗(CP2) ∼=
H∗

(S1)2(CP2)

I ·H∗
(S1)2(CP2)

,

генератор x ∈ H∗(CP2) одговара генератору u ∈ H∗
(S1)2(CP2), док релације у H∗(CP2)

читамо из одговарајућих релација у 3.2 тако што поставимо све ti = 0, па добијамо
добро познату чињеницу да је

H∗(CP2) ∼= R [x] /⟨x3⟩, deg(x) = 2.

3.2 Многострукост комплетних застава Fl(1, 2, 3;C3)

Дефиниција 3.2.1. Нека је V (комплексни) n-димензионални векторски простор. Низ
V• угњеждених векторских потпростора

0 ⪇ V1 ⪇ · · · ⪇ Vk = V

називамо заставом. Нека је di = dim(Vi), где је i = 1, k, тада ћемо рећи да је застава
V• сигнатуре (d1, d2, . . . , dk). Ако је застава V• сигнатуре (1, 2, . . . , n), онда кажемо да је
комплетна, а у супротном кажемо да је парцијална.

Један нама добро познат пример парцијалне заставе је застава l• = {l ⪇ Cn} сигна-
туре (1, n). Како је колекција свих таквих застава заправо CPn, поставља се природно
питање да ли колекција свих застава Fl(d1, d2, . . . , dk;Cn) сигнатуре (d1, d2, . . . , dk) има
структуру глатке многострукости? Одговор је да, и по коментару после теореме о ор-
бити и стабилизатору 1.1.1, моћи ћемо да дамо елегантан опис глатке структуре. Како
за сваки векторски потпростор Vi можемо да нађемо ортонормирану базу v1, . . . vdi ,
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где је di = dim(Vi), можемо да уочимо да унитарна група U(n) дејствује (слева) на
Fl(d1, d2, . . . , dk;Cn) тако што матрица U ∈ U(n) дејствује по правилу

V• = {⟨v1, . . . , vd1⟩ ⪇ ⟨v1, . . . , vd2⟩ ⪇ · · · ⪇ ⟨v1, . . . , vdk⟩}
U7−→

{⟨Uv1, . . . , Uvd1⟩ ⪇ ⟨Uv1, . . . , Uvd2⟩ ⪇ · · · ⪇ ⟨Uv1, . . . , Uvdk⟩} = UV•.

Такође се једноставно види да је дејство U(n) ↷ Fl(d1, d2, . . . , dk;Cn) транзитивно. Шта-
више, испоставља се да је ово дејство глатко, па можемо да гледамо многострукости
парцијалних застава као хомогене просторе

Fl(d1, d2, . . . , dk;C
n) ≈ U(n)/StabE• = U(n)/(U(d1)×U(d2 − d1)× · · · ×U(dk − dk−1)),

где је E• = {Ed1 ⪇ Ed2 ⪇ · · · ⪇ Edk = Cn}, а Edi = ⟨e1, . . . , edi⟩. У случају комплетних
застава, добијамо многострукост комплетних застава Fl(1, 2, . . . , n;Cn).

Пре него што преусмеримо пажњу на многострукости комплетних застава, у овом
тренутку је добро напоменути да су нам од великог значаја и многострукости застава
сигнатуре (k, n), тј. простор свих k-димензионалних равни у Cn, познатији као комплек-
сни Грасманијан Gr(k, n) = U(n)/(U(k) × U(n − k)). О овим просторима ћемо причати
детаљније убрзо.

Дејство торуса T ↷ Fl(1, 2, . . . , n;Cn)

Код многострукости комплетних застава Fl(1, 2, . . . , n;Cn) доста је згодно предста-
вљати заставу V• = {⟨v1⟩ ⪇ ⟨v1, v2⟩ ⪇ · · · ⪇ ⟨v1, . . . , vn⟩} преко матрице

V =

 | | . . . |
v1 v2 . . . vn

| | . . . |

 ∈ U(n)

јер тако можемо да задамо дејство торуса T = (S1)n тако што z = (z1, z2, . . . zn−1) ∈ T

дејствује по правилу

V
z7−→


z1

z2
. . .

zn

V


z−1
1

z−1
2

. . .

z−1
n

 .

Еквиваријантна кохомологија H∗
(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3))

Ако са (S1)3 ↷φ Fl(1, 2, 3;C3) обележимо дејство из претходног дела текста (за n = 3),
онда ћемо се у овом делу фокусирати на ефективно дејство (S1)3/ ker(φ) ∼= (S1)2 ↷
Fl(1, 2, 3;C3) које нам је дато са
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V
z7−→

 z1

1

z2

V

 z−1
1

1

z−1
2

 ,

где је z = (z1, z2) ∈ (S1)2.
Ако је V матрица заставе која је фиксна при дејству торуса, онда може да се покаже

да у првој колони матрице V може само да се појави једна ненула координата vw1,1.
Како матрица V представља једну заставу, можемо да обезбедимо да су све координа-
те десно од vw1,1 нула, без да мењамо заставу коју представља. Штавише, можемо да
аргументујемо да у другој колони постоји само једна ненула координата vw2,2 и да је ко-
ордината vw2,3 = 0. Тиме нам остаје само једна ненула координата vw3,3 у трећој колони.
Ова дискусија нам говори да су све заставе које су фиксиране при дејству торуса (S1)2

представљене пермутационим матрицама формата 3× 3.
Сличним резоном као у претходном пасусу, можемо да закључимо да се сви балони

између фиксних тачака дејства (S1)2 ↷ Fl(1, 2, 3;C3) могу представити матрицама које
су налик пермутационим, с тиме што имају јос једну координату a ∈ Ĉ која се налази
са леве стране ненула координата пермутационе матрице (видети слику 3.2).

Слика 3.2: Матрице које параметризују све балоне дејства (S1)2 ↷ Fl(1, 2, 3;C3), где је
a ∈ Ĉ.

Намеће се природно питање које ли су фиксне тачке повезане балонима, а које нису.
Фиксне тачке унутар балона B добијамо као „северни” и „ јужни” пол Риманове сфере
B ≈ Ĉ, односно када је a = 0 и када пустимо да a −→ ∞, па ћемо на примеру једне
од матрица из 3.2 илустровати како се одређују. У случају балона који је представљен
матрицом  a 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,
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када поставимо да је a = 0, добијамо пермутациону матрицу 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

С друге стране, када пустимо да a −→∞, добијамо матрицу

 a 0 1

0 1 0

1 0 0

←→ ⟨ae1 + e3⟩ ⪇ ⟨ae1 + e3, e2⟩ ⪇ ⟨e1, e2, e3⟩

= ⟨e1 + a−1e3⟩ ⪇ ⟨e1 + a−1e3, e2⟩ ⪇ ⟨e1, e2, e3⟩

a→∞−→ ⟨e1⟩ ⪇ ⟨e1, e2⟩ ⪇ ⟨e1, e2, e3⟩ ←→

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Испоставиће се да су две пермутационе матрице P1 и P2 повезане балоном ако и само
ако можемо да добијемо матрицу P1 тако што применимо неку транспозицију ⌈i, j⌋ на
векторе колоне матрице P2.3

Коњуговањем једне од матрицама из 3.2 дијагоналном матрицом diag(z1, 1, z2) може-
мо да одредимо вектор усмерења који одговара дотичном балону (видети 3.3).

Слика 3.3: Момент граф G((S1)2) ↷ Fl(1, 2, 3;C3).

Остаје нам још да одредимо генераторе H∗
(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3)), посматраног као модул

над Sym(t∗) ∼= R [t1, t2]. Ако кренемо од најнижег темена на слици 3.3 и обележимо га
3У случају претходног примера, транспозиција вектора колона је ⌈1, 3⌋.
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са произвољним полиномом p1 ∈ R [t1, t2], онда лако можемо да видимо да ће наредна
два темена по висини бити обележена полиномима p1+ t1p2 и p1+ t2p3, за неке полиноме
p2, p3 ∈ R [t1, t2] (слика 3.4). Затим, ако посматрамо наредна два темена по висини, оба
„затварају циклус”, па ће одговарајући полиноми бити одређени новим двема релацијама.
Примера ради, ако посматрамо теме изнад темена обележеног полиномом p1 + t1p2,
то теме можемо да обележимо полиномом облика p1 + t1p2 + (t1 − t2)q, јер тиме што
се „померамо” вертикално дуж ивице обележене са t1 − t2 намећемо услов да разлика
одговарајућих полинома припада идеалу ⟨t1−t2⟩. С друге стране, како ово теме „затвара
циклус”, ивица обележена са t2 нам намеће додатни услов

(p1 + t1p2 + (t1 − t2)q)− (p1 + t2p3) ∈ ⟨t1⟩,

односно да је t2(q + p3) ∈ ⟨t1⟩. Одавде видимо да је q = t1p4 − p3, за неко p4 ∈ R [t1, t2].
Сличним резоном можемо да одредимо и одговарајуће полиноме преостала два темена,
с тиме што код највишег темена имамо три релације које нам одређују како изгледа
одговарајући полином (видети слику 3.4).

Слика 3.4: „Графички” приказ еквиваријантне кохомологије H∗
(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3)).

Листу генератора4 кохомолошког прстена H∗
(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3)) можете видети на сли-

ци 3.5.
4Наведени генератори се могу добити од генератора са слике 3.4 преко елементарних операција.
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Слика 3.5: Генератори прстена H∗
(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3)).

Због рачунске сложености одређивања релација између наведених генератора, нећемо
извести експлицитан опис множења у прстену H∗

(S1)2(Fl(1, 2, 3;C3)) (као што смо у по-
глављу 3.1). О томе можете више прочитати у [16].

Коментар. Испоставиће се да ће момент графови G((S1)n ↷ Fl(1, 2, . . . , n;Cn)) живети
у пермутоедру, политопу који се добија као конвексни омотач

Pn(a1, a2, . . . , an) = conv({(aσ(1), aσ(n), . . . , aσ(n)) | σ ∈ Sn}),

где су сви a1, a2, . . . , an ∈ R међусобно различити.5 О овим момент графовима и о пер-
мутоедрима можете више наћи у [19] и [21].

Слика 3.6: Момент граф G(T ↷ Fl(1, 2, 3, 4;C4)).

5Прецизније, момент граф ће бити 1-скелет пермутоерда с додатним ивицама у унутрашњости перму-
тоедра. Две темена p1 и p2 су повезана ивицом ако и само ако можемо координате темена p1 да добијемо
од координата темена p2 тако што применимо неку транспозицију ⌈i, j⌋.
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3.3 Грасманијан Gr(2, 4)

Пликерово улагање Грасманијана Gr(k, n)

Елементе Грасманијана V ∈ Gr(k, n) доживљавамо као k-димензионалне векторске
потпросторе унутар простора Cn, па је природно да их представимо као линеарни омота-
че V = ⟨v1, v2, . . . vk⟩, где су vi, за i = 1, k, линеарно независни вектори унутар простора
V . Ово нам је корисно при увођењу Пликеровог улагања

Gr(k, n)
ι

↪−→ P(
∧kCn) V = ⟨v1, v2, . . . vk⟩

ι7−→ [v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk] ,

где нам заграде [−] обележавају класу еквиваленције у P(
∧k Cn). Ово пресликавање

нам је битно јер може да се покаже да је заиста улагање унутар пројективног про-
стора и да тачке унутар слике ι(Gr(k, n)) задовољавају систем хомогених квадратних
полиномијалних једначина зване Пликерове релације (видети [7]). Можемо да видимо
најједноставнији пример Пликерових релација на делу у случају Грасманијана Gr(2, 4).
Ако поистоветимо V = ⟨v1, v2⟩ с правоугаоном матрицом(

v1

v2

)
=

(
v1,1 v1,2 v1,3 v1,4

v2,1 v2,2 v2,3 v2,4

)

и ако са ∆ij = det

(
v1,i v1,j

v2,i v2,j

)
обележимо такозване Пликерове координате простора

V , тада сваком V ∈ Gr(2, 4) одговара тачка ι(V ) = (∆12 : ∆31 : ∆14 : ∆34 : ∆24 : ∆23) чије
координате задовољавају релацију

∆12∆34 +∆31∆24 +∆14∆23 = 0.

Одавде видимо да можемо да поистоветимо Грасманијан Gr(2, 4) с квадриком Q4 ⊆ CP5,
што ће нам олакшати рад у одређивању еквиваријантне кохомологије H∗

(S1)3(Gr(2, 4)).

Дејство торуса T ↷ Gr(k, n)

Како је Грасманијан Gr(k, n) многострукост застава сигнатуре (k, n), дејство торуса
T = (S1)n ↷φ Gr(k, n) је исто оно дејство које смо видели и у 3.2. Како оно није
ефективно, ми ћемо се фокусирати на ефективно дејство (S1)n/ ker(φ) ∼= (S1)n−1 ↷φ̂

Gr(k, n).
Мада јесте природно, дејство дато у овом облику је доста незахвално за рачун. Ипак,

у случају Грасманијана Gr(2, 4), дејство (S1)3 ↷ Gr(2, 4) можемо да запишемо преко
Пликерових координата (x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3) на наредни, релативно једноставан
начин:

(z1, 1, 1) · (x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3) = (z1x1 : z1x2 : z1x3 : y1 : y2 : y3, )

(1, z2, 1) · (x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3) = (z2x1 : z2x2 : x3 : y1 : y2 : z2y3),

(1, 1, z3) · (x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3) = (z3x1 : x2 : z3x3 : y1 : z3y2 : y3).
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Како је резон у одређивању момент графа G((S1)3 ↷ Gr(2, 4)) доста сличан резону
код примера 2.1.3, остављамо дотично одређивање као вежбу читаоцу (видети слику
3.7).

Слика 3.7: Момент граф G((S1)3 ↷ Gr(2, 4)). Темена xi и yi одговарају тачкама чија је
баш та координата 1, док су све остале 0.

Еквиваријантна кохомологија H∗
(S1)3(Gr(2, 4))

Ако кренемо од најнижег темена x1 на слици 3.7, можемо да га обележимо са про-
извољним полиномом p1 ∈ Sym(t∗) ∼= R [t1, t2, t3]. Слично као у 3.1, тачку x2 можемо да
обележимо са полиномом p1 + t3p2, где је p2 ∈ R [t1, t2, t3]. До темена x3 можемо доћи
тако што се, на ивицама момент графа, „померимо” десно дуж ивице обележене са t2− t3

почевши од темена p1 + t3p2 или тако што се „померимо” горе дуж ивице обележене са
t2 почевши од темена p1. Због прве наведене релације ћемо x3 обележити са полино-
мом p1 + t3p2 + (t2 − t3)q, где је q ∈ R [t1, t2, t3], а због друге знамо да мора да важи
t3p2+(t2− t3)q ∈ ⟨t2⟩. То даље повлачи са собом да је q = p2+ t2p3, где је p3 ∈ R [t1, t2, t3].

Ако пажљиво испратимо све које релације су нам наметнуте од стране ивица момент
графа на полиноме које придружујемо теменима истог, добићемо наредне генераторе
H∗

(S1)3(Gr(2, 4)), посматраног као модул над R [t1, t2, t3] (видети слику 3.8).
Као и у случају претходног поглавља 3.2, због велике рачунске сложености нећемо

извести експлицитан опис множења у прстену H∗
(S1)3(Gr(2, 4)). О томе можете више да

прочитате у [20].
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Слика 3.8: Графички приказ еквиваријантне кохомологије H∗
(S1)3(Gr(2, 4)).

Коментар. Испоставиће се да ће момент графови G((S1)n ↷ Gr(k, n)) бити 1-скелети
хиперсимплекса ∆n

k , што је фамилија политопа која се добија тако што се посматра
пресек између n-димензионалне коцке [0, 1]n и хиперравни задане једначином v1 + v2 +

· · · + vn = i, где је i = 1, n− 1. Више о овим момент графовима и о хиперсимплексима
можете наћи у [19] и [8].

Слика 3.9: „Паскалов троугао” хиперсимплекса, где се хиперсимплекс ∆n
k се налази на

позицији (k, n− 1).
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Вода је понела у себе све
што се могло претворити у талас

Ана Ристовић, Отчаравање
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