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YBO

Knacuuna Teopuja Mopca npejictaB/ba MohaH MaTeMaTHYIKH ajJaT KOjU ITOCMa-
TpameM PeaTHO-BPEeTHOCHUX (DYHKIINja HA MHOTOCTPYKOCTHMA IIPY2Ka HHMOPpMa-
Ije O IUXOBUM TJIOOAJTHUM TOIIOJIOIIKAM KapakTepucTukama. MopcoBa Teopuja
je xopumrhena y J0Ka3nMa KJBYIHUX pe3y/arara y oOJacTh JudepeHIijaHe TO-
II0JIOTHje, TOIYT TeopeMme o h-Kobopm3my u yormreHne [loerkapeose xumnorese 3a
qumensuje Behe o wernpu (28, 36]. Uueje Mopcose Teopuje cy npusarohene y
kourekcty CW-komiuiekca (auckperna teopuja Mopca) u JJaHIaCTUX KOMILIEKCA
(asredapcka Teopuja Mopca), mTo 0Baj paji nMa 3a IHJb J1a IPUKaZKe.

[IpBa riaBa mokpuBa OCHOBe riaTKe Teopuje Mopca n IPBEHCTBEHO UMa YJIOTY
Jla yBeJle TMOjMOBE WM pe3yJITaTe KOjU MOTUBUIINY JUCKPETHY U aJiredapCKy Teo-
pujy. Hakon ocnoBHUX jiecbuHuImMja, HaBOMMO Be3y m3Mel)y KpUTHUIHUX Tadaka
MopcoBe dyHKIHje 1 XOMOTOIICKOI' TUIIA MHOTOCTPYKOCTH, Ka0 U HBbUXOBY YJIOTY y
JIEKOMITO3UITNjH MHOTOCTPYKOCTHU Ha PYUKe.

VY npyroj riaBM M3JaXKeMO OCHOBe NHUCKpeTHe Teopuje Mopca kojy je Popman
pa3BHO Kao KOMOMHATOPHM aHAJIOrOH Kaacu4aHe Teopuje y [17]. Hedbunumemo muc-
kpetrae Mopcose dbyHKIMje U JUCKpeTHA I'PaiijeHTHA BEKTOPCKA I10Jba, & 3aTUM
moKa3yjeMo Kako kputudHe hemuje oxpelyjy xomoromncku tun CW-komIuiekca.
YBoauMo u Jiuckperny MopcoBy XOMOJIOTHjy M yKa3yjeMO Ha CJIUYIHOCT Ca TIJIaT-
koM MopcosoMm xomostorujom. Ha Kpajy riiaBe uaycTpyjeMo IpuMeHy Teopuje Kpo3
JIBa IpuMepa: ojipehnBame XOMOTOIICKOT THIa KOMILIEKCa HENOBe3aHNX rpadoBa
u noka3 Jlaykepose Teopeme.

Tpeha rimaBa nma 3a Uk Ja MOBEXKE TJIATKY U JUCKpeTHY Teopwujy. Hajmpe
HaBo/MMO pesyarar Lamanja [19] koju je mociyxkuo kao moruBaiuja Benenerujy
[9] ma, y memro ommTHjeM KoHTeKCTy of l'anamja, mokaxke Kako ce mosasehu of
MopcoBe dyHKIIje Ha TJIATKO] MHOTOCTPYKOCTH MOXKe Ha, IPUPOJAH HAUWH KOH-
crpyucatu jguckperna MopcoBa dyHKIMja Ha oapeheHO] TpUAHTYIAIUjH MHOTO-

crpykoctu. Taka muckperna MopcoBa dpyHKIHMja y CBaKOj TIUMEH3UJU UMa jeTHaK
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Opoj KpuTuyHUX hesuja Kao 1mTo rnoja3ua Mopcosa dyHKIMja nMa KPUTUIHUX Ta-
gaka. Hakon Tora jera/bHO M3Js1akeMo J10ka3 BenejiernjeBor pesyirara.

Y 4eTBpTOj IVIaBM IpeasuMo Ha aJjredapcky teopujy Mopca. Teopujy cy
HezaBucHo pasBuin Ckosadepr [35] m Jonenbek u Benkep [24]. Ymectro CW-
KOMILJIEKCA, OCHOBHU OOjEKTU Cy JIAHIACTU KOMILIEKCH MOJyJa. Y BOJUMO II0jaM
MopcoBor ynapuBama momMohy Kor JedUHHUIIEeMO KPUTUYHE MOJIYJIe — 00jeKTe KOju
Urpajy yJIory KpUTHYHUX Tadaka, OJIHOCHO hesmja, y IVIATKOM, OJHOCHO JINCKPET-
HOM cirydajy. [lokasyjemo ma xomosiormja JlaHIaCTOT KOMILIEKCa 3aBUCU CaMO O
KPUTHYHUX MOMIYJIa. O3HaYaj MPETXOAHOI MIYCTPYjeMO KpO3 IPUMeEpe y KOjuMa

U3padyHaABAMO XOMOJIOTHjY damMuiinje oapeheHnx JJaHIacTuX KOMILJIEKCA.
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IIperaen rimarke MopcoBe Teopuje

V 0BOj yIaBU YBOAMMO OCHOBHE IIOjMOBe M TBphema riarke Mopcose Teopuje.
Kao riaBae pedepeniie kopuctumo kibure [27] u [32], y kojuma ce Haslaze JerajbHI

JIOKa3u pe3ysTaTa Koje HaBOJAUMO Yy HacCTaBKY.

1.1 OcHoBHe aedunuije n Tephema

Heka je M rnaTka n-auMeH3MOHAJJIHA MHOTOCTPYKOCT, 3a . € N, m Heka je

f+ M — R rnarka dyHKIHja.

Hedbununuja 1.1.1. 3a wavwky p € M xastcemo ga je kpuiiuvHa Wawka GyHKUUje

f yxoauxo je df (p) = 0.

YKomKoO je p kpurndHa tauka dyHkimje f, a (xy, . .., T,) JOKaJIHEe KOOPINHATE

¥y OKOJIMHU Ta4Ke P, Tada BarKHU:

of
8@-

Kpurnuanoj ratuku p npuapyxkyjemo duwntnneapny dopmy Hp(p): T,M xT,M —

(p)=0,i=1,...,n.

R, 3amaTy ca:

Hy(p)(Xp, Yy) = Xp(Y(f)),

riae je Y mpous3BOJ/bHO TJIATKO BEKTOPCKO IoJbe Ha M, TakBO Jia je y TadyKh p
jennaxko dam Y,. TakBy dopmy HasmBamo zecujarom byHKIHje f y TadKu p.
Jlako ce mozxke mokasaru na je Hy(p) cumerpuuna dhopma, Kao u Ja gedbuHAITja

He 3aBUCHU O] n3dopa 1mospa Y.



I'JIABA 1. 1IPEIVIEJ] I'JIATKE MOPCOBE TEOPUJE 4
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S

Cauka 1.1: @yukiuja Bucune Ha chepn

VY JIoKaJHIM KOoOpauHaTaMa (Ty, ..., T, ), Y OKOJUHU TaYKe P, XeCUjaH je 3a/1aT

MaTPUIIOM JAPYTUX MapIjaJTHIX T3BOJIA

(Hy ) = Ga ()

Hedbununuja 1.1.2. 3a kputiuuny wawky p € M xaostcemo ga je Hegerenepucama
yroauko je Hp(p) negetenepucara dopma, ogHocHo 3a c6aKu HEHYAQ TWAHIEHTLHUY

sextwop X, € T,M tocwmoju Y, € T,M waxo ga sasrcu H;(p)(X,,Y,) # 0.

Hedbununuja 1.1.3. Oynxuuja f je Mopcosa yrxoauxo joj je céara KputhuvHa

wavwka Hegelerepucara.

IIpumep 1.1.1. Pynxyuja sucune wa cepu, ogrnocro f : S? — R gatwa ca
f(z,y, z) = z, jectie Mopcosa ynryuja (caura 1.1). Kpuiuvune wavwke Gynryuje
cy cesepru u jyotcnu aoa. Ha apumep, y okorunu wawke N = (0,0,1) dpynryuja

ce Mootce Y Kapliu ca Koopguratiama (x,y) 3a9ativ Kao

f(il?,y): Vl_xQ_y2'

Mawmpuya zecujana y wawku (0,0,1) je —1I, ge I apegc@asna ugenuswky Ma-
wpuyy, we je N negetenepucana. Ananorno, S = (0,0, —1) je negetenepucana, ua

je pynxyuja f Mopcosa.

VCII0B He/lereHepUCAHOCTH KPUTUYHE TadKe eKBUBAJIEHTAH je WHBEPTHOWJIHO-
CTH MaTpPUIlE XeCHjaHa y JIOKAJTHUM KOOpJIMHAaTama. Ta MaTpuia je CUMeTPUYHA,
300r jeJITHAKOCTH MEIIOBUTUX MAPIUjaJIHUX U3BOJA BUIIIET PEJia, T€ CY jOj CBE COI-

CTBeHe BpeJHOCTH peasiHe m pazinmuaute on 0. IIpomeHom JokKaIHMX KOOpIMHATA
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Mema ce Da3a TAHIEHTHOI TIPOCTOPA KPUTHYIHE TaduKe (y JIOKAJHUM KOODJUHATAMA
o o d

Ox1’ Oz’ " " "7 Oxp

Axko je P marpurnia mpejacka ca jejiHe Ha JIpyry 0asy, a M; marpuiia xecujaHa y

(x1, %2, ..., T,) noapasyMeBaMo da3y ( ) Ha TAHT€HTHOM IIPOCTOPY ).
npBoj 6asm, Taga je My, = PT M, P marpuna xecujana y apyroj oasm. Ha ocrnoBy
CunBecTepoBOr 3aKOHA WHEPIAje, OPOj HETaTUBHUX W MO3UTUBHUX COIICTBEHUX
BpegrocTu Marpuria M, u M, je kKoHcTaHTaH (HAKO Cy Ce COICTBEHE BPEJIHOCTH

norernujaaso npomenusie). Crora moxemo yBectu ciejehy neduruimjy.

Hedbununuja 1.1.4. Ungexc xputiuure wavke p pynxyuje f: M — R, y osanayu
Inds(p), upegctuas.na 6poj HEIGTMUSHUL COUCTUBEHUT 6PEGHOCTIY MATLpUYye Xecu-

jana y apouseontoj obasu wanientirnot upoctwopa 1T,M .

NaTYUTHBHO, WHJEKC KPUTUIHE Tadke HaM TOBOPH YK KOJIMKO JITHEAPHO
HE3aBUCHUX TpaBalla (PyHKIHja omaja. Y OKOJMHU KPUTUYHe Tadke, Mopcosa
dyHKIIMja nMa Jien 3aIuc, KOjU HEeIOCPeHO OIPaB/IaBa MPETXOIHO HaBeJIEHY WH-

tepuperaryjy. [Iperusnuje, Baxku cienehe:

Jlema 1.1.1. (Mopcosa nema) Hexa je f : M — R Mopcosa dynkuyuja u p
kpuiuwha wawka ungerca k. Taga tocwmoju xapwa (U, p) wakrea ga saosrcu p € U,
p(p) =0 u
k n
foo zy,...,zn) = f(p) — fo + Z 3.
i=1 j=k+1

Kapty n3 nperxonne sieme nazusamo Mopcosa kapiia.

Ilocaemuna 1.1.1. Kpuwmuwre wWwavwke Mopcose dynrxuuje cy usdonrosane. Jo-
gatwino, ceaxa Mopcosa pyrryuja 1a KOMUAKTHO] MHOTOCTEPYKOCTIU UM KOHAHAH

OpoJ KPpUTUHHUT TWaAAKA.

[IpupoHO je nmuTame Ja Ju Ha CBAKOj IJIATKO] MHOTOCTPYKOCTHU mmocToju Mop-
coBa ¢yukimja. OaroBop je MOTBpjaH, aju JOKa3 TOI TBphema HHje CcacBUM
jemnocraBan. I[lTasuriie, MopcoBux ¢yHKIMja nUMa ,MHOTO , jep BaXX! HapeJIHa

TeopeMa.

Teopema 1.1.1. Cxya Mopcosur dynxyuja na mmotoctpyroctiv M je wycti y
cxyty Taativur gynkuuja na M, otupemmwenum jaxom Butinujesom C?-twotono-

TUjoM.
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1.2 Ilceymo-rpaamnjeHTHa BEKTOPCKAa I10Jba

[Iceymo-rpajimjenTHa BEKTOPCKa II0Jba IPEJCTAB/bA]y BayKaH OOjeKaT Koju he
HaM oMoryhuTu ja Jie(puHUIIEMO CTadU/IHE U HECTAOWIHE MHOTOCTPYKOCTH, YUME
hemo mampaBuTu npBu Kopak ka Jiecbununuju Mopcose xomoiioruje, kojy medu-
HuIeMo y HapegHoj riaBu. (OBakBa BEKTOPCKA I0OJba IPEJCTABIHA]Y YOIIITEHHE

HeraTuBHOI! I‘pa,ILI/IjeHTHOI‘ BEKTOPCKOI' II0J/ba, aJIl HEe 3aBHUCE OJf METPUKE.

Hedbununuja 1.2.1. Hexa je f : M — R Mopcosa ¢pynrxuuja. Ilceygo-ipaguje-
HIWHO BEKTLOPCKO UOMHE acouuparo Gyrnkuuju f upegctiasnma 8exopcko uome X

na M xoje 3agosomasa caegehe ycrose:

1. Baceex € M, uxpusyy: (—e,e) = M, 3a xojy saocuv(0) =z, v (0) = X,

(3a nexo € > 0), umamo
d

]y

Jeg%a%ocm 6aIHCU aKo u camMo axo je T Kputlluwra WaKa.

f(y(@)) <0.

2. ¥ Mopcosoj kKaptiu y oxosuru xputiuyre Wwavke, X je 3agatlio Ka0 Helatlu-

san Ipagujentt dynrkyuje f y ogrocy Ha Kanonwcky mewpury ra R™.
KopumhemeMm pazbujarma jeimHuIle JIaKO ce MOXKe JIOKa3aTu cjiesieha Teopema.

Teopema 1.2.1. 3a csaxy Mopcosy ¢pynrxuujy f : M — R aoctmoju acoyuparo

UCEYGO-TPAGUIEHTLHO BEKTLOPCKO TUOJbE.

Hedbununuja 1.2.2. Hexa je X sextiopcko tome va muotoctlipyroctiu M u nexa

jex € M. Yxoaurxo xpusa v : I — M 3agosomasa Kowujes tpodrem
Y (t)=X((1), 7(0)== saceetel,
Y HA3UBAMO UHTETPAAHOM KPUBOM BEKTLOPCKOT Tova X Y WaUKY T.

Y caydajy mnceysio-rpajujeHTHUX BEKTOPCKUX I10/ba, WHTErPAJIHe KPUBE YECTO

HA3WBaMO U ZpagujeHiiHe AUHUJE.

Hanomena 1.2.1. 3a dukcupany mMerpuky, dpyHknuja f omaja JyK HHTerpaJ-
HUX KPUBHUX BEKTOPCKOT mosba —V f. Viora yciosa 1 y pebunurnuju 1.2.1 je ma
00e30€e,11 UCITyE€HOCT TOT CBOjCTBA U Y CJIyUajy ICEYI0-TPAINjeHTHIX BEKTOPCKUX

I10Jba.
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['pajujenTHe JUHMje TTOBE3Yjy KPUTUIHE TAUKe, jep BaXKHU

Teopema 1.2.2. Vkoauro je v: R — M pewere Kowujesor tpodaema

waga voctoje Kpuuwre Wavke p U q 36 Koje 8adHcy

lim y(t) =p w lim~(t) = ¢

t——o0

Hedbununmuja 1.2.3. Heka je M xomuaxting muotoctlipyrxocti v X AGTKO 6€K-

wopcko uome na M. Ilpecaukasarse ¢ : Rx M — M xoje 3a cée x € M 3agosomasa

o(t, x) = (b),

79e je v URWETPANHa KPuea SexWopckol Goma X Y WawKy T, HA3UBAMO WOKOM

8eKWOPCKOT Uona X .

Hammomena 1.2.2. ¥V nperxomnoj aeduHUANju, Oyayhm jga BEKTOPCKO IoJjbe X
nMa KOMIIAKTAH HOCAd, MMOCTOjU TVIODAJIHO JIeDUHUCAH TOK, OMHOCHO ¢(t,x), 3a

npousBosbHO * € M, je 3aucta jecburucano 3a cse t € R.

Hedbununuja 1.2.4. Hexa je f : M — R Mopcosa ¢dyrrxuyuja u X uceygo-
PagujeHttiHo 8eKWOPCKo uome acouuparno f. Ilpewuocasumo ga je M rom-
TAKWHA MHOTOCTUPYKOCT, U 03HAMUMO Ca ¢ Wok eexwopckol toma X . Heka je p
KputiuwHa wavka Gyuxyuje f.

Ctadburra MHOTOCTUPYKOCTL Y WAYKY P je CKYT
Wé(p) ={z € M : lim ¢(t,x) = p}.
t—o0
Hectwiabuana mrotoctpykoctt y wauky p je ckyt

Wt(p) ={x € M : lim ¢(t,z) = p}.

Ncnocrasiba ce j1a cy cTaduIHe U HeCTadU/IHE MHOTOCTPYKOCTA KPUTHUYIHE TauKe

3amcra MHOroctpykoctu. Hamme, Baxku ciesiehe TBpheme.

Teopema 1.2.3. Cwadbusra u HecWadusHa MHOTOCWUPYKOCT KPUWUYHE WAYKe
p cy aogmmoioctupyrociu og M gugpeomoppre otmeopenom gucky. IllThasuwe,
8AHCU

dim(W*(p)) = codim(W?*(p)) = ind(p) .
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1.3 dekommno3uiinja Ha pydvKe

MopcoBa Teopuja je OJMCKO IOBe3aHA Ca WJIEjOM JIEKOMIIO3UIIAje MHOIOCTPY-
KOCTH Ha HU3 JIONTH (JMCKOBA), 3BAaHUM DYUKe, MMOJIEIUbEHUM Ha, ojipeljeH HadmH.
Hajupe, naBogumo ocHoBHe jecdunuIMje, a y HACTaBKy hemo BujeTn kKako Mop-

coBa (byHKIHja 3a/aje TAKBY JIEKOMIIO3UIIA]Y.

Hedbunniuja 1.3.1. Hexa je M’ mnoioctipyrocti gumensuje n. Hpocwop HY =

D' x D" naszusamo i-pyuxa. I'paruya HD uma caegehy gexomuosuyugy
OHY = (S x D" ) U (D" x §"771).

Hexa je ¢ : STt x D"t — OM' gueomopdno yaaiaree. 3a mmotoctupyroci M
gaimy ca
M = M'Uy (D" x D™,

Kaotcemo ga je gobujena aetmervem i-pyuke na M'. Pagu jeghoctiastuje notwayuge,
auwemo M = M' U H®.,

Hanomena 1.3.1. VY nperxojanoj gedunuruju, mnom gogaBameM 0-pydke mopa-

3ymMeBaMo JuCjyHKTHY yEnjy M = M’ U H®©),

Hedbununnmuja 1.3.2. /lexomuosuyuja komtakxiwme mrotoctlipykoctwiu M na pyuke

upegciias.na Hu3 mrotoctupyrkocttiv, Hy, ..., Hy Waxeuxr ga saotrcu:
L4 HD - ®}
e H; je gugpeomopgpro M,
e H; je godujerno og H;_| setmervem jegre pyuke, 3a c6GKO 1.

Hedbunnnumja 1.3.3. Vroauro je dim(M) =n u M = HyU HyU. ..U Hy gexom-
wo3uyuja ma pyuke, upu wemy je h; opoj i-pyuwku, waga eexwop (ho,hy,. .., hy)

HA3UBAMO GEKTOD DPYUKU.

ITpumep 1.3.1. Ha cauyu 1.2 mootcemo sugetliv, gekoMuo3uuujy chepe ca 8eKo-

pom pyuru (2,1,1).
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Cnuka 1.2: Jlekommozuniuja cdepe Ha pydKe.

1.4 CrpyKTypHE TeopeMe

Nunexkcn kputrnaaux tadaka MopcoBux pyHKIMja NIMajy BaXKHy YJIOTY Y OIUCY
ToroJioruje MHOTocTpykKocT. HaBoguMo KibydHe TeopeMe Koje MIYCTPYjy Te TOo-
T1oJIoIIKe (peHOMEHE.

3a rnarky dyukiujy f : M — R u peanan 0poj a, ozuauammo ca M, cKyi
{reM: f(x) <a}.

Teopema 1.4.1. /Jlawiu cy peasnu dpojesu a u b 3a xoje easrcu a < b, u Mopcosa
dyrruyuja na M bes kpuliuunur epegrocliu Ha untiepsany |a,bl. Ykoauxo je
fYa,b] womuaxman, waga cy M, u My, gupeomoppnu. Jogatwmno, M, je jaxu

gepopmavuony petpari og M.

Hanomena 1.4.1. Ilperxoamo TBpheme Baxku un 0e3 mpetnoctaBke 1a je f Mop-
coBa dpyuaknuja. Kibyd je camo nmocrojarme 1nceyIo-rpa/InjeHTHOr BEKTOPCKOT T10Jba,
jep je naeja ma Tauke ca f1(b) ,mycTumo” Jy:K IpaJjeHTHUX JUHHU]A Ja CTUIHY

J0 Tadaka ca ckyna f~'(a). Tume nodujamo Tpaxkenn audeomopduszam.

Hammomena 1.4.2. Ykonauko je M KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT, YCJIOB KOMITAKTHO-

cru ckyna f~'[a,b] y Teopemu 1.4.1 je ayToMaTCKU 3a710BOJHEH.

Teopema 1.4.2. /[awa je Mopcosa ¢pyrnxuuja f : M — R. Ipetitaoctiasumo ga je
ckyt f~Ya,b] xomUaxtan u ga cagpoicu camo jegny KpuludHy WaKy P UHJEKCA
A. Taga je My, gugpeomoppar mrotoctipykoctiu godbujeroj AeUbEEM Jegre A-Pyuke
wa M,.

W3 Tononomkor y1Jjia, 9ecTo je JIaKIIIe pasMUII/baTH CaMO O XOMOTOIICKOM THUILY

MHOTI'OCTPYKOCTH. CTOI‘a, HaBOAMMO IIOC/IeIUNy IIPETXOJHE ABE TeOpEME.
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Teopema 1.4.3. Hexa je M xomuaxtwina muotoctupyrocis u f : M — R Mopcosa
dynryuja ca KpUTWUUHUM THAYKAME D1, P2, - - ., Dg.  O3HaWUMO ca i uHgexc Kpu-
wuwne wavke p;. Taga je M xomotwotcku exsusanretinag CW -komtaekcy ca @o

Jjegrom heaujom gumensuge i; 3a c6axy 0 KPUWUNHUT TAYAKA P;.

Teopema 1.4.2 mam omoryhaBa Jia /100MjeMO JIEKOMIIO3UITN]Y MHOTOCTPYKOCTH

Ha pYyYKe.

Teopema 1.4.4. Hexa je M womuGaxtina mmoioctipykocti. Taga Goctioju gexom-

uosuja M wa pyuxe.

Hoxka3z. Onxadepumo npousBosbHy MopcoBy dyukmujy f wa M. Ha ocHoBy mo-
cnemurie 1.1.1, f mMa KOHAYHO MHOrO KPUTHYIHUX Tadaka. (O3HAUIMMO UX ca
P1,D2,---, Pk Takobhe, majom meprypdarujoMm QyHKIHje f, MOXKeMO omadparu
Mopcosy byHKIH]y f Koja MMa HeTe KPUTHIHE TadKe Kao f 1 BasKM ?(pl) + ?(pj)
3a i # j (Bumeru [27] 3a Bume merasma). IlpermocraBumo ma je ?(pl) < ?(pQ) <
< }E(pk) M je KOMIIAKTHA, Te f JOCTHKE MHHUMYM y p; H MAKCHMYM Y Pp.

Oabepumo peasine dpojeBe Ag, A1, . . ., A\ TAKBE J1a BaxKu

Ao < f(p1) <A1 < f(p2) <o < Meet < Fpr) < A

Nmamo na saxu My, = () u M,, = M. IIpumenom reopeme 1.4.2 Ha unrepsase
[Ais Adip1] modmjamo gexommosurmjy M = My, U M), U...U M,,. Tume je goxa3s

3aBpIIEH. n

Hanomena 1.4.3. Ykonauko MopcoBa dbyHKIUja U3 IPETXOJ/IHE TEOPEMe UMa C;
KPUTHYHAX TadakKa WHIEKCA ¢, Ta/la, Ha OCHOBY JI0Ka3a IIPETXO/HE TeOpeMe, BEKTOP

(o, €15 -+, Cdim(M)) TIPEJICTABIBA BEKTOP PyuKnu 3a M.

CBaku BEeKTOp PYUKH IIPUPOIHO J0J1a3u o Heke Mopcose (hyHKIMje, MIITO HaM

Kaxke HapeJIHa TeopeMa.

Teopema 1.4.5. Hexa je (¢, cq,. .. cdim(M)) 6ERKTOP PYUYKU 30 KOMUAKTHY MHO-
roctupykoctwic M. Taga tocmoju Mopcosa ynxuuja f: M — R ca ¢; xputiuvrux

WaANAKA UHGEKC 1.



I'maBa 2

JIuckpetrna Teopuja Mopca

OcHoBHE ITJb OBE TJVIaBe je m3Jjarame OCHOBa JIUCKpeTHe Teopuje Mopca, Kojy
je ®opman passuo y cBoM paiy [17], neBegecerux rojuHa IpOLIOr BeKa. TexHuKe
u pe3yirare riiarke Teopuje Mopca ycmeo je ja mpuiaroan KOHAYHUM hesTnjcKuM
KOMILIEKcuMa. /JlesloBu Teopwuje Cy YCIENTHO TeHepaJIM30BaHU M Ha OeCKOHAYHEe
kominiekce y [5]. YV MHOrmM obsjacTuMa MaTeMaTHKe YecTO HeMaMO HPUBUJIe-
rUjy Jla ImocMaTpaMo TJiaTKe MHOrocrpykoctu. Ha mpumep, y KoMOmHaTOpUIH,
FeOMEeTPHUjCKUA O0jeKTU KOJH CE€ YeCTO T0jaBJby]y CY CUMILIUIHUjATHA KOMILJIEKCH.
Anasnmza mojaraka je jour jegaH TakaB mpuMep y cdepu mpuMerheHe MaTeMaTUKe.
PazymeBame Tomosioruje KoMmIiiekca he duTm Moryhe myTeMm JUCKPETHE TeOpHje

Mopca.

2.1 OcHoBHe aeduHHIIHTjE

Y npumenu auckperne teopuje Mopca, yriaBHOM je JTOBO/BHO OTPAHUYIUTH
ce Ha CUMILTUIHjaJHe KoMmiuiekce. MehyTum, pajym KOMILJIETHOCTH, W3JI0KHNEMO
OCHOBE TeopHuje y MaKCUMAaJHOj MOTyhoj OMIITOCTH.

V HacTaBKy MOJpasyMeBaMo Ja je YuTajall yIo3Hat ca ocnoBaMa teopuje CW-

komILiekca. CucreMaTcKu Iperyiell OBe Mareprje MoxKe ca BujeTn y [22].

Hedbununuja 2.1.1. Hexa je M CW-xomunexc. 3a xapakepuctiuvHto Upeci-
kasare ¢o: D" — M, ckyt €l = ¢o(int(D")) nasusamo owsoperom heaujom
gumeHnauje n, gox ckyl €, Koju Upegeiias.na 3aleoperve osopere heauje € y

M, nasuseamo satieopera heauja.

11
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Hamomena 2.1.1. Jlo kpaja paja, u3pa3 hennja, YKOJIUKO HUje HATJIAIIEHO JIPY-
radrje, KOPUCTHUMO WCKJ/bYYMBO 3a OTBOpeHe hesmje. Takobe, moj kapakrTepwu-
CTUYHUM IIPEC/IMKAaBab-eM OTBOpeHe hesunje o mogpasyMeBaMoO KapaKTePUCTUIHO

IIPEeCJUKABAIbLE JIATO IMPETXOTHOM JTe(DUHHUITHA]OM.

Heka je M wonagan CW-komiuiekc. YKOJMKO He Oy/e HArJIAIEeHO Jpyratdnje,
CBH KOMILIEKCH ca KOjIMa, paJInMo cy moJgpa3yMeBano Konadnu. Ca K, o3HaTaBaMO
ckyn hemuja aumensuje p y M, a ca K yunjy csux hemmja ox M. Osnaka o)
npeJicTaB/ba henujy auMeHsuje p. 3a henauje ¢ u T, NUMEMO 0 < T YKOJHUKO je
cCTuo#7,a0<Takojeo <7 wmo =T . AHaJIOrHO JeDUHUITIEMO O3HAKE

T>0cuT>0. Ako Baxu o < 7, 0 HA3UBAMO CUWPAHOM OJT T.

Hedbununuja 2.1.2. Heka je 0P cwpana og 7P+Y y CW-kominexcy M. Ka-
oHCcemMo ga je o PetYAapHa CTPAHG 0 T, GKO je KapaKWepUuCluyHo UPECAUKABATHE
¢, 0g T pectipurosano na g7 (o) womeomoppuzam u W je xomeomoppro DP.
Y cytapottirom je o nepetyarapra ctpana. M je peryrapar CW-xombnsexc yxoruro

J€ €6aKa 16ET06a CULPAHA PETYAADPHA.

IIpumep 2.1.1. Kaacuuan apumep Heperyaapror CW-xomtnexca je cepa S™ ca
CW-ctipyxtaypom xoja ce cactioju og jegue 0-heauje u jegne n-heauje. Petyarapra
cupyxwypa na S ce mooce Goctiuhu ungyKuero na caegehu navun. Kpenemo
og S°, a samum S*T1 gobujamo og S* gogasarwem gee (k + 1)-heauje naretmere
Kao cesepra u jyoicna xemucgepa na exsatiop S*. Hobujeru CW-xomtnrexc uma

o gee heauje y ceaxo] gumensuju 0,1,... n.

Y HacTraBKy pajia KOPUCTHMO HeEKe CTaHjapjHe ocoomne peryiapaumx CW-
KOMILIEKCa, KOje Cy TEeXHUYKOI KapaKTepa, Ila WX OBJle HABOJAUMO Oe3 JI0Ka3a.

Y nuramy Cy HapeJHe JIBe JIeMe.

Jlema 2.1.1. Heka je M pewyaapar CW-kominexc. Axo je v®~Y pewarapna
cUWPAHa 0g o® o PETYAAPHA CTIPAHA OF Tt Waga GOCWoJu CUPAHa o) #+0,

3a Kojy eascu v < 0§ < T.

Jlema 2.1.2. Hexa je M pewyrapar CW-xomunexe u nexa cy o u T 1wetose heauje
wakse ga je o < 1. Axo je dim(7)—dim(o) > 1, onga Goctuoje bap gee passuuite

heauge i, p2 gumensuje dim(t) — 1 wakse ga ascu

o< pu; <T, 3a t=1,2.
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Hedbununuja 2.1.3. Hexa je M xonauarn CW-xomtnexc. uckpettina Mopcosa

Pynryuja na M je upecaurasaroe
fK—=R
Koje 3a cee p u cee 0 € K, 3agosomasa:

1.
{7t > o f(r) < f(o)} < L.

Jogatino, yroauro je o nepetyaapha ctipara og TPV sascu f(o) < f(7).

{0V <o fo) > f(o)}] < 1.
Jogaiino, yroauro je vP~Y neperyrapra ctipana og o, easicu f(v) < f(o).

N3 nperxonne nedunuimje BuaumMo Ja guckperna MopcoBa dyHKIHja, y Ha-
JeJry, pacre ca quMmensujoM hesmmje. [Ipenusnuje, 3a cBaky hesmjy mocroju HajBuiie
jeHa cTpaHa Koja HeMa Maiby BPeIHOCT (bYHKIMje, U HAjBUIIE je/IHa KOCTPaHa KOja

Hema Behy BpeJHOCT (DyHKIIH]E.

Hammomena 2.1.2. YriaBHoM heMo y HACTaBKY, Pajy JIAKIIEr 3aluca, 3a JIIC-

kperuy MopcoBy dyukiujy nucatu f: M — R, 6e3 nomumama ckyma K.

Hedbuaunmja 2.1.4. 3a guckpetiny Mopcosy dynwkuugy f na M, xascemo ga je

o € K, xputiuwna heauja ungexca p yxosuko je

{70 > 00 f(r) < f(0)}] = {o®™ <o : f(v) = f(0)}] = 0.

[Tpoanaymm3upajmo neduHuIMjy Kputudae heiuje. JeTHOCTABHOCTH paJiH, ITIPET-
nocTaBuMo n1a je M Tpuanryiamujal opujentaduine nospim oe3 rpanumme. Heka
je f muckperna Mopcosa dyukiuja va M. Onabepumo kpuruuny rpany e. Ha
YBOPOBHMMa KOjU NPUIAJA]Jy €, BpeJHOCT GyHKIMje Mopa dutn Marba o f(e), 1ok
Ha JIBa TPOYIJIa KOjUMa je e TpaHa, BpegHocT dbyHKuuje Mopa ouru Beha ox f(e).
Jlakjte, yKOJIMKO »KeJINMO JIa OJI TpaHe e ,KpeHeMo' Ka rpaHuii, GyHKIrja he oma-
JIATU, 8 YKOJIMKO KPEHEMO Y OPTOrOHAJHOM IIPaBIly (/y»K TpOyryioBa), dbyHKIHja
he pactu. Kpurnuna tauka nHAekca jejan uMa cimdne ocooune. Ilocroju jeman

IIpaBall JIy2K I'pa/IMjeHTHUX JIUHUja KOje TTPoJia3e Kpo3 Ty TAUYKy Ha KOM (PYHKIIHIja

'punern nedunnmujy 3.1.4.
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orajia, JIOK Ha OCTAJINM, OPTOTOHAJHUM Ha Taj rpasarll, ¢yukiuja pacre. Crora,
MOKEMO Pa3MUILBATA O KPUTUIHO] henju y TUMeH3Uju ¢ Kao O JUCKPETHOM aHa-
JIOTOHY KPUTHYHE TadKe WHJEKCa ¢ Ha TJIATKOj MHOTOocTpykKocTu. OBe crBapu ce

3alCTa MOTY JIOBECTU Yy OJIUCKY Be3y, IITO heMo JeTajbHUje Pa3MOTPUTH y IJIABU

3.

IIpumep 2.1.2. Hexa je M CW-xomunexc. Taga je pynwruyuja 3agaitia ca

f(o) = dim(o)

guckpetina Mopcosa dynkuuja nwa M. Ona Gpegctias.na aHa0T0H KOHCTUAHTIHE
Pynryuje na MHOTOCTUPYKOCTIY “UjG je C8aKa WaYKa KPuluywha (WaKea @yHk-
yuja, napasro, nuje Mopcosa). axae, na upouseomrom CW-kxomtirexcy Goctuoju
guckpetina Mopcosa pyrxyuja. Pasauka y ogrocy wa wnalliky xatieropujy je Wa
ga je uoctmojare tnatixe Mopcose pynkuyuje na MHOTOCTUPYKOCTLY HETUPUBUJANHA

ctusap.

IIpumep 2.1.3. Mare Wpusujararn UpUMEP MOACEMO GoOUTLU Ha caegehu Ha-
yun. Hexa je M peryarapar CW-xomunsexc. Ogadbepumo GpouseonHo uHjeKTueHO

upecaurasare [ : Ko — RT. Taga 3a p > 0, ungykiueho gedunuuemo

fle™)y= > fl).
v(p*1)<o'
Jlaxo ce goxasyje ga je o6o 3aucttia gquckpewina Mopcosa pynkuuja.

IIpumep 2.1.4. Ha cauvyu 2.1 moorcemo sugetiu tapumepe guckpetinur Mopcosux

pynryuja na kKpystcruyy u wopycy. Ilaragom dojom cy o3navere xKputiuwre heauje.
JIema 2.1.3. Heka je 0P heauja xoja nuje xputiuwna 3a quckpetany Mopcosy
dynrxuujy f. Taga je 3agosomen WawHO jegar 0g Ycao8a:

1. IHocwmoju 7P > 0@ 34 xoje sascu f(1) < f(0).

2. Hocwmoju vP~V < o) sa xoje eaoicu f(v) > f(o).

Hoxka3z. Kako o nuje kpuruuna hesnuja, dap jegan o ycaoBa je 3a70BosbeH. [Iper-
IIOCTaBUMO CYIIPOTHO, OJIHOCHO Jla Cy 00a yCJIoBa UcCHymbeHa. Tasa je p > 1 300r
apyror yciaosa. [IpBum ycimoB mMmunupa Ja je o perysapHa cTpaHa. Y KOJIUKO

je n®) &m0 Koja mpyra crpama on 7, umamo f(n) < f(7), onmocuo f(n) < f(o).
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(a) S1 (6) T2

Cauka 2.1: IIpumepu nuckpernunx Mopcosux dyHkImja.

TResmja v je perynapna crpana oj 0. Tana, Ha ocHoBy jeme 2.1.1, mocroju %) £ o
3a koje Baxku v < 6 < 7. Mebhyrum, cama je f(v) < f(6), jep f(v) me moxe
ucrospemeno ouru Behe nin jenmako of f(o) u f(6). Crora, mmamo ciaenehu mus

HejeTHAKOCTH:
flo) < flv) < f(0) < f(7) < f(0).

OBo je KOHTpaUKIINja, TE je JI0KA3 3aBPIIeH. ]

OcumM TpuUBHjaHUX HPUMEPA, YOUIITE HUje jaCHO KAKO JIOJEJUTH BPEIHOCTH
cBakoj henuju Tako jia godujeHa pyHKIHja 33/10BO/baBa aKCHoMe JiucKpeTHe Mop-
coBe dpyukiuje. Texxuna Jiexku y ToMe mTo Tpeda TPOBEPUTH MHOIITBO JIOKAJTHUAX
yciaoBa. Hamr cienehn 3azatak je perraBambe OBOI IIPOOJIEMA.

V¥ rnartkoj kareropuju, Behuna dyHIaMEeHTATHUX TeopeMa, Koje II0Be3Y]y TOIO-
JIOTUjy MHOTOCTPYKOCTH Ca KPUTUIHUM Tadkama Mopcose dyHKIH]je, v T0Ka3UMa
ce oCJIamajy Ha MCEeYJIO-TPAINjeHTHO BEKTOPCKO MOJbEe, YMECTO Ha caMy (PYHKIIH]Y.
Crora je uneja ga auckpernoj MopcoBoj dyHKIMjU acomupaMo JIUCKPETHO T'pa-
JINJEHTHO BEKTOPCKO 110Jb€, KOjeé Kao 00jeKaT HOCH I'OTOBO UCTY MHMOPMAIAjy Kao
dyuknmja. Y mpakcu, Hajuenihe, HeMa oTpede 3a HaJlaXKemeM JIuckpeTHe Mop-
coBe dyHKImje, Beh camMo HEHOT TI'PAJMjEHTHOr BEKTOPCKOT 1oJba. ¥ cjesehoj

CEKIIMjU JIajeMO MPEIU3HY JTedUHUIN]y OBAKBOI' 00jeKTa.
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2.2 JIuckpeTHa BEKTOPCKAa II0Jba

[Touehemo ca renepasiHOM JAeDUHUITIJOM JTUCKPETHOI BEKTOPCKOT I0OJba, & 3a-
tiuM hemo matn nepuHUIN]Y 1 KapaKTepU3aIlnjy I'Pa/InjeHTHIX BEKTOPCKHUX M0JbA.
OCHOBHE TOIOJIONIKKA TIPOCTOP €A KOJUM PAJNMO Yy OBOM OJIEJbKY je pery/iapaH
CW-kommiexke M. Jledununuje koje heMo U3JI02KUTH UMajy T'eHepaIn3aInjy u Ha
npousBosban CW-koMmIuteke, MmehyTuMm, peryiapHocT je yciIoB Koju hie 3a/10Bo/bUTH

CBe Hallle TTIoTpede.

Hedbununuja 2.2.1. Jluckpetwino sextmiopcko wome V. na M je damunruja taposa

{a < PV @waxea ga ce ceaxa hieauja nanrazu y najeuwe jegrom aapy.

JIMCKpeTHO BEKTOPCKO I0Jb€ BU3YAJIN3YjeMO TAKO IITa HAIPTAMO CTPEJIHILY O/I
a® ka BT [Ipumep jesHOr TAKBOI MOJbA, HA TOPYCY MOMKEMO BUIETU HA, CJIHIA
2.2, T/Ie TIpHE CTPEJIUIlEe OJI'0Bapajy BEKTOPCKOM IIOJbY, a IPBEHE UJICHTU(MUKAIIH-

jama y paBaHCKOM MOJIETY.

Ciuxka 2.2: JIUCKpeTHO BEKTOPCKO II0JbE€ HA TOPYCY
Vcnos ja ce henmja Haja3u y HajBUIE jeIHOM O ITapoBa y V UMILIAIIIpA 14
3a CBaKy hejujy « BaxK¥ TadHO jeJTHO O TBphema:
1. « je pemnr TavHO je/IHE CTPEJIHTIE;

2. « je BpX Ta4YHO jeJIHE CTPEJIUIIE;
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3. o HUje HU pell HU BPX HUTU jeJIHe CTPEJIUTIE.
VYkoJmko je uctyien Tpehu yciios, Kaxkemo Jia je o kputiuvra heauja 3a V.

Teopema 2.2.1. Hexa je V' guckpettino sextmiopeko tome va M. Taga je Ojaeposa
xapaximepucwura og M gatta ca
dim (M)
xX(M) = Z (—1)'#{ Kputiuunuz heauja gumensuge i}.
i=0
Hoxka3z. Buamo ja je x(M) anrepuupajyha cyma dpoja henuja. Cpaka Hekpu-
tuyHa hesnuja ox V' je ynapena ca hesmjom y cycemaHoj IUMeH3UjU, Te€ Ce Yy CyMU

3a x(M) one nonumrasajy. Tume je 1oka3 3aBpIIeH. O

JluckperHa BEKTOPCKA I0Jba IIPUPOIHO J0Jda3€ o JucKpeTHnX MopcoBux hyHK-

nuja myrem caenehe nedunumnmje.

Hedbununuja 2.2.2. Hexa je M pewyarapar CW-xomianexc u f guckpewuna Mop-
cosa pynxuyuja na M. I'pagujenttino sextmopceko tome og f, y odnauu —V f, gedu-
HUUWEMO HaG cregehu navun: Yxoauxo je o kputuuna heauja, onga je o KpuiiuuHa
u 3a —Vf. Yroruxo o'P) wuje xpuitivuna, ma ocnosy aeme 2.1.8 uau Gociioju
7Pt > o 34 xoje cavicu f(7) < f(a), uau wocmoju vPV < « sa xoje sascu
f(v) > fla). ¥V apsom cayuagy {a < 7} € =V f, a y gpyiom {v < a} € =V f.

Hamomena 2.2.1. V riaTKoj KaTeropuju ce yriaBHOM IIOCMaTpa HETATUBHU I'Da-
JIMJeHTHU TOK, aCOIMPaH BEKTOPCKOM 1osby —V f, y2K Kor dyHKImja f omaga. Y
JIICKPETHOM CJIyYajy KOPHCTHUMO AaHAJIOTHY HOTAIH]y, C OO3MPOM Jia ce CTPEJIUIle

kpehy o1 Behux Ka MamuM Wind jeTHAKUM BPEIHOCTUMA.

Caa neduHAIIEMO aHAJOTOH MHTEIPAJHUX KPUBUX 32 JUCKPETHA BEKTOPCKA

II0Jba.

Hedbunnnuja 2.2.3. Hexa je V' guckpetiro tome wa M. V -ty je nus heauja
ol < B 5 P < gPtD < gD S (@),

ige je {a” < BT} e V ou ol £ 0%@1 sai=0,1,...r — 1. Iywm je sameopen
YKoAuKo je g = o, u T > 1. yorcuna tytha je r. Iyt je Hetpusujarar yKosuKo
ger > 0.
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[Ipucerumo ce ma y riaTkoM ciiydajy (pyHKIHja OIajia TyK I'PaIujeHTHUX JIU-
Huja. CandHa 0COOMHA BAYKU U 32 JUCKPETHA BEKTOPCKA 110/ba KOja Cy IPaJInjeHTn

nuckpernunx MopcoBux yHKIHja.

Jlema 2. 2 1. Hexa je V = —Vf 3a guckpetiny Mopcosy pynkuugy f na M. Hus
Reauja o) < BPTY > olP) < g 5 < %D S 0P e Vioaym avo u camo

axro ]6 ucuyrbero

flaw) = f(Bo) > flan) =2 f(Br) > ... = f(Br1) > flar).

Hoka3. Ykouuko je garu Hu3 V-uyt, Taga je mo medbunummju f(o;) > f(5;),
a kako (; 1 a;y1 mucy ymapenu, 1o je f(5;) > f(a;y1). Ilperxommo Baxkm 3a
t=0,1,...7r, Te je upBU cMep TBphema JToKa3aH.

ObpaTHO, yKOJIMKO nMaMo Hu3 hesnja Koje 3a/10BO/baBajy JIaTh HU3 Heje THAKO-
cru, Taga, 3a 1 = 0,1,...,7 — 1, no gedunnmmju Baxu {a; < B;} € V, nok yciaos

flay) > fays1) mmmummnupa a; # ;4. dakie, #us je 3aucra V-myT. O

HakJte, rpajujeHTHN ITyTeBU JucKkperHe MopcoBe dyHKIMje cy dall oHE JTyK

Kojux dyHknuja omama. Crora, uMamo ciegeny OIuraeHy MMOCIe LY.

Ilocnemuua 2.2.1. I'pagujentino sextiopcko wome V' 3a guckpetuiny Mopcosy

Pynryugy ne cagporcu Hetlipusujarre 3ateopere V -tyiiese.

Hcnocrasipa ce a HENTOCTOjame 3aTBOPEHNX V -IyTeBa /1aje MOTIYHY KapakKTe-

pHSaHI/ij JAUCKPETHUX Fpa,ILI/IjeHTHI/IX BEKTOPCKHUX IIOJba.

Teopema 2.2.2. Jluckpetwiro sextiopcko tome V. na M jectie ipagujenitino sek-
wopcko uome Hexe guckpetine Mopcose ¢pynkuyuje arxo u camo axKo He UOoCcUoje

HeTWPUBUJANHY, 3aTheopert, V -UyTesu.

Hokaz. 30or nociemuiie 2.2.1, mOTpedHO je JoKa3aTH caMoO CMEp C JIeCHa Ha JIEBO.
[IperniocraBumo 7a je V' JIMCKPETHO BEKTOPCKO II0Jhe KOje HeMa HeTPUBHjaJTHE
saTBopene V-myteBe. Yroiuko {a < f} € V| y HacraBKy JjioKa3a, paju JaKIier
npahema, mucahemo V(o) = 8 u V(B) = a. Ykonmko je o Kputnuna hesnja,
mucahemo V(o) = 0. Hexa M® osnauasa p-ckeneron on M. edbunmimmmo
JIMCKPETHO BeKTOpCKo 1osbe V, na MP) kao V,(0'?) = V(a?), yxomuko je g < p,
a Vp(a(‘?)) = 0 3a cBe npeocraje henuje mumensuje ¢ = p. HMieja mokasza je ja
MHIYKTUBHO KOHCTpyHIIeMo auckperHy Mopcosy dynkmujy f, Ha cBakoMm M (»)

4hje je rpaJujeHTHO BeKTOPCKO IoJbe Oall V),, 1 yKOIHKO je 0@ kpurnuna hemmja
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3a f,, qa Baxu f,(0'?) = ¢. Illrasmme, cimka on f, he TpumagaTn WHTEPBATY
[—3.p+ 3]

Baza nuaykmumje jecre p = 0. M© je O-ckenmeron , ma je csaka 0-hesuja
kpuTnana 3a V. Crora, gedbunmmmmo fo(v) = 0, 3a cee v € M),

[IpernocraBumo cajga nga cMo jgedunucanu auckpetny MopcoBy dyHKIMjy
fp—1 HA M (P~ ypje je rpaJMjeHTHO BEKTOPCKO IOJbE Vp—1 1 KOja 3aJ10BOJbaBa
fr_1(c@) = q 3a ce xpuTuune hemmje 0@ on f, 1. Taxobe, MoxeMo mpeTIOCTA-
sutn fa je M = M®). Yxommxko je ¢ < p — 1, neunmmmmo f,(c@) = f, (o).

3a hemjy 0PV, nedumummmo d(o) kao
d(o) := max{r : mocroju V,-nyr 0 <7 >0, <71 >...>0.,V,(0,) =0}

3a mpousBosbHO 0, d(0) je konadan 6poj jep V, a camum TuM Hu V), HEMa 3aTBOpe-
Hux myTeBa. O3naunmo ca D makcumyM opojeBa d(o) mo ceum (p — 1)-heanjama.

Cama meduHUIIIEMO

2D +1°

HaYH WHHUIIIEM Ha p-heanjama. YKoauko je o'P) xkpurmun
Konauno, me eMo f, Ha p-hemmjama. YKo o je o® aszalV,

fp(O'(p_l)) = fp_l(a(p‘l)) +

nocragmmo f,(c®) = p. Ako je o® = V(aPV), sedbummmeno f,(0) = f,(a).
IIpumernmo fa 3a Ommo kojy apyry (p — 1)-crpamy ox o Baxu f,(8) < fy(0).
Bancra, Ha cBaku V)-IIyT KOju mouume y [ MOXKEMO Ha IOYeTaK J0JaTH « < O,
onakie je d(f) < d(a).

Tspaumo ga f, mMa TpazkeHa cojcrBa. 1o KoHcTpyknmjn, cauka dyHKIHje f),
npunaga ckyiy [—1, p+1]. Ba p-hiemmje cy akcmome nuckperne Mopcose dyHkumje
OYHIVIEJIHO 3370BOJbeHe. IIpernocTaBumo caia aa je | < p u neka cy o) u (=1

henmje 3a koje Baxku 7 < 0. [lokazahemo J1a Baxku eKBUBaJIEHIIN]a,

fo(@) < fp(7) == fp1(0) < fpa(7)-

Hajupe, f,—1(7) = f,(7) jep je dim(7) < p —2. 3al < p — 2, exBuBajIeHnuja je
ounrnenna. Y caydajy [ =p—1, f,(0) > f,—1(0), mro nMmmmmmpa Jja ako BaxKu
fo(o) < fp(7), Bazku u f,_1(0) < fp_1(7). Obparno, ako Baxu f,_1(0) < fp_1(7),
umamo V,(7) = 0. Mehyrum, raga je d(o) = 0, onnocuo f,(0) = f,—1(0), Te Baxku
TparkeHa eKBUBaJieHIja. V3 mpeTxoaHor, NHIYKIIjOM JI00MjaMo Jia je IPBU YCJIOB
nedbununmje 2.1.3 ucnymen 3a cse hiennje 1o aumensuje (p — 2), a ApyTru yCaoB 3a
cee henuje o aumensuje (p — 1). Axo je dim(o) = p — 1, Taja, 110 KOHCTPYKITH]jH,

3a 7(P) > o Baxn V,(0) = 7. Crora, f, je muckperna Mopcosa dyHkimja.
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[Ipeocraro je mokazatu ma Baxu V, = —Vf,. 3a al~Y < B0 rpeba nokazaTn

€KBUBAJICHIIA]Y
fo(@) > fp(B) == Vy(a) = 8.

Nunaykmujom, oBo je Tauno 3a [ < p— 1, 0K je 110 KOHCTPYKIUjU TadHo U 3a [ = p.

Konauno, ako je 09 xputnuna hemmja 3a f,, Baxu f,(c@) = ¢. 3a ¢ = p, oo
je 3a710BOJbEHO 110 KOHCTPYKIMju. ¥ ciay4ajy ¢ = p — 1, umamo d(o) = 0, 01HOCHO
fp(0) = fp-1(0) = p—1, rae moceniba jeJHAKOCT CIIEAN U3 UHJIYKTHBHE XUIIOTESE.
Cayuaj ¢ < p—1 ce 3dor f,(0) = f,—1(0) omer cBOAM HA MHIYKTUBHY XHUIOTE3Y.
Tuwme je mokasz 3aBpIieH.

[]

2.3 Ilorsen u3 yrja KOMOMHATOPHE TOIIOJIOTHjE

OBaj Kparak oJie/baK MMa YOIy Ja yKarKe Ha Be3y INCKPETHUX BEKTOPCKHIX

0Jba Ca TEOPUjOM yCMepeHHX rpadoBa, Kojy je npsu npumerno Japu [14].

Hedbununmuja 2.3.1. Hexa je M pewyaaparn CW-komunrerc. Xaceos gujaipam
xomusexca M je yemepen tpag wuju wsoposu ogiosapajy heaujama womuaerca M,

Koju uma yemepeny pany B — o axo u camo axo saocu aP < P 34 nexo p.

[IperriocraBuMO J1a ©MaMoO JIMCKPETHO BEKTOPCKO Tosbe V Ha M. XaceoB au-
jarpam xomrutekca M momudukyjemo Ha ciaenehn maunn: ako {a < B} € V,
OPOMEHVMO OpHjeHTaIjy rpaHe [ — « y TOM XaceoBOM Jujarpamy (BumeTn
cIuKy 2.3).

Y oBakBOM ambujeHTy, Teopema 2.2.2 nma cjejehm oOJUK.

Teopema 2.3.1. /[uckpetino sexttiopcko Gome V' je ipagujeniino axo u camo aKo

mogugpurosaru Xaceos gqujarpam Hemo HETWPUSUJANHUT YCMEPEHUT UUKAYCA.

Hedbununuja 2.3.2. Hexa je G yemepen ipagp. Nauapusarwe M na ipagy G
UPeGCuas.na Uogekyt CKYua Ipara WaKo ga C8aKU 460D UPULAJa Hajeuwe jegHoj
pany y M. Vaapusare je auurauuto axo odpiiarem opujeHiauuje ipana Koje

apuaagajy M, nosogodbujenu ipagd nema HeWPUBUJAAHUL YCMEPEHUT UUKAYCA.

Haxme, umajyhu y Buy TpPeTXOMHY TeopeMy U JieDUHUIN]Y, TUCKPETHA I'Da-

JMjeHTHa BEKTOPCKa II0J/ba O/r0Bapajy alUKJIMIHUM yIIapuBarmuMa Ha XaceoBOM
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Cunka 2.3: (i) — XaceoB gujarpam; (ii) — moguduroBann XaceoB Jujarpam.

nujarpamy. Crora nurtama U3 JUCKpeTHe Teopuje Mopca MOXKeMO CBeCTH Ha IIPO-
O0seme u3 Teopuje rpadoba. OBakBa TPOMEHa MEPCIEKTUBE je BPJIO 9ecTa y KOM-

OMHATOPHO] TOIIOJIOTHU]H.

2.4 'henujcka KoJiaricmpama

Y 0BOM TIOIJIaBJbY YBOAMMO BarkKaH ajaT — NeJnjCcKO KOJIAIICUPahe, KOjU ce de-
CTO KOPHUCTH ¥ auckperHoj MopcoBoj Teopuju, jep 3ajaje JUCKpPEeTHa IpaujeHTHa,
BEKTOPCKA I10Jba.

Heka je M perynapan CW-koMIulekCc n HeKa Cy 0 W T hejmje 3a Koje BaxKu
o® < 7+ y o nuje crpana mujemne apyre (p + 1)-heanje. Takso o HazmBaMO
caobogna crpana. Heka je M' = M \ (o U ). Kaxemo ma je M’ nodujeno o
M enementuaprum rxoratcuparsem, y oznamm M N, M'. YKOIMKO ce HH30M
eJleMeHTapHUX KoJjarcupama M moxe Tpancdopmucaru y M”, kaxxemo ma M
xoaatcupa Ha M", y osmarmm M N\, M". Henujcku KOMILIEKC je KOAAUCUOUNGH

YKOJIMKO KOJIAIICUPa Y TA4KY.
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M M’

Cnuka 2.4: Ejnemenrtapuo konancupamwe M wa M.

Axo M N\, M", rana je, jacuo, M" jaku nedopmarmonu perpakr ox M. a-
ke, M ~ M". OO0parHO HHje TAYHO, jep IIOCTOjeé XOMOTOIICKU €KBUBAJIEHTHU
CW-koMIIeKcr KOju He MOTY KOJIAIICHPATH jeJaH Ha Japyru. Kiacwmdan mpumep
je nynauka kana [39]. To je mpocTop Koju je KOHTPAKTUOWIAH, aJId HUje KOJIAIICH-
OmIaH.

Hwu3z enmementapHux KoJiarcupama UHIYKYje JTUCKPETHO BEKTOPCKO mosbe. Ha-
nMe, HEKa je

M \10177'1 My \02,72 \O'kﬂ'k My,

HHU3 eJIEeMEHTapHUX KoJlalicupama. BekTopcko 1moJbe Ha M nedunueMo kao ga-

. k . .
vuajy | J;_;{o: < 7}. Jokaxkumo na je 0BO BEKTOPCKO II0/be T'PAIUjeHTHO.

Teopema 2.4.1. Bexwiopcko tome V acouuparo Husy eseMeHUapHUT KOAQUCU-

parba
M \10'177'1 Ml \,102,7'2 s \JUk,Tk Mk

je pagujeHtino.

Hdoka3. Ha ocnoBy Teopeme 2.2.2; 10BOJBHO je MOKA3aTH Jla HE MOCTOje HETPU-
BHUjaJIHU 3aTBOpEeHU IyTeBHU. lIpeTrnocraBuMo cynpoTHO. YKOJIUKO je 0; CJA000HA
CTpaHa W3 HU3a eJIeMEHTapHUX KOJIAICUpalba KOja MpHUliajia V-myTy, OHa MOXKe
duTH caMo Ha MOYETKY UCTOr. ¥ CyNpPOTHOM Om mocrojasa henuja o’ 3a Kojy BazKu
{0/ < 1;} € V, mro je nemoryhe. /lakie, takas V-myT He MOxkKe OUTH 3aTBODEH.
YKoJImKO 3aTBOpeH V-TIyT He caJip:KHu CJ000/HE CTpaHe 0;, & CAMUM TUM HHU
T;, OHJA CBe hesnje Koje My Mpuiiaaajy mopajy Jjexaru y My, rae cy cBe hemuje

KPUTHYHE, Te je IyT TpuBujasad. Tume je 1oKa3 3aBpIIeH. [

[Ipupoano ce mocraB/ba U OOpHYTO HHUTame: /Jla Jim cBAKO IpaJiijeHTHO JTUC-
KPETHO BEKTOPCKO 1oJbe V' ojiroBapa Hu3y eJeMeHTapHHUX KoJjalcupama’! Y oIl-

IITEM CJIy4Yajy, OJI'OBOP je OJpWYaH, aji YKOJMKO HaMETHEMO YCJIOB Jia je CKYII
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KPUTUYHUX hesmja Koje ofaroBapajy V' MOTKOMIIJIEKC MOYeTHOT KOMILIEKCa, JT0OU-

jaMo MOTBpP/IaH OJI0BOP, jep BaxKu cjiejeha TeopeMma.

Teopema 2.4.2. Hexa je A uotuxomunerc xonaurnol peryaraprot CW -xomunexca
B. Axo wa B woctioju pagujenitino guckpetiho eexiiopcko wome V. wuje cy

Kputiuwre heauje wWavwno heauje Komuaexca A, onga asrcu
B\ A.

Hoxka3. Ilomro cy kpuruune hemuje moma V' tagno henmje u3 A, cBaka hennmja
us B\ A npunaza tauno jexnom mapy {o® < 7®*)Y € V. Jlokazahemo na mehy

OBUM ITAPOBUMa MOCTOjU TIAp Koju ojipehyje enementapno kosancupame. Heka je
d = max{dimn:n € B\ A}.

Tama, jacHo, 3a cBaky d-mumensnoHasHy hemujy 7 € B\ A mocroju crpana o, 3a
kojy Baxku {o@1) < 7@ c V.

[ocMaTpajmo yemepenu rpad umja cy rTemena maposu {0l D < 7D} ¢ V|
a ycmepeny rpany {p < n} — {0 < 7T} mocraBmpamMo yKOIHKO je 0 < 1 #
o # p. YcMepeHn IUKJIYC y 0BOM rpady ojpeno dou 3aTBopeH V-myT, a Kako je V
IpaJInjeHTHO, TAKBU IIyTeBU He moctoje. [Ipema Tome, j10dujern ycmepenu rpad
je amukymaan. CraHapa/iHa YUmBEHUINA U3 Teopuje rpadoBa jecTe Jia aluKIndaH
ycMepeH rpad cagap:ku 0ap jesraH u36op, OTHOCHO YBOP 3a KOjH CY CBe T'PaHe Koje ra
caJipzKe OpHjeHTHcane , o mhera. Y HalleM cIydajy, Heka je To map {o(@™) < 7@},
ITokazahemo na je o ciiodomHa crpaHna henmje 7.

[IpermocTaBuMO CyIpOTHO, OJIHOCHO Jia TIOCTOjU Jpyra d-JIuMeH3nOHaJHa he-
Jaja 1) # T TakBa Jia je o weHa crpana. Tagan ¢ A. Bauncra, kaja ou dmwio n € A,
U3 dUIbeHHIE Ja je A IMOTKOMILIEKC, caeamio ou o € A, mro je memoryhe. Ilo
u3dopy 6poja d, mocroju crpama p, 3a Kojy Baxu {p?Y < n@} € V. Hapasmno,

p # 0, jep je o Beh ynapena ca 7. Omarie ciiein Jja IOCTOjU yCMepeHa rpaHa

{p<nt —{o <1},

HITO je y CynpoTHOCTH ca u3bopoM mapa {o < 7}.
Canenn na je o ciodoana crpana henuje 7. Kako je B perymapan C'W-koMmiiiekc
n dim7 = dimo + 1, ykaamame cTpaHa ¢ U T IPEACTaB/ba €JIeMEHTAPHO KOJIAIl-

cupame. /lakie,

B~ B\ {o,1}.
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A BLODLL.
NAVAVAVAVAY;

Cauxka 2.5: Konancupamwe M, na M,.

oM,

Orpannuere no/ba V' Ha IpPeocTasn MOTKOMILIEKC je OeT IPaJNjeHTHO T0J/be, a
Iberose Kpurn4aHe hesuje cy u gajbe Tadno heuje nu3 A. [lonaBpameM IpeTxoHOD

HOCTYIKA, CBe JIOK He UCHprmMo yrapere hesuje uz B\ A, nodujamo
B\ A.
[

OBo je modpo mecto Jia ce mpucetumo Teopeme 1.4.1. OHa HaM KaxKe Ja aKo 3a
rnatky dynxmmjy f: M — Ry ckyny f~'la,b] HeMa KpuTHIHUX Tavaka, IMaMO
jaky nedopmanmnony perpaknujy M, na M,. Ta jaka nedopmarimona peTpaxiimja
ce J00Mja MocMaTpameM IpaujeHTHIX JIMHUja Koje crajajy tadke Ha OM,, ca Ttad-
kama Ha OM,. Ha caurum 2.5, yKOJIMKO MPETIIOCTABUMO J1a UMAMO TPUAHTYJIAIN]Y
JTBOJIMMEH3NOHAJIHE IJIATKE MHOTOCTPYKOCTH, MOYKEMO BUJIETU KAKO HI30M €JIEMEH-
TapHUX KOJIaIICUpama Jo0mjamo ga je M, jaku medopmaiimoHu peTpakT ox M.
[To Teopemu 2.4.1, Hu3 KoJlanicuparma 3a/iaje JTUCKPETHO BEKTOPCKO 0Jbe, OJTHOCHO
quckperny MopcoBy dyHKImjy, Koja HeMa KpuTuaaux hemmja y ckymy f~'la, b].
OBo pazMarpame HaM yKa3yje Ha TO Ja IIOCTOjH TeopeMa aHajorHa reopemu 1.4.1
y JUCKPETHOM CJIyd4ajy. ¥ HapeIHOM OJIe/bKYy heMo ce 1103adaBUTU TOM TEOPEMOM,

Kao U aHAJIOrOHOM TeopeMe 1.4.2.

2.5 TomnoJoIlike mocJjieauile

Hokaszu Teopema 1.4.1 u 1.4.2 cy HOIPUJIMYHO TENIKH W TEXHUYKU 3aXTEBHU.
HbuxoBe nuckpeTrHe Bep3mje MMajy JOCTa IMPOCTHjE J0Ka3e, KOje HABOJIUMO Yy Ha-

CTaBKY.

Hedbununuja 2.5.1. Hexa je M CW-xomtnexe u f guckpetina Mopcosa dyrix-

yuja wa M. 3a a € R, aognuso M(a) apegcttiasma CW-komuseke 3agait ca
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M(a) == U U T.
ceK 7<o
flo)<a

Cajia HABOJIUMO jeTHY TEXHUYKY JIEMY.

Jlema 2.5.1. Hexa je f guckpewina Mopcosa dyrrxuyuja na peryaaprnom CW-
romanexcy M u o®) heauja y M. Heka je T > o. Taga Gocmoju T1(p+1) Koje

3agosomasa o <1 < T u f(m) < f(7).

Hoxka3z. Ceakako Baxu dim(7) > p. Ykomuko je dim(7) = p+ 1, yamumo 7 = 7.
Y cynporaom, Heka je dim(7) = p + r, 3a meko r > 1. Ha ocuoBy Jsieme 2.1.2,
nocroje dap ape (p + r — 1)-ctpaHe py U o KOje 3aJI0BOJbaBajy T > fi1 > 0 U
T > gy > o. Kako je f Mopcosa dyukimja, mmamo na Baxku f(ug) < f(7) win
f(p2) < f(7), na repheme Jjieme cjeu UHLYKTUBHO.

0

Teopema 2.5.1. Hexa je M peryaraparn CW-komunerc u f guckpettina Mopcosa
pynryuja wa M. Yroruxo f mema xputivunux heauja wuja je epegrocit Gymnruuje

f na unwepsany [a, b, ige cy a,b € R u a < b, Wwaga umamo

M(b) N\, M(a).

Hoka3z. [Ipumernmo ga moxkemo mpernoctaButu ja je f : K — R uHjeKTUBHO.
Hamve, yrkommko je f(7) = f(o) sa 7Y > o®) f(7) Mokemo samenuTn ca
f(r)—¢e, mmm f(o) ca f(o)+e¢, 3a 10BO/BHO MaJIO £ > 0, TAKO JIa CKYIl KDUTHIHUAX
hiesmmja ocrame Hempomemen. Takobe, ykommko je 7Pt > o) > =1y cpe
hesnje nmajy pasauaure f Bpennoctu, 3ameHom f(o) ca f(o)=+e, 3a J0BO/BHO MAJIO
€, nehemo mpoMeHuTH cKym Kputudaunx henuja. Crora, Moxkemo meprypdboBatu f
tako Ja ce noxuuson M (a) m M (b) me mpomene, JTa uHTEepBaa |a,b] He campxn
KPUTHYHE BPEJIHOCTU U Ja f Oy/ie NHjeKTUBHA.

Axo je f7'a,b] = 0, noka3z je zaBpruen. Y CyIpOTHOM, TIOJI€JIOM HHTEpBaJa
[a, b] HA Mame mOAUMHTEPBAJE, YKOJIUKO je HEOIXOTHO, MOKEMO IIPETIIOCTABUTH JIa
HOCTOjU jeJIMHCTBeHA HekpuTudHa hesmja o taksa na f(o) € [a,b]. Ha ocroBy

sgeme 2.1.3 Taano jemano oj caenehux TBphema je TavHO:
1. Hocroju 7P+ > o) 3a koje Baxu f(7) < f(0);

2. Iocroju vP~Y < o) 3a koje Bazku f(v) > f(o).
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Y mpBom ciydajy, onmax umamo f(7) < a, ma je 1 € M(a). Kaxko je 0 < 7, TO
jeu o C M(a), omaocro M (a) = M (b), Te je TBpheme TeopemMe TPUBHjaTHO TATHO.
V apyrowm ciydajy, umamo ga je f(7) > b3a cse 77t > o. Ha ocnosy seme 2.5.1
caequ na je f(r) > b 3a cee 7 > 0. Crora je 0 N M(a) = 0. 36or f(v) > f(o)
umamo f(v) > b. Yromxo je P~V Suio koja apyra crpama o o, no gedbunuImjn
nuckperne Mopcose dyukiuje umamo f(n) < f(o), omrocuo f(n) < a. Hakie, n
u cBe meHe crpane npunaaajy M(a).

Vkomuko je %) # o Heka henmja Koja caip:km v, omer 10 AebpHHATNHA IHC-
kperae Mopcose dyukuuje, umamo f(0) > f(v) > b. Uz neme 2.5.1 cieau jna 3a
ouso kojy hemmjy 0 koja caapxku v Baxku f(01) > b, ognocuo v N M(a) = ().

Konauno, 3aksbyayjemo

M(b) = M(a)Uo Uw,

rze je v ciodonna crpana o o. Cxommo Tome, M (b) N\, M(a).
O

Teopema 2.5.2. Hexa je M peryaraparn CW-komunerxc u f guckpetwina Mopcosa
dynryuja na M. Ipewtoctmasumo ga je o®) xpumuuna heauja 3a f Gpu wemy je
f(o) € [a,b], u ne Goctioju suwe wputuunuzr heauja y cxyay f[a,b]. Taga je

M(b) zomoWotcky exeusareHTiaH
M(a) Uger €7,
OgHOCHO TPOCTOPY godbujerom Aetlbervem jegue saitisopere p-heauje na M(a).

Hoxka3z. CymaHo Kao y JoKa3y Teopeme 2.5.1, MOXKeMO MpPeTIocTaBuTu ja je f

unjektuBHo. Takobhe, Moxkemo Hahu peasne Opojese a' n b’ Takpe J1a BazKu
a<a <V <b o=f"'db]

13 reopeme 2.5.1 mmano M (b) N\, M(b') u M(a’) \y M (a), na je JOBOJbHO JOKa-
satu ja je M (V') xomoronckn ekBuBasaerno M (a') Uges €P.

Kaxo je o xpurmuna hemnja, To je f(7) > b’ 3a cse 7+ > ¢. Ha ocuosy
neme 2.5.1, f(n) > ¥ 3a cee n > 0. Crora, 0 N M(a') = (). Taxobe, ykosauko
je vP~V < o, 360r kpuTHuHOCTH 0, WMamo f(v) < a'. [axme, d(7) C M(a').

Konaumno,

M(b/) = M(a’) Us@) O
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Kako je ¢ xomeoMmopdHO 3aTBOpeHO] p-hesmju eP, 10Ka3 je 3aBpIIeH. Il
Ca/ta HABOJIMMO TIOCJIEIUILY TTPETXO/IHE JIBE TEOPEME.

Teopema 2.5.3. Hexa je M pewyarapar CW-xominexe u f guckpetwuna Mopcosa
dpynxyuja na M. Taga je M xomowmoucku exsusasentiar CW-kombrexcy koju

uma 4o jegny k-heaujy 3a ceaxy kputiuuny heaujy ungerca k.

IIperxomHa TeopeMa mpejcTaB/ba jeJaH OJ IVIaBHUX MOTHUBA 3a Pa3BOj JIHUC-
kperue Teopuje Mopca. Fbena kipyuna BpemHOCT JieKu y TOMe 1mITO omoryhasa
3HAYAjHO II0j€/THOCTABIbEHE IT0JIA3HOTI KOMILJIEKCA y3 IOTIIYHO OYyBamhe HeTr'OBOT
XOMOTOIICKOT' THUIIA, 300 Yera ce M3y3eTHO YECTO MPUMEbYje y IIPAKCH.

[Tpumernmo ga u3 Teopeme 2.5.3 modujamo u caesehy oUnurIe Hy MOCIeIUILY.

IMocnenuna 2.5.1. (Caade Mopcose nejeghaxoctiu) Hexa je M peryaapan
CW-xomuanexc u f guckpetwina Mopcosa dyrruyuja Ha .  Osnavumo ca c¢; Opoj
kputiuwHuxr heauja gumenduje 1 3a pyuxuujy f, a ca B; Betujese dbpojese og M.
Taga je

¢ > Bis
3a cee i =0,1,...,dim(M).

CranmapaIHuM TeXHUKaMa JITHeapHe ajaredpe MoKe ce MOKA3aTH U jada Bep3uja

IIPETXOJIHUX HejeTHAKOCTH.

Teopema 2.5.4. (Jaxe Mopcose nejegnaxociu) Ca osnaxama Kao y Gocse-

guyu 2.5.1, umamo ga 3a cee i =0,1,...,dim(M) sasrcu
Ci — Ci—1 + e + (—l)iCO 2 /Bz — Bi—l —|— e —|— (—1)160

Hoxka3z. Heka je komrutekc M xomororicku ekBusasientan CW-kommiekcy X Koju
nMa TadHo ¢; henmja mumensuje ¢. [locmarpajmo meros hemjcku JaHIaCTH KOM-

ILUIeKC ca KoedurmjeHTuma y mospy [F:
o — O (X5 F) L, Ci(X;F) =, Cii(X5F) — -

Kako X wnma tauno ¢; hennja qumensuje i, Baxku dim C;(X;F) = ¢;. O3naunmo

ca r; = dim(Im d;). 113 reopeme o panry u jedekTy, IMaMo

¢; = dim(ker d;) + ;.
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Ca npyre crpane, uz H;(X;F) = kerd;/imd; , cinean
dim ker dZ = BZ + Tit1,

[Ipema ToMme,
¢i =i+ ri+rig.

[Tpumenom nperxojine jeanakocTu 3a gumensuje 0,1,. .. 4, modujamo
G —cCioit+ ...+ (=D'co=(Bi+ri+ri) — (Bict +rici+1) + ...+ (1) (Bo +71)-
CBu 41aHOBU KOjU CAIpKe T1,...,T; C€ Me)yCOOHO IIOHMINTABA]Y, I1a OCTaje
G— i1+ + (=) 'co=8—Bici+ -+ (=1)"Bo + rit1.
[Tomrro je ;41 > 0, caenn
¢ —Cio1+ o+ (=)o = B — Bima -+ + (—1)"Bo,

IITO je U Tpedaso JIOKa3aTH. [

2.6 MopcoBa xomoJioruja

Bnadajan acrekT MopcoBe Teopuje jecTe Taj mTO HaM omoryhapa padyHarbe
xomostoruje muoroctpykoctu (CW-kKomIuiekca) KOpUIhemeM KPUTHIHIX TadaKka
(henuja). Hamme, momohy rpajujeHTHHX JIMHUja KOje CHajajy KPUTHYIHE Tadke
Mopcose dyuknuje moryhe je medunucarn JaHIACTA KOMILIEKC YUja j€ XOMOJIO-
ruja n3oMopdHa CHHTYJIAPHO] XOMOJIOTHjU IVIATKE MHOTOCTPYKOCTH. ¥ HACTABKY,
YKPAaTKO M3JIazKeMOo TeopHujy riatke MopcoBe xoMosoruje, a 3aTuM Ipea3uMo Ha

JINCKPETHY Bep3ujy Teopuje Kojy je passuo Popman [17].

I'natka MopcoBa xomMmoJioruja

YV 0BOM MOIJIaBJ/bY MPETHOCTaB/haMoO Ja je M KOMIIaKTHa TJIaTKa MHOTOCTPY-
KOCT jauMeH3uje n. Jlera/bHU JIOKa3W pe3y/aTaTa Koje M3Jaa’keMo Mory ce Hahu y
[4].

Bai1=0,1,...,n, osaaanmo ca M; cmodomny AbdesioBy rpyiy ca da3zHuM eje-
MEHTOM 3a CBAKy OJI KPUTHYHHX Tadaka WHJIEKca ¢. 2Kemumo na jgeduHUIIeMo
rpaanaan oneparop O0; : M; — M, 1, ma Ham je y nu/by jia HA HEKW HAYWH IOBe-

2KEMO KPUTHYHE TadKe MHIEKCA ¢ 1 mHAeKca 7 — 1.
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Hedbununnmuja 2.6.1. Kaoicemo ga tGceygo-ipagujeniino 8ekwopcko uome X aco-
yuparo Mopcosoj pyrxuyuju f : M — R 3agosomasa Cmejros ycaos ykoasuro
BAIHCU

W (p) MW?3(q) 3a cee kpuiuwne Wawke p u q.

CwmejiioB ycioB 00e3behyje ma je mpecek W (p) m W*(q) Takohe muorocTpy-
kocT. Kopucrehu teopemy 1.2.4 nako ce MoxKe IOKa3aTU Jla je JUMEH3Uja Te
muorocrpykoctu ind(p) — ind(g). Kao ckym, TakBa MHOrOCTPYKOCT Ce CACTOjU O/T
rpaJInjeHTHUX JINHUja Koje ,,M3BUPY~ y P, & ,.YBUPY Y (.

MaJjiom niepTypdaljoM mcey0-rpaJiijeHTHOT BEKTOPCKOr 10/ha, MOXKE Ce II0-
ctuhu 7@ QyHKIMja ¥ acoIUpPaHo joj ICEYI0-IPAINjeHTHO BEKTOPCKO I0Jhe 3310~
Bosbe CmejiioB ycnoB. pyrum peanma, CMmejjioB yCaoB je TEHEPUYKO CBOjCTBO, T€
heMo y HacTaBKYy TOTJIaB/ba MOIPA3YMEBATH /1A j€ YBEK 33JI0BOJHEHO.

Anurusna rpymna R gejerByje na muoroctpykoct W (p) NW*#(q) Tpanciamujom

a-v(t) =~(t+ «), rae je ¥(t) rpaaujentha Tpajekropuja. Kosmaauaku mpoctop

M(p,q) == (W"(p) N W?*(q))/R

HA3UBAMO MOGYACKYU Upocthop Wpajexmopuja. M(p,q) je MHOrOCTPYKOCT JUMEH-
suje ind(p) —ind(q) — 1. ITocedno he mam Bazkan durtn ciydaj ind(p) —ind(q) = 1.
Y ToMm ciydajy je MOIYJICKH IPOCTOp MHOroctpykocT gumensuje 0. Illraswuie,
MOXKe ce JokaszaTu Ja je M(p,q) KoMmakTaH, a caMUM THM W KOHAJYaH CKYII.
N3dop oxrosapajylie opujenranuje va M(p,q) he mam omoryhuru na npupossHo
JeduHUIIIEeMO TPAHTYHN OTIEPATOP 38 YUjOM JIS(PUHUIIIJOM U TParamo.

3a cBaky KpUTHYHY TadKy p omabepumo opujeHtarmjy uHa W¥(p). Axo je v

rpa/injeHTHa TPajeKTOpHja O P JI0 ¢ TMaMO
TW*(p) = T(W"(p) NW*(q)) & TM/TW?(q) = T,M(p,q) & Ty & To(W*(q)).

[IpBu n3omopdusam ciiegu u3 ycjaoBa TpaHcBep3aaHocTu. /JIpyru mzomopduzam
carenn u3 qntbenutie ga je dim M(p, ¢) = dim(W*(p)nW=*(q))—1, a TM/TW?*(q) =
T,(W"(q)) nobujamo rpanciaanujom normapocropa 1, (W*(q)) ayx v Tako ga ocrame
komIieMenTapan npocropy TW#(q). Cana nmamMo MHIYKOBAHY OPUjEHTAIN]Y HA
M(p,q) yKOIMKO TpasKMMO Jia MPETXOJHU MW30MODMU3MHU UyBajy OpHjEeHTAIH]y.

Konauno, rpaunmuanu oneparop 0M : M; — M,;_; 3amajemo na cienehn nadum:
9 K3

0/ (p)= Y nlp,q)q,

qeEM; 1
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TIe je
n(p.q) = Y sign(y),
YEM(p,q)
JIOK ce sign(y) medwununte Ha cienehin Haywn: sign(y) = 1 yKOJIMKO ce MHIYKO-
BaHa OPHUjEHTAIIMja Ha 7y CJIayKe Ca OPUJEHTAIINjOM 3aJIaTOM ITOMONY TOKa IICEeyI0-
I'PaIjeHTHOr BEKTOPCKOT T0Jba, a sign(y) = —1 yKOJIMKO ce ca TaKBOM OpUjeHTa-

IIIjOM He CJIazKe.

Hamomena 2.6.1. Axo owceaumo ga uddbeinemo ,,03Haveno” dpojarve tyesa, Mo-
otcemo 3a60pasuiliu cee opujentiayuje u paguitiu ca koepuyujentiuma Fs, 1ge hemo

onga camo dpojatiu Wpajektmopuje 4o mogyay 2, y gedunuyuju n(p, q).

Mozxke ce nokasaru jga saxu 9, o OM = 0, ognocno (M, ) je namuactu

KOMILIEKC. 3a JIeTasbaH JIOKa3 moraeaaru [4].

Hedbununuja 2.6.2. Xomoaotujy saruactior xomanexca (M., M) nasusamo wra-

wra Mopcosa romonrotuja.

MopcoBa xomoJioruja je KAaHOHCKH M30MOpP(MHA CHHI'YJIAPHO] XOMOJIOTHjU MHO-
rocrpykoctu. V3omopduszam ce nocruzke npeciukaBameM 6; : M; — C;(M) xoje
cJIMKa TaduKy p uHAeKca i y Muorocrpykoct W (p) nocmarpany kao sanai. Jlokas
je jocra TexHUYKE 3axTeBaH u Moxke ce Hahn y [32]. Kao maupexrthy mocseuiry,

MOKEMO JIOOUTH TJIATKYy Bep3ujy cjaadux u jakux MopcoBUX HejeHaKOCTH.

duckperna MopcoBa xomoJioruja

Heka je M perymapan CW-komiuteke. 3a moderak, gedunurmmmo M; kao
cnodonny AbestoBy rpyily renepucany henmjama wHjeKca ¢. ['paHUYIHEN OmepaTop
OM : M; — M,_;, 1o yritey Ha TiIaTKy Bepsujy, ouhe ofpelen Spojamem Tpajim-
jenTHux myrteBa u3Mmely hesuja cyceauux gumMeHsuja.

YV miaTrkoMm ciiydajy, opHjeHTalyje IpaJiijeHTHUX TpajeKTopuja m3mehy Kpu-
TUYHUX Tadaka mMaje cy yjaena y JedUHUNNjU rpaHudHor omeparopa. (Crora
jé TPUPOJIHO y3eTH y OO3UP OpHjeHTaIje KOoje Cy MHJIYKOBaHe Ha I'DaJINjeHTHUM
nyreBuMa u3Mely KpuTuIHUX hesrja vy JTUCKPETHOM CJIy4ajy.

Oznagnmo ca C; ciaodoany AdesoBy rpyily reHepucaHy hegmjama JTUMeH3H]e
i, a ca 0; CTaHJIAPJHUA IPAHUYHU oreparop (momohy kKor jedunHIEMO henjcKy

XOMOJIOTH]Y )
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D,

>

Cimka 2.6: Opwujenranuje (I1aBo) WHJIyKOBaHe 3aJaTUM opujeHTarmjama (Ip-
BEHO).

& : Cz — Ci—l-

Tana je
0i(o)= > e(o,v) v,
vP-D<o
rie cy e(o,v) neau opojesu. Ilomcerumo ce ma je 6poj (o, v) medunncan kKao
CTEIIeH TIpec/IuKaBamba Jellberba rpanune aucka DP (rpanuna je cdepa S1) mo-
Molly KapakTepuCTHYHOr NpecIrKaBamba hejnje o Ha KOJMYIHUYKU [POCTOP KOju
je Hacrao oz (i — 1) - ckesterona o M waenTndukanujom cBux henuja nuMensuje

(i — 1), ocum v (Taj mpocrop je onet cdepa S1). Kako je M perynapan,
e(o,v) € {—1,1}.

Heka cy o i 0 ase pasmuunre p-hienuje, a 7 (p + 1)-henuja uuje cy onu crpane.
YKOMKO Cy OpHjeHTallje Ha 0 U T (pUKCUpaHe, Ta/1a TMaMO WHIYKOBAaHY OPHjeH-

Tarujy Ha 6 3amarty ca

e(r,0)-e(r,0) = —1.

Crauka 2.6 npukasyje MHIYKOBAHY OPHjEHTAIU]y y CJIydajy [a T IPeaCTaB/ba
2-cuMILIIEKC.

QurcupajMo cajia opujeHTarujy Ha cBuM henujama om M. Heka je v : ag <
Bo > a; < B > ... > «, rpagujenran uyT. OpujeHTaruje Ha g i [y UHIY-
KY]y OpPHjeHTaIlnjy Ha (1. 3aTUM, UH/IYKOBaHA OPUjeHTalldja Ha (v; U (PUKCHUPAHA
opujeHTanuja Ha (1 MHIAYKYjy OpHjeHTaInjy Ha «p. [loHaB/hameM OBOI MOCTYIIKA

JI0OMjaMO WHIYKOBAHY OPHjEHTAIN]Y Ha, (..
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Cana nedunuinemMo swak myTa 7y, y osnanu m(7y), ga dyae 1 yKOJIMKO ce WH-
JIYKOBaHa M OpHjeHTallja (pUKCUpaHa Ha MOYEeTKy heJmje v, ToKjaanajy, a —1 y

cynporunoM. Ajrebapcku, m(7y) je 3amaro ca

|
_

r

m(y) = —£(Bi, a5) - €(Biy tig1),

%

Il
o

za r > 0. Ykosmmko je myT aykune 0, 3Hak myTa jedunumneMo fa je 1.

Cayia necbunumemo rpanuyanu onepatop OM : M; — M;_; kao

TJie je

n(T,O'): Z 5(7_70)' Z m(’y),

9G-D<r v€L(0,0)

upu gemy ['(6, o) npescraB/ba CKyl CBUX I'PAJIMjeHTHAX ITyTeBa Ca MIOYETKOM Y
0 u kpajeMm y 0.

OBo je 3ancTa aHAJIOTHO TVIATKOM CJIy4ajy, jep n(T, o) ,O0poju” rpaanjeHTHe 1ry-
tese of (i — 1)-hemmja ox 7% 10 o, HamT Kao mTO je y TIATKOM CiIydajy ,0pojasno”
rpajujenTHe myreBe usmely kpurnunux rauaka. @axrop (7, ) oapehyje opujen-
TaIyjy pu KpeTamwy OJ T Ka CTpaHaMa KOje 3alo4uniby IpaJiijeHTHe IIyTeBe 0 o,
Te je U OH Jieo Jie(DUHUIMje TPAHUYIHOT OIIePaTOpA.

Cramano TIaTKOM CIIydajy, Baxke ciefehe nBe Teopeme.
Teopema 2.6.1. (M,,0M) je aanuactu xomusexc
.6.1. (M., J .

Teopema 2.6.2. /[uckpettira Mopcosa xomonoiuja, 0gHoOCHO TOMOAOTUIC KOMUAEKCA

(M., M), usomopdra je cuniyraproj ToMoAOTUU.

dopmaH je MHIUPEKTHO MOKA3a0 OBe JBe TeopeMe y paiy [17], mok je lamam
y [19] mpeoxkno HemTo AMPEKTHUjU U Kpahn [1oKa3 y ciiydajy CHMILIUIA]ATHIX
KOMILJIEKCA, KOju heMO YKPaTKO IMPOKOMEHTAPUCATH.

[ITo ce Tmue Teopeme 2.6.1, 3a kputuane henuje p € M, u o0 € M;_1, umamo

na je KoedunujeHT y3 o npu npeciukasamy 0 o 0M (1) jeamax

Z n(w,7) - n(r,0).

TEM,‘
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Pacriucusamwem nedununuja 3a n(w, 7) u n(T,0), y IPETXOIHOM U3pa3y JI00UjaMO
CyMYy Yy KOjOj CBaKM CaOMpAaK OJIr0OBapa MyTy HACTAJIOM HaJIOBE3UBAHEM JIBA I'DA/IH-
jeHTHA IyTa, Koju mnosedyje u u o. NHaykimjom mo dOpojy esnemeHara y bamMuinju
KOja JeduHAIIIe IPAJINjeHTHO BEKTOPCKO MOJbe, MOYKE Ce TIOKA3aTH JIa Ce TU Iy TeBU
jaBibajy y maposuMa ca cynporHEM 3HarmmMa. Otyma je M o M = 0.

Hokaz teopeme 2.6.2 mocMaTpa CUMIUIMITjAJTHU JIAHIACTH KOMILJIEKC, a 3a-
THM ce ocjlamba Ha YHIbeHHIy Ja je 3a ymapene hemmje {o0~Y < 70} moryhe
KOHCTPYUCATH JIAHIACTH KOMIIJIEKC XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTAH TIOY€THOM (BUIETH
nedurunujy 4.2.1), Koju y auMensujama i u i — 1 uMa 10 jejaH Oa3HU €JIEMEHT
Marbe (OBHU ejieMeHTH ojroBapajy hemujama o u 7). [loHaB/bamem OBOTr MOCTYIIKA,
KaJla ce UCIpIe CBe ymapeHe hejuje, ocTaje JaHYACTU KOMILIEKC KOjU CAJIPIKU
camo kputndte hesnmje n nzomopdan je (M, oM). JlerabHuje 0 TEXHHUIA CMarbU-
Balba JIAHYACTUX I'PyIa, KOjOM Ce KOHCTPYHUIIE JIAHIYACTU KOMILIEKC XOMOTOIICKU
eKBUBaJIEHTaH T0JIA3HOM KOMILIEKCY, Ouhe pedn y ryiasu 4.

[TorytaBbe 3aBpriaBaMo HaBODEmEM IMPUMepPa Y KOjeM €KCILIMITUTHO MOXKEMO

U3padyHaTH JUCKPETHY MOpPCOBY XOMOJIOTH]Y.

IIpumep 2.6.1. Peaana upojexwiusHa pasan. Ha cauyu 2.7 je upurasaro
PagujeHtliHo BeKIOPCKO TUOMbe HA UPOJEKTUSHO] PABHU. eseHe CUPEAUUE 3agajy
JUCKPETIHO TPAGUIeHTinoe 6EKTUOPCKO TOME, UPBEHE CTLPEAUUE 3aJajy OPUJEHTLAUL]Y
na 1-heaujama, a trase uctpexugare AuHUje UPEGCTLas.bajy Ipagujeniune Tyiiese
KOJU CY MHaM HEOTUTOGHU ga OU U3PAHYHaIU Tomorotujy. Kputiuune heauje cy
a® oW 4 7).

3a ceaky 2-heaujy 0gadbepumo opujeHlayujy Koja Ce CAGHCE Ca OPUJEHTLAUUIOM
gee l-heauje ca Tpanuue. Hzbop snaxa + uau — 3agajy opujentiauujy Ha 0-
heaujama. Ogadepumo wosutusHy opujeniiayujy 3a cee 0-heauje. Jlanwactie
pyue cy My = Z{a), M) = Z{c) u My = Z(T). Hapauynajmo caga parume

otuepatmope:

oM (o) = (e(o,a)-1)-a+ (e(o,¢) -m(y))-a=(-1)-a+1-1-a=—a+a=0,

(1) = (e(1,00) - m(n)) -0+ (e(7,09) -m(2)) -0 =1-(=1)-0+1-(=1)-0 = —20.

Laxae, xomoaotuja UpojextliueHe PaAGHU Ce MOAHCE U3PAYYHATLU TOMORY KOoM-

Unexca:
x(=2)
—

7 727 —0.
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Konauno, gobujamo

Hy(RP?*) =7, H,(RP?*) =7/27Z, H;(RP*)=0 sa i>2.

a

Cmuka 2.7: Tpunanrynamumja RP?*  3eene crpeimme — IPINjEHTHO BEKTOPCKO
11oJbe; IIPpBEHe CTpeJIuIle — OpHujeHTalje Ha l-henmjaMa; IlaBe UCIpEKUaHe JIH-
HHje — I'PQ/INjeHTHU IIyTEeBU.

2.7 Ilpumene

Huckperna teopuja Mopca nma 3amucrta Opojue npumene. 3melhy ocraJior, Ko-
pucTu ce 3a ofpehuBame XOMOTOICKOT THIA CUMILIAIIjaIHIX KoMILIeKkca |26, 8],
y Teopuju rpymua [16], Tonosonkoj anaausu nojgaraka [7|, mwiaHupamy Kperama y
poboruru (37| ura. Kopumhena je uak u 'y nokasy K (7, 1) xunorese 3a adune Ap-
TuHOBe rpyne [33|, myroromumimer orBopeHOr mpobiema. Y HACTABKY, HABOIUMO

HeKe KOHKPETHE IIpUMEHe OBe TeopHuje.

IIpumep 1: Kommniekc HermoBe3anmx rpadosa

Heka je K, xomiuteran rpad ca n uBopoBa. Pasauuryhu wogipap G C K, je

noarpad Koju caJipxKu cBux n yoposa. OsHaunmo ca N, damMuinjy HelroBe3anux
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pasanmumyhnx moarpadosa ox K,. 3a G u G, pazanumyhe noarpadose ox K,

3a Koje je Gy C (1, BaxKu UMILIAKAIIN]a,
Gy ENn:GQ ENn.

KoncrpywummmmMo cuMIinnujasnn KOMILIEKC X, YUju CKYII TeMEHa, O/Ir0Bapa CKYITy
uBuna rpada K,. lakie, mmamo %n(n — 1) remena. CumiiekcuMa JIUMeH3H]je
k omrosapajy rpadosu u3 N, koju umajy k + 1 rpana. Crpane cuMmIuiekca Koju
onrosapa rpady G mnpescTaBbajy HeTpUBHjaJHE pazanuibyhu moarpadosu ox G.

XOoMOTOIICKY THIT KOMILTEKca X, jé KOHCTPYKIINjOM I'PaJNjeHTHOT JTUCKPETHOT
BEKTOPCKOT T10Jba u3padyHao @opman y [18]. Mehyrum, y mokasy jga je KOHCTPY-
HCaHO I0J/be TPAJIMjeHTHO, TIOCTOjU MPOIYCT, Ha IITa je ykKasaHo y [29]. VY ucrom

paJly je mpeJJiozKeH ajTepHATHBAH (M TavaH) JOKa3, KOjU y HACTABKY U3JIaXKEMO.

Teopema 2.7.1. 3a n > 3, kxomuaerc X,, je LOMOWOTUCKY eK8UBANEHTTLAH OYKETTLY
(n —1)! cpepa S™3.

oka3. KoHcTpyKIinja rpaaujeHTHOT moJba V:

NMuyKTBHO KOHCTPYHITIEMO JIMCKPETHO BEKTOPCKO osbe V' Ha X, Ha ciesiehn
naund. O3znaunmo ca {1,2,...,n} usopose komieTHor rpada K, (a camum tum
u csakor rpada X, ), a ca e; rpany Koja cmaja usopose i u j. Heka je V5
JINCKPETHO BEKTOPCKO T0Jbe Koje ce cacroju o mapoBa {G < G+ea}, re ejp ¢ G
uG,G+ep €N,. IIpumerumo na je rpad Gy, KOju ce cacToju 0J1 caMo IpaHe €1,
kputnual 3a V. Ilopen Gy, rpadoBu Koju cy Kputudau y Vo ce MOry OmucaTu
Kao

e12 ¢ G, G+ ey3 je noBesan.

Takap rpacd G uma TadHo JBe KOMIIOHEeHTe noBe3anoctu, (G; n (B9, Koje cajip:ke
gpopoBe 1 u 2, pegom. UsBop 3 mpunasa TadHo jemHoj ox KommoneHTn G u Gs.
Ako 3 € Gy u ey3 ¢ G, rpad G + ey3 je kpurnuan y V. Crora jogajMo mnap
{G < G + e13}. Camuno, ako 3 € Go u ey3 ¢ G, momajmo nap {G < G + ey3}.
Oznagnmo ca V3 100MjeHO JTUCKPETHO BEKTOPCKO mojbe. Kpurwaau rpacdosu G y
V3 cy oHm Koju 3a710Bo/baBajy na €13 € G (omH. €3 € G) u G — e13 (omH. G — €e93)
ce cacTOju O] TAYHO TPH KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTH KOje OAroBapajy YBOPOBHMA
1,2 m 3.

Ba n > 4, kpuruune rpadose G y V3 ymapumo ca G + ey, win G + eyy mim

G+e34, yrouko je To Moryhe (HajBuie jesan o oBa Tpu rpada je kpurudany Vi).
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Tume modujamo AUCKPETHO BEKTOpPCKO mosbe Vy. HactaBumo OBy KOHCTPYKITH]Y
BEKTOPCKUX T0Jba 38 YBOPOBE 9,06, ..., n, u gepunurmmo V = V,,.

Kpuruunu rpadosu y V cy Gy u onu rpacdoBu Koju Cy yHHUja JiBa CTAOJIA
(cTabno — noe3an rpad 6e3 nuKIyca), o KOjuxX jeJHO CaJpzKu YBOp 1, a Jpyro
gBop 2. lomartno, 3a 0da cradja BaxKu Jia Jy»K CBAKOI' IyTa KOjU MO4Yuibe y 1,
OJTHOCHO 2, OpojeBu Ha uBopoBuMa pacty. Caja hemo mpedbpojatu Takse rpadose.

[Ipumernmo 1a 3a cBakum 49BOp 3,4,...,Nn, BaXXW Jia MHEroB IMPETXOIHUK HA
jeITMHCTBEHOM TIyTY 710 KopeHa 1 winu 2 mMa Mamy o3Haky. Jlakiie, uBop k moxke

Jla ce TOBeXKe ca OMJI0 KOJUM O] YBOPOBa

mro je k — 1 onmuja. Crora, Tpaxkenux rpadosa uma 2-3-...-(n—1) = (n— 1)}
U CBaKW O] BbUX nMa (n — 2) rpane, Te ofronapa (n — 3)-CHMILIEKCY.

Hoka3 na je V rpaaujeHTHO:

[Tokaxkumo na je V rpajujeHTHO, Tj. Ja HEMa HETPUBHUjAJHUX 3aTBOpeHUX V-
myTeBa. 3a modeTak, Vi je TpaJinjeHTHO. 3ancTa, ako je ¥ = agp < [y > oy jeman
Vo-tiyT, umamo Sy = ag + €12 1 ap = g + €12 — €, 3a HEeKy TpaHy e # eo. lakie,
€12 € (, T1a ce Y He MOXKe MPOYKUTHU JI0 JTyKer Vo-myTa.

[IpernocTaBuMO cajia jga MOCTOjU HETPUBHUjAJIAH 3aTBOPEH V -1IyT
Yiag<Bo>ar <pPr>...an < B> = qp.

Kako V, Hema 3aTBOpeHe IyTeBe, MOXKEMO HpeTHocTaBuTH Ja je {ag < By} npsu
nyT ynapeuno y Vi, 3a HeKo k > 3. U3 koHcrpykinuje mosba V', 3HaAMO Jla BaxKu
Bo = g + €, 3a HeKO j < k.

Heka je t, yKOJIMKO TIOCTOjU, HajMarbl ejleMeHT ckyna {1,...,r} 3a Koju BaxKu
Ja rpad a; UMa BUINE O] JiBe KOMIIOHEHTE ToBe3aHocTH. Taja cy uBopoBu 1 u
2 y ZBe pasjmauTe KOMIIOHEHTE OJ ¢y W BaxKu [y = oy + e1o. Tama je oy # oy
rpad Koju caJpKu Ipany ejp u y yrnapen je npsu nyT y Vo. Crora ce vy He MOxKe
HaCTaBUTH, IITO je HeMoryhe. Jlakie, MOXKeMO MPETIIOCTABUTH JIa CBU (v;, & CAMUM
TUM U [3;, IMajy TA9HO JBE KOMIIOHEHTE TTOBE3AaHOCTH.

Hexka je cama F' noarpad ox «p unaykoBan usoposuma {1,2,...,k — 1}. Tlo
KOHCTPYKIMju, F' je yHUja 1Ba JUCjYHKTHA cTad/Ia — jeTHOT KOje CaJIpKU IBOp 1, u
jemHor Koje cajzipzku uBop 2. Kako cBako «; cajpKu JiBe KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTH,
T0 je moarpad uHIyKOBaH uBopoBuMa {1,2, ..., k—1} uy takBum rpadosuma darr

F'. To cuenujasHO 1IOBJIAYM 1@ HUjeJIaH (v; HUje ynapeH y Vi_i.
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Osnauanmo ca H; komnonenty nosesanocru rpada «; \ E(F') (rpad xoju Hacraje
ol «; usdaruBameM cBuxX rpana y F') koja cajgpxu usop k. Oj cBUX YBOPOBa
{1,2,...,k — 1}, camo uBop j mpunaua Hy, a camum tum u cBakom H;. Kako
je Bo = ap + eji, crequ ejr € o. Mehyrum, v je s3arBopen V-myT, ma ce myx
Ibera y HeKOM TPEHYTKY Mopa U3dalluTH I'paHa €. Heka je | najmamu unaexc us
ckyma {2,...,r + 1} 3a xoju Baxu e, ¢ oy, ogHocHo oy = (3j_1 — e;j. IlomTo je
H; nosezan rpad Koju cajpKu UBOp j, a qy HHUje ynapeH y Vi_ i, KOHCTPYKIII]ja
nosba V), HasaxKe 1a oH Mopa douth ymnapes ca [5_1, 1j. {aq < Bj_1} € Vj, mro je
uHemoryhe (Beh Baxku {1 < fi—1} € Vi). o reopemn 2.2.2, V-je rpaujenTtHo.

Konauno, na ocuoBy teopeme 2.5.3, X, je xomororncku ekBuBajunerao C'W-
KoMmILIekey Koju uma jenny O-henujy u (n — 1)! henuja qumensuje n — 3. Onabie

cJieu TBpheme TeopeMe. O

IIpumep 2: laykepoBa Teopema

Y oBOM O7IeJbKY IPUKa3yjeMO HeJIaBHY IPUMeHY mucKpeTHe Mopcose Teopuje
Ha KjaacuaHy Teopemy laykepa y pamay [11].

Heka cy X n Y xonaunu ckynosu u Heka je R C X XY Ounapna pesnamuja. 3a
x € X ny €Y nucahemo Ry ykomuko (z,y) € R. Onmruje, 3a U C X uV CY
numremo URYV ykonuko je uRwv 3a cBako u € U m v € V. 3a nmogckyn U C X
KaXkeMo Jia y € Y mpejicraBiba merosor Y -cycega ako Baxku UR{y}. Awnasorno
ce nedunuire nojam X -cycega 3a V C Y.

Oznaunmo ca Cy damunujy mogckynoBa U C X 3a koje mocroju Y -cycen.
Amnajorno pepunumemo davunjy Cy. Jacno, Cx u Cy uMmajy CTPYKTYPY CHM-
ILUIAIUjAJTHOT KOMILIeKca HaJl ckynoBuMa X u Y, pegom. OBU KOMILIEKCH HAa3UBAjy
ce peioM sesu u gecnu Jlayrkepos komunaerc pesaruje R.

JlaykepoBa Teopema TBPJIH Jia Cy OBU KOMILJIEKCH XOMOTOIICKHA €KBUBAJIEHTHH.

Teopema 2.7.2 (ayxeposa weopema, 1952). Hexa je R C X XY bunapna

pe,/Lauuja uavwe?jy g6a KORawHa CKYua. Taga 6AIHCU
CX ~ Cy.

Mozkemo mperrioctaBuTu ga cy ckynosu X u Y jucjyuktam. OBo He mpe/-
CTaB/ba OTPAHUYEHE, Jep UX Y OHUIINTEM CJIydajy MOKEMO 3aMEeHUTH JIUCjyHKTHUM
kormjama X = X X {0}, Y =Y x {1}, u penanumjom (x,O)ﬁ(y, 1) < =zRy.

JlaykepoBu Komiuiekcu pesaiuje R cy m3oMopdHU TOYETHUM.
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OcHoBHa wieja Jg0Ka3a 3aCHUBA Ce HA KOHCTPYKIIAjH CHUMILIAIUAjATHOT KOM-
mwiekca B koju umcroBpemeno caapxku Cxy u Cy. Hakon Tora, meduHmCameM
JINCKPETHOT I'PaJIMjeHTHOT BEKTOPCKOr 10Jba Ha B, uuje kpuruune hesmje ojro-
Bapajy henmjama xkomiutekca Cx, mpoduja ce B N\, C'y. AHajorao ce mokasyje u
B\, Cy, onakje nupekTHO ciaean Tepheme laykepose Teopeme. Caja HaBOIUMO

JeduHUIM]jy TaKBOI KOMILIEKca B.

Hedbunnnmja 2.7.1. Hexa je X NY = @. Bukauxa peaauyuje R je ckyi obauxa
UUuV,gecyad #UCX u@#V CY waksu ga saorcu URV. Bukauxa-

-Komuneke peaayuje R gedunuwemo xao
B := Cx U Cy U {bukauxe}.

SBauncra, B je CUMILIUINjaJIHE KOMILIEKC, IIITO Ce JIa JIAKO MTOKA3aTH.
Cneneha jema he mam Outn ox Kipy4unor 3uadaja. OHa HaM Hpy»Ka KOPUCTAH
HaYWH JIa Ha OCHOBY ojipehene (pyHKIMje KOHCTPYHUIIIEMO JUCKPETHO T'PaJINAjEeHTHO

BEKTOPCKO I10/b€ Ha ITPOU3BOJbHOM CI/IMHJ'II/IILI/IjaJIHOM KOMILJIEKCY.

Jlema 2.7.1. Hexa je K cumiaiuyujasnu Komianiexc Hag WowmasHo ypehenum cry-
aom wemena W (eugetiu gepunuvyugy 3.1.1). Hexa je M wogexyu og K. Ilpet-

aoctwasumo ga pynkyuja f: M — W 3agosomasa caegeha gea ycaosa:

e 3a cee F € M, saocu F U {f(F)}, F\{f(F)} € M u
FEULf(P)}) = f(F) = f(F\{f(F)}).
e 3a cee F,G € M 3a xoje savrcu G C F, umamo f(G) < f(F).
Taga. je guckpetino sextiopexo Gome V. gatio ca
e {(F\{f(F)}<F}€V,sa f(F)€F,
e (F<FU{f(F}Y€eV,saf(F)¢F
Ipagujentino.

Hoka3z. Hajmupe, npumernmo na je V' 100po meduHUCAHO JUCKPETHO BEKTOPCKO
mosbe. 3amcra, ako je F' € M, ouna je F' ynapena ca CUMILJIEKCOM KOjU ce J100uja
JIOZIABAEHEM, OJTHOCHO yKiamarmeM TeMena f(F'). Ilpsu ycinos 0de3behyje na ce Ha
00a cuMILIeKca jeJHor napa gpyHKIuja [ mojiysapa, Te ce CBaKU CUMILIEKC HAJIa31

y HajBHIIE JeTHOM Tapy.
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[Tokaxkumo ma V' Hema HeTpuBHjaTHUX 3aTBOpeHUX V-myTeBa. Heka je
Qg < fBo>ar < By >---

jeman V-myt. 3a cse i Baxku f; = oy U{f(ay)} u f(5;) = f(eu). Kako je a1 #
umamo f(«;) € a;41. Taxobe, Baxkn f(ai11) ¢ qit1, ma je f(ai1) # f(a;). Kako
je aip1 € Bi, m3 gpyror yenosa ciemn f(ai) < f(8i) = f(au), omHocHO Mvamo
flais) < f(o;). Hakmae, BpemHocTu dbyHKIuje f cTporo omajajy may» CBaKOr
HeTpuBHjaaHOr V-1yTa. 3aTO TakaB IyT He MOXKe OUTH 3aTBOpeH. Ha OCHOBY

Teopeme 2.2.2, V' je TpaJIMijeHTHO TUCKPETHO BEKTOPCKO TOJHeE. 0
Teopema 2.7.3. Bukauka-xomunsexc B xoratcupa na Cx u na Cy.

Hoxka3z. 30or cumerpwuje, IT0BO/bHO je mokasatu ja Baxku B N\, Cy. Heka je
M := B\ Cx. Hajupe, npumerumo ja 3a csako F' € M ckyn F NY uuje npasan
n uma X-cycena. 3amcra, nomro F ¢ Cx, ckyn F uuje caapxkan y X. Ako je
F duknuka, TBpheme HemocpeaHo ciean u3 gedunnnuje onkimke. Axo I Huje
bukmuka, uz F € B\ Cx ciequ F € Cy, na F = FNY no nebununuju nma
X-cycena.

PukcupajMo pon3Bo/bHO TOTAJHO ypehemwe Ha X UY. 3a F € M, nedunrn-
mumo f: M — X UY kao

f(F) :==min{z € X | z je X-cycen ckyma F NY}.

[Tokazahemo ja oBako nedunucana yHKIMja 33/10BO/baBa ycaoBe jgeme 2.7.1.

Heka je F' € M u osnaunmo F+ = FU{f(F)}, F- = F\ {f(F)}. Kako je
f(F) € X, ounrnenno Baxku FTNY = FNY = F- NY # &. Iomro je F~ C F
u B je cummuiujajHu KoMiuieke, Baxku F~ € B. Takohe, F- NY # &, na
F~ ¢ Cx. Haxne, F~ € M.

[Tokazkumo ma Baxku u F+ € M. Axo je F dukiuka, sammmmmo F = U UV,
recy AU CXu@d#V Y, uURV. Tanaje V =FNY,a f(F) je X-cycen
on V, ma

(UU{f(F)}RV.
Crora je F* = (U U{f(F)}) UV nonoso duknuka. Axo F € Cy, onga je F CY,
na u3 yumennre na je f(F) X-cycen ox F' caemu na je {f(F)} U F duknuka. Y
oba cayuaja F™ € B. Tlomro je FTNY # &, umamo F™ ¢ Cy, te je FT € M.
Kako ckynmosu F, F* mw F~ wmmajy mcru mpecek ca Y, UMajy W UCTH CKyII

X-cycema. 3aro

FET) = f(F) = f(F").
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Tuwme je ucnymen npsu ycjos jieme 2.7.1.

Heka cana G, FF € M u G C F. Tagma je GNY C FNY. Caku X-cycen cKymna
FNY yjenno je u X-cycen ckyna GNY. Ilomro cy f(F) u f(G) najmamn TakBu
cycesin, CJIeJin

f(G) < f(F).
JakJe, UCIymeH je u Apyru ycaos jeme 2.7.1.

[Ipema T0j nemu, Ha B mocToju TpaJiMjeHTHO AUCKPETHO BEKTOPCKO I0Jbe Koje

yrapyje cse cuminiekce u3 M. Hberose kputudne hesuje cy TadyHO CUMILIEKCH

koMmiiekca C'y, ma 1mo teopemu 2.4.2 3aKJbyvyjeMo

B\, Cx.

Tuwme je mokasz 3aBpIieH.

IMocnemauua 2.7.1. Komusexcu Cx u Cy cy ToOMOWOUCKY EKEUBANEHTIH .



I'maBa 3

Beza riiatke m auckpeTHe

MopcoBe Teopuje

[TocraBumo caenehe npupoaao tutame: /la ju mocroju qupeKTHa Be3a usmehy
rnatke u jguckperne Mopcose teopuje? Ilpenusuuje, ma s 3a MopcoBy dyHK-
nujy f : M — R ma riarkoj muoroctpykoctu M mocrtoju juckperna Mopcosa
dyuknuja na henujckoj mekommozuruju ox M Koja jy omnonarra. 3aciyra 3a MpBU

pesyarar y oBoM mpasity uze lamanjy, kKoju je y pamy [19] mokazao cienehe:

Teopema 3.0.1. Hexa je M iaattika xkomGaxwna muotoctmpykoctd, f : M —
R Mopcosa ¢ynxuyuja u X tceygo-ipagujentlinoe seximiopcko tome. Taga wa M
aoctwmoju wpuariyrayuja 1T u guckpetino pagujentino sexwopcko tomve V, upu

UeMY 6aiHcCU.

e [loctioju oujexuyuja uamehy xputivuhur wavakae yurxyuje f umgerxca i u

Kputiuwrux i-heauja guckpetune Mopcose dynkuyuje acoyupane V.

o VKkoauko cy o, 1 0, Kpuliuwre heauje xoje 0gio6apajy KpUWULHUM WALKAME
p u q u eadcy dim(o,) = dim(o,) + 1, waga wocwoju dujexyuja usmehy
V -ayiesa koju G06e3yjy IPaHUYY Op U 0y U UHTLETPAANUT KpUuT og X Koje

cuajajy q u p.

Jlokaz mperxojHe TeopeMe CaJIpKU MaJii IPOIYCT, Ha IITa je yKa3ao bemne-
metn y [9]. Hamwme, Huje mosHaTo ma M je cBaKa TPHAHTYJIANNjA CHMILIEKCA
KostarcuomiHa |25, npodsem 4.18], mro je lajan UMIUIMIUTHO KOPUCTUO Y JIOKA3Y.
Cpehowm, y pazy [1] cy Benenern u Ajunpacuro nokasanu Jia je dapuIeHTPUIHA

ojies1a, IPON3BOJbHE TPUAHTYJIAIN]e CUMILIEKCA KOJIAIICUOMIHA. THUM pe3yaTaToM

41
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ce JIOKa3 MOKe TIONPABUTHU MTOCMATPAEM OAPUICHTPUYIHE TI0/IeJI€ TPHAHTYJIAIN]e
KOjy je mpsobuTHO KoHCcTpyucao [aman. Illtasume, Bernenern je y [9] mokazao

HapeJHO OIIITHje TBPhembe.

Teopema 3.0.2. Hexa je M waatuixa xomuaxwuna muotocupykocii v f: M — R
Mopcosa ¢pynruyuja ca ¢; wputiuunur wavwake ungexca i. Taga 3a duno xojy
PL-wpuaniyrayugy' T og M toctoju ueo 6poj r > 0 3a woju eadsicu ga wa -
woj bapuuentipuvnoj gogesu sd'(T) aocwoju guckpetina Mopcosa dynryuja ca c;

Kputiuwruxr heauja urgexca 1.

ITITo ce Tude apyror cmepa, OJHOCHO, NMHUTama Ja JH Of JuUcKpeTHe Mop-
coBe dyunknuje nHa PL-Tpuanrymanuju riiaTke MHOTOCTPYKOCTH €& C; KPUTHIHUX
1-hemmja MoxkeMO J1a peKOHCTpyuIieMo raarky MopcoBy dyHKIHNjy ca ¢; KpUTHY-
HUX TadaKa WHJEKCA %, IO3HAT je caMo MmapIlujaJiHu pe3yiarar. Hawmme, y HuCKUM

Jqumensujama, pesysararu Mankpeca [30] u Xupma [23] najy vHapeaay teopemy.

Teopema 3.0.3. Hexa je M PL-mnotoctipykocti gumensuje n < 7 koja Gocegyje
PL-gexomuosuuujy na c; pyuru gumenduje i. Taga M uma nattiky cUpykitypy u

JERKOMTUOSUYUTY HA C; TAGTLKUL 1-DYHKU.

Y HacTaBKy moka3yjemo ma guckperne Mopcose dyrKmuje muaaykyjy PL-me-
KOMITO3UIMjy Ha pydke (Teopema 3.6.1), mro, y KomdbuHarmju ca reopemom 3.0.3

TeopemoM 1.4.5, naje j1a je, /10 IUMeH3HUje 7, OJATOBOP HA Hallle MATaHhEe MOTBP/IAH.

Kipyunu nmbs oBe 1y1aBe je maiiarame jgokaza TeopeMe 3.0.2, Ka yeMy caja

ycMepaBaMoO MHazKIby.

3.1 CumnmaunujajiHu KOMILJIEKCH

Hexa je S = {po,p1,---pn} C R? xomauanm ckyn tauaxa. Osznauumo ca
conv(pg, P1, - - -, Pn) KOHBEKCAH OMOTa4 CKyma S. YKOJIHMKO CY TadKe Po, P1,- - - Pn
acduno HesaBucHe (p; — po, Upu deMmy je ¢ # 0, cy JUHEAPHO HE3aBUCHU BEKTODH ),
conv(pg, P1, - - -, Pn) HABUBAMO N-GUMEHUONAANY cumTaerc. CWpana CUMILIEKCA

je KOHBEKCAaH OMOTa4 OMUJIO KOI IIOACKYIIa O/ S.

Hedbununmja 3.1.1. Cumisuyujasnu xomtsreke K je damuiuje cumbiexca xoja

3agoeonasa:

'sunern nedunnmujy 3.2.2.
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1. Axo 0 € K u T je cupana og o, waga u T € K.

2. Ba ceaxa gsa cuminekca o, 7 € K koju umajy netpazan Gpecex 6asicu ga je

o NT clpana c8aKoT 0g HUL.

JTumensuja cumtavyujanrnol komitaexca je dim(K) = max{dim(c) : o € K}.

Cumanexce gumensuje 0 nazusamo wemeruma og K.

Cumrumnimjaaan KoMmIiieke K MpUpo/IHO 3a/1aje TOMOJIONIKA TPOCTOP

|K| := UO’.

ceK

K moxkeMo BUJIETH U KaO MOCET CBOjuUX cTpaHa ypehen mukirysujoMm. Ilperusnuje,
Kao IIOCET TOJICKYIOBa CKYyIla TEMEHa, IIPU YeMYy je CBaKa CTpaHa jeIWHCTBEHO
oapebhena cBojuM TemennMa. CUMILIAIUjaTHE KOMILIEKCH CY KOMOUHATLOPHO eKEU-
BANEHTHU YKOJITKO Cy U30MOPGHU KAO MOCETH.

MakcumaJiiHe cTpaHe y MOCeTy Ha3UBaMO U/bOCHUMA. Y KOJIUKO CY CBe ILJHOCHU
HCTEe JUMEH3Hje, Tajla KaxkeMo ja je K vuctt cuminiuinujaian koMiyeke. loackyn

T C K je wotixomunsexc ox K ykonuko je T takohe CUMILIATITjaTHH KOMILIEKC.

Hedbununuja 3.1.2. 3a ciipary o cumbisuyujainot komtaekxca K, gepunuwemo

caegehie woikomunerce:
o star(o, K) :={re€e K:oUT € K}.
o link(o, K):={reK:ocnN7t=0, cUT € K}.

Wuryurusuo, star(o, K) je HajMama OKOJUHA OJl 0 KOja jeé MOTKOMILIEKC, a
link(o, K') je rpamuna TOr MOTKOMIITIEKCA.
JemHa o1 KJByYHNX CTBapH IIPH Pa/ly ca CUMILIUINjaJHIM KOMILIEKCHMA jecTe

MOFthOCT I1o1eJie CTpaHa KOMILJIEKCa.

Hedbununuja 3.1.3. Hexa cy K u L cumMtiuyujaimu KoMTAEKCY 30 KOJE 8ANHCU
|K| = |L|. Kaowcemo ga je L womtogesa og K yroauro je ceaxa ctpana og L

cagpotcana y Hexoj cupany og K.

Hedbununmuja 3.1.4. Tpuaniyrauyuja mmotoctipyrxoctiv M je cumbiuyujanru

komusexe K 3a koju eaorcu | K|~ M.
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3.2 PL-MmuOrocrpykoctu

Hedbnnumujy PL2-Mmorocrpykoctn mahemo y KOMOMHATOPHOM CTHILY, O3 MHO-
Tpede 3a aTyIacoM, Kao IIITO je TO CTAHJIAP/IHO Y CJIYy4ajy IJIATKUX MHOTOCTPYKOCTH.
Haunwme, nocroju necdpunuruja PL-MuorocrpykocTu mpeko atiaca duje cy pyHKImje
IpeJiacka Jeo-TI0-/Ie0 JIMHEApHa ITPECINKaBabha, Al je OBa JeUHUIN]a eKBUBA-
JIETHA, OHOj KOjy hemMo MU HaBeCTH.

3a nouerak, pedunuiemo mnojam m3omopdusma nsmehy objekara y PL kare-
ropuju. JBa cummaunujasina komisekca cy PL-zomeomopdra ykonuko mocroje
MOTIIOZIeIe 00a KOMILIEKCa KOje Cy KOMOWMHATOPHO eKBuBajieHTHe. PL n-uiottia
(omu. PL n-cgepa) je cumrmmmujaaan komiieke PL-xomeomopdan cuminiekcy

JqumMensuje n (OfH. TPAHWIM CUMILIEKCA JquMensuje n + 1).

Hedbununuja 3.2.1. PL-mnotoctupyrocti gumenaduje n je cuMTBAUUUJAAHY KOM-

anaexc M wakas ga je 3a ceaxo weme o, star(o, M) PL-aottwa gumensuje n.

Hedbununuja 3.2.2. Tpuaniyrauyuja muotoctipykoctiu M xoja 3agaje PL-ctpy-

xwypy na M ce nasusea PL-wpuaniysayujom mrortoctipyroctiu M.

Hedbununuja 3.2.3. ['parnuya PL-mrotoctupyroctiu M je ckyt ctipana o 3a Koje

je link(o, M) zomeomopgan gucky.

Y 1IpupOIHOCT TIpeTXOo/He JIepUHUIje HAaC MOXKE YBEPUTHU CJnKa 3.1.

3.3 PL-Ttpuanrynamuja riiaTknx MHOTOCTPYKOCTH

Kepuc je y paay [13| mokasao ja cBaka ryiarka MHOTOCTPyKocT uma PL-
TpUAHTyJIAIuUjy . YKPATKO NeMO U3JIOKNATH HEroBy KOHCTPYKIIA]Y.

[narky xomnakTHy MHOrOCTpykocT M aumensuje n mMoxkeMo JudeoMopdHO
yraoxutu y R*", mo ButHujesoj Teopemu o yiaramy. 3a € > 0, 01a0epuMO KOHAYAH

CKYII Ta4akKa Xy, X2, ..., T, ca M Takas Ja

k
|JB(i,e) o M,

=1

rae B(z,c) o3HaYaBa OTBOPEHY JIONTY HOJIyNIPeYHUKA € ca IEeHTpoM y x € R

Casia konctpyumiemo Boponojes aujarpam 3a1at tTaukama ;. BopoHojeB aujarpam

2ckpahenuna PL nonasu on piecewise linear, 0HOCHO JI€0 1O JI€0 JIHHEAPHO.
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.
X

Couka 3.1: JIuukosu (pose) rpannunux henunja (3esero) PL-mHOTOCTPYKOCTH.

% E

npe/icTaB/ba MapTulujy npocropa R?™ ma ckynose U; := {x € R* : ||z — x;]| <
|z — z;||, 3a cBe j # i}. 3a goBospHO Maso &, Kepic je mokazao a Cy CKyIOBH
C; := M NU; hemmje numensuje n, kao u ga cy C; N C; takohe henuje. Pamumnmja
hemmja C; dopmupa perymapad heaujckum KOMILIEKC, Te HeroBa OapUIEHTPUIHA
nozena 3anaje PL-tpuanrynanujy aa M. OBakBa TpuaHTy/alnja je jeINHCTBEHA
n0 Ha PL-xomeomopduzam [38|. Koncrpykimja ce MOXKe TPOITUPATH U HA CIIYUa]
HEKOMITAKTHUX MHOTOCTpyKocTH [12].

Nako cBaka TiiaTka CTPYKTypa Ha MHOrOCTpykKocTu 3ajaje PL-cTtpykrypy Ha
ncroj, odbpuyrTo Huje tauno. llocroje PL-mHOTOCTpyKOCTH KOje mOCeMyjy BUIIIE
IJIATKUX CTPYKTypa, uiau Hujeany. Jloaymre, y nuMen3njaMa MamUM O 7, IOCTOjA
jeTMHCTBEHA IJIaTKa CTPYKTypa 3a cBaky PL-ctpykrypy. 3a meraspan mpersen PL

U [VIATKHX CTPYKTypa Ha MHOIOCTPYKOCTHMA, BUJETH [9].

3.4 Pa3aoXXuBU U €HJOKOJIAIICUONJIHA

CI/IMHJII/IHI/IjaJIHI/I KOMIIJIEKCH

Hedbuunnmja 3.4.1 ([10, nedbununumja 2.17]). Cumtavyujosru xomtsexe K koju
je WonuoAoUKG MHOTOCTUPYKOCTLY JUMEHUJE T CA HETUPAZHOM TPAHUUOM je €HJo-
KOAGUCUOUNAH, YKOAUKO U3OAUUBAIbEM TPOU3BONHHE N-CUPAHE HOBOHACTLAAU KO-

MUNEKC KoAQTCUPa Ha Tparuyy og K.
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Hedbunnumja 3.4.2. Paszaatare (ent. shellling) wuctiol cumbauyujantor Kom-
anexca K gumensuje n je aumneapro ypeherve retosux amocwu Fi, Fy, ... Fy Waxeo

. i—1 o _ . . .
ga je F; N U3:1F} Yuctli, komusexc gumenduje n — 1 3a cee 1 < 1 < 5. K je

pasaoorcus (ent. shellable) yrxoauro Goctoju 16€1060 pasiaiarve.

YKpaTKo, pa3/IoKUB KOMILIEKC je OHAj KOjU MOXKEMO HTEPAaTUBHO (pOpMUpATH

JIETIJbEHEM TLJHOCHU HA ,,JIETT HAUWH .

IIpumep 3.4.1. I'panuue cumbierca CY Pa3A0HCUBU KOMUTACKCU. 3auctia, 0gade-
_ _ _ _ i—1
PUMO Tpoussonho ypeherve twocru Fy, F, ..., F, nexor n-cumtsrexca. Eﬂuzzl F;

je ckyt nexuxr (n — 2)- heauja ca OF;, wio je wucti komuaeke, We UPOU3BOHHO

ypeheroe wochu 3agaje passaiaree TPAHUYUE CUMTAEKCA.

Pazyioxxuse Jonre ¢y eHjiokosancuduiize, JOK oOpar HEje TadaH (3a JeTabe

Bugieru [10]). OBy ocobuny m3jBajaMo Kao MOCESHY JIeMy.
Jlema 3.4.1. Pasnooicuea a0Ua je engokosaicudOUIHA.

Osnaunmo ca sd” (M) r-Ty dapuIleHTPpUYHY TOIETY CUMILIAIN]ATHOT KOMILIEKCa,
M. Beneneru u Ajunipacuro cy mokasaJjiu Jia cBaka PL-jionTa mocraje pa3ioxusa

HAKOH KOHAYHO MHOT'O DApUIEHTPUIHUX Hojena [2].

Jlema 3.4.2. 3a csaxy PL-wpuaniyrauujy aotttie B woctoju r 3a xoje sastcu ga

je sd"(B) pasaooicus Komuserc.

3.5 NMuaaykoBaHa auckperHa MopcoBa dyHKITja

Y oBoMm neny hemo Buumeru kako ryiarka MopcoBa dyHKIMja WHAYKYje Tuc-
kpetny MopcoBy dyuknujy na PL-Tpuanrysanuju MEHOrOCTpyKOCTH, MTO he yjeHo
u jgokazatru Teopemy 3.0.2.

3a mouerax, Jembere i-pyuke H ma mmorocrpykocr M auMensuje n mMa,
cvucaa n'y PL u y Tonosiomkoj kareropuju. Jeauna pazjimka je y TOMe IITO heMo
KoMILIeKce (oxH. Tonojomke npoctope) H W u M jnemuru npexo PL-ynarama (om.
TOIIOJIONIKOT yJIarama) KOMILIEKCa (OJIH. TOIOJOmKOr mpoctopa) S x D"~ na
oM.

Osze hiemo HaBecTn jesian TexHnIKy pesynrar (Bugeru |15, reopema 14.1]) Koju

KacHHje KOPUCTUMO.
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Jlema 3.5.1. Vxoauxo PL-mnotoctipyrocti K uma WoGoA0WEKY GEKOMUOSUUUTY
na pyuke, waga 3a nexo r > 0 komuaere sd" (K) uma PL-gexomaosuyujy na pywke

ca UCTUM SEKTLOPOM DYUKU.

Bugemun cmo kako ce moxke nooutu PL-Tpumanryiaruja riiaTke MHOTOCTPY-
KOCTH U TJIaTKa JIEKOMIIO3WIja Ha pydke momohy Mopcose dynkmuje. PL-
TPUAHTYJIAIMjOM CBake pydke rocedno jpodbujamo PL mexommosuriujy MHOTOCTPY-

KOCTH Ha PYUYKe Ca UCTUM BEKTOPOM PYYKHU KaO y IVIATKOM CJIyd4ajy.

Hedbununmja 3.5.1. Heka je f wmatuxa (quckpetuina) Mopcosa dynkyuja na mro-
toctupykociu gumensuje d. Yxoauro f uma ¢; kpuluwnuxr wavaxe (heauja)

urngerca i, exmop (co,C1,...,Cq) Hadusamo Mopcosum eeximopom Pynryuje f.

Hedbununuja 3.5.2. /Juckpetina Mopcosa ¢pynkuuja f Ha MHOTOCTUPYKOCTIU CG
anuyom (motyhe apaznom) gumenduje d ce Ha3u8a IPAHUYHO-KPUTLUYHE YKOAUKO
cy cee heauje ca ipanuue xpuwiuune. Axo f uma wWawno ¢; xputuwHu i-heauja
Y YHYWPAWHOCTU, SeKWOP (Co,C1,...,Cq) Ha3usamo ywywpawrum Mopcosum

gexwopom pyrrxuuje f.

Hexa je (¢, c1, - - ., cq) Mopcos BekTop riatke Mopcose dynknumje f. Kako je n
— f Mopcosa, gobujamo ma je (¢q, €4-1, - - -, Co), Takohe, Mopcos BekTop. MehyTmm,
y IUCKPETHOM CJIy4ajy, ako je g muckperHa Mopcosa dyHKImja, —¢g To HEje. Crora
je @opman yBeo objekar Koju urpa ysory gyHkimje —g (y ciaydajy TpUAHTyIaluje
saTBOopeHnx Muorocrpykoctu). To he dutm gauckperna Mopcosa dbyHKIuja Ha
JIyaJTHOM OJIOK KOMILIEKCY TpuaHryamnyje (3a gedununujy sugern 31, ctp. 377]).

[Tomohy Tora, mokazao je:

Teopema 3.5.1. Hexa je (co,c1, - .. ,cq) guckpetarn Mopcos sextiop na nexoj PL-
WpuarTyrauuju 3aiteopene muotoctupyrocwiu. Taga je (¢qyCq—1,-..,Co) guckpe-

war Mopcos eextiop Ha dapuyentlpuyro)] Gogesu We WPUAHTYAGULUTE.

Denenern je nmpeTxoiHy TeopeMy YOMIIITHO HAa MHOTOCTPYKOCTH C& T'DAHUIIOM,

u 'y [10] mokazao:

Jlema 3.5.2. Hexa je M PL-mnotoctupyrocti gumensuge d u f guckpetuna (ogh.
paruNHO-KputiusHa guckpetina) Mopcosa gynkyuja na M ca Mopcosum (ogh.
yrywpawreum Mopcosum) sextmopom (co, 1, ..., ¢q). Taga Gocmoju r waxeo ga
na sd" (M) wocoju guckpetina Iparnuuno-kpuiusna (ogh. guckpetina) Mopcosa

dyrryuja ca yrywpawrum Mopcosum (ogh. Mopcosum) sextiopom (Cq, Cq—1, - - -, Co)-
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Jlema 3.5.2 m Hapesane jiBe momohHe jieme he OUTHM KJbydHE y JIOKA3y TJIaBHE

TeopeMme.

Jlema 3.5.3. Hexa je M = B1UB, ynuja gee engoxonraticudbunre d-notiie. Ilpet-

TOCTLABUMO 0 BANHCU:
e BN By je (d— 1)-gumensuonaaru totromtaexc og 0By u OBs.
e By N By je xomeomopdro ST~ x DI z3a nexo j € {1,2,...,d}.

Taga ce ceaxa paruvHo-KpuiuwHa quckpetuna Mopcosa dyrrxuyuja h na By N By,
Koja uma kputiuwny (d—1)-heaujy o, mootce GPOWUPUTIY §O TPAHUYHO-KPUTAUHE
guckpewine Mopcose dynrxuyuje g na M wuje cy ynywupawre xputiuvHe heauje

Yyupaso kputuvre heauje pynxuyuje h, y3 yraareare o u gogasare jegre d-heauje.

Hoxka3. ¥ HacraBKy JjoKa3a, 3a komiuiekc B u mogckyn C' C B, mMakcumaJaH
noTkoMILIekce o1 B koju ne cazpxku C' oznagaBamo ca B — C.

Hexka cy Xy u ¥y d-ctpane og M koje cajipxke o, ipu yemy >; € B; 3a 1 =1, 2.
B je emnokosancudmiaa, e By — Y komamncupa Ha 0B;. CiiodomHe cTpaHe Koje
ce u3dAaIlyjy OBUM KOJIATICHPAILEM CY Y YHYTPAIIHOCTH OJ By, Te ce jembemeM By

Ha 0B; He HapyIaBa CJI000JIHOCT HUjeaHe cTpaHe. pyrum pedmma,
By U By — ¥ \(0B; U Bs.

Caja je o ciodoaHa crpana of Yo v 0B1 U By, 1a Kako je By eHJI0KOJIalCHOnIHA,

nMaMoO

8B1UBQ\[8B1UB2—22—0'\‘831U8B2—0'.

Huzom mperxomHux KoJalcupama, MOKeMO Jie(DUHUCATH JUCKPETHO TI'DaJjIu-
jerTHO BekTOpcKO mosbe V Ha M \ (By N By — 0). Ha B; N By nedununiemo
V =1V, tae je V, rpaanjeHTHO BEKTOPCKO I0Jbe acormpano pyHkiuju h. OBako
koHcTpyucano V 3anaje nuckperny MopcoBy dyuknujy g na M Koja je rpaHmdIHO-
KPUTHYHA Ca YHYTPAIIbUM KPUTHIHUM herjama darl Kao u h, y3 J1Ba U3y3eTKa:

>l je KpuTHYHA 3a ¢, aju He U 3a h, JOK je 0 KpuTudHa 3a h, aJim He 3a g.

O
Cneneha jlema je yommmnreme MpeTXojHe y ciIydajy da B Huje jomTa.

Jlema 3.5.4. Hexa je = M' U B PL-wpuaniyrayujae d-gumeH3uonaisie mMHoto-

cupykoctiu ca paruyom, apu wemy je M’ PL-tpuaniyrauuja d-gumensuoranre
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MHOTOCTOPYKOCTIY ca Tpanuyom, a B engoxoratcuburna d-rottha. Ilpetitoctia-

GUMO g, 6AIICU:
e M' N B je (d— 1)-gumensuonasnu aowkomaaexc og OM’ u OB.
e M'N B je xomeomopdno S~ x D¥I za nexo j € {1,2,...,d}.

Vroauko je [ ipanuvwno-kputiuyna guckpetina Mopcosa yrruuja na M’ waga ce
C8aKA TPAHUNHO-KPUTLUYHA guckpetina Mopcosa dynrkuyuja h nwa M' N B, xoja uma
kputiuwny (d— 1)-heaufy o, moorce Gpowupuitiv 1a IparudHo-kpuuwhy Mopcosy
dynxuugy g na M wuje cy ynytpawree xputivure heauje yupaso xpuiiuvre heauje
Ppynxyuje h, y3 ykaarare o u gogasare ceuxr YnYwpaurur Kputliuinur hesuja

og f.

Hoka3z. I[locTtymamo anajioruo goka3zy Jieme 3.5.3, ¢ THM IIITO YMECTO Jla IIOYHEMO
ca kosarmcupameM M’ —Y N\, OM’, 3a d-crpany X, KOpUCTUMO I'PAHUYHO-KPUTUYIHY
dyuknujy wa M'. Ocrarax jJoKasa je UCTH; y IMOCJEIHEM KOPaKy IMpU OpOjarby

KpuTndHuX hesmja Tpeda camo y3eru y 003up u Kputrudne hesuje o f. ]

Caza cMmo crpemHU J1a TIoKaxkemo riaBHy TeopeMy. Ilocmarpahemo ,tyanan
npodsieM”, u mokazatu Ja 3a PL-mHOrocrpykocr ca Bekropom (co, ¢, ... ,cq) PL
PYYKHU IIOCTOjU TpaHUYHO-KpuTudHa MopcoBa (yHKIHja ca TavHO C4_; YHYTpa-
mmux -henuja, 3a 0 < ¢ < d. Tama npumenom Jjieme 3.5.2, ciaeau TpazkeHU
pe3yJITar.

doka3 Teopeme 3.0.2.

Be3 ymamema omrrrocTu, npernoctaBuMo Jia je M moBe3aHa MHOIOCTPYKOCT.

Kopuctuhemo , 1ymmy wHAYKIN]Y — WHIYKIHA]Y 0 JUMEH3UjU MHOTOCTPYKOCTH
M w 1o Opojy pydKHU y JEKOMITO3UIIH]HU.

Vkonuko je M numenswuje 1, mocmarpano kao rpad, M je myT wiam IUKIIyC.
Cpaka 0-pydka je mapTuruja WHTepBaJa, IIa je eHJIOKOJAIICHOWIHA, & CBaka 1-
pyuka je xomamcubdbmiaHa. Crora, ako mmamo k O-pyaru m [ 1-pydKu, MOXKeMO
KOHCTPYUCATUA TPAHUIHO-KPUTUIHY AuckpeTHy MopcoBy dyHKIH]jy ca k yHyTpa-
mmbux Kputuaaux 1-hemmja u | yayrpammux kputuaaux 0-henuja, Te je TBpherbe
y OBOM cCJIydajy Joka3aHo. Ako M nma JEeKOMIIO3WIM]Yy Ha CaMO jeJIHYy PYUKY, TO
mopa outnu 0-pyuka, Te je M PL-monra. Ha ocnoBy neme 3.4.2 mocroju r 3a Koje
je sd"(M) paznoxus komiurekc. Tama 300r jgeme 3.4.1 umamo u na je sd” (M) en-

nokostancuomina (no Teopemu 2.4.1, eKBUBAJIEHTHO, TIOCTOjU IPAHUYHO-KPUTHYHA
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nuckperna MopcoBa dyHKIITja ca je JTHOM KPUTHIHOM YHYTPAIIHOM helujoM JTu-
mensuje d). OBume cMO mokazaau a3y UHIYKIje.

[IperniocraBumo fa je d > 2 u n1a M uma JIEKOMIIO3UIII]Y ca OapeM JIBe PYUKe.
Hexka je B mocieama Hajlell/beHa PydKa y TOj JEKOMIIO3UIMjU, UHIeKca j. Kako

je M mose3ana, numamo Ja je j > 1. Jlakie,
M= M'U B,

rje je M’ muOrocTpykoct aumMensuje d Koja uma jeaHy pydky mambe og M. Takobe,
M'N B je numensuje d — 1. neja HaMm je Ja MCKOPUCTUMO MHIYKTUBHY XUIIOTE3Y
Ha noaMHoroctpykoctu M’ u M' N B.

Heka je (cg,ci,...,Cq) BEKTOP PyUKH acommpaH gekommosurmju of M. Muo-
rocrpykoct M’ N B ~ S7~! x D?J yma npupogHy TOIIOJIOMIKY JeKOMIOBUIIA]Y
Ha jenny O-pyuky u jemny (j — 1)-pyuxy (y nuramy cy (d — 1)-auMeHsnoHasHe
pyuke). Crora, Ha ocaoBy seme 3.5.1, mocroju a 3a koje sd*(M’' N B) uma PL
JlekoMIio3uIjy Ha jemary O-pyuky u jeany (j — 1)-pyuky. WHaykruBHa Xumnoresa
HaM Kaxke Ja IocToju b 3a Koje sda+b(M "N B) uma rparmano-Kputudny Mop-
COBY (DYHKIH]Y ¢ ca IO jeTHOM YHYTPAITHOM KPUTUIHOM NesTnjoM y TuMeH3ujaMa
d—1wud-j. Jomaruo, omabepumo b 10BOBHO BeanKo Tako ja je sd’(B) emmoxo-
jnarncudounan. VHIyKTUBHA XUIIOTE3a IpUMerheHa Ha M’ HaMm jaje Ja, 3a HEKO C,
[OCTOjU TPAHUIHO-KpUTHIHa nuckperna Mopcosa dyukimja f wa sd“(M’) ca cq_;
YHYTPAIIbIX KPUTHYHUX -hewja 3a ¢ # j, U ¢q—; — 1 KPUTHYHUX yHYTPAIIHUX
j-henwuja.

Heka je r := max{a + b,c}. IIpumenom neme 3.5.4 ma sd"(M) = sd"(M’') U
sd"(B) mobujaMo rpaHUIHO-KpUTHYIHY AucKpeTHy MopcoBy dyuknujy h va sd” (M)
KOja MMa KpUTHYHE yHyTparime henmje kao g u f, usyses jeaue (d — 1)-hemnuje.
Konauno, dyukiuja h uma TadHo ¢4_; YHYTpaAIIbUX KPUTUIHUX ¢-henuja. Tume

je JIoKa3 3aBpIIeH. ]

3.6 PL-BekTopm muckpeTHuxX (pyHKNOUja U pydKH

3 npBor morsiasiba 3HAMO J1a Ha IVIATKO] MHOMOCTPYKOCTH BasKU
{Mopcosu BexTopu riarkux Mopcosux dyuknuja} = {Bekropu pyuku}.

[IITto ce tTuue PL kareropuje, Mmu cMo Kpo3 joka3 Teopeme 3.0.2 rmoxazaym
na je ceaku PL BekTop pyukm yjeano um juckpernu Mopcos BekTop neke PL-

rpuanrynamnuje. Mehyrum, Baxku u odpHyTO.
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Teopema 3.6.1. Hexa je T PL-wpuaniysayuja mnotoctipyroctiv M w f guc-
kpetuna Mopcosa dynkuyuja na T, ca Mopcosum sextmopom (co, 1, ..., ¢,). Taga
3a nexo r eadrcy ga sd” (1) uma gexomuo3uUyujy Ha PYwKe CG BEKWOPOM DYUKU

(Co,C1ye-vsCn).

HaBomumo ckuity mokasa mperxojine TeopeMe. Kopuctumo UHIyKIHjy 110 Opojy
kputnaauX henuja auckperne Mopcose dyuknuje. Uneja je ma ce mHajupe youn
nogromiieke 1" koju ce cacroju oj hemmja o 3a koje Baxu f(o) < f(7), rue
je T KpuTtndHa henmja Ha KOjoj [ mMa MaKCHUMaJHY BPEIHOCT. 3aTUM, JTOBOJb-
HUM OpojeM OapHIIeHTPUYIHUX II0JIeIa, ocJamajyhu ce Ha crape pesyarare u3 PL-
tonosioruje (KoHKperHo, |20, sema 3.9, nema 3.10] u [34, Teopema 3.26]), moxke ce
nokazaru Jia je 3a Heko r, sd”(T') modujeHo oj r-Te perynaphe okosmHe ox 1" y
sd"(T") (cxym hemuja y sd”(7") koje npunagajy 3arBopeisy of |1”|) sembemeM jeane
PL-pyuke mumensuje dim(7). Perynapua okosmua ox 1" uma MopcoBy byHKIWH]y

ca jeJITHOM KPUTUYHOM hesimjoM Mame of f, IMTO MOKa3yje WHIYKTUBHU KOPaK.



I'maBa 4

Aaredapcka Teopuja Mopca

Kao mrro cmo Bugiesin y I'masu 2, nmyrem gauckperne Mopcose Teopuje MOXKEMO
cvamuTu O0poj hemmja CW-koMmiutekca 0e3 mpoMeHe XOMOTOIICKOT THIA. Y OBOj
IJIaBH pa3MaTpaMo ajaredapcKy Bep3ujy Mopcose Teopuje Koja mocmaTpa JaH4dacTe
KOMILJIEKCE MOJIyJIa KOjHU II0CeIyjy JEeKOMIIO3UIN]Yy Ha JUPEeKTHY cymy. Momxyan
y JUPEKTHO] CYyMH WIDajy yJory hejmja y TOIOJIONIKOM KOHTeKCTy. l3dopom
KPUTUYHAX MOJIyJIa MOXKEMO KOHCTPYUCATH MabU KOMILIEKC KOJU jé XOMOTOIICKHU
eKBUBAJICHTaH NOYeTHOM. Teopujy cy mHesaBucHo pazsuim Ckosmdepr [35], kao u

Josendek u Beskep [24]. Mu hemo nparuru uznarame y [35].

4.1 VYmnapuBama M paclensbyjyha xomoromnmja

Y HacTaBKy IoJipasymMeBaMo Jia R mpejcTaB/ba IIPCTEH €A, jeTUHUIIOM.

Hedbunnnmja 4.1.1. Bazhu komuseke apegeiiasnsa aanyactiu xKomusexe (K, d)
R-mogyaa (nesuz uru gecruz) sajegno ca gexomuosuyujom K, = @ c; Ka, 7ge

je {I,} damuruja gucjynklHuT UHGEKCHUT CKYTOB.

8a MHIIEKC o € |_|n 1, mmmemo a™ YKOJIMKO YKEeJIMMO J1a, HAIrJIacuMo ja o € I,.
3a rpaHuvHO HpecanKaBame d, : K, — K, 1, ca dg 3 O3HAYMMO KOMIIOHCHTY

on d, xoja K, cimka y K3, OQHOCHO IIpecIMKaBambe 1aTO JUjarpaMoM
dn,
dyg: Ko — K, — K, 1 — Kp.
Hamomena 4.1.1. Kako ducMo yopocTHIN 3aIUC, Y HACTABKY NeMO 9ecTO U30-

mn
CTaBJ/bATU TOPHU UHAEKC 1 M YMECTO da, 5 IucaTn do p-

52
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Baznom kommiekcy K acomupamo ycmepenu rpad Gk ca CKyIlOM YBOPOBa
\U,, In- UBopoBH @ 1  cy mOBe3aHH yCMEPEHOM IDAHOM (¢ — 3 aKO U CaMO aKoO je

KOMIIOHEHTa I'DaHUYIHOr oneparopa d, 3 HeTPUBHjaJIHA.

Hedbuunumja 4.1.2. Vaapusare na yemeperom ipagy D = (V, E) upegcitias.a
aogexkyt A ckyta tpana E, Gpu vemy cearu 46op UpuUaAga HAJEUWE JegHO] TPaHU

cxyaa A.
Yemepuoum rpady D = (V) E) ca ynapuamem A acorupamo ycmepenu rpad
D4 = (V, E4), npu wemy je ckyn rpana E4 gedbunmcan xao
BEA = (E\AU{B—>ala—pecA}

Hedbununmja 4.1.3. Iapyujasro ypeherwe < wna ckytay I je godbpo 3acrosaro

YKOAUKO CB8AKYU HETpadar Uogckyt og I cagpotcu bap jegar MUHUMAAGH eneMeHU.

Hedbununuja 4.1.4. Vuapusare M wa yemeperom ipapy Gk nasusamo Mopcoso

YUapusarse YKoAuko 3ago6o.na6a caegehe:

1. dop je usomoppusam 3a cée o — 3 € M.

2. Iloctoju gobpo 3acHosan Tapyujasru Uopegarx < Ha ceakom I, u eastcu

v < a ykoauxo Goctoju ayt '™ — B — 4™ y pady Gif.

Hedbununmja 4.1.5. Yeop xoju nuje cagporcar wu y jegroj panu yaapusarea M

nasusa ce M -KputiusHuM.

V macrasky, kopuctumo Hotanujy MC 3a ckyn M-kpurudnux usopoba. Ta-

Kohe, jgeduHUIIEeMO CKyTIOBe
M~ := {a | mocroju uBop [ 3a Koju Baxu f — « € M},
M™ := {«a | nocroju uBop v 3a Koju Baxku o — ¥ € M},
M) :=M"N1I,, 3a*¢c{0,+,—}.

Y cayuajy na je Gg konadan ycmepeHu rpad, ciaeiehm aHajgoroH Teopeme
2.2.2 y asredapckoM aMOMjeHTY HaM Jaje jeJIHOCTaBHY KapakTepusarujy Mopco-

BUX yIlapUBaiba.
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Teopema 4.1.1. Hexa je K basnu xomunsexc wuju je wpap Gy wonawan, a M
yuapusare y G Wareo ga je do g usomoppusam xag iog o — 3 dputaga M. Taga

je M Mopcoso yuapusaree axo u camo axo G ne cagpoicu yemepeny yukyc.

Hoxkasz. IIpernocrasumo na G me cagpxku ycmepenu mukiyc. 3a 4Bop u y

rpady G nedunumenmo

l[(u) = max{s | mocroju ycmepeH myT 7 : u(")uluén)ug g u™ y G

I(u) je Konagam jep me mocToje yeMmepenn mmkiaycn y G . Hexa je u(™ < o™
yKoauko Baxkn [(u) < [(v); oBaKaB MOpEIAK OYUIJIETHO 33/10BOJbaBA, JIPYTH YCIOB
u3 jecununuje 4.1.4, te je M MopcoBo yrapuBaibe.

ObpatHo, nmpernocraBuMo Ja je M MopcoBo ynapuBame 1 J1a MOCTOji YCMepeH
MUKJIYC UIUSD - . . Uy Y G% , TIe je u; = u,. U3 nedununmje ynapuBama, 3a CBe
i€{1,2,...,n—2}, HajBurie jejiHa OJ TPAHA U; — W11 U Ujt] — Ujro j€ CYIPOTHA
Hekoj rpann u3 M. Kako je u; = u,, "MaM0 J1a je CBaKa JIpyra rpaHa y IUKJIYyCY
cynporHa Hekoj rpanu u3 M. Kako je M MopcoBo ynapuBame, IMaMO U, < U] =

Uy, TTO je KOHTPATUKIIH]A. ]

IIpumep 4.1.1. Hexa je L xonawar auctlpaxiihi, CUMUAUUUJAAGH KOMUAEKC HA
cxyay wemena {1,2,...,n}. Cumtruyujasnu sanvactau xomaserxe C(L), aco-
uupar L, uma Gpupoghy clpykypy O0a3HOT KomUaerca, jep Oa3HU enementi
aanvacwe pyte C, (L) ogiosapajy cumisercuma qumensujen y L. edunuwemo

yaapusaree M na Gery Kao
M={c—oc\{l} |oceL,1co}.

Jlaxo ce sugu ga wema uuxayca y G%(L), we je M Mopcoso yuapusare. M -
KPUTUYHY 460PO6U 0gl06apajy cumisercuma o € L 3a xoje éastcu 1 ¢ o u o U

1} ¢ L.

[Tojam pacuenbyjyhe xomoronuje, ysenen y [6], Sulie Ham o7 K/bydHOT 3HAUAjA

y JIOKa3y TJIaBHE TeopeMe OBOT MOIJIaBJba, T€ CaJ1a HABOINMO HeTrOBY J1eMUHUITH]Y.

Hedbunuumja 4.1.6. Jlaw je sanuactiu womunexc (Cy,d). Pacueunyjyha xomo-
wouugja (ent. splitting homotopy) jectue upecaurasare ¢ : Cy — Cyyq, cuetena 1,

K0j€e 3490606060,

=0 u ¢dop = ¢.
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3a dazau komriekc K u MopcoBo ynapusawme M, qedbWHUIIIIMO Tpec/TiKaBabe

¢ Ha caenehn HaYMH. YKOJUKO je o MUHUMAJIHO y OJHOCY Ha < u x € K, 3a71ajM0

d;! (z), ako B — o € M 3a Hexo f3,
o@) =9

0, nHaYeE.

VKOJIMKO (v Hje MUHUMAJIHO y OJIHOCY Ha < U * € K, oCcTaBUMO

dgfx(a:) — > By cbdgﬁd/;’}l(a:), ako f — a € M 3a Heko [3,
o(x) = =
0, nHadJe.

Hedunuiuja npecinkaBama ¢ je UHAYKTUBHA, aJd je JI00pa, jep 3a CBaKO 7y
KOje ce jaB/ba y TOCJIEI0] cyMu Baxkn v < «. OBako jeduHuCcaHO ¢ je paciie-

wbyjyha XoMoTOIHja, MTO HABOJAMMO KA0 HAPEIHY JIEMY.

Jlema 4.1.1. Hexa je M Mopcoso yuapusarse na d6azrom komasrexcy K. Ilpecau-

Kasare @ je pacuetnyjyha romowouu)a.

Hokaz. Ycios ¢? = 0 je ounriiesHo 3a/0B0/beH, 300r AedUHUIMje yIapUBaIba.
Jla ducmo jokazam Ja Baxku ¢d¢ = ¢, KopuctuheMo mHayKIimjy no <. IIper-
[OCTABUMO JIa je (v MUHUMAJIHO Yy OJHOCY Ha <. YKoimmko o ¢ M~ 3a x € K,

nMaMO

¢pdop(x) = ¢d(0) = 0 = ¢(x).

VYkommko « € M~ u f — o € M, umamo

¢do(x) = ddd; (v) = ¢dpadj o (7) = $(2).
Y caydajy jJa  HUje MUHUMAJIaH, MPETIIOCTABUMO JIa je 3a 7 < @ U CBAKO
x € K, ucnymeno ¢do(z) = ¢(x).
Yrosmuko « ¢ M, oner sako modujamo ¢dp(x) =0 = ¢(z). Baa € M~ n
B8 — a € M, mmamo

¢dp(x) = ¢dd;,(x) = Y pddds gy ()

By
8kal
= Gdsadyl (@) + Y ddgrdy (2) = Y ddsdy (2)
B— B—y
YF#o YF#o

= o(x).



I'IABA 4. AJITEBAPCKA TEOPUJA MOPCA 96

Jlpyra jeHAKOCT CIeay U3 YUibeHUIE /1 je qﬁdgzbdgﬂdgix (x) = (bdﬁﬁdgix(ac), ITO

BaxKM 110 WHJIYKTUBHO] XUIMOTEe3U. TuMe je JI0Ka3 3aBpIIEH. ]

4.2 Jlokas rjiaBHe TeopeMe

CaJta cMO cIIpeMHH J1a TIOKaXKeMO aJiredapcKy Bep3ujy Teopeme 2.5.3, Koja HaM
T'OBOpPHU Ja XOMOTOIICKH THII JIAHYAaCTOI' KOMIIJIEKCa 3aBUCU CaMO OJf KPUTHUYHHX
Mo/Iys1a (4BOPOBA).

Hajpe maBoimMoO JiBe TEXHUYKE JIEME.

Jlema 4.2.1. Hexa je K basnu womunrexc, M Mopcoso yuapusare Hva Gx u ¢

pacuetunyjyha romowouuja ud seme 4.1.1. 3a x4 € K, umamo ga sastcu

To+ D 5.,Y8 30 €M™,
do(za) = -

0, uHaYE,
1g9e Yz € K 3a cee B.

Hokas. Jlemy mokasyjemo mHIyKIujoMm 1mo <. Heka je v MUHUMAJIaH y OJHOCY
Ha <. Ako a ¢ M~ ounrsienno Baxku d¢(z,) = 0, Te hiemo npermocraBuTu Ja

a€ M up— ac M, onakie 100ujamo
do(zs) = ddgjl(xa) = d@adg’i(xa) = T,.

VKOINKO (v HUje MUHUMAJIaH, IPETTIOCTAaBIMO JIa 38 CBe Y < (v BaXKWU TBPheme
neme. Cuyuaj oo ¢ M~ je omer TpuBHjasaH, Te pa3Marpamo ciaydaj o € M~ rue
B —ae M:

do(xa) = d | dgg () = Y ddsqds ()

B—y
yFa
=Tat Y dsody (@) = dd Y dsndgl(wa).
B— B—y
Eale Y#a

Csako 7 y mocjejme JBe CyMe 33JI0BoJbaBa ¥ < «, a KaKoO dgﬁd,g,la(asa) € K,

KopuihemeM WHIYKTUBHE XUIIOTE3€ Ha TaKBE 7, JI00MjaMO TPaXKEHU PE3yJITAT.

]
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Jlema 4.2.2. Hexa je K basnu womunrexc, M Mopcoso yuapusare Hva Gx u ¢
Upetwrogho gepunucana pacuetnyjyha romowotuja. 3a x, € K,, umamo ga
8aHCU

Lo, sa e M,

¢d(zo) =
Zﬂm Ys, uHaye,

19e ypg € K 3a cee 5.

Hoka3z. [lonoBo, joka3 BpmuMo uHAyKImjom 1mo <. Heka je a Munumaian y

omnocy Ha <. Axko a € M* m Baxku o — 3 € M, umamo

¢d(20) = ¢dop(a) + > dday (o)

S8
= da_jé’da,ﬂ(x@ - Z Pdor(Ta) + Z Pdor(Ta) = Ta-
o S8

Axo a ¢ M™, nobujamo

Pd(xq) = ¢ Z da5(7a) = 0,
a—p
jep je o MUHIMaJIaH.
Cajta pa3zmaTpaMo ciiydaj Kaja « HEje MuHIMaJaH. [IpeTmocTaBuMo f1a 3a cBe
~v < « Baxkn TBpheme jeme. YKoauko o € M™T, npu wemy o — 3 € M, nokas je y
MIOTIIYHOCTH UJEHTUYAH Kao y CIydajy Jla je v MUHUMAJIaH.

[Tpermocrasumo caga o ¢ MT. Taza je, no neduHUIMjU TpECTUKABAbA ¢

¢d(za) = ¢ Z da,p(Ta) = Z d;,gdoz,ﬁ(wa) —¢ Z Z dvﬁd;,lﬁda,ﬂ(xa)-

a—f a—f a—f =0
y—BeM Yy—=BEM 6#B

3a cBe 7y y IPETXOJIHUM CyMaMa BaxKH 7y < «, I1a Ha OCHOBY MH/IYKTHBHE XUIIOTE3€

[IpUMEIbe HA CBE TaKBe 7y, JI0OMjaMO TPaXKeHO TBPhHeme. [

Hedbunummja 4.2.1. Jlanwacmu vomuserwcu (K, dy) u (Ko, dy) cy zomomoucku
ex6UBANEHTTIHY aK0 Tocthoje aanyactua upecrurasara [ Ky — Ko ug: Ko — Ky

WaAKo ga 8aAHCU
gof=~ldk,, f[fog~Idk,,

19€ ~ 03HAYAB0 AGHYACTLY TOMOTLOTUU)Y.
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Haj3znagajuuja ocobnHa XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTHUX JIAHIACTUX KOMILJIEKCA je-
CTe TO IITO MMajy M30MOpP(MHE XOMOJIOIIKE IPYIIE.

Cagla HaBOJIHWMO TpreH)e n J0Ka3 IVIaBHE TeopeEMeE.

Teopema 4.2.1. Hexa je M Mopcoso ytapusarse na dasrnom xomtrexcy K. Vio-

auko je m: K — K apecaurasare gattio ca
m =1d —(od + do). (4.1)

waga cy xomarexcu K u m(K) zomomotcku exeusarentunu. Illmasuwe, 3a cee

n, UMAMO U3OMOPPUIAM MOGYAG:

m(K,) = P K.
aeM
Hoka3z. IIpecimkaBama m u Id cy jmandacTo XoMoTomHa 1Mo JIeDUHUIIAJU, 1A CYy
komiieken K u 7m(K) XoMOTOICKY eKBUBAJICHTHU.

ITokaxkumo cajia J1a BaxKu

m(K) = (P K,). (4.2)
JloBOJbHO je 1mmokasaTu Ja

7(K.) € n( €D K.) (43)

BaXKM 3a CBe (v, ITO NeMO M3BPIIUTH UHYKIMjOM T10 .

Vkonmko je o MunmMasaH, Taga win o € M°, u y ToMm ciydajy Hemamo IITa
na pokaxkemo, umn « & MY, re je m(z) = 0, 3a z € K, ocnoBy jieme 4.2.1 u jeme
4.2.2.

[TpermocraBuMo cajia 1a (v HUje MUHUMAJAH, U Ja 3a cBe 7 < « Baxku (4.3).
Cnyuaj a € M? je oner Tpusujasnan, Te npernocrasumo ja « ¢ M. 3a z € K,,
Ha ocHOBY JeMa 4.2.1 m 4.2.2, nmoctoju MHAEKCHN CKyl J TakaB Ja je 7 < « 3a

CBaKoO Yy € J, Ipu 4eMy BazKu
w(0) =) = (T ) = el
yeJ yeJ

rie y, € K. IlpBa jeanaxoct ciean U3 Yni-eHHIE Jia je ¢ pacienbyjyha xomoTo-

nuja. Ha ocHOBY mHAyKTHBHE XHUIOTE3€e, 100MjaMo Ja BaxKu (4.2).
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Konauno, mokakumo Jia je mpecimKaBambe

T @Ka%Kn

aeMY

UHjeKTUBHO 3a cBe n. Hamme, 3a x € K,, o € M°, Ha ocHoBy nema 4.2.1 u 4.2.2,

m(z) =z — Zyw

yeJ

nMaMO

rae y, € K, ny < «a3acse vy € J, mro gokasyje unjekrusnocT. Ha ocnosy IIpse

TeopeMe 0 M30MOpP(MU3IMY 3a MOJIyJIe, CJIe/ I TBpheme TeopeMe. Il

4.3 Omnuc rpaHUYHOr olleparopa

Ha ocuoBy Teopeme 4.2.1 3axibydyjemo Ja Ha rpajiyucanoM mMoayny @, 0 Ko
MOKEMO JIe(DUHUCATA TPAHUYHU ONEpATOpP TAKO Ja PEe3yJaTyjyhm KomIuiekc Oyjie
mzomopdan 7(K). HaBogumo excrmnuTHy JedUHAII]Y TOT OIEpATOpa.

Hedbunummno kommexe (C,d), rae je C,, = D.cr0 Ko Hexa je p npojexiuja

pK=FPK,—C= P K.

aeMO

Hudepenrujas d 3ajajeMo Ha caeaehn HavwH:
d = p(d — ded).

Hedbunwuiuja d je mpupoIHa, MITO HajOdo/be OC/IMKaBa JI0Ka3 cieiaehe Teopeme.

Teopema 4.3.1. Jlanvactuiu xomtsexe C je TOMOWOUCKYU eKBUBANEHTLAH AGHYA-

ctiom xomunexcy K.

Hoxkas. Ha ocuoBy sema 4.2.1 u 4.2.2 Bugumo na je pm maenturera nHa ), C,.
Ykonuko je y npousBosban enemenT u3 7(K), Ha ocHOBY Teopeme 4.2.1, mocroju
r € @, cpo Ko 3a xoje Bazku 7(x) = y. Taxobe, npumernmo na Baxku mp(y) =
wpr(z) = w(x) = y. Onasae crenn ma d6u pandactu kommureken C n 7(K) duin
M30MOP(MHU YKOJUKO OU OUJIO 3aJI0BOJHEHO d = pdm. Hapasno, oBo Ham jiaje
MOTHUBAIIN]Y 38 MPETXOHO JeduHUCaH TudepeHIinja d, jep, 3amcra, BaxKu

d = p(d — ded) = pd(Id —pd — d¢) = pdr.

Kaxko cy 7(K) n K xoMOTOICKE €KBUBaJICHTHH, JIOKa3 je 3aBPIIEH. [
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['panuanu onepatop MopcoBor KoOMILIeKCa, y TJIATKO] U JUCKPETHO] TEOPHjH,
JnedUHICAH je Y 3aBUCHOCTHU O] TPAJINjeHTHUX JIUHUja, OTHOCHO myTeBa. Cimdan
OIIUC UMAMO U y aJIredapCKOM CJIy4ajy, TJie yJIOry I'PaJInjeHTHUX JIMHUja, OJHOCHO
IyTEBa MPEY3UMajy T3B. ,[IMK-TIAK ITyTEBH.

3a uBopoe a u 3 y rpady G, xoju ce mamaze y cycemHmM crereHmMa,

O3HA4YUMO Ca Faﬁ CKYII YCMEPEeHUX ,IIUK-IaK~ IIyTeBa OOJINKa
& = 0102...02k-102k = 5,

IIPU YEMY O9;_1 >KHUBH Y HCTOM CTEIeHY Kao (v, JOK O YKUBHU Y HCTOM CTEIIEeHY
kao 3,3a 1 <1 < k. 3a ycmepen nyT 7y € I'(n+1) ) JebunmImemMo npecimkapame
m(7y) Kao

— - —1
m(y) = (=1)*"'d oD Wd St () ool gy @ -
0'3 ,0’2 1 [}

T2k—192k T 10342

Cauano, 3a v € Lo g,

R k—1 35— —1
m(y) == (-1) d, oD glm) d olrt) () ---dg<"+1> U<">d (n+1) _(n)*
2 93 7 oy N

309k O2k—2 92k—1

Jlema 4.3.1. 3a x € K n), umamo

=2 > m
o—(n+l) ’YGFQ’()‘
Hokas. Tspheme mokazyjemo mupgykimjom. Heka je o munmmasan u © € K,.
_ 1 . _
Ykomko o € M~ u Baxu 8 — a, umamo ¢(z) = dj (), 10K y ciaydajy o ¢ M
Baxku ¢(x) = 0. YV oba ciayuaja, jeIHAKOCT U3 JIeMe je TPUBUjAJIHO 33/ [0BOJbEHA.
[IpermocTaBuMoO J1a (v HEje MUHUMAJIAH U J1a 33 CBe 0 < (v BayKU TBPhHewmbe JieMe.

Cuyuaj o ¢ M~ je moHOBO TpuBHjajaH, Te npernocras/bamo o € M~. Nmamo

$(w) = dyi,(w) = Y ddssdy (@)
B—d
0o

=doa(@) =), > D> m()dssdss(@)

B—6 g(n+1) v€l; &
dF#«

:Z Zm

o-(n+1) ’YGFQW-

TJIe CMO JIPYTY jeJIHAKOCT JIOOWJIA ITPUMEHOM WHIyKTUBHE XUIIOTE3€ Ha CBE UHJIEKCE

0 Koju ce HajIa3e y mpBOj cymu. Tume je JJ0Ka3 3aBpIIEH. O
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Teopema 4.3.2. 3a z € K ), umamo
dz) =Y > mO)(x).
g(”*l) ’Yera,o'
oxkaz. Baxwu cieneha oduriemsna je HaAKOCT:
(d - dpd)(@) = 3 (das(x) — déde (). (4.4)
a—f
ITpumenom neme 4.3.1 ua d, g(z) € Kz, nodbujamo
dpdas(r) =Y Y dm(dasl@)=— > Y m()()
o(n) veTg o(n—1) veTl'% ,
rJie je y TOCJe/hO] CyMU
I‘Z,UZ{WEF@’J | 710&20102...02k:0, 9226, k> ]_}
YdanuBameM nperxoHor n3pasa 3a dod, s(z) y (4.4), nodujamo
(d—dpd) ()= Y, > m)(),
g'('"f*l) 'YEFQ’O-

oJaKJie cjaejin TBpheme Teopeme. Il

4.4 IIpumene

OBa cekrmja mMa yJory Jja WJIyCTpyje IpuMeHy aJiredapcke teopuje Mopca

KpPO3 JIBa 3aHUMJ/bUBa IIpHUMEDPa.

IIpumep 1: XomoJsoruja dpamvmuiauje JIujeBux anredpm.

Y oBoMm npumepy paszmarpamo ojapeheny damvuinjy JIujeBux aaredpu u majemo
noTIyH onuc xomosioruje uctux. Ocuose Teopuje JIujeBux asredpu MOTy ce BHICTH
y [3].

Heka je g xonauno numensmuonasina Jlujesa anrebpa naj mosbeM k ca dazom

B ={x1,...,zx}. Ca \" g 03HAUUMO N-TH CHOJBAIIILYN CTEIIEH O/ §.

Hedbununuja 4.4.1. Illesanru-Ajarenbepios xomunexc Jlujese ariedpe g, y 03nauu

V,, jectie aanuactiu Komuaexc

N N-1 2
O—)/\g—> /\g—>---—>/\g—>g—>k—>0,
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79€e je IParuHy 0TEPATLop 3agatl Ca

Ay A Aay) =Y (1) [z Azy Ao AT A AEjA - Ay,
i<j

Xomosomky rpymny [leBasn—AjmeHOeproBor KOMILIEKCa Y JTUMEH3U]U | HA3U-
BaMO 1-OM TOMOAOWKOM Tpytom Jlujese antebpe g, y o3unaru H;(g, k).

[TocmaTpahemo ompebeny damunujy JlujeBux anaredpu g,, n > 1, Haa 1o-
JbeM KapaKTepucTuke 2. ¥ NHTamy Cy T3B. geociietene Xajzenodepiose Jlujese
antedpe, Koje MPUPOJHO MOTUIY U3 KBaHTHe MexaHukKe. baza 3a g, je odiuka
{z,21,...,Tn,Y1,---,Yn}, IIPU UMY Cy jeJIMHU HEHyJIa IPOU3BOJU [z, T;] = y;, 32
1 <4 < n. ¥YBemumo o3Haky u; = z; A y;. 3a moackymnose I, J, K C {1,2,...,n},

KOPHUCTUMO HOTAITU]y
SUIZ/\fL’i, yJ:/\yja Ug = /\Uk
el jeJ keK

Hammomena 4.4.1. Kako pajiumo HaJl tojbeM [Fo, KIUHACTU TTPOU3BOJI KOMYTHPA,

Te He MOPAMO OPUHYTH O PEJIOC/IE/y eJIeMEHATA.

Bagzy [lleBanun-AjnendeproBor KOMILIEKCA YUHE €JIEMEHTH 00JIUKA £ A Yy A Uk
uzAxr ANys A ug, 3a Mehycodno nucjyakrae ckynose I, J n K, te je V, da3zun
KOMILJIEKC.

Hedurnmmmo ynapusame M y rpady Gvg, Ha ciaenehn madmm:

M:M1UM2,I‘,D;6 je
M1:{z/\:clu{t}/\yj/\u;(—>x1/\yJu{t}/\uK } 1§t<min(IUJ)},
My={2ANz; Nug — y ANug | 1 <t <n}.

JIema 4.4.1. [Ipewizogro gedpunucaro M je Mopcoso yuapusare y tpapy Gv, .

Hoxka3z. Henocpenno uz nedwununuje ciequ ga je M 3amcra ymnapubame. 3a
9BOpOBE (v U (3 3a Koje Baxku o — [ € M, Takohe ce jtako MOXKe ITOKa3aTH J1a je
d, 3 n3omopduzam. Ha npumep, 3a o« — f € M;, u oarosapajyhly KOMIOHEHTY

TPAHUYIHOT OIepaTopa, MMaMo

dap(z NTrom ANys Nuk) = [z, Nxp Ayg Aug = 21 AYgupy A Uk,

omHOCHO d,, 5 je n3oMopdu3aM (He OPUHEMO 0 3HAKY Y IPETXOAHAM jeJHAKOCTHAMA,
jep pamumo man nomeM Fy). Cmmano, 3a o — [ € My, nodujamo na je dap

nzomopduzaMm. [lokarkumo 1a He TIOCTOje yCMepeHU IUKJIYCU Y GQ,JQ .
n
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VYKOINKO UMaMO IyT
.Z'[/\yJ/\UK —>Z/\ZE/I/\yZ]/\U/I( —>(13[///\yJ///\uKu

y G% , TJle Cy IIpBa JBa 4BOpa ynapeHa, Taja cy jacuo J u J” Henpasuw, u
Bazkn min(J) < min(J"). dakie, He MOXKEMO IIPOLYKUTH IIPETXOAHM IIyT TAKO Ja

IIOHOBO CTUTHEMO Y X7 A Yy N\ ug. Y Cydajy Jia UMamo IIyT
ZANT AYs Nug — Ty ANy AU = 2 Nz Ayge N ugen,

y KOM Cy IIOCJIe/Ifhba JIBa YBOpa yIapeHa, IOHOBO Jodujamo jia cy J u J” menpasmu,
u jga Baxku min(J) < min(J”). Oryna, na ocaoBy Teopeme 4.1.1, ciaemu na je M

MopcoBo ynapupambe. Il

[Tomohy ymapuBama M, j10dujaMo MOTIYHU OIUC XOMOJIOMIKUX T'PYIa §, IIITO

je mperusHuje onucaHo cjeiehoM TeopeMoM.

Teopema 4.4.1. I'enepuwyha pynxyuja Betiujesux dpojesa Jlujese ariedpe g, je
gata ca

S dim(Hi(ga, K))at = 5(1+)(1+ )" + (14 22)")

i>0
Hoxka3z. Hajupe hemo nokazaru na je rpammann omeparop na 7(Vy,) (7 je 3a-
nmato Ha V,, mnomohy (4.1)) rpusmjaman. Ilo teopemu 4.2.1, mmahemo na je
dim(H;(gn, k)) jennaka Opojy M-kKpurudHuX YBOpOBa y nuMensuju i. Ha Kpajy,
n3pagynahemo 6poj M-KPpUTHIHUX YBOPOBA, U TUME MTOKA3aTU TBPHEme TeopeMme.

M-kpuTrdHe YBOPOBE MOXKEMO OIMCATU Ha cjaejehn HavuuH:

xyANysANug, tneje IUJ #@u min(fUJ)el, wmIUJ =g,
2Nz ANysANug, tnejelUJ # G u min(IUJ) e J wmIUJ=g.

Hexka je z A x; A yjupy A ug M-xkpurnuan 4sop, npu demy je ¢ < min(/ U J).

Cayuaj I = @ je TpuBHjasiaH, jep BaxKu
drn(z Nz Ayjoqy AN uk) = 7d(z Az Aysoqy Aug) = 7(0) = 0.
Crora, npernocraBumo Ja je I # &. Nmamo

dm (z/\x[ N Ygugn /\uK) =d (z/\a:‘; N Yyuity /\uK) + dod (z/\xf N Yo /\uK)
=d(zANxr Aygopy ANuk) +do Y, o Ty A Ysotig A uk
=d(z Axr ANysogy AN uk) +d 35 e 2 AT gapogs A Yaogy A k.
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[Tpumernmo j1a je

d (Z ANxr NYjgugey N UK) = Z Tfiy N Yaofity N\ Uk,
1€l
U Ja BaxkKu

d Z 2 N Z(\{inhofty N Yaufiny N Uk = Z Tn\{iny N Yaufin,ey N UK

1€l 1€l
+ Z T(N\{irin})0{t} N YJ0lirin} /N UK
1i1,i9€1
i1#00
= Z TN\fir} N Yauliy N Uk
el

Cana nmamo
dm (z Nz Ny N uK) =2 le\{il} N Ygugiey N ur = 0.
1€l

3a M-kputudad 94Bop Ty A Yy A Uy BaxKu
dr(z; ANys ANug) = md(xr ANys ANug) = 7(0) = 0.

OBume cMO TIOKa3aJIM J1a 3a CBAKW KpuTu4daH 4Bop « Baxku dr(a) = 0. Ha ocHoBYy
jennakoctu (4.2) (npunarohene xommaekcy Vg, ), CIean 1a je TPaHIYHE OLepaTop
ua 7(Vy,) TpuBHjaIaH.

[Tpeocraje mam ma mpedpojumo KpurTwdaHe uBopoBe. OsHaumMmo ca [n] cKyn
{1,2,...,n}. 3a dukcue L C [n] u K C [n]\ L, kpurnunux M-IBopoBa 0d/IHKa
Ty Ay Aug 1z Axp Ays Aug, Koju 3agoBosbasajy I UJ = L uma no 2/F-1 y
caydajy fa je L # &. Axko je L = &, umaMo caMo 10 jeJlaH eJIeMEeHT 3a CBAaKHU OJT
OBa JIBa THUIIA.

Crora, y cymu 3a (OyHKIH]y renepaTpuce, oBu ejementn jgorpunoce 21H1(1 +
2)x!HHAK 58 [ £ @) m (1+2)225], y cynporrom. Komaumo, cyMupameM 1o cBIM

L n K, nodujamo

Zdnn i(gn, k Z Z olLl-1 (1+ )z ILI+21K] Z 22K

>0 0#LC[n] KC[n]\L KC|n]
1
=51 +x) > )M 2y (@)
BALC[n] KCln)\L K<)
1
:5(14_55) Z Z (2a) M (%) K] + Z 2)IK
n] KC[n]\L KC[n]

= %(1 +2) (1+2z+2)" + (14 2)").
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IIpumep 2: MarautyaHa xoMoJioruja crtadasa

MaruuTygHa XOMOJIOTHja TPEJICTaB/ha aJaredapCcKy MHBAPUjAHTY MIPUIPYKEHY
rpady Koja Mepu HmeroBe MeTpUIKe ocoomHe. Y HacTaBKy, mpukaszahemo pesyarar
[ya [21], xojum ce oapebhyje MaruuTyaHa XOMOJIOTHja cTadasia IPUMEHOM ajredap-
cke Teopuje Mopca.

Heka je G = (V, E) koHauaH HeyCMepeH moBe3aH rpad, ca CKyIoM IBopoBa V
u ckynoMm rpana FE. 3a u,v € V, pactiojare n3mely IBOpoBa u 1 v IPEICTAB/bA

nyxkuny Hajkpaher myra (mogpasymeBamo Ja je JLy>KHHA IyTa Vgl . .. U jeTHAKA

k) koju ux mose3syje. 3a Hu3 uBopoBa X = (ZTg,...,Tk), T; # Tir1, JeDUHAIIEMO
BETrOBY JIy2KUHY Ca
k-1
l(x) = (i, Tiv1)-
i=0

Hanomena 4.4.2. 3a mu3 x = () nogpasymenamo ¢(x) = 0.

Hedbununmja 4.4.2. 3a pap G = (V, FE), duipagyucany, AaHYACTIU KOMTUNEKC
MC, .(G), gedunucan ca

Mck,é(G) =17 <($07 s ,.flfk) € VkJrl t T 7£ Lit1, €<x07 s ,Cll'k) = £> )

7ge je ParuNHU 0Uepatiop

k—1
6(1170,...,.f17k) = (_1>Zaz(x077xk)7
i=1
3a
(Toy ey Tiy ey i)y, UToye ooy Tiy ooy xp) = LTy -0y Tk,
ai(an s ,.fl'}k) =
0, uHae,

HA3UBAMO MATHUWYIJHUM KOMUAEKCOM z‘pagﬁa G, a relosy ZEO./VLO./LOZ_ij
MH]C’((G) = Hk(MC*,g(G))

HABUBAMO MATHUTAYGHOM LOMOAOTUJOM Tpada G.



I'IABA 4. AJITEBAPCKA TEOPUJA MOPCA 66

Hexka je T cradmo. VY mormyHocTm heMo ommcaTwm MarHUTYIHY XOMOJIOTH]Y
on 1" koHcTpyKIHjoM ojaroBapajyhux MopcoBux yrapuBama M, Ha KOMILJIEKCHMA
MC, ¢(T'), 3a cBe ¢. Pammnujy Mopcosux ynapusama M, cmarpahemo Mopco-
BuM ymapusameM M nHa komiuiekcy MC, . (T'). Cama HaBOAMMO KOHCTDYKIIH]Y
yIapuBamba.

3a sBa uBOpa u U v, 3a Koja je d(u,v) > 2, ogHaunMo ca o(u,v) jeJMHCTBEHOT
cycesa 9YBOpa U KOjU NMPHUIAJIA jeJuHCTBeHOM Hajkpahem myTy o u Jjio v. ExBuBa-

JIeHTHO, 0 (u,v) je JaTo ca
Ay o(w o) =1, d(u,v) = 1+ d(o(u,0),0).

3a cse ¢, na bazunm exementuma kommekca MC, (1), nedunumemo ynapu-
Bame M, Ha ciaemehu HaYMH.
3a (zg,...,x;) € MCy(T'), nexa je j HajMaru HHIEKC 33 KOJU BayKi 0ap jeIaH

OJ1 JIBa yCJIOBA:
1. j>2nxjq =0(zj_2 ;);
2. d(zj_q,x5) > 2.
ITpBo mpaBwiio (Spucame): AKO je UCIYHEH NPBU YCJIOB,
(s ooy Tj2y Tj1, Ty o Tg) = (Toy v oy Tjo, Tj ... Tx) € M.
Apyro npaBusio (ymerame): AKO HUje UCIYHEH IIPBU yCJIOB, a jecTe JIPYTH,
(s, Tj1,0(Tjo1,T5), Ty .. k) = (Toy vy Tjo1, Tjy . .. Tg) € M.

[Ipumena oda mpaBusia 3aucra oArosapa rpanama y rpady Guc, ,(1)-
Hanwme, ako je z;_1 = 0(xj_9,x;), OHIA Xj_1 JIEXKH Ha jeJUHCTBEHO] Iy TALU OJf

Tj_o 10 T, A je
d(x-o, ;) = (22, 2j1) + d(2j-1, 7).

Hakie, dpucarme ;1 He Mema LyKuHy Hu3a. VIcTo Baxku 3a ydanusame o (x;_1, ;).

Hajpe, yBepumo ce na je M ynapuBambe.

Jlema 4.4.2. [Ipetizogro gepunucarno M je yuapusarse.
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Hoxka3z. Heka je x = (zg,...,Ty) T€HEPATOP MATHUTY/IHOI KOMILJIEKCA U HeKa je j
HajMarmbd WHJIEKC HA KOM Ceé MOYKE TPUMEHUTHU jeTHO OJ IPABUJIa YIIapUBaIba.

[IpermocraBuMo Hajupe Ja ce IpHMeibyje IPaBWIO yMeTama. Tlaja mMamo
d(z;_1, ;) > 2, n nupaBmwIO OpHCcama ce Ha TOM MeCTy He MoxKe npuMmenutn. Heka
jew=o(zj_1,z;)) ny = (zo,...,Tj_1,W, Tj,...,T).

[TokazahemMo 1a ce Ha y IpUMebyje IIPABIIO OpUCaiba, U TO YIPABO OPUCAIHEM
4BOpa, W

3a mHIeKce Mame O j, HU30BU X U y MMajy HcTe npeduKkce, Ia ce Ha HAMa
HIjeHO IPABUJIO He MOxKe mpuMenuTn. Kaxo je d(x;_1,w) = 1, npaBuio ymerarba
ce He MOXKe HpUMeHWTH Ha nosunuju j. Takobe, He MoxKe ce IPUMEHHTH HU
IPABIJIO OpHCarba IBOpa Tj_1, jep OU y CYIPOTHOM BaxKWiIo T;_1 = o(x;_o, w).
MebhyTum, Kako w €K1 Ha JeAUHCTBEHOM IIYTY O Zj_1 JO T, U3 jeJUHCTBCHOCTHU

IyTeBa y CTAOJIy CJIEIUJIO On
zj1 = 0(zj-2,75),

IITO IIPOTUBPEYN IIPETIOCTABIM JIa Ce Ha X Ha MO3UIMjU j IPUMEmYyje IPaBHUIIO
yMeTamba.

Ha cienehoj mosunumju Baxkn w = o(x;_1,;), Ia ce IPUMEYje IPABIIO OpPU-
cama, 1 JooujaMo y — x € M.

OO0paTHO, MPeTIIOCTABUMO Jia Ce Ha X IMPHUMEbyje MPaBujao Opucama Ha I0-
3UIUJU j, ONHOCHO Tj_1 = 0(Zj_o,%;). Heka je y = (xo,...,%j_2,%j,...,T;) HA3
Jooujen opucameM x;_1. IlomTo je x;_1 cyces YBopa x;_o U JIEZKU Ha IIYTY O Tj_2
10 xj, BaxKu d(T;_2,T;) > 2. 3aT0 ce HA y MOXKe HPUMEHUTH HIPABUJIO yMeTaiba
u3mMely x;_o m ;. OHO je yjeJTHO U IPBO IPABMUJIO KOje ce MOYKe IPUMEHNTH. 3am-
CTa, CBU PAaHUjU YBOPOBU Cy UCTU KAO KOJI X, T€ je HeMOoryhe IMpuMeHUTH OUJIO Koje
npasuio. Axo Ou ce Ha y Ha TOM MecTy (Ha MECTy 9BOPA & j_g) MOIVIO IPHMEHUTH
IpaBmIO Opucama, OHxa Ou 3a j > 3 BaKmio xj_g = o(z;_3,2;). Ilomro Baxu
xj_1 = 0(xj_3,%;), & jeMUHCTBEHU IIyT OF Tj_3 JIO &; IPOJA3U KPO3 T;_o U Tj_1,
J100mjamo

Tj—2 = 0'((17]’_3, l‘j_l).

To 3maum j1a 6w ce Ha X MpaBUJIO OpHcarba MOIJVIO NMpUMeHUTH Beh Ha mo3unujn
j — 1, mrro je memoryhe.
Crora ce Ha y HIpuMelbyje IPaBUIO yMeTama, Ipu demy ce ymehe yrpaBo

o(zj_2,2;) = xj_1, u oner nodujamo y — x € M.
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[Ipema TOoMe, cBaKO ymeTarbe je MHBEP3HO ojroBapajyhem Opucamy. IlomTo je
MECTO Ha KOM Ce MPABUJIO TIPUMERYje JeIMHCTBEHO, CBAKN HU3 IPUINAJa HajBUIIIE

jennom napy. Oryna je M ynapusarmbe. O

Jlema 4.4.3. Ilpettizogro gedpurucaro yuaapusarve M je Mopcoso yuapusarse Ha

maznutaygrom xomaaercy MC, . (T).

Hoxkaz. 3aa — € M, d, g npencrasipa ,MHOXKeme ca £1, Te je nuzomopduzam.
Ocraje Ham j1a mokaxkemo jia y rpady G%C* (1) HE TIOCTOje yCMepeHH IHKJIYCH.

[IpernocTasuMo cympoTHO. Tasa MOCTOju Ae0 yCMepeHoT IUKIIyCa 0OJIIKA,
a— B —a,

npu demy Baxu « — S ¢ M u o/ — € M.

Heka je r unIeKC Ha KOM ce Ha a = (X, . .., T)) IPUMEIbYje IPABUIO Opucarba
(aBOD 7, 3a KOju ¥ — o € M mpwumaa MUKIIyCcy, ce J00uja o1 (v OpucameM YBOpa).
Hakne, z, 1 = o(x,_2,2,).

Hexa ce 8 nobuja u3 o dpucamem uBopa z;_;. Kako je o — [ rpana, mmamo
d(2j 2, 25) = d(2j -2, 251) + d(2j 1, ;).

ITokaxkumo ma ciaydaj j < r Huje moryhe. 3ancra, ako je d(xj_s,z,;_1) = 1, onna
U3 IPETXOHE jeIHAKOCTH CIeAH T;_1 = 0(Tj_2,x;), Ia OU ce IPaBUIO OpHCcarba
npuMeHmsio Beh Ha wHzekcy j < 7.

Axo je d(zj_2,xj_1) > 2, oHZA Ou Ce HPABUIIO yHAPUBAA IPUMEHUIIO jOII
panuje, Ha mapy (z;_2,x;_1). Y 0da ciIydaja JOOHjaMO KOHTDPAIUKIIH]Y.

Haxne, 7 > r. Cayuaj j = r takohe nuje moryh, jep ou tama a — 5 € M.
Crora mmamo

j>r

[Tokaxkumo 11a ce Ha [ IPBO NIpUMELYje TTPABUIO KOje OpHIlle YBOP Xy_1.

Ako je j > r + 2, dbpucame x;_; He Mema npedukc (Zo, ..., T, ), I1a IPETXOTHO
TBpherme OUUIIIETHO BaXKU.

[Ipeocraje nam ciaydaj 57 = r 4+ 1. Tana je odpucan uyBop x,.. Dbpucame x,
qyBa JyKUHY IyTa, A CJIEIN JIa Ty JIEKU HA JeIMHCTBEHOM IIYTY OJT Ty 1 JO Tpyq.
Ca apyre crpaHe, ycjioB &,_1 = 0(T,_9,Z,) KaxXKe Ja X, 1 JeXKHU Ha jeJMHCTBEHOM
IyTy OJl Ly_o JIO X, U JIa je CyCeJ UBOpa &,_o. llomro je T' cTadsio, jeIMHCTBEHOCT
IIyTeBa Jaje

Tr_1 = O-(xr—Qa 'Ir—l-l)'
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3aTo ce 1 HaKOH Opucarma T,, Ha Hu3y [ MpUMembyje MPABUIO OPUCAIba, 1A IIOCTOjU
HU3 7y 3a Koju Baxu [ — v € M. Mehyrum, o — S € M, mro je Hemoryhe, jep
je M ynapusarbe.

Crora, M je Mopcoso ymapusame. ]
Teopema 4.4.2. Mamuimygra romonotuja cadbaa T = (V, E) je gatwa ca

AR k=1/¢=0,
MH; (T) = S 72VI=2 E=¢>1.
0, unaye.

Hoxka3z. Oapeanmo KpuTudHe HU30Be 3a yrapubame M, koje je mo jevu 4.4.3
Mopcogo.

JacHo, cBu HuzoBu (u), 3a uBopose u € V, cy kpuruynu. 3a k > 1, ako
je (xo,...,xr) KpuTHUYaH, OHJa Mopa BaxkuTu d(z;, x;+1) = 1, 3a cBe i, jep Om
y CYNPOTHOM MOIJIM J[a IPUMEHHMO [PABUJIO yOaluBamwa o (T, Tiy1), 38 HEKO 1.
Hwuzosu (u,v), 3a uwv € E, ¢y crora KpUTHYHH.

ITpermocraBumo caga na je k > 2. 3a 2 < j < k, 9BOPOBH Zj_9 U Tj_i Cy
CyCeJlHH, KaO U Zj_1 U T;. YKOJUKO OU BaXKWUJIO T,_g 7# T, JEAUHCTBEHH IIyT OJ
Tj_o IO xTj OWMO OU T;_9 — xj_1 — T, Te je xj_1 = o(xj_o, ;). Mebhyrum, morun
OMCMO JIa TPUMEHNMO IIPABIJIO OPUCaha, IITO je Y CYIPOTHOCTH Ca IMPETIIOCTABKOM
na je Hn3 Kkputudad. IIpema Tome, x; = ;9 3a cBe 2 < j < k. Csenu na cy cBu

KPUTUYHI HU30BU JATH y jeJHOM og ciefeha jaBa obimka:
o (xg)3azp€EV.

e (xg,...,xy), nae ce Ham3MeHWYHO pehajy YBOpOBU Ty M T 3a KOje BaKu
Tox1 € E.
Hakse, cBu MopcoBu KoMILIeKcH, 3a ynapubama My, cy KOHIIEHTPUCAHU Y
creneny {. Crora, nmpumerHom Teopeme 4.3.1, 3a £ = 0, umamo

MH, (T = 7!V

Hasbe, kako je T' cradmo, umamo |E| = |V| — 1. 3Ba cBaky HeopujeHTHCAHY TDaHy
uv € F mocroje nBa KpUTHUYHA HU3a — jeJaH KOJU IOYUIbe Ca U, U JAPYTU KOjU

nountbe ca v. Omer, mpumenom Teopeme 4.3.1, 3a £ > 1, nodujamo
MH,,(T) = 7*V1=2.

OcraJjie XOMOJIOIIIKE TPYIIe Cy TPUBHUjaJIHE, Te je TBpheme TeopeMe MmokazaHo. [
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