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HacsioB macrep paga: Ananurwdku u rpadudKu IPUCTYI PeIlaBamby jeTHa-

qMHa U HejeTHAINHA

Pe3sume: VY oBoMm pajy pa3zMarpa ce OJHOC aHAJUTUYKOT U I'padUIKOr METOo/Ia
IIPU pellaBaiby jeJIHAYNHA U HejeJHAYNHA, Ca IUJ/beM JIa Cce MOKaXKe Ja I'paduyuKu
METO/I TIPEJICTaB/ha PABHOIIPABAH, & y OfpeheHuM KjacaMa IIpodJieMa U CyIepu-
OPHUJjU MHCTPYMEHT y OJHOCY Ha aHAJUTUIKM mocryrmak. Cucremarnsyjy ce Te-
opujcke ocHOBe O (PyHKIMjaMa U OCOOMHAMA €JIEMEHTAPHUX (PYHKIIHja, & 3aTUM
ce JIeTa/bHO AHAJM3UPA]y TeoMeTpHjcKe TpancdopManuje rpaduka (TpaHCIanja,
peditekcuja, auaTanyja 1 TpaHcOpMAIja arcoJyTHOM BPEIHOIINY) U FHIXOB
yTHUIA] Ha OpOj W MPUPOJY PeEIeiba jeTHATNHA U HejeTHATMHA.

Nsnoxkena teopuja nmpuMemyje ce Ha HU3 KOHKPETHUX 3a/I[aTaKa, PA3BPCTAHUX
IIpeMa MEeTOJIOJIONIKO] TTOTOIHOCTH: 3aJlaTKe KOJI KOjuX rpadudku MeToJi OUTHO
OJIAKIIIaBa, pellaBambe, 33/IaTKe ca IapaMeTpuMa, 3aJaTKe KOJ KOjUX aHAJUTHIKO
perieme Hije U3BO/IJbUBO Y 3aTBOPEHOM OOJIMKY, Kao U ojiadpaHe 3a/1aTKe ca Mpu-
jemuux uncrmra Maremarumyakor dakysirera y Beorpasy.

Ha ocHoBy cTedenux 3amnakarma (GOPMYJIUIILY ce KPUTEPUjyMu 3a n300p uamehy
aHAJIUTUIKE U rpaduuKe METO/Ie PelaBama: J1a Ju ce IpaduK yOIIIITe MOXKe II0Y-
3/IaHO CKUIUPATH, JIa JIU CE Ca CJIMKE MOXKE IIPEIU3HO OYUTATU TPAXKEHA BPETHOCT
7 KaKO IapaMeTap y 33/IaTKy yTude Ha Opoj pemiema. Tume ce, mopes mpakTUIHOT

YIIyTCTBa 3a M300p MeTOoe, MOKa3yjy U IpaHulle caMe rpadudke MeTo/Ie.

Kipyuyne peun: rpaduk dyHKIMje, reoMerpujcke TpaHchopmalmje rpaduka,
AHAJIUTUIKA METOJ, I'padpuiIku MeTOj], TpaHCJaluja, JAujaaTarnuja, pedJekcuja,

3a/Iall Ca IMapaMeTpoM, TPAHCICHACHTHE (DYHKIII]e
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I'maBa 1

YBOI

[Tojam dysKIMje jemaH je o HAJOIIITUjUX IIOjMOBA MaTeMaTUKe, a UCTOBPE-
MEHO U jeJlaH 0J] OHUX KOjU HajHEIOCpeHIUje OUCYjy cBeT oKo Hac. Kaj rom jegHa
BeJIMYMHA 3aBUCHU OJI JIpyTre, ped je o dyHKImoHa Hoj Be3u. lIpBa dynkimja ca
KOjoM ce yueHHK cpehe jecTe mHeapHa, a IeHa HAJIIO3HATHjA MPUMEHA, KPETAbhe
CTAJTHOM OP3WHOM, IIOKa3yje OHO INTO JInHeapHy (DyHKIHjy U ofpebhyje: jeIHaKoj
IIPOMEHU apryMeHTa OJroBapa jeiHaKa IpoMeHa Bpejanoctu. Pacnaj paJinoakTus-
HOTI' MaTepujaja IOoHAIa ce jApyraduje. ¥ jeJHAKUM BPEMEHCKUM pa3MalliMa He
HecTaje MCcTa KOJWIruHa MaTepujaja, Beh mporopruoHa iy J1e0 OHOra IITO je IIpe-
octaso. 3aTO MaTepujasia OMBa CBe Maibe, aJll U I'YOUTAK IIOCTaje CBe Marbu. 1aj
00JIMK ITpOMeHe HUjejiHa JImHeapHa (DYHKIIMja HE MOXKe ja omnwuiine. TakaB OOJIMK
IIpOMeHe OIuCyje eKcroHeHujana dyukiumja. Ocnuialyje KjiaTHa He CIIaajy HU
y jeJIHy OJI Te JBe BPCTe, jep ce IMOJIOXKAj KJIaTHa He Memha TpajHo, Beh ce Bpaha Ha
ncto. TakBo MoHAB/bAHE Y MPABUIHUM Pa3MalliMa jeCTe TEePUOIUTHOCT, CBOjCTBO
TpuronoMmerpujckux ¢gyuxnuja. Paziuka mehy oBum nojaBama uuje y dbopmysiama
KojuMa ce 3amnucyjy, Beh y ocodbmnama koje ux ojapebhyjy.

Axo cy ocodune ono 1mTo yHKIHjy oapehyje, mocraB/ba ce MUTAmE KAKO 0
mux gogasumo. DyHKIHMja ce MOXKe 3aJaTh Ha BUIIE HAYMHA. 33 OBy TEMY
Haj3HAYAJHUJU Cy aHAJTUTUYKU U rpadUdKu, & CBAKU OJI IbUX T€ OCOOMHE OTKPUBA
Ha cBoj HaumH. U3 dopmyse ce oHe M3BOJAE PAIyHOM, TAa9HO AU TOCPEHO; Ca
rpaduka ce YnTajy HEIoCpe HO, ajlu He yBeK Ioy3/aano. [Ipeamver oBor paja jecre
onHOoC m3Melhy Ta j1Ba HaUMHA IPEJICTAB/balba, Y KOHTEKCTY pelllaBamba jeTHaunHa
U HejeTHAYUNHA, & MUTabe KOoje IIPeJ] COOOM ITOCTaB/haMO TJIACH: IIITa ce ca rpaduka
cMe TIOY3/IaHO 3aKJbYyIUTH, & MITa ocTaje popMyan?

YV HacTaBHO] MPAKCH TO MHUTAE CE€ PETKO IOCTaB/ba, jep ce IPaduyuKu MeTOJT



I'JIABA 1. YBO/[

Hajdernhe CBOIM Ha TEXHUYKO IPpTaibe rpaduKa, Ha HEIITO IITO JI0J1a3U TeK HAKOH
IIITO je 3aJaTaK pelleH, Kao miycrpamuja pesyarara. OBaj pa mojga3u O JApyra-
Ynje IpeTIoCTaBKe: Jia je rpaduk caMocTaaH ajar 3a pemaBame. [lub je ma ce
IIOKaXkKe y KOJUM ITPodJIeMuMa je Tpadprdkd MeTo/T paBHOIPAaBaH aHAJIUTUIKOM, Y
KOjUMa je MOTOJHUJU O] Ibera, & y KOjuMa OCTaje HEeJOBOJ/baH. 1eXKUINTe je 1mpu
TOMEe Ha TPAHCIEHJIeHTHUM (yHKIHjama u GyHKIIjaMa ca IapaMeTpumMma, jep ce
KOJT IbUX IPEJTHOCTH IpadUYKOr IPUCTYIIA HajjacHUje UCIIOHbaBajy.

N3znarame nipatu Taj pegocaes. ¥y TJIaBU 2 CUCTEMATHU3Y]Y Ce TEOPUjCKa 3HAHA
o ¢dyHKIHMjaMa HEOIXOJHA 3a Jda/be M3jarame — MojaM (YHKIMje U UHBEP3HE
dyHKIMje, OCHOBHE OCOOWHE U Iperjejl ejeMeHTapHuX dyHKimja. [aBa 3 1o-
cBehena je reoMeTpujcKuUM TpaHcdopmalimjama rpaduka U yTUIA]y TapaMeTapa
Ha OpOj M LPHUPOIY pelleha jeJHadnHa Koje XKEeJIUMO J1a PEITUMO ITPUMEHOM I'pa-
duukor Meroga. ¥ riaBu 4 TH pe3yJITaTA IPUMEIbYjy ce Ha KOHKpEeTHe 3aJaTKe,
pa3BpcTaHe IMpeMa METOO0JIONIKO] IOTOJHOCTH, a IJIaBa Ce 3aBpIlaBa aHaJU30M
0/JadpaHnX 33/laTaKka ca MPUjEMHUX UCIHUTA. Y TJIABH O 3allaKarba CTeYeHa KPOo3
periere 3a1aTKe (DOPMYJIHIITY Ce Ka0 KPUTEPUjyMH 3a u3D0p MeToJie U yKa3yje ce

Ha I'paHulle rpaduyaKor IpuUcTymna, J0K ce y riasu 6 cyMupajy OCHOBHU 3aKJbY YITH.



I'nmaBa 2
PDyHKIIje - TeOpHUjCcKe OCHOBE

VY oBoj riaBu cucremarunzoBahieMo Teopujcka 3Hama 0 MYHKIIMjaMa HEOIIX0/IHA
3a pa3dyMeBaibe aHAJUTHYKe U rpadudke MeTOJe KOje Cy IMPeJIMET MPOydaBama Y
HapeJHUM ToTIaB/buMa paja. Hajmpe hemo yBectu nojam pyHKIHje U 110jaM HeHe
nHBep3HEe (DYHKIINje, HAKOH 1Yera he OUTH M3JI02KEHEe OCHOBHE ocobmHe (bYHKITHja
KOje IpeJICTaBsbajy HEOIXOJI[aH TEOPUjCKHU alapaT 3a aHaJIN3y KOHKPETHHX KJiaca
dyuknuja. [Torom hemo HaBecTn ejiementapue (yHKIHje, a IMOceOHA MaXKmba duhe
nocsehena TpaHcIeHIeHTHUM (DYHKIIHjaMa, KOje MPEeJCTaB/bajy TJIABHU IMPE/IMET

pa3MaTparma OBOT' Pa/ia.

2.1 Ilojam dyHKIUjeE

Usnoxkene nedununrmje u ocodnne dyHkIimja Mory ce nahu y [1].

Heka cy X u Y menpasnu ckynosu. llpaBuio f koje cBakoMm ejieMeHTY cKyIia
X nonesbyje jeIMHCTBEHH eJIeMeHT cKyma Y HasuBa ce (pyHKIMja u3 cKkymna X y
ckym Y. VY anaredpu yodmuajeHo je ja ce mojaM (yHKIIHje yBOJIU MOMONY TojMa

penalmja, Tako Ja mojaM (YHKIFje MOXKEMO Ipelu3upaT Ha cjegenn HaduH:

Hedbuunnmja 2.1. Heka cy X u Y ckynosu u f penanuja uz X y Y (1j. f C
X xY). 3a penanyjy f kaxemo ja je dyukimja uz X y Y unumeno f: X — Y

aKo
1. Vxe X) (3yeY) (z,y) € f;

2. (x,y) € f, (x,10) € f = y1 = 1.



I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

Yemoom (1) mare nedununumje 3axreBamo jaa je dyukiuja f nedunncana Ha
nestoM ckyty X, a ycios (2) roBopu fa je f jemHO3HAYHA, Tj. Ja jeJHOM €JIeMEHTY
x € X MOXKe OJ[roBapaTu caMo jeJIlaH eJleMeHT y € Y .

Axo je (z,y) € f, numemo y = f(x). Emement x € X ce 30Be opuluran, 10K ce
3a eseMeHT Yy = f(x) KOPHUCTH TEPMUH CAUKG eAEMENTLG T I 6PEGHOCTT PyHKyuje
y Tauykud x. Y CIAydajy Kaja T MpeCcTaB/ba IMPOU3BO/bAH eJeMeHT n3 X KarxKeMo
Jla je T apilymenll WM HE3a8ucha Upomennusa, a y = f(x) sasucha apomenusa.

Ckyn X koju mpec/imKaBaMO 30Be ce JIOMEH Win odJiacT neduHUCAHOCTH,
a ckyn Y ce 3oBe kojmomeH dyuknuje f. Ckyn ciauka f(X) HasuBa ce ckyu
epegroctiv, dyukiuje f. Ckyn ciamka cBux ejeMenara r € X obdejexkaBaMo ca
f(X). Ouursenno je na je f(X) CY.

[Ipomena jgomena mim KojioMeHa (YHKIHMje MOYXKE 3HATHO NMPOMEHUTHU HHeHe
ocodomne. 3a aBe dyukimje f1: X7 =Y fo: Xo = Y5, ako je X1 C Xo, Y1 C Y,
u fi(z) = fo(x) 3a cBako = € X;, KaXKeMO Ja je fi cyorcerve WK PECTUPUKUUIQ
dyukmje fo, a ma je fo upogyorcerve mm exciienduja dyaxiumje fi. Cuernumjanan

ciydaj Y7 = Ys, osnauaBamo kpahe ca fi = folx,.

Hedbunaunmja 2.2. 3a dyukiujy f: X — Y kaxkemo na je
1. nujekTuBHA (,,1-1%) ako Baxku 1,22 € X A f(21) = f(22) = 71 = 293
2. cypjektuBHa (,Ha") ako Baxu (Vy € Y) (Jx € X) y = f(z);

3. DujeKTMBHA aKoO je WHjeKTUBHA U CYPjeKTUBHA.

Axo je pyukmmja f : X — Y Oujekmuja, moxkemo jiepunHncaT HOBYy (DyHKITH]Y
Kojy hiemo osmagasatu ca f~! u 3Baru mHBep3HOM dyHKHUjoM GyHKIHje f.
NuBep3na dyHKIMja CBAKOM €JIEMEHTY Yy € Y TpUJIPYXKYje OHaj eJleMeHT cKymna X

KOJU ce y TO y mpecankaBa pyHKmujom f.

IIpumep 2.1. Keagpatina gynryuja f: R — R, f(z) = 2* nuje nu unjeximiuena
(nap. f(—=1) = f(1) = 1) nu cypjexiueha (ne tocwioju r € R wakeo ga je
f(x) = —1), @a camum Wum Hu dujexliuena, We He UOCTOJU HEHA UHBEPIHA
pynryuja. Mehywum, pecmpuryuja f|io 400y : [0,+00) = [0,400) jectue dujex-
yuja, 4a UHEEP3HA PYHKUUIA (f|[07+oo))71 (x) = T GocWoju u Ha3usa ce KopeHom

PyHKYUTOM.



I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

Hedbunnunuja 2.3. Heka cy X, Y u Z ckynou u f : X - Y, g:Y — Z.
Oyukmuja h : X — Z, nedunncana ca h(x) = g(f(z)), Ha3uBa ce cJIO2KE€HOM

dyukIjom wim kommnosumujom dyuknuja f 1 g u o3HauaBa ce ca h = go f.

Oyukrmuja f : X — Y Moxke OuTu omnucaHa Ha BHUIlle HadnHA, MeDy Kojuma cy
Haj3HavYajHUja TPU: TAOJIMIHO, aHAJIUTUYKU U TPAPUIKH.
Tadaumuau HaumH: OyHKIN]Y 3a/1ajeMO KOHAUYHUM CKYIIOM ypeheHuX mapoBa

(z, f(x)) npukazanux y obJIHKY Tadee:

i ‘1‘1 To ... TIp

y:f(af)‘yl Y2 oo Yn

[Ipegroct oBako onucane yHKIHjE jeCTe IITO je TO y HEKUM CJIyIajeBUMa je IMHI
Ha4YUH 3a/aBarba (PYHKIHje, JOK je MaHa HeMOI'yhHOCT ojipehuBarba BpPETHOCTH
dyHKIMje n3BaH MoJIaTaKa JTaTHX TAOEIOM.

Anamurunuyku HauymH: DyHKiuja ce 3a7aje HOpPMYJIOM, Tj. AHATUTHIKAM
n3pa3oM Koju ozapelhyje Ha KOju HauWH ce cBakOoM & € X NPHUIAPYXKYje BPEIHOCT

f(z). Paznukyjemo Tpu OCHOBHa OOJIMKA AHAJIUTHYKOD 3a/1aBakba:
1. ekcrmruran obmuk: y = f(x);
2. mvmmunmtHE oduuk: f(x,y) = 0;
3. mapamerapcku odsuk: x = @(t), y = (t).

[IpegHoCT KCHIUIIUTHOT U MApaMeTapCcKOr 0OJIMKa (PyHKIHja je MOryhHOCT Tad-
HOT' U3padyHaBama BPETHOCTH (QYHKIMje 3a OMJIO KOjy BPEJHOCT apryMeHTa, Kao
1 npuMeHa (POpPMaJIHUX MaTeMaTUIKAX MeToja Koje oMoryhasajy aHAJHU3y OCO-
omna dyuknuje. Mana aHAJIMTUYKOT 33/laBarba JIEXKU y HeroBOj alCTPAaKTHOCTH,
300r Koje ce u3 came (popMmyJsie TEIKO MOXKe CTehu MHTYUTUBAH yBHUJ Y OCOOMHE
dyHKIHjE.

I'padburukm mHaumn: PyHKMja ce MPeICTaB/ha CKYIIOM TavYaKka y KOODIUHAT-

HOM CHCTEMY.
Hedbunnnmja 2.4. ([2]) Heka je f: X — R dynkmuja, X C R. Ckyn
Ty ={(z,f(z)) |z € X} CR?

HasuBa ce rpaduk pyHkimje f.



I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

[IpennocT rpaduykor npukasa jecte HEIOCPEIaH, BU3YEJTHU YBU/T Y TTOHAIIAE
dyHKIHje, JIOK je Mana Moryha HeTAYHOCT MPUJIMKOM OYHTABaIba BPEIHOCTH Ca
rpaduka.

OBa Tpu HaumHa 3ajaBama HUCY Mehycodno mezaBucha. llpesazak u3 jemnor
obJiMKa y JpYyru je Moryh, aJim IOoHeKaJ i oTexKaH. YHIpaBo ojHoc u3Mely anasm-
TUYKOT U rpadUIKOr HAUUHA TIPeJICTaB/batba (DyHKIMje U Me))yCODHO JI0ITy IbaBaibe
MIPEIU3HOCTU TIPBOT M OYHUIJVIEHOCTH JPYTOr IPEJICTaB/ba IMEHTPAJIHY TEMY OBOT
pajia, ToceDHO y KOHTEKCTY pelllaBarba jeJIHaYNHA U HejeHaInHa.

Hedbunumuja GyHKIEje TaTa je 3a TPOU3BOJbHE HempasHe ckyrnoBe X u Y.
Y oBoM paJiy orpaHmvYaBaMo ce Ha peajiHe (PYyHKIMje peajiHe ITPOMEHJ/bUBE,
onHocHo Ha pyHKImje odmmka [ : X — R, rme je X C R. V mabeMm TekcTy, OCUM
aKo JIpyradnje HEje HaBeIeHO, MOJ IMojMOM (YHKIHja MojapasyMmeBahemMo peasHy

dyHKIMjy peasiHe MPOMeH/bUBE.

2.2 OcHoBHe ocobuHe YyHKIIHja

Y oBoM morJIaBJby JieTasbHIje heMo 00paiuTH HEeKe O OCHOBHUX OCOOMHA (PYHK-

nuja Koje he HaM KOPUCTUTH Y JA/bEM PaJLy.

Hdomen dbyukmuje

Obsact nedunucanoctu jeane peasqne dyuakmmje f : X — R moxke dutn
6uso Koju menpaszan noackyn X C R: unrepsad (a,b), cermenr [a, b], momycermeHT
(a,b] u [a,b) nim yHuje Huo KOJUX O OBUX CKYIOBA, yK/by4yjyhu u uzosioBaHe
TadKe.

Y ciydajy kaja je byHKIMja 33/1aTa aHAJIUTUYKAM u3pas3oM f (&) 1Mo JJoMeHOM
peasne dyHKIMje f peasiHe IPOMEHJ/bUBE TOJPa3yMeBa ce MOJAKCKY ckyna R koju
Taj n3pas gomymra, Tj. {r € R| f(z) je nedunucamno}.

Obnact medunucanocru dyskmuje f odenexxkapahemo ca Dy.
ij:g, fa(z) = V8 —22 u
f3(x) = In(2? — 5z + 6). Mooice ce Upumemuy ga ¢y JoMeny galliur GYHKUUIa
Dy =R\ {-3,3}, Dy, = (—00,4] u Dy, = (—00,2) U (3, +00).

IIpumep 2.2. Heka cy gate ¢ynryuje fi1(r) =
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Hyne dbynkuuje
Hedbunnnmja 2.5. ([3]) Heka je f: X — R dynkmmja. 3a peasan 6poj zg € X

KakeMo Jia je HyJia dpyHkuuje f ako Baxku f(xg) = 0.

OxapebuBame Hysna dyHKIUje CBOIU ce Ha pemaBarbe jeanadnue f(x) = 0.
leomerpujcku, Hyse GpyHKIHMje MPeCcTaB/bajy alciiuce Tadaka y KojuMma rpaduk

dyHKIIHje cede x-ocy.

(-2,0) (0,0) (2,0)

Hyne dynknuje y = 23 — 4a

3Hak dyHKIHIje

Hedbununuja 2.6. Heka je f: X — R dynknuja u #Heka je ro € X. Kaxemo 1a

je dynkmuja f y Taukm xg:
e mo3uTuUBHA ako je f(xzg) > 0;
e HeraTtuBHA ako je f(xg) < 0;
e HeHeraTuBHA ako je f(xg) > 0;

e Hemo3uUTUBHA ako je f(zg) < 0.
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OnpehuBame 3HaKa (OyHKIMje CBOAM ce Ha OapehmBare MOJCKYIIOBa JIOMEHa
X na kojuma je f(x) > 0, omrocuo f(z) < 0. Teomerpujcku riesaHo, Ha WHTEP-
BasimMa Ha Kojuma je f(z) > 0 rpaduk dyHKIUje HAIA3U ce U3HAJ[ T-0Ce, JIOK Ce

Ha WHTepBaJuMa Ha KojuMa je f(x) < 0 rpaduk HaJa3W UCHOJ, T-OCe.

y= flx)

flz) >0 fl@) >0

Bnax dynxmuje y = x° — 4x

MonoToHoctT

MomnoTonocT ¢pyHKIje 03HAYaBa HEHO CBOjCTBO JIa jOj Ce ca MOpPacTOM BpPEJI-
HOCTH apryMeHaTa BPeJHOCTHU (DYHKIMje Win yBeK noBehaBajy miam yBeK cMambyjy.
l'eomerpujcku pecTaB/HEHO, OBO Jlaje JIUHU]Y KOja U3TJIe a Kao y3JIa3Ha WJIN CH-

Jlazna gunuja. PyHKIMje ca OBUM CBOjCTBOM HA3WBaMO MOHOTOHHM (yHKIIHjaMa.
Hedbununmja 2.7. ([1]) Heka je B C A C R. ®ynkimja f: A — R je:

1. pacryha na B ako (V1,22 € B)(x; < 29 = f(x1) < f(x2))

2. crporo pacrtyha va B ako (Vzi,ze € B)(z1 < 23 = f(x1) < f(x2))

3. omagajyha na B axo (Vxy, 2 € B)(v1 < 20 = f(21) > f(22))

4. crporo onagajyha na B ako (Vzy,xe € B)(x; < 29 = f(x1) > f(22))
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Ba dyskuujy f koja 3amoBosbaBa duso Koju ox yciaosa (1)-(4) kaxkemo ma je
MOHOTOHA, a 3a GYHKI]Y Koja 3a/10BoJbaBa ycoB (2) nau ycyios (4) na je cTporo

MOHOTOHA.

y = f(x)

flz)g-=--------

I
I
I
I
I
I
I
I I
! I
I
I
‘ I
|
o &
T Ta

5o ————— —

o

/

Momnorono pacryha dynkmmja Momnorono onamajyha dynkmmja

Y macTaBKy HaBOJIUMO TBphema 0 MOHOTOHOCTH (PYHKIIMja Ocjiamajyhn ce Ha
2]

Teopema 2.1. Axo je ¢pynxyuja x — f(x) pactuyha, ctupoto pactuyha, otaga-
Jyha, cupoto otagajyha na B, waga je u Pynrkyuja x — — f(x) pegom, ouagajyha,

ctporo ouagajyha, pactiyha, ctwpoio pactiyha wa B.

Teopema 2.2. Axo cy ¢pynryuje x — f(x) u x — g(z) pactuyhe na B, waga
je u pynkyuja r — f(x) + g(x) pacwyha na B.

Teopema 2.3. Axo je pynrxyuja x — f(x) pactuyha na B u axo je a > 0, waga
je u gpynryuja r — o f (x) pactiyha na B.

Teopema 2.4. Axo cy Pynxuyuje v — f(z) u z — g(x) neneta@usne cwporo
ouagajyhe na B, waga je u Pgynxyuje x — f(x)g(x) nenetatmuena cwporo oua-

gajyha na B.

Teopema 2.5. Axo je dynxuyuja © — f(z) Gosuwuena u pactuyha na B, waga

je pymryuja r — —— ouagajyha na B.

f(x)

[Iperxomana TBphema Baxke u y oaroBapajyhem jyaJiHoM 0OOJIMKY, HID. ,pa-

cryha” ca ,onamajyha” u odpHyTO.
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Teopema 2.6. Hexa je f : X — R cwporo monotwiona pynruyuja na X. Taga f
uma uneepany dymxuugy [, gedunucany na Y = f(X), xoja je ctipoio momo-

wona Ha Y .

OrpanudeHoct

Hedbuunumja 2.8. ([1]) 3a dbyukumjy f : X — R kaxkemo ga je orpanuveHa
0710310 (OJIHOCHO OTpaHUY€eHa 0J103/10, OrpaHryeHa) Ha X aKoO je TaKaB CKYIl FheHUX
Bpeguoctu {f(x)|x € X}, 1j. axo nmocroju M € R, takso na je 3a cBe © € X
uctnymweno f(z) < M (ommocuo f(x) > M, |f(x)| < M).

Orpanudena Orpanunyena 0J103ro Orpanunyena 0103110

ITapHOCT 1 HemapHOCT

Hedbunnunmja 2.9. ([1]) 3a ckyn X C R xaxkeMo Ja je cumelpuan ako 3a CBaKO
x € X Baxu —x € X. Oyuknuja f : X — R nedunncana Ha CHMETPUIHOM CKYILY
X je mapHa ako 3a cBako x € X Baxu f(—z) = f(x), a HemapHa ako je 3a CBako
x € X ucuymeno f(—zx) = —f(x).

CBOjCTBO TAPHOCTH, OJHOCHO HENApHOCTH (DYHKIMje MOXKE €€ UCKOPUCTUTH
IPUJIMKOM CKHIparba rpaduka. Hamve, kako cy tatuke A(x, f(z)) u B(—z, f(x))
CUMETPUYHE y OJHOCY Ha Y — OCY, 3aK/bydyjeMo Ja je rpaduk napae dbyHKIUje
CUMeTpHYaH y OJHOCY Ha y — OCy KOOpJAMHATHOr cucTema. VcTo Tako, rpadguk
HenapHe (YHKIUje je cuMeTpudan y ojHocy Ha KoopaunatHu noderak O(0,0) jep
cy tauke A(z, f(z)) u B(—z, —f(x)) cumerpuure y oguaocy Ha taduky O(0,0).

1
IIpumep 2.3. Qynxyuje x2 cosx, |x| cy aapne, gox cy Pynrxyuje 3 sinx, — ne-
x

aapre. Mehytwum, najeehu 6poj pyrryuja nucy nu GapHe Hu HeTapHe, Kao W0

cy x° — x, e”.

10
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f@)=a*

=

1 ¥ 1))

(.- &

[Tapua dynxmmja Henapna dyukimja

IlepuoauynocT

Hedbuunumja 2.10. ([2]) Mocmarpajmo dyukumjy f : X — R. Ako mocroju
no3uTHBaH Opoj T TakaB Ja 3a cBako x € X Baxu z +7 € X u f(x +7) = f(x),
KaykeMo Jia je pyHkiuja [ mepuommuHa GyHKIMja, a Ja je T meH mepuo. AkKo
je T majmamu o5 CBUX TakBUX OpojeBa T, KaxKemo ja je T OCHOBHU Tmepuos

nepuoanvHe pyHKIHje f.

Cazname ma je f mepmogndHa (QYHKIHja MOYKe KOPUCTATHU KO CKUIMPAHA

IEHOT IpadrKa TAKO IITO je JIOBOJbHO CKUIIMPATHU je Ha cerMeHTy Jykune T.

IIpumep 2.4. Qynxyuja f(x) = 1+ sinx je gepuoguuna Gynrkuuja ca 0CHOBHUM
aepuogom T = 2w, wakxobhe je u Pynryuja f(r) = cos3x GepuoguwHa ca OCHOBHUM

2
uepuogom T = ?ﬂ Oynxyuje f(x) =22+ 4 u f(x) = In (3z) nucy aepuoguune.

flx)=1+sinz 2

[Mepuoguuna dbyukmuja f(z) = 1 + sinz, ca nepuogom T = 27

11
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U3 nedununuje 2.10 nenocpenro ciene cieneha tephema, npeysera us [2|:

Teopema 2.7. Axo je T Gepuog tepuoguune gynkyuje x — f(x) u k € N, waga
je u kT tepuog pynxyuge f.

Teopema 2.8. Axo je A # 0 u x — f(z) uepuoguuna dynryuja ca ocHoBHUM
aepuogom T', Wwaga je u ynkyuja x — f(Ax) Gepuoguura ca 0CHOBHUM TEPUOGOM

Al

AcumnrTore

ITocToje Tpm BpcTe acuMnToTa (PyHKHja: BEPTUKAJHE, XOPU3OHTATIHE U KOCE.

Beprukasnne acummnTore jaBibajy ce KaJla MMaMO UPEKHUJ y JIOMEHY, IITO je
HEOIIXOJ[aH yCJIOB, aJli He U J0oBo/haH. lIpaBa © = a je BepTUKaJIHA acMMIITOTA
aKo dap jeJaH o JuMeca, xllgl_ f(z)m gﬁlggr f(x) mocroju u deckonava je.

XOpU30OHTAJIHE ACHUMIITOTE Ce jaB/bajy KaJja ce BPEeIHOCT (pyHKIHUje IIPH-
O/mkaBa HEKO] KOHAYHO] BPEIHOCTU HEOIPDAHUYECHUM PACTOM WJIM OIAJIArheM ap-
IyMEHTa, 38 Pa3JIuKy OJI BEpTUKAJIHUX acUMITOTa. AKO je 1_1>m f(x)=braejeb

x —0o0
HEeKH KOHadaH Opoj, Taja je mpasa y = b JeBa Xopm3oHTaIHA acuMmmToTa. /[lecHa
XOPU30HTAJIHA ACHUMIITOTa J00Hja Ce AHAJIOIHO, MOCMATPAIbeM IOHAIIAkbA (PYHK-
nuje Kajga r — +00. AKo je y = b u JieBa u JleCHA XOPU30HTAJHA ACUMIITOTa, OHJIA
KaskKeMo J1a je TO 0D0CTpaHa XOPU30HTAJIHA aCHMIITOTA.

Ykoyimko (hyHKIMja HEMa XOPU30HTAJHY aCUMITOTY Y HEKOM CMepY, Tj. HheHa
BPEIHOCT HEOTPAHMYEHO pacTe WM OlaJia, UIAK je Moryhe Jia ce meH rpaduk
Ipud/IMKaBa HEKOj IIPpaBoj Koja HUje Xopu30oHTa  Ha. TakBa IIpaBa Ha3WBa ce KOCA
acumnroTa. Jlakie, ykKoaumko je :Cl_i>moo f(x) BeckonauaH, Taja TPAKUMO JIEBY
kocy acumnrory. OHa mocroju ako cy oda ciejeha juMeca KOHATHA:

a= lim @, b= lim (f(x)—ax),

T—r—00 €T T——00

npu yemy mopa outu a # 0, jep 3a a = 0 g100HjaMO XOPU3OHTAJIHY ACHMIITOTY.
Tana je nmpaBa y = ax + b j1eBa Koca acumnrora. lecna Koca acuMmnTora a00uja
ce aHaJIOTHO, ITOCMATPAkeM IMOoHAIMaka PYHKIIje Kajga £ — +00. AKo ce jeBa u
JIeCHa KOCa aCUMIITOTa ITOKJIAaIlajy, Tj. aKo je MCTa IpaBa, KayKeMo Jia PyHKIHja

“Ma 00OCTPAHY KOCY ACHUMIITOTY.

IIpumep 2.5. 1. Oynxyuja f(r) = V2 +x+1— V22 —z + 1 geunucana je

30 CB8AKO T € R, Ua Hema 8epWUKAAHUL ACUMUTULOWA. OgPGQUMO acumu-

12
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wowe y = ax + b Ppynxuuje y = f(x). Ipema nasegenum gopmyarama je

Vit rtl Ve a1
a= lim =

z—+o00 x

0,

b= lim (Va2 + o +1— Va2 —x+1) =41,

r—7Fo00

we ¢y TOPu3OHWaAHe acumbiuotie gatie kpuse y = 1(z — +00) u y =

—1(x = —00).
1 3 1 3
2. Hocmatupajmo dynruugy f(x) = % Kaxo je xgﬂo% = 400,
tpasa x = 1 je eepliukasna acumtuowa kpuse. 3a KocYy acUMTTLOTLY

y = ax + b xpuse y = f(x) umamo

3
he lim (ETL°

e (x — 1)2 — $) = 5

Aaxae upasa y = x + 5 je xoca acumuwowia 36 x — £00.

f@)=Va2+ax+1-Va2—z+1

2.3 Enemenrapue dyHKIHje

Hedbuunumja 2.11. ([2]) Ilox ocHoBHUM enemMeHTapHUM (DYHKIMjaMa 1o/

pasyMeBajy ce caesehe dyHkimje:
1. Koncranrua dyukmuja f(x) = const;
2. Crenena dbyukuuja f(zr) = 2%, a € R;

13
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3. Exkcnonennujanna dbyuknuja f(z) = a*, a > 0;
4. Jlorapuramcka dbyuknuja f(z) = log, x, a > 0,a # 1;

5. Tpuronomerpujcke dbyukmuje f(x) = sinz, f(z) = cosz, f(zr) = tanz,
f(x) = cot x;

6. Uusepsue Tpuronomerpujcke dbyuknuje f(z) = arcsinz, f(x) = arccosz,

f(z) = arctanz, f(x) = arccot(zx).

Hedbunnnmja 2.12. ([2]) Pyukimje Koje ce 100ujajy KOHATHOM MPUMEHOM apPHUT-
METUYKUX Ollepaliija U KOMIIO3UIMjaMa OCHOBHUX eJIEeMEHTAPHUX (DYHKIMja Ha3H-

BaMO eJIeMeHTapHUM (pyHKIHjama.

EnemenTtapue dyHKIMje MOTy ce TIOJCIUTHU Ha aJredapcke U TPAHCIEHICHTHE.
OyukImja je aaredapcka ako ce MOXKe U3pa3uTh KOHAYHOM ITPUMEHOM OCHOBHUX
aJaredapcKux orepaluja HaJ T, OJHOCHO aKO IocToju nojuaoMm P(x,y) Takas 1a
Baxku P(z, f(x)) = 0. VY oBy KJyacy crnajajy JinHeapHa, KBaJPATHA, CTelNeHa 1
pammonasHa dyaknuja. DyHKIHUja je TpaHCIIEHAEHTHA aKo He IIOCTOjU TaKaB
[IOJIMHOM, Tj. aKO Ce He MOKe IPEJICTABUTU KOHAYHUM AJIredapCKUM U3pa3oM. Y
OBY KJIaCy CIIaJIajy €KCIIOHEHIMjaJIHa, JJOTapUTAMCKa, TPUTOHOMETPHjCKe U WHBEP-
3He Tpuronomerpujcke yukimje. Ha npumep, dpoj e = lim,,_,o(1+ 1/n)" noduja
ce TPAaHUYHUM IIPOIECOM, Ha KOM€ IOYMBajy €KCIOHEHIMjaJHa U JIOTapUTAMCKa
dyukImja, 10K ce DYHKIMje Sinx U COST yBOJE MPEKO jeUHUYHE KPYXKHUIE. Y

nasbeM pajy hemo ce baBUTH eeMeHTapHUM (DYHKIMjaMa U BbUXOBUM OCOOMHAMA.

Anredapcke dbyHKIuje
JIuneapHa pyHKIuja

JInneapuna dbyuknuja f : R — R je bynkuuja obnuka f(z) = ax+b, a,b € R,
a # 0. Peanan 6poj a je koeuyujeni upasya dbyurnuje f, mok je BpeaHocT |b|
jeaHaKa Jy>KUHU OJCedKa Ha, Y-OCH.

JIuneapna dyukmnuja f:

e uma jgomern Dy = R;

e uMa HyIy DyHKIHjEe 38 T = ——;
a

e 3HaK (DYHKIMje 3aBUCU O] 3HAKA @:

14
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b
— ako je a > 0, dyHKIja je HETATUBHA HA (—oo, —— |, a mo3uTUBHA Ha
a
b
__7+OO ;
a
. .. b
— ako je a < 0, ¢pyHKIIKja je MO3UTUBHA HA | —00, —— |, a HeraTWBHA Ha
a

(o)
__7+OO ;
a

® MOHOTOHOCT 3aBHCH O] 3HAKA a: CTPOro je pactyha ako je a > 0, a cTporo

onajajyha ako je a < 0;
® HUje OrpaHUYEHA;
e HIje HU ITapHA HU HENApHA;
® HIje EPUOJINIHA;

® HEMa BEPTUKaAJIHUX HU XOPU3OHTAJTHUX aCUMIITOTa, KOCa aCUMIITOTa HOCTOjI/I

7 TIOKJIAIIa Ce ca caMOM (PYHKITIjOM.

Ipaduk dyakumje f(z) =2z +4 I'paduk dyuxmuje f(zr) = -3z + 3

KBagpaTrHa dyHKIIja

Ksanpathna dyskmuja f: R — R je dynxuuja odnuka f(z) = ax?® + bx + ¢,

a,b,c € R, a # 0. Kpusa koja npejicraB/ba rpaduk KBajparHe (QyHKIHje HAZUBA

15
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b D
2a" 4a

ce aapabora. Teme mapabose je Tauxa T <—— ——), rae je D = b? — 4ac

JUCKDUMUHAHULA.

OBa dyukmuja f:
e nma jomern Dy = R;

e myse yHKIMje 3aBUCe O 3HaKa JuckpuMunante D = b? — 4ac:

—b+vD

— D > 0: nBe peanne Hyse T2 = 5
a

b
— D = 0: jexna (jBocTpyKa) HyJa T = _2_;
a

— D < 0: mema peajHUX HYJIa;
e 3HaK (PYHKIIMje 3aBUCH U OJ & U OJ D:

—ako jea >0wu D < 0: dyukmnuja je mo3uTuBHA Ha 1eJI0M R;

— ako je a > 0 u D = 0: dyukiuja je HeHEraTUBHA HA 1EJI0OM R;

— ako je a > 0u D > 0: dyuknuja je no3uTuBHa 3a © < T WIH T > Ta,

a HeraTuBHA 3a 1 < T < T9;

— aHaJIOrHO, Ca CyNPOTHUM 3HaIuMa, 3a a < (;

® MOHOTOHOCT 3aBUCH O/l SBHaKa a:

b

— a > 0: cTporo onaja Ha (—oo, ~og
a

— a < 0: cTporo pacre Ha (—oo, o
a

® OI'PaHHMYCHOCT 3aBUCH O 3HaKa a:

D
— a > 0: orpannvena 0103710, f(x) > 13
a

D

— a < 0: orpannvena ono3ro, f(x) < 1
a

b
), CTPOr'o pacre Ha (——, +00
2a

b
), CTPOTO OmaJia Ha (——, +00
2a

)
)

e I1apHa je akKo U caMo ako je b = 0; y cynmpoTHOM HHje HU ITapHA HU HEIapHA;

® HIje IEPUOJINIHA;

® HEMa aCHuMIITOTAa.

16
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a < 0,
D=0

a >0,
D >0

-6

V) ) \ 4 6 8
-2

a>0 a<0

Crenena yHKIja

Crenena dbyskuuja je dbyukimja odiuka f(x) = x™, n € Z\{0}.

[Tonamame oBe (OyHKIMje 3aBUCH OJI CTEIeHa 7, I1a heMo pa3IBOjUTH YeTUPHU

cirydaja.

Cayuaj n = 2k nmapuo u mosuruBHO: Dynkuuja f : R — [0,+00) obiuka

/()

— g2k,

uma jgomer Dy = R;

uma HyJsy dyukimje 3a x = 0;

je HeHeraTWBHA Ha IEJIOM JOMEHY;

je crporo omazajyha na (—o0,0), a crporo pacryha ma (0, +00);
je orpanndena onozno, f(x) > 0;

je mapna, jep Baxu f(—z) = (—x)% = 2% = f(x);

HUje TIePUOINIHA;

HEeMa aCHUMIITOTA.

17
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I'padux dbyunxuuje f(r) = z*

Cayuaj n = 2k + 1 senapuao n nmo3utuBHO: Pynkmnuja f : R — R odinuka
f‘(x) — ka—‘rl:

e uma jgomen Dy = R;

e uma Hyay dyHKIHje 3a x = 0;

e je nosuruBHa Ha (0, +00), a HeraTuBHA Ha (—00,0);

e je cTporo pacrtyha Ha IeJIOM CBOM JIOMEHY;

® HIje OIpAHUYIEHA;

e je memapHa, jep Baxku f(—x) = (—x)?t! = —2? ! = — f(2);

® HIje IEPUOJINIHA;

® HeMa aCHUMIITOTa.

18
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I'padux dynxuuje f(x) = 3

Cayuaj n = —2|k| mapao u merarmBHo: Dyukmuja f : R\{0} — (0,+00)
_ 20k —

obunka f(x) = =
e nma gomern Dy = R\{0};
e HeMa HYJy DYHKIIH]jE;
® je IIO3UTUBHA HA IIE€JIOM CBOM JIOMEHY;
e je crporo pacryha Ha (—00,0), a crporo onazajyha na (0, +00);
e je orpanmyena 0103710, f(x) > 0;
e je mapma, jep Baxknu f(—z) = (—x) 72 = 272k = f(2);

® HUje IIepUOJINTHA;

e npasa r = ( je BeHa BEePTUKAJHA aCUMITOTA, & IpaBa Yy = (0 XOpU30HTAJIHA

aCHMIITOTa.
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I'padux dynxuuje f(z) =271 = —

Cuayuaj n = —|2k + 1| mwenmapHo u HerarusHo: Qyuknuja f : R\{0} — R\{0}

obmka f(z) = x~ 1?1 = :

JRPTEETN

mva omer Dy = R\{0};

HeMa HyJTy (QYHKIIH]E;

je mosutusHa Ha (0, 400), a HerarubHa Ha (—00,0);

je crporo omayajyha Ha cBakom oj unTepBasia (—oo,0) u (0, +00);
HUje OrpAHUYIEHA;

je memapna, jep Baxku f(—xz) = (—x) Pl = =kl = £ (2);
HUje ePUOJINTHA;

npaBa r = 0 je meHa BepTUKAJHA aCUMIITOTa, a mpaBa Yy = () XOpu30HTATHA

aCHMIITOTa.

20
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. 1 . _ 1
I'paduk dyskmmje f(z) = - I'padbuk bynkmmje f(x) = 73 = o

Kopena dynkimja

Kopena dyukija, koja ce medunuiie kao nupep3 cremene dyHkImje, f je
dbynkmuja odmka f(x) = /x, n € Z, |n| > 2.

[Tonamame oBe pyHKIIMje 3aBUCH OJT BPEJIHOCTH N, 11a, heMO pa3/IBOjUTH YeTUPHU
ciryJaja.
Cayuaj n = 2k mapuo u mosuruBHo: Dyukuuja f : [0,4+00) — [0,+00),

flx) = ¥/a:
e nma gomer Dy = [0, 4+00);
e uma Hysny dyaknuje 3a x = 0;
® je HeHETaTUBHA HA IE€JIOM JIOMEHY;
® je MOHOTOHO pacTyha Ha IeJIOM CBOM JIOMEHY;
e je orpanmyena 0103710, f(x) > 0;
e HUje HU ITapHA HU HENapHA;
® HUje IIepUONTHA;

® HEeMa aCHMIITOTa.
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Cayuaj n = 2k + 1 menapuo u no3utuBHo: Pyuknuja f : R — R,

I'padux byukmmje f(x) = /z

fla) =

uma jomern Dy = R;

nMa Hyay oyHKInje 3a xr = 0;

je mosutusHa Ha (0, 400), a HerarubHa Ha (—00,0);
je MOHOTOHO pacTyha Ha IeJIOM CBOM JIOMEHY;

HUje OrpAHUYEHA;

je HemapHa;

HUje MEePUOJINIHA;

HEeMa aCUMIITOTA.

L
e,

I'pacdux bynkumje f(x) = Jx

Cay4yaj n = —2|k| mapao u mHeraruBuo: ODyuknuja f : (0,+00) — (0,+00),

fz) =

2|%:

22
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e nma gomer Dy = (0, +00);

e Hema Hyy QyHKIHjE;

e je IIO3UTHBHA HA LIEJIOM CBOM JOMEHY;

e je cTporo onaajyhia Ha meaoM cBOM JOMeEHY;
e je orpanmveHa 07103710, f(x) > 0;

e HUje HU IIapHA HU HEIApPHA;

e HUje MEPUOIUIHA;

e mpasa r = 0 je meHa BepTUKAJIHA aCUMITOTA, a mpaBa Yy = (0 XOpu30oHTAJHA

aCHUMIITOTa.

1
Ipadux dynkmuje f(z) = N

Cuayuaj n = —|2k + 1| menapHo u HeratusBHo: Pynkuuja f: R\{0} — R\{0},

f(z) = =V
e nma gomern Dy = R\{0};

e HeMma Hy/Iy QyHKIH]jeE;
e je nosuruBHa Ha (0, +00), a HeraTupHa Ha (—00,0);
e je crporo onasajyha na csakoMm oj uaTepBasa (—oo,0) u (0, +00);
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® HIje OTPAHUYIEHA;

1 1
e je HemapHa, jep Baxku f(—x) = = = —f(z);

‘2’““\V—_x _ |2k+1\y5

® HIje IEPUOJINYIHA;

e mpaBa r = 0 je meHa BEPTUKAJHA aCUMITOTA, & mpaBa Yy = (0 XOpU30HTAJTIHA

aCHMIITOTa.

1
Iz

Ipaduk dyskmuje f(z) =

Kopena dyuknuja f(r) = {/x npencrasba unsep3ny (QyHKImjy crernere dhyHK-
mje g(x) = 2. Ako je n napso, dyHKIMja g HUje DUjeKIMja HA CBOM JIOMEHY, Ia
MHBEP3HY (DYHKIIN]Y MOXKEMO JTeUHUCATH TeK HAKOH PECTPUKIINje eHOT JIOMEHa
Ha [0, +00). Ako je n Hemapro, hyHKIMja ¢ je OujeKImja Ha IeJIOM CBOM JIOMEHY
R, ma mweHa nHBEp3HA PYHKIM]ja IIOCTOjU O€3 NKAKBOI OrpaHnyerba. MoxkeMo mpu-
METUTH, HE3aBUCHO O] MAPHOCTH N, ja cy rpadunu dyuknuja f n g mehycodHo

CUMETPUYHU Y OJHOCY Ha IIPaBy Y = I.

DyHKIMja anicoOJIyTHE BPETHOCTHU
dynknuja ancosryTHe BpegHoctu f : R — R je dyuxknumja obimka

fa) =V =la =" =Y

-z, x<0.
OBa ¢dyukmuja f:

24



I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

e uma jgomern Dy = R;

e nMa HyITy dyHKIHje 3a © = 0;

e je HEHEraTHBHA Ha IEJIOM JOMEHY;

e je MoHOTOHO omajajyha Ha (—o0,0), a MoroToHO pacryha Ha (0, 4+00);
e je orpanmyena 05103710, f(x) > 0 3a cBako = € R;

e je napua, jep Baxu f(—z) = | — x| = |z = f(2);

® HIje IEPUO/INIHA;

® HEMa BEPTUKAJTHUX HU XOPU3OHTAJIHUX aCUMIITOTAa, aJIl UMa KOCY aCHUMIITOTY

Y = 3ax — +00 U KOCYy aCUMIITOTY Yy = —X 33 T — —O00.

I'paduk dyskmmje f(x) = |z

ITommHOMCKa u parnoHa/iHa (pYHKIIHja

IMonunomcka dyHkiuja je dynkmmja odmmuka f(r) = a,z" + a, 12" 1 +
<-4 a1x + ag, a, # 0, TIE CYy ag, ay, ..., a, € R xoepuyujenttiu, a n € Ny ctietier
aoauroma (npema [3]). Pyukimja f uauju je momen Dy = R mpencraspa yor-
mreme JuHeapre (n = 1) u kBagparue (n = 2) yHKIMje Koje Cy paHuje JIeTabHO
[pUKa3aHe.

3a pasnuky oj JuHeapHe W KBajapaTHe (PYHKIUje, ONINTH IIOJTUHOM BUIIEr
CTelleHa MOKe UMATH BUIIE HyJIa, BUIIE IIPOMEHA 3HAKA U BUIINE WHTEPBaJa MOHO-

TOHOCTHU Y 3aBUCHOCTH OJT N W BPEJIHOCTH KoedUIHjeHaTa, IMITO 3aXTeBa JIETAJbHY
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I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

aHa/u3y Buille ciaydajeBa. [lommHoMcka (yHKIMja je mmapHa akKo U caMO aKoO Ca-
JIPXKU UCKJbYYMBO TIApHE CTeleHe OJ X, HelapHa aKo W CaMO aKO CaJIPXKU CaMO
HellapHe CTeIleHe OJl T, a aKO Ce y MOJMHOMY HaJjla3e M NapHU U HeapHU CTEleHn
o1 x Tajta GYHKIMja HEje HU nmapHa Hu HerapHa. OHO MITO BayKM 3a CBE ITOJTMHOM-
cke YHKIIHje je Ja HUCy Iepuojudne 3a n > 1, a 3a MOJMHOME CTelneHa n > 2 u

Ja HeMa]y acCUMIITOTE.

fl)=a3—z+1 fx)=2* 322+ f(z) = 32° — 152% + 10z

Panmonanna dysnknuja je dynknuja odmuka f(r) =

gﬁg, rie cy P(x)
u Q(x) momuaom u Q(z) Huje Hysa—nonmHOM. JloMeH parmoHasHe yHKIHjE je
Dy =R\ {z € R|Q(xz) = 0}, 1j. cKyI CBEX peaJHuX OpojeBa 3a KOje MMEHUJIAILI
HUje jenHak Hyswm (mpema [4]).

Pammonasnue dyHKImje npeacraBbajy yommnTeme crenennx dbyHknuja f(x) =

™" (n € N), a »uxoB rpaduk MoxKe UMATH U XOPU3OHTAJIHY WU KOCYy U BEPTHU-
KaJIHy aCHMIITOTY MCTOBPEMEHO, IIITO CMO BuJesn Ha npuMepy dbyHukimje f(x) = —
T

(x +1)3

XOpHU30HTaJIHa 1 BEPTHUKaJIHa ) 1 Xr) = ——
(xop p ) u f(x) w1y

(Koca 1 BepTHKAJIHA).
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2 —1
xr— 2

I'padux bynkuuje f(r) =

Tpancnenaeutne yHKIje

ExcrionennujasHa pyHKIIja

Excnonennujamaa dpyuknuja ca ociosoM a, f: R — (0, +00), je dynkimja
obsmka f(x) =a®, a > 0,a # 1.
OBa ¢dyukmuja f:

uma Jomen Dy = R;

HeMa HyJie pYHKIT]e;

rpaduk dynkmuje ceue y-ocy y Tauxu (0,1), jep f(0) = a® = 1;
je mo3utuBHA Ha R;

MOHOTOHOCT 3aBUCH O] OCHOBE @

— a > 1: je crporo pacryha Ha R;

— 0 < a < 1: je crporo omajiajyha Ha R;
je orpanmvena 07103710, f(x) > 0;

HU IIapHa HU HeIlapHa;
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I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

® HIje IEPUOJINIHA;

e HeMa BEpPTUKAJIHE acUMIITOTE jep je Jiecburucana Ha mejgom R u HeMa Tadyke
npekua. [IpuinkoM mcnuTHBama XOPU30HTAJIHUX ACUMIITOTA UMaMO CJie-
nehe caydajese:

—a>1: lim a* = 400 u lim o = 0, ma je nmpaBa y = 0 xopu30H-
T—+00 T——00

TaJHa aCUMIITOTa KaJla T — —O00, JIOK Ipu & — +00 (PYHKIHja HEMa

XOPpU3OHTAJIHY aCUMIITOTY;

—0<a< 1l lima" =0wu lim a®* = 400, ma je nmpaBa y = 0
T—+00 T——00 .
XOPHU30HTAJHA aCUMIITOTa KaJaa T — +00, JOK IPpHA T — —0o0 PYHKIIHAja

HEMa XOPU3OHTaJIHY aCHUMIITOTY.

I'paduk dynkmuje f(z) =a®, a > 1 I'paduk dyukumje f(x) =a*, 0 <a < 1

Kako je dyukimja f(z) = a® crporo MOHOTOHA Ha 1IEJIOM JOMeHy R, ipema Teo-
pemu 2.6 ona nma unBep3Hy dDyHKIUjy febunucany Ha Y = f(X) = (0, +00), Kojy
HA3UBaMO A0TAPUTLAMCKOM PYHKUUjOM Ca OCHOBOM a M O3HadaBaMo ca [~ 1(x) =
log, z.

Crenujanau caydaj ekcrionennujaane dbyuknuje je byuxnuja f : R — (0, +00)
nedbunucana ca f(z) = e”, Kojy Ha3WBaMO HIPUPOSHA €KCIIOHEHIMjaTHA (DYHK-
nuja. Koncranta e, nmosuara kao OjimepoB 0poj wimm Hemeposa komcranTa, je
OCHOBA, IIPUPOJTHOT JIOTAPUTMA U jeJIaH je 0/ Haj3HaYajHUjuX OpojeBa y CaBpPEMEHO]
MaTeMaTHuIl, dnja je mpuomKkaa BpeaaoctT 2, 71828183 .... (CBaka eKCIIOHEHIIH-
jaaHa yHKIMja ce MOYXKe 3aIiCATU IIPEKO IPUPOIHE eKCIIOHEHIINjaTHe (DYHKIIje
y3 momoh m3paza a® = e®™@),

Cge ocobuHe Koje cMO HaBesn 3a eKcrnoHeHnujaany byHruujy f(x) = a” 3a
a > 1 Baxe u 3a dyukuujy f(r) = €, jep je e > 1, ma je ped o cCrenujagHOM

caydajy Beh pasMaTpaHor.
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Ppaduk dyukmje f(z) = e”

Jloraputamcka pyHKIHIja

Jlorapuramcka dysakmuja ca ocuosom a f : (0,+00) — R je dyuknuja
obsmka f(x) =log, x, a >0, a # 1.
OBa dyukimja f:

e mma jgomern Dy = (0, 4+00);
e uMa Hyy GyHKIUje 3a T = 1;
e 3HaK QYHKIHje 3aBUCH OJ] OCHOBE a:

— a > 1: nosurusHa Ha (1,400), a HerarusHa Ha (0, 1);

— 0 < a < 1: nosurusHa Ha (0,1), a HerarusHa Ha (1, +00);

e — a > 1: je crporo pacryha Ha CBOM JIOMEHY;

— 0 < a < 1: je crporo omajiajyha Ha CBOM JOMEHY;
® HIje OrpAHUYIEHA;
® HU [TApHA HU HEIapHA;
® HIje IEPUOJINIHA;

® HEMa XOPU30OHTaJIHE aCUMIITOTE. HpI/IHI/IKOM HCIIUTUBaIba BEPTUKAJIHUX aCUMII-

TOTa y3UMaMo ciay4aj Kaja r — 0+, Tako jga uMmaMmo ciezehe ciydajese:
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I'VTIABA 2. ®YHKIIUJE - TEOPHJCKE OCHOBE

—a>1: lim log x = —o0;
> r—0+ ga ’

- 0<a<1l: lim log,z = 4o0;
z—0-+

Y oba ciy4aja, npaBa x = (0 je BepTUKAJJIHA aCUMIITOTA.

a>1 0<ax<xl1
Ipaduk dyuxmyje f(x) = log, x
Cuernujannu ciy4aj JioraputaMcke (bYHKIHje ca OCHOBOM @ je (DyHKIIHja IIPU-
POJIHOT JIOTApUTMa, Tj. JorapuTtaMcka (yHKIHja duja je ocHOBa €. PDyHKHIHUja

npupozaHor sioraputMma je f : (0,+00) — R nedunncana ca f(z) = log, x = Inx.

OBa dynkImja nMa ucTe 0COOMHE Kao JIorapuTaMcka GpyHKIMja Kaja je a > 1.

2
y=1Inzx
y=e
o]

-6 —4 -2 1] 2 4 6 8

I'padpurnu dyukmnuja e u Inx
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Tpuronomerpujcke byHKIHje

Cunycna dyskmuja f : R — R je dynknuja obiuka f(z) = sinz.
OBa dyukimja f:

e nma jomern Dy = R;
e 1Ma OECKOHAYHO MHOrO HyJsa Ha R, sinz = 0 3a cBako x = km, k € Z;

® je MO3WTHBHA HA CBAKOM MHTepBaJsy obiuka (2km, (2k + 1)m), k € Z, a nera-
TUBHA Ha cBaKOM mHTepBasy odsuka ((2k + 1)m, (2k + 2)7), k € Z;
® je MOHOTOHO pacTyha Ha CBAKOM MHTEPBAJIy OOJIMKA [—g + 2km, g + 2k7r] , k€

7, MOHOTOHO omaiajyha Ha CBAKOM MHTEPBAJLY 00JINKA g + 2k, 3; + 2/@7} ke
Z;

e je orpaHmveHa, jep Baxu |sinz| < 1;

e je HenapHa, f(—x) =sin(—z) = —sinz = — f(x);

e je nepuoguvHa PYHKIIIja ca OCHOBHUM nepuojiom 1’ = 27;

® HEMa aCHuMIITOTeE.

Zam iz -W2n 3112 - —mi2 EF) 11 3n/2 o 5m/2 3 iz 4

Ipaduk dyskmmje f(x) =sinx
Kocunycua dyukmnuja f: R — R je bynknumja obiauka f(x) = cosx.
OBa dyukiuja f:
e nma jiomen Dy = R;

s
e 1Ma OEeCKOHAaYHO MHOro HyJsa Ha R, cosx = 0 3a cBako x = 5 + km, k € Z;

® je IO3UTHBHA HA CBAKOM HMHTEPBAJY OOJIMKA (—g + 2k, g + 2k7r) ke,

3
a HeraTWBHA Ha, CBAKOM WHTEPBAJIY OOJIUKA (g + 2k, g + 2k7r> , kel
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je MonOTOHO pactyha Ha cBakoM MHTEpBay obuka [(2k+1)m, (2k+2)7], k €
7, monoroHo onasajyha wa cBakoMm mHTEpBasy obmuka [2kw, (2k + 1)7], k €
Z;

je orpanndena, jep Baxku |cosz| < 1;
je mapHa, f(—x) = cos(—x) = cosz = f(x);
je mepuojimyHa (PyHKIHja ca OCHOBHUM repuojom 1' = 27;

HeMa aCHUMIITOTE.

N AN I YN ya

I am T2 o -3n\-:/t 2 0 ™ f}\n/f 2 2n 511/ 3 /2 47

I'paduk dyuxnuje f(z) = cosx

Taurencua cdyukumja f : R\{g + kr|k € Z} — R je dbyskiuja obauka

f(x)
OBa dyukmuja f:

sinx
= =tanczx.
cos T

nMa fomeH Dy = ]R\{g +km|keZ};

nMa OECKOHAYHO MHOTO HyJIa Ha CBOM JioMmeHy, tanxz = (0 3a cBako x =

km, k € Z;
. T
je mo3uTHBHA Ha CBAKOM MHTepBaJy odsuka (k, E—Hmr), k € Z, a neraTuBHa,

T
Ha CBAKOM HHTEPBAJIy OOJIMKA (—5 + km, kn), k € Z;

s m
jé MOHOTOHO pacTyha Ha CBAaKOM HHTEPBAJIy OOJIMKA (—5 + km, 5 +km), k€
Z;

HHje OrpaHUYEHA;

je HerapHa QyHKIH]ja;

je mepuoanyHa (byHKIMja ca OCHOBHUM Iepuojom 1 = ;
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m .
e uMa OECKOHAYHO MHOI'O BEPTUKAJHUX ACUMIITOTA, T = 5 + km,k € Z, jep

BaxK1 lim tanx = 400 u lim tanx = —oo. Hema xopuson-
7

T k k
r%<2+ 7r> x~><2+ 7r>+

TaJITHUX aCUMIITOTa.

12 - -m/2 wi2 w 3n/2 2m 5w,

Ipaduk dyukmuje f(r) = tanx

Koraurencna dbysnkmmja f : R\{k7w |k € Z} — R je dynrnuja obiuka
f(z) = C?sx = cot .
sin x
OBa dyukmuja f:

e uma gomen Dy = R\{km |k € Z};

e Ma OECKOHaYHO MHOI'O HyJIa Ha CBOM JOMeHY, cotx = (0 3a cBako x =

g + km, k € Z;
® je IO3UTHBHA HA CBAKOM MHTEPBAJTYy 00IuKa (KT, g+k7r), k € 7, a neraTuBHa,
HAa CBAKOM MHTEPBAJIy OOJIMKA (g + km, (k+ 1)), k € Z;
e je MoHoTOHO onaajyha Ha cBakom mHTepBay odsuka (km, (k+ 1)), k € Z;
® HIje OTPAHUYEHA;
e je HemapHa (QYHKIHI]jA;
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e je nepuoguvHa PYHKIIMja ca OCHOBHUM THepuojiom 1’ = m;

e yMa DECKOHAYHO MHOT'O BEPTUKAJHUX aCHUMIITOTa, r = k7T, k € Z, jep BaxKu

lim cotx=—-ocom lim cotx = +o0o. Hema XopusoHTaIHUX aCHMIITOTA.
z—(km)— z—(km)+

m =3n - -mw/ 0 w/ m 3n/ 2

I'paduk dyukmje f(r) = cotx

NuBep3He TpuronomMmerpujcke pyHKIIHje

VY nedunuruju 2.2 yBesu cMo nojam dujekTuBHe DYHKIHjE, a 3aTUM CMO PEKJIN
J1a, YKOJIUKO je (pbyHKIMja OujeKija, MOXKeMO Je(DUHUCATH heHY UHBEP3HY (PYyHK-
nujy. Tpuronomerpujcke (yHKIMje HUCY OUjeKIHje, 11a CAMUM TUM HE MOXKEMO
neduHncaTH HUXOBEe nHBEp3He pyHKIMje. MehyTum, ako mocmarpamo ojrosapa-
jyhe pecTpukiuje jmoMeHa TPUTOHOMETPHUjCKUX (DYHKIIHja, OHE jecy OujeKkIiuje, Ia
MOKEMO JIe(DUHUCATH IbUXOBE UHBEP3HE (DYHKITHjE.

Apkyc cunyc dysaknuja f: [—1,1] — [—g, g} je dyHKImja odInKa
f(z) = arcsin .

OBa ¢dynkmuja f:

e uma jgomern Dy = [—1,1];

e uma Hy1y 3a x = 0;

e je nosuruBHa Ha (0, 1], a nHerarusna na [—1,0);
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e je cTporo pacrtyha Ha CBOM JOMEHY;

® je orpaHmvena, jep BaxKu |arcsin x| <

7T .
2 Y
je menapua dyukimja, f(—x) = arcsin(—x) = —arcsinz = — f(z);
e Huje nepuoanIHa (PyHKIH]a;

® HEeMa aCHUMIITOTeE.

=1/ 2 1

Ipaduk dyuknuje f(z) = arcsinz

Apkyc kocunyc dyskmuja [ : [—1,1] — [0, 7] je dynkmja odiuka
f(x) = arccos x.

OBa dyukImja f:

e nma gomen Dy = [—1,1];

e Ma HYJIy 3a * = 1;

e je HeHeraTubHa Ha Dy;

e je cTporo omajajyha Ha CBOM JOMEHY;

e je orpanmyeHna, jep Baxku 0 < arccosx < T;

e HU [TapHAa, HU HemapHa (pyHKIM]a;
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e HUje epuoanIHa (PyHKIH]a;

® HEMa aCHUMIITOTE.

w2

I'paduk dynkmje f(z) = arccosz

Apkyc Taurenc pyukiuja f: R — (—g, g) je dyukmmja odymka
f(x) = arctan x.

OBa dyukmuja f:
e uma jgomern Dy = R;
e nMa Hyy 33 x = 0;
e je nosuruBHa Ha (0, +00), a HeraTuBHA Ha (—00,0);
e je crporo pacryha Ha CBOM JIOMEHY;
. . ™
e je orpaHMYeHa, jep BaxKu | arctan z| < 55
e je HemapHa PYHKIH]A;

e Huje mepuoanIHa (PyHKIH]a;
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e HeMa BepTHKaJIHe aCUMITOTe, ajld UMa JiB€ XOPU3OHTAJIHE acUMIITOTE Y =
T T
—uny=_.

2 2

=1/ 2 1

Ipaduk dyukimje f(r) = arctanz

Apkyc koranrenc dpyukuuja f : R — (0,7) je bynknuja obauka
f(x) = arccot(x).
OBa dyukiuja f:

e nma jiomen Dy = R;

e Hema HyJle Ha CBOM JIOMEHY;

e je mo3uTuBHA Ha R;

® je MOHOTOHO omnaJajyha Ha CBOM JIOMEHY;

e je orpanmdveHna, jep Baxku 0 < arccot(z) < m;

e HIUje HU NApPHA HU HemapHa, jep arccot(—z) = m — arccot(z);
e Huje mepuoandHa (PyHKIH]a;

e HeMa BepTHKAJIHE aCUMIITOTE, aJli UMa, JIBe XOpn3oHTaJHe acumnTore y = 0

uy=m.

I'paduk dyukmuje f(x) = arccot(x)
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I'maBa 3

I'eomeTpujcke Tpancdopmaluje

rpacdphuka pyHKIIja

Kako cMo y mpeTxo1H0j TJ1aBU YCBOJUJIN OCHOBHA 3Hama O (DYHKIMjaMa U IhU-
XOBHM OCOOMHAaMa, HaBeJU ejleMeHTapHe (DYHKIIMje U OIKCAJIN IbUXOBa CBOjCTBA,
y OBOj I'IaBH heMO IpHKa3aTH KaKO IapamMerpu y TpaHcdopmarmjama rpaduka
yTU4y Ha IPOMEHY rpaduka ejeMeHTapHuX (PYHKIHja, Ka0 U Ha 0COOMHE (DYHK-
nuja. Ilox mapaMeTpoM oBje TOpa3yMeBaMO BPETHOCT KOjy cadmpamo ca (pyHK-
MjOM WM HEeHUM apryMEHTOM, OJHOCHO KOjOM MHOXKHMO (DYHKIIHA]Y WU HeH
aprymenT. KonkperHno, pasmorpmheMo TpaHCIAIU]y, IUIATAIN]Y, pedJiekcujy
u Tpancdopmalujy rpaduka (QyHKIHje TPUMEHOM AalCOJyTHE BPEIHOCTH, & Ha
Kpajy miaBe hemMo moKa3aTu Kako oBe TpaHcdopMaliije yTudy Ha OpOj U IMPUPOJLY

pelemna jeITHaYNHa U HejeTHaTnHA.

3.1 Tpancaanuja

Tpanciamuja je Tpancdopmaliija Koja momepa rpaduk pyHKIHje 1yK oape-
benor mpasna, He Memajyhu meroB oduK. Y 3aBUCHOCTU OJ TOTa Ja JIK Ce

IIOMepame BPIIN JyK Y-0Ce WM JyK T-0Ce, PA3JIUKY]JeMO JBa CIydaja.

Teopema 3.1. Hexa je gawia ¢pynkuuja f: X — R u nexa je gatia xoucwania
a € R. Taga ce pagur Pynruyuje g(x) = f(x) + a godbuja wpancaiayujom padura
Pynruyuje f(x) gyotc y-oce 3a gyoscuny a.

Jloxas. Heka je (xq, f(zo)) nmpousBosbHa Tauka rpaduka dyukmmje f. Kako je

g(zo) = f(xo) + a mama Baxu (xg, g(xg)) = (o, f(x0) + a). Hakie, cBakoj Taukn
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OYHKINJA

(xo, f(x0)) rpaduka f omrosapa tauka (xo, f(x¢) + a) rpaduka g, modujena mo-

MepameM TadKe JyXK Y-0ce 3a BPEJTHOCT a. Kako 0BO BaxKu 3a CBakoO xry € X,

1eo rpaduk dyHKIMje g ce 10duja TpaHcaanujoM 1eor rpaduka f ayxK y-oce 3a

BPEIHOCT a. Il

Hamomenumo na axo je a > 0 Taja ce rpaduk moMepa Haguuie JIyXK y-oce, a

ako je a < 0 Taza ce rpaduk Tpanciaupa narusce. Cama hemMo ucnuraTu Kako ce

Memajy ocobute dyHkImje f() IPUINKOM TpaHC/IANUje JIy»K Y-0Ce 3a BPEJHOCT

a, Tj.

ocodune dbyuxiwmje g(z) = f(z) + a.
JloMeH (yHKIpje: ocraje HenmpomemeH Dy = D;

Hyse dyHKIUje: Memajy ce, Hyie dyHKuuje g(x) modujajy ce perraBamem

jemuaqaunne f(x) +a = 0;

3HaK (pyHKIHMje: Kako ce rpaduk (PpyHKIHje TOMEpPa rope WU JoJe JIyK

1-0Ce TaKO Ce Mema U 3HaK (pyHKIIHje;

MoHoToHoCT: dyHKIHja g(x) = f(z)+a npeacrasrpa 30up pacryhe/onasajyhe
1 KOHCTaHTHEe (DYyHKIMje, TPUMEHOM TeopeMe 2.2 MOXKEeMO 3aKJbyIUTH Jia Ce

MOHOTOHOCT (PYHKITHjE HE MEIba;

OrPAHUYEHOCT: OTPAHMYEHOCT (PYHKIMjEe Ce 4dyBa, JOK Ce I'PaHUIa Memba.
Axo je f(x) > M rana Baxu g(x) = f(xr)+a > M +a. AnayorHo y ciydajy

OTPaHUYIEHOCTHU OJI03T0;

napuocT: Ako je dyukimja f(x) napua Tazga je u dbyukuuja g(z) = f(z) +a
napHa, jep g(—z) = f(—z) +a = f(x) + a = g(xr). Mehyrum, ako je
dyukmuja f(z) memapua, To 3a dyukujy g(zr) = f(xr) + a we Baxwu, jep
g(=z) = f(—z) +a=—f(z) +a# —g(z) = —f(z) — a;

MIEPUOJIMIHOCT: OCTaje MCTa, Ca UCTUM IIepruojoM 1

acuMITore: BepTukaJiHe acUMIITOTE OCTajy HEITPOMEHeHe, JIOK Ce XOPU30H-
TaJIHe aCUMIITOTE TPAHCIUPA]Y 3a @, Tj. aKo je y = b XOpPU30HTAJHA aCUMII-
tora pyHKIHje f Tama je y = b + a XOpU30OHTAJIHA ACUMIITOTa (DYHKIIHIje
g. Amajorno, ako je y = mx + b Koca acumnrora ¢yHKIHje f, Taga je

y = mx + (b+ a) Koca acumnrora QyHKIHjE ¢.
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[Monamame dyukimje f(x) NpUIKKOM TpaHCIAIH]e IyXK Y-0ce

Teopema 3.2. Hexa je gawia ¢pynxuyuja f : X — R u nexa je gatia xoncaning
a € R. Taga ce padur pynxyuje h(x) = f(z + a) godbuja wpancaiayujom padura
dynruyuje f(x) gyorc x-oce 3a gyoscuny —a.

Jloxas. Heka je (xo, f(x¢)) npoussospaa tauka rpaduka dyukmuje f. Tpaxkumo
Tadky rpaduka byHKIuje h Koja mma ucry opaunHary f(zo). U3 h(x) = f(xo)
cienu f(x 4 a) = f(xo), Tj. * + a = x9, Ojakye je r = xg — a. axue, Tauku
(xo, f(x0)) rpacduka f onrosapa tauka (xo—a, f(xy)) rpaduka h, mro npejgcrasba

TpaHCJAIU]y 3a —a JIy>K T-0ce. ]

Hanomennmo 1a ako je a > 0 tajga ce rpaduk moMepa y.aes0 JyXK T-0cCe, a aKo je
a < 0 Taga ce rpaduk TpaHcaupa ygecko. lVlcnmrajMoO KaKo ce Memajy OCOOmHe
dbyukumje f(z) npuauKoM TpaHCIAIMje JIyXK T-0Ce 3a BPEIHOCT @, Tj. OCOOWMHE
dyukmuje h(z) = f(z + a).
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e someH (dyHKImje: momepa ce 3a —a, ako je Dy = (¢,d) ouna Baxku D), =

(C_avd_a);

e Hyse (byHKIHje: mmomMepajy ce 3a —a, ako je ro Hyda yHKOuje f, oHIa je

xo — a uysia dyuknuje h;

e 3HaK (PYHKIMje: OCTaje UCTHU 110 TUILY, AJIM Ce MHTEPBAJIN IIOMEPAjy 3a —a;

® MOHOTOHOCT: OCTaje MCTa MO TUILY, &l Ce WHTEPBAJ IIOMepa 3a —a;

® OIPAHUYEHOCT: OCTaje HEIIPOMEHEHA;

e [IApPHOCT: TeHepasHo ce ryom — Hup. dyakmmja f(x) = z? je mapha, J0K
sa dyukmujy h(z) = f(z+ 1) = (z + 1)* Bpegmoctn h(—1) =0 u k(1) =4
nokasyjy na Baxu h(—z) # h(x), 1j. dysknuja h Huje napHa;

® TIEPUOJIMYHOCT: OCTaje MCTa, Ca MCTUM Iepuojiom 1

e acuMnToTe: BepTuka/iHe acUMITOTE ce IOMepajy 3a —a JIyXK T-0ce, JOK

XOPU3OHTAJHE aCUMIITOTE OCTajy HempoMmemene. AKo je y = mx + b Koca
acumnrora dyHknuje f, taga je y = mx+(ma-+b) Koca acumnrora dyHKIIHjE

h.

) /\\ i, '
% i \
0 Y ] AY ,’
+ X 7

10 -8 -6 -4 Y 0
2

y=flr+a)i ) -
a >0

y=flx

-8

I
I
I
]
I
]
I
1
I

y=flz+a)
a <0

[onamame dynkuuje f(x) NIpUIMKOM TpaHCIAIH]e YK T-OCE
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3.2 Pedaekcuja

Pedaekcuja je Tpancdopmariija koja rpaduk ,oriema’‘ Ipeko HeKe oce He
Memajyhu obnk rpaduka, Beh ce Mema caMO HEeroB MOJIOXKaj Y OJIHOCY Ha TOCMa-
Tpany ocy. Paszmorpuhemo derupu ciydaja pedJiekcuje, Kajia ce rpadpuk pyHK-

1yje IpecjmKaBa y OJIHOCY Ha Y-OCy, T-0Cy, KOOPJAUHATHU OYETAK U IIPaBy Y = .

Teopema 3.3. Hexa je gatia dpynxuyuja f : X — R. Taga ce padur dynrxuyuje

g:—X =R, g(z) = f(—x), goduja pedaexcujom ipapura pynruuje f y ogrocy
na y-ocy. Crya —X je gepunucan ca —X = {—x |z € X}.

Jloxas. Heka je (xg, f(xo)) Tauka rpaduka dysxmuje f. Tpaxknmo Taduky rpa-

dbuka dbynkmmje g koja uma ucry opaunary f(xg). Uz g(x) = f(z) caemn

f(=z) = f(xo), 1j. —x = x0, Onakye je v = —xo. akie, Tauku (o, f(z0))
rpaduka f omrosapa tauka (—x, f(zo)) rpaduka g. I'padunm f u g cy cume-
TPUYHU Y OJHOCY Ha Y-0Cy. O

Ucnurajmo npomene ocodonna dyHkimje f mpu pedaekcuju, Tj. ocoOnHe pyHK-
mje g(z) = f(—):

e JIOMeH: OIJIefia ce OKO Hyie, Tj. ako je Dy = (¢, d), ouna je Dy, = (—d, —c);

e HyJle: akKo je xo Hysda yHKIHje f, oHJa je —xy HyJa PYHKIHjE g;

e 3HAK: JUPEKTHO ce Hacjaelhyje ox dpyukimje f. 3HAK ce He Mema HEeIIOCPETHO,

Beh ce Mema caMo 10JI0Ka] MHTEPBaJIa Ha KOJUMa Ce OH jaBjba;

® MOHOTOHOCT: Memba ce, HIIp. ako GyHKIuja f pacTe Ha HeKoM cKyny B C Dy,

oHJla (pyHKIMja g omajia Ha cKyny —B;
® OI'DAHUYEHOCT: HE Memba Ce;
® TIAPDHOCT: HE Mema Ce;
® IIEPUOJIMIHOCT: HE MEIha Ce;

® ACUMIITOTE: aKO je T = a BepTUKaJHa acuMmnrora dbyHkmnuje f, Tajga je
T = —a BepTUKaJHA acuMOToTa (GyHKImje g. AKo je y = b Xopu3oHTaIHA
acuMIIToTa (pyHKIHje f Kaja x — 400, Taja je y = b XOpU30HTATHA aCUMII-
Tota GyHKIHje ¢ Kaja r — —oo U odparHo. AkKo je y = ax + b Koca
acumnrTora dpyHkimje f Kaga r — 400, Taga je y = —ax + b Koca acuMuTora

dyHKIHje g Kajla £ — —00 U 0OPATHO.
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[Monamamwe dyukuuje f(x) npuaukom pediiekcuje y OIHOCY Ha Y-0Cy
Teopema 3.4. Hexa je gawa dynxuyuja f : X — R. Taga ce pagur pynryuje
h(z) = —f(z) godbuja pedaercujom tpadura Pynryuje f y ogrhocy wa x-ocy.

Jloxas. Heka je (xq, f(zo)) nmpomsBosbHa Tauka rpaduka dyukmmje f. Kako je
h(xo) = —f(x0), Tauka (o, h(20)) = (20, —f(x0)) upunasa rpadpuxy dynxmmje
h. Tauke (xq, f(x0)) u (zo, —f(x¢)) cy cumerpuune y omHocy Ha z-ocy. Kako oBo
BaXKu 3a CBako xy € X, 1meo rpaduk dynkiuje h m1oduja ce pedeKCUjoM IMesor

rpaduka dyHKIHje f y OJIHOCY Ha I-0CY. ]

Ucnmrajmo npomene ocoduna dyukiuje f npu pediiekcuju, Tj. ocodune pyHKIHje

h(z) = —f(z):
e JlOMeH: ocTaje HempoMmemeH, Dy = Dy;
e Hyse: ocrajy ucre, jep h(xg) =0 < —f(xg) =0< f(xg) = 0;
e 3HAK: Mema ce, Tj. e je f mosuTuBHa, h je HeraTwuBHA, U OOPATHO;

® MOHOTOHOCT: Mema ce, ako dyHKHuja f pacre Ha HeKOM cKymy B C Dy,

Tajia peMma Teopemu 2.1 dynkiuja h onajga Ha ckyny B um odOparHO;

® OrpaHUYEHOCT: TPAHUIE Ce 3aMembyjy MeljyCcoOHO ca CympOTHHM 3HAKOM; aKO
jem < f(z) < M, ouna je —M < h(x) < —m;
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® IIapPHOCT: HE MeHa Ce;

® IIEPHOAMYHOCT: ako je dyHKIMja [ nepuoandHa, ca rmnepuojgom 1, onma je u

dyHKIMja h nepuoandHa, ca mepuoaom 17

® ACUMIITOTE: XOPW3OHTAJIHE ACUMIITOTE MEhajy 3HAK, JOK Ce BEpTUKAJIHE
acUMITOTEe He Memajy. Axo je y = mx + b koca acumnrora dyskmuje f
Kajga r — 400, Taya je y = —max — b Koca acuMmnToTra pyHKIHje h Kaja

& — 400 (aHAJIOTHO 38 T — —00).

-2 o & 2 » 4 6
- -

24

[Tonamame dyuximje f(x) npuimkoMm pediiekcuje y 0JHOCY Ha T-0Cy

Kombunanujom peduiekcuje y omnocy Ha z-ocy (Teopema 3.4) u peduiiekcuje y

oxHOCY Ha y-ocy (Teopema 3.3) moduja ce pediekcuja Kpo3 KOOPJANHATHH MOYETAK.

Teopema 3.5. Hexa je gawa dynxuyuja f : X — R. Taga ce pagur dynruyuje
g(x) = —f(—x) godbuja yenwparrnom cumetmipujom ipagdura dynkuyuje f y ogrocy

HA KOOPGUHATUHU UoHeTuak.

Jloxas. Tepheme IUPEKTHO CJIeU y3aCTOITHOM IIPUMEHOM IIPETXOJIHE JIBE TEOPEME.
[Tpumenom pedutekcuje y onHocy Ha y-ocy (Teopema 3.3) Ha rpaduk dyskimje f

nobuja ce rpaduk dyukimje  — f(—z). arum npuMeHoM pediiekcrje y OHOCY
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Ha z-ocy (Teopema 3.4) Ha Tako nodujeHu rpaduk nobuja ce rpaduk dyHKIMjE
x +— —f(—x), 1j. ynpaso rpaduk yHKIWHje g.
[TpoBepuMoO U JIUPEKTHO MpEKO npousBoJbHe Tauke. Heka je (xg, f(zg)) npou-

3BOJbHA Tadka rpaduka dyukuuje f. Kako je g(zg) = — f(—x0), Tauka
(=20, 9(=20)) = (=0, — f(w0)) mpunaza rpadbuxy dynxmmje g. Tauxe (xo, f(zo))
u (—xg, — f(z0)) cumerpuane cy y omnocy Ha koopauaatau nmoderak 0(0,0). Kako

0BO BasKM 3a CBaKoO Ty € X, TBpheme je JIoKa3aHo 3a 1eo rpaduk. O]

-6

-8

[Tonamame dyukimje f(x) npummkom pediiekcrje y 0OIHOCY HA KOODIMHATHU I10-
qeTak

Hanomennmo ja ako je dynkmmja f memapna, taga je g(z) = —f(—x) =
—(=f(x)) = f(x) 3a cBako x € X, Tj. pediiekcuja Kpo3 KOOPIMHATHH TIOYETAK HE
Mema rpaduK HenapHe QyHKIIHje.

Ocum pediekcuje y 0JIHOCY Ha KOOPMHATHE 0Ce, TOCEOHO BasKaH CJIy4aj Ipel-
craBjba pedyieKkcrja y OIHOCY Ha IIPaBy Yy = &, jep OHa JUPEKTHO IIOBE3Yje reoMe-

TpujcKy TpaHchopmalujy rpaduka ca rpapukoM MHBEp3HE PYHKIIH]E.
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Teopema 3.6. Hexa je f : X — Y oujexyuja. Taga ce pagux uneepsne dynryuje

f71:Y = X gobuja pedpaexcujom ipadura dyrxuuje f y ogrocy na Gpasy y = T.

Jloxas. Heka je (a,b) npousso/bHa Tauka rpaduka dyukuuje f, 1j. b = f(a).
[Tomro je f dujexknuja, nocToju nusepsna dynxuuja f~1, 3a kojy Baxu f~1(b) = a.
Haxne, tauka (b,a) npumnana rpabduxy dbynkmuje f~'. Tauke (a,b) u (b,a) cy
CHUMEeTpUYHE Yy OJIHOCY Ha mpaBy y = z. Kako 0BO BaxKu 3a CBaky Tadky (a,b),
rpaduk bynxmmje f! noduja ce pediexcujom rpaduka dynknuje f y ogHocy Ha
IpaBy Yy = . [

[Monamame dyuknuje f(x) npuamkom pedJiekcuje y OJHOCY Ha MPaBy Y = &

3.3 Imaaramuja

[Topen Tpancnaimuje u pediiekcrje rpaduk GyHKIHje MOXKEMO TpaHchopMu-

caTh M JIUJIATAIIjOM.

Hedununmja 3.1. Jdunaranmja gy y-oce y pasmepn k : 1 (k > 0) je rpanc-

dbopmanumja koja cBaky Tauky (r,y) paBHU IPeBOJM y Tauky (z,ky).
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njaTaiuja je Tpancdopmalija Koja Mema ,BeJUIuHy’ rpaduKa IyxK jeaHe
Ja ] J ) y YK ]

o1 oca, pacrexkyhu ra wian caxkumajyhu y ompehenoj paszmepu. 3a pasjuKy O
Tpancialuje u pedJiekcuje, Koje Memajy I0JIo¥Ka] rpaduka, JuaaTainuja Memba

caM O00JIMK T'paduka.

Teopema 3.7. Hexa je gawia dynxuyuja f : X — R u nexa je a € R\ {0}
Purcna xoncwmanma. Taga ce pagur pynkuyuje g(z) = a- f(x) goduja us pagdura

dynxyuje f na caegehu navum:

e axo je a > 0 guaatiauujom gyotc y-oce y pasmepu a : 1 — uctiesarem axo je

a > 1, caorcumaroem axo je 0 < a < 1;

e axo je a < 0 gusatayujom gyorc y-oce y pasmepu |al : 1, upaherom pegaer-

CUJOM Y 0gHOCY HQ T-0CY.

Jloxas. Heka je (zo, f(z9)) nmpousBospaa Tauka rpadura dyuknuje f. Tama rpa-
dbuxy dyskmje g oarosapa rauka (zg,a - f(xo)).

Axo je a > 0, tauka (xg, f(zo)) nupeBoau ce y tauky (xo,a - f(xg)), mro je, mo
neduHUIMjK, yOpaBo AuIaTanmja Iy y-oce y pasmepu a : 1.

Ako je a < 0, numemo a = —|al, na je g(xg) = —l|a| - f(xy). OBo TBphewme m0-
Ka3yjeMo Kao KOMIIO3UIINjy JiBe Beh Jlokazane TpaHncdopMaliyje: IpBO TPUMEHOM
JuaTalmje Iy K y-oce y pasmepu |a| : 1, rie ce tauka (xg, f(x0)) npeBoau y Tauky
(x0, la| - f(z0)), a 3aTum npumenom pediiekcuje y oxHocy Ha x-ocy (Teopema 3.4),
18, oBujanto actky (w0, —[a] « f(z0)) = (w0, (z0)).

Kaxko oo Baxku 3a cBako xy € X, TBpheme je J0Ka3aHOo 3a 11e0 rpaduK. ]
Ncnurahemo Kako oBa TpaHcdopmMalja yTude Ha 0coOnHe rpaduka:

e JloMeH: ocTaje HempoMmemeH, Dy = Dy;

e Hyse: ocrajy ucre, jep g(zo) =0 a- f(zg) =0 < f(x9) = 0;

® 3HAK: OCTaje UCTU ako je a > (0, a ako je a < 0 mema ce;

® MOHOTOHOCT: 4yBa ce ako je a > 0 (reopema 2.3), ok ce 3a a < 0 Mema

(reopema 2.3, Teopema 3.4);

® OI'DAHMYEHOCT: UyBa Ce, a IPaHMIA ce MHOXH ca |a|, ako je |f(z)] < M,

onna je [g(z)| < |a|M;
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e napHOCT: ako je f mapHa, Tajga je u g napha, jep g(—z) = a - f(—x) =

a- f(x) = g(x); ako je f memapna, Taja je u ¢ Hemapua, jep g(—x) =

a- f(=z)=a-(=f(z)) = —g(z);
® IICPUOJMYIHOCT: UyBa C€;

® ACHUMIITOTE: BEPTUKAJHE aCUMIITOTE OCTajy HEIPOMeHeHe. XOPU30HTAJHE U

KOCe acCHUMIITOTe ce Memajy Ha ciienehn magmh:

— ako je y = b xopusonTasHa acumnrora dyHkmnuje f, oHma je y = ab
XOPU30HTAJIHA aCUMIITOTa (PYHKIHUje g; Celujaano, 3a a < () acuMmrora

Mema U 3HAK;

— ako je y = mx + b koca acummnroTa (pyHKnuje f Kajga r — 400, Taja je
y = amz + ab Koca acuMmirora (GYHKIWjEe g Kaja T — 400 (aHAJIOHO

38 & — —00).

L}
I
1
i
1
I

!
1 y=af(x)
rlge<gl

]

y=af(x)
-10 a1

I
I
1
I
I
1
[onamame dyukuuje f(x) npuaInKoM JuiaTaiyje Iy y-0ce
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Hedbunnnmja 3.2. duiaramuja ay»x z-oce y pasmepu 1 : k (k> 0) je Tpanc-

x
dbopmanmja kKoja cBaky Tauky (,y) paBHH IPEBOIAN ¥ TAUKYy (E’ y).

Teopema 3.8. Hexa je gatua dyrnkuyuja f: X — R u nexa je a € R\ {0} durcna
koncwanwa. Taga ce ppagur Pynryuje h(z) = f(ax) godbuja us ipadura Gyrryuje

f ma caegehu navun:

e axo je a > 0, guaatiayujom gyoic xr-oce y pazmepu 1 :a — carcumaroem axo

je a > 1, ucwesarvem axo je 0 < a < 1;

e axo je a < 0, guaam@ayujom gyotc x-oce y pazmepu 1 : |a|, upahernom pedaer-

CUJOM Y OGHOCY HG Y-O0CY.

Jloxas. Heka je (xq, f(zo)) nmpomsBosbHa Tauka rpaduka dyukmmje f. Kako je
h<@> =fla- @> = f(=o), Tauka (ﬂ, f(x0)> npunaja rpaduky dyukuuje h.
a a a

: x
Axo je a > 0, tauka (xg, f(x¢)) rpaduka f npeBogu ce y Tauky (—0, f(aco)),

a

IITO je, 1o JiepbUHUIIIjU, yIIPpaBo JIUIaTaIuja JIyK T-oce y pa3mepu 1 : a.
Lo
. al,
Kao KoMmosunujy ase Beh mokasane TpancdopMmanuje: IpBO IPUMEHOM JIUjIaTa-

Axo je a < 0, nmumemo a = —|a|, ma je == Tspheme Tana mokazyjemo
a

. Zo
mje JIy>kK x-oce y pasMepu 1 : |a|, rae ce xry NPeBOJI y —, & 3aTUM IIPUMEHOM

|al
. . Zo Lo Lo
peduiekcuje y oaHOCY Ha y-ocy (Teopema 3.3), KOjoM al npejasu y Tl = —.
a a a
Kaxko oBo Baxku 3a cBako xy € X, TBpheme je J0Ka3aHo 3a 11€0 rpaduK. Il

Hcnurajmo Kako ce Mermajy OCOOMHE IMPUJIMKOM JTUJIaTallije Ty T-0ce:

. . c d
e JoMeH: Memba ce, ako je Dy = (c¢,d), ouna je D) = (—, —> 3a a > 0, a
a a

UHTepBaJ ce JoaaTHo oophe 3a a < 0;
e HyJle: aKo je xg Hysda pyHKIHje f, oHma je =0 HyJ1a yHKImje h;
a

e 3HAK: OCTaje MCTH II0 THIy, HE3aBUCHO OJ 3HaKa a. JHaK QyHKIHje h y
TauKA T jeHaK je 3HaKy dyHkiuje f y mauku ax. Ilapamerap a camo
ToMepa WU OTJIe/Ia TOJI0¥Ka] MHTepBaJia Ha KOjJUMa Ce jaB/hba MO3UTUBHOCT,

OJHOCHO HEIraTHUBHOCT, aJIl HE M€Iba CaM THII 3HaKa,

® MOHOTOHOCT: THII MOHOTOHOCTU C€ YyBa aKO je a>0 (MeH)a Ce ANy2KHUHa 1

[I0JIOYKA] MHTEPBAJIA); Mema ce ako je a < 0;
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OTPAHUYEHOCT: TOTIYHO Ce YyBa, YKJbYUyjyhn u came BpeJHOCTH I'DaHUIIA;

napHocT: ako je f mapna, Tajga je u h mapna, jep h(—z) = f(—ax) =
flax) = h(z), a ako je f menapha, Tajga je u h nHenapha, jep h(—x) =

f(-ax) = = f(ax) = —h(z);

HEePUOJIMIHOCT: MIEepUoJ] ce Jenn ca |al; ako je T ocHoBHHU mepuo| byHKIHje

f, onma je W ocHOBHU rtepuoj byukimje h (Teopema 2.8);
a

ACHMIITOTE: BEPTUKAJIHE aCUMIITOTE Ce JIeJIe Ca 4 — aKO je & = ¢ BePTUKAJIHA
. . c .
acuMIToTa pyHKIHje f, OHIa je + = — BepTUKaJJIHA aCUMITOTa (DyHKIWH]e h.
a

3a XOPU3OHTaJIHE U KOCE aCUMIITOTE BazKM:

— ako je a > (), XOpU30HTAJIHE aCUMIITOTE Ce HE MEHmAa]y;

— ako je a < 0 mw y = b xopusoHTasaHa acuMmnToTa GyHKIHje [ Kaga
xr — —00, Tajia je y = b xopm3oHTtasHa acuMnToTa GpyHKIHje h KaJja
r — 400 (aHAJOrHO, acuMIITOTa IpH & — +00 dbyHKIuje f npenasu y

acuMiTory GyHKImje h npu r — —00);

— ako je a > 0 u y = mx + b Koca acumirora GyHKIHje f Kaga £ — 400,
Tajia je y = amx + b kKoca acumirTora (dyHKIHUje h Kaga r — 400

(aHAJIOIHO 38 T — —00);

— ako je a < 0 m y = mx + b xKoca acummrora dyHKIMje [ Kaga £ — —00
(omHOCHO T — +00), Taja je y = amx + b Koca acumnrora QyHkuje h

KaJia & — +00 (OIHOCHO T — —00).
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Py = flax)
sa>1

: y = flax)
. -4 D<a<l

[Monamame dyukiyje f(x) NpUIKKOM JuIaTaIyje Ly T-oce

3.4 Tpancdhopmarimja ca aricosryTHOM
BpeaHoIhy

[Topen tpancnamnuje, pedJiekcuje n auiaraiuje, rpadpuk QyHKIMje MOKEMO
TpancOPMUCATA U IPUMEHOM ATICOJIyTHE BPEAHOCTU Ha camoj DYHKIIUjU UIN
Ha EHOM apryMeHTy. 3a pasJjiuKy O IIPETXOJHUX TpaHcdOopMalidja, OBe JIBe
TpaHcdopMaIije JAeyjy PasmuuTO Ha PA3JIHIUTUM JEJIOBHMa JIOMEHa, Ta Cce
rpacduk He jJ100Uja jeTHOM, jeITMHCTBEHOM OIEpaIlfjoM HaJl IeJuM rpaduKoM, Beh

KOMOWMHAIIMjOM Ollepaliija Koje 3aBuce oJf 3Haka (DyHKIIje I apryMeHTa.

Teopema 3.9. Hexa je gawa dynxuyuja f : X — R. Taga ce pagur dynruyuje
g(x) = |f(x)| aokaata ca padurom pynrkyuje f na ckyay wa xome je f(x) > 0,
gox ce na ckyuy na xome je f(x) < 0 padurx Pynrkyuje g goduja pedaexcujom

ogiosapajyher geaa tpagura pynrxuyuje f y ogrocy na x-ocy.
/loxas. Heka je xq € X npousBospHo. Pazmukyjemo nsa ciydaja:

1. Ako je f(zo) > 0, Tama je |f(xo)| = f(x0), ma je g(xo) = f(x0).
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2.

Axo je f(zo) <0, Tama je |f(zo)| = —f(x0), ma je g(wo) = —f (o).

Kako Baxkm 3a cBako xg € X, rpaduk dyHKIHje g mokamna ce ca rpadpukom f

TaMo TJie je f HeHeraTWBHa, a H00Uja ce pedIIEKCHjoM Y OIHOCY Ha L-OCY TaMoO TJIe

je [ HeraruBHA. ]

N3 reopeme memocpeano ciaeau na je g(x) = |f(x)| > 0 3a cBako z € X, Tj.

rpaduk yHKIHje g ce y IeJOCTH HAJA3U U3HA WA HA XT-OCH.

Ucnurajmo mpomene ocodnta (pyHKIMje Tpu TpaHChOpPMAITUji aricoIyTHE BPEI-

HOCTU:

JIOMEH: ocTaje HenpoMemeH, Dy = Dy;

HyJIe: ocTajy HermpoMmemeHe, jep |f(zg)| =0 < f(zg) = 0;
3HAK: YBEK HEHEraTHUBHA;

MOHOTOHOCT: HE UyBa Ce y OIINTEM CIydajy;

OrpaHUYeHOCT: (DYHKIMja ¢ YBEK je orpaHwdeHa 00370, jep je g(x) > 0
Axo je f orpanmdvena, Tazia je u g orpaHudena, npu demy Baxu |g(z)| < M

kas rof je | f(z)] < M;

napaoct: 4dyBa ce, Baxu |f(—x)| = |f(x)| ako je f napua, a |f(—x)| =

| = f()] = [f(2)] axo je f nenapma;
MIEPUOIMIHOCT: TyBa ce, UCTHU nepuo 1

ACHUMIITOTE: BEPTUKAJHE ACHMIITOTE Ce He Membajy. XOPU30HTAJHE aCUMII-
TOTE TpeJjia3e y CBOjy AIICOJIyTHY BPEJIHOCT, Tj. aKo je Yy = b XOpu3oHTaJIHA
acumnrora dyakmmje f (kaga r — +o0o wim r — —o0), Taga je y = |b|
XOPW30HTAJHA aCUMIITOTa (DYHKIMAjE g Y UCTOM CMepy. 3a KOCE aCUMIITOTE

Ba>KH:

— 3a r — +00: ako je y = mx + b Koca acumirora dyHKImje f Kaja
r — +00, TaJila PpyHKIMja ¢ ©Ma KOCYy aCUMIITOTYy Yy = mx + b ako je

m > 0, oqHocHo y = —max — b ako je m < 0;

— 3a r — —00: ako je y = mx + b Koca acumnrora dhyHKImje f Kaza
r — —00, TaJla (PyHKIMja ¢ UMa KOCYy acCUMIITOTYy y = mx + b ako je

m < 0, ogaocHo y = —mx — b ako je m > 0.
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-6

[Monamamwe dyukiuje y = f(x) npuinkoMm TpancdopMalmje ancoayTHOM BPeIHO-
mihy

Teopema 3.10. Hexa je gatwia ¢ynxuyuja f : X — R, 1ge je X cumetipuvan
ckyt y ognocy wa wyay. Taga ce wpadur dynxuyuje h(x) = f(|x|) na cxyay
X N [0,+00) wokaata ca pagurom dynxyuje f, gox ce na ckyay X N (—o00,0)
goougja pedaercujom geaa ipagdura pynkyuje f 3a x > 0 y ogrocy wa y-ocy.

/loxas. Hexka je xo € X nmpomsBospHO. Pazmmkyjemo nasa ciydaja:

1. Ako je zg > 0, Tana je |[wo| = xo, ma je h(xo) = f(zo) — Tauxa (zo, f(zo))

rpaduka dyHKImje f ocTaje HelIpoMemeHa Ha rpaduky dyHKImje h;

2. Ako je xzy < 0, tama je |ro| = —wo, ma je h(xg) = f(—x9) — Tauka
(o, h(xo)) = (x0, f(—x0)) rpaduka dyHKIMje h UMa UCTy OpAUHATY Kao
rauka (—zo, f(—x¢)) rpaduka dyukuje f, npu dyemy cy o U —Iy CHMe-

TPUYHH Y OJIHOCY Ha Y-OCy.

Kako oBo Baxku 3a cBako xy € X, TBpheme je g0Ka3aHOo 3a 11€0 rpaduK. Il
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U3 Treopeme wenocpeano caenn na je dyukmmja h(zx) = f(|z|) yBex napua: h(—x) =

f( —z]) = f(|z]) = h(z) 3a cBako = € X, de3 003upa Ha TO Ja JII je IMOJIA3HA
dyukiuja f duia napHa, HelapHa, WM HA jeJHO HU JIPYTO.
Ucnurajmo mpomene ocoduna GyHKIHje MPU TpaHCHOPMAIUjU AIICOTYTHOM

BpeJIHOIINY IMPUMEHEHOM Ha apryMeHT (pYHKIIHje:
e JIOMeH: yBeK mocraje cuMmerpudan ckyi, tj. Dy = {x € R | |z| € Ds};

e uysie: dyHKIuja h uma HyIy y Tadku xo > (0 ako u camo ako je xy HyJa
dyuknmje f; cBakoj TakBO] HYJIM OJIroBapa W HyJa y TadKd —=Ig, YCJIE

cuMmeTpuje rpaduka;
e 3HaK: 3HaK DyHKIWMje h y Ta4KU T jelHak je 3HaKy dyHkmje f y Taduxkn |x;

® MOHOTOHOCT: HHKada HI/Ije MOHOTOHa Ha IIeJIOM JOMEHY — IIOIITO je h yYBEK
IIapHa, aKO pacTe Ha HEKOM JeJIy ITIOSUTUBHE II0JIyOoCEe, Ha CUMETPUYIHOM JIeJ1y

HEeraTUBHE II0JIyOCe MOPa Jia OTaJIa;

® OrPpAHUYEHOCT: aKo je f orpaHmveHa, Taja je u h orpaHutveHa; npu Tome h
MOXKe OUTH OrpaHudeHa U Kaja f Huje, jep y3uMma caMo OHe BPEIHOCTU KOje

f mva ma [0, +00);
® IIapHOCT: yBEK je mapHa (PYyHKIU]a;
® IIePHO/IMYHOCT: HE YyBa Ce Yy OIIITEM CJIydajy;

e acmMITOTe: ako je r = ¢ > (0 BepTukajHa acuMnrTora QyHKIHje f, Tajga
Cy T = c u x = —c BepruKayiHe acumnrore dyuknuje h. ODyuxmuja h
HUKa/a He ,,BUIM TTOHaIame PyHKIMje [ 3a HeraTuBHE apryMeHTe, jep BaXKu
h(z) = f(|z|), a |x] > 0 3a cBako x. 3dor Tora, ako f MMa XOPU3OHTAJIHY
acUMIITOTY Yy = b Kajia x — 400, Ta aCUMIITOTa IIPEHOCHU ce Ha (DYHKIU]y h u
KaJla T — +00 U KaJla T — —00; XOPU30HTAIHA acUMIITOTa pyHKIHje [ Kajaa
T — —00, YKOJUKO II0CTOju, He TIpeHocu ce Ha GpyHKIujy h. Ako dyuxknuja f
“Ma KOCY acUMITOTY y = mx + b Kajga r — +00, Tajga pyHkiuja h mma Kocy
ACUMIITOTY Yy = mx + b Kajga x — 400, a KOCy acCUMITOTY ¥y = —mx + b Kaja
T — —00; Koca acumnTora pyHKImje f Kajmga r — —00, YKOJUKO ITOCTOjU, HE

peHocu ce Ha QyHKIujy h.
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[Tonamame dyukiyje f(r) npuinkom TpancdopMalyje arncoJyTHOM BPEJIHOMIINLY
IPUMEILEHOM Ha apryMeHT (DyHKIIH]je

3.5 KombomnoBame TpancdopmMalimja

YV npeTxoJIHIM OJ/IeJbIIUMA CBAKy TPAHC(MOPMAIIA]Y CMO MOCMATPAJIN MOCEOHO.
Mebytum, y mpakcu ce Hajuenihe cycpehemo ca dpyHKIjaMa KOJT KOjUX je rpaduk
JIOOMjeH y3aCTOIMHOM IIPUMEHOM BHINle TpaHchopMaliija UCTOBpeMeHo. Pa3zmo-

TPUMO OIIITH OOJIMK
g(x)=a- f(bx +c)+d, a,b € R\ {0}, ¢,d € R,
KOju 00jesinmbyje cBa 4eTHpPHU MPEeTX0IHO oOpaheHa Tuma TpancdopMmalmje.

Teopema 3.11. Hexa je gatua pynryuja f : X — R u nexa cy a,b € R\{0}, ¢,d €
R gukcne xoncmante. Taga ce pagur dynrkyuje g(x) = a- f(bxr+c)+d goduja us

agura ynryuje f ysactourom Upumerom creqehur WpaHchopMauUja, PEGoM.:

1. gunatmavyuja gyotc x-oce y pasmepu 1 : b, tpahena pepaercujom y ogrocy Ha

y-ocy axo je b < 0;

2. wpancaayuja gyoc x-oce 3a —c/b;
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3. guaatmayuja gyotc y-oce Yy pasmepu a : 1, apahena pedaercujom y ogrocy wa

z-ocy axo je a < 0;

4. wpanciauuja gyt y-oce 3a d.

Jokas. OyHKIM]Y g TPAIUMO y YETUPU KOPaKa, Y3aCTOITHOM ITPUMEHOM IMO3HATHX
Tpancdopmaliija Ha GyHKIAjy f.

Kopax 1. Ozmaunmo fi(x) = f(bx). Ilpema reopemu 3.8, rpacdur byHKIHje
f1 moduja ce u3 rpacdura dyHkimje [ auaaTamujoMm IyxK r-oce y pasmepu 1 : b,
npahenom pedyiekcujoMm y oJIHOCY Ha y-ocy ako je b < 0.

Kopax 2. Oznaunmo fo(z) = fi <x + g) Kako Baxku

f@) =fie+3)=f(o(c+7)) = b +o),

npema Teopemu 3.2, rpacduk dyakmmje fo moduja ce m3 rpacduka pyHKIHjE fi
TPAHCJIAIIOM JIy>K x-0ce 3a —c/b.

Kopax 3. Osznaunmo f3(x) = a - fo(x) = a - f(bx + ¢). Ilpema teopemn 3.7,
rpacduk dpyukimje f3 moduja ce n3 rpaduka GyHKIHEje fo AUIATAIIAJOM JTyK y-0Ce
y pa3mepu a : 1, npahenom pediekcujom y ojHOCY Ha x-ocy axo je a < 0.

Kopax 4. Ozuaanmo fy(z) = f3(x)+d = a- f(bx+c)+d = g(x). IIpema Teopemu
3.1, rpacduk dbyukimje f; moduja ce u3 rpaduka OYHKIHjE f3 TPAHCIAIIJOM Ty K
y-oce 3a d.

Kowmmoszunnjom oBa detupu Kopaxa, rpaduk oyHKInje g = f, moduja ce y3a-
CTOITHOM IPUMEHOM HaBeJeHUX TpaHcdopMmalija Ha rpaduk pyakimje f, aume je

TBpheme JI0Ka3aHO. [

Penocnen kopaka je duran: amiaraiija W TPaHC/IaIUja Jy»K HCTE OCe HE
KOMYTHUpPajy. Ako OMCMO NpUMEHW/IM WCTH I[apaMerap TPaHCJIaIuje ¢ y 0da
pesocaesa, J0OUIN OMCMO PAa3jIUYdnuTe Pe3ysTaTe: PeIocyes ,IpBO IiIaTalmja
JyK z-oce y pazmepu 1 : b, ma Tpancianuja 3a ¢ naje f(x) — f(bx) — f(bx+bc),
JIOK PeJIoC/Ie T ,,[IPBO TPaHCIaldja 3a ¢, I1a JujIaTaluja Iy»K r-oce y pasmepu 1 : b¢
maje f(x) = f(x +¢) = f(bx + ¢). 30or Tora, npu CKUIEpary rpaduKa, BarKHO
je BOIMTH padyHa O TOME Ja IapameTrap TPAaHC/IAINje MOpa OUTH MPUIAroheH
pezocieay nmpuMeHe TpaHcdopMmalmja. YIIpaBo 3aTO CMO Y JI0Ka3y TPaHC/IAIU]Y

OPUMEHUJIN TeK HAKOH jusaranuje, kopucrelin napamerap —c/b, a ne —c.
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IIpumep 3.1. Cruyupajmo ipagur dynryuje g(x) = —2 |x — 1| + 3 worasehiu og

wagura pynrwyuge f(x) = |z|. Huwemo g(z) =a- f(r+c)+d caa= -2, c=—1,
d = 3. Kopayu:

1. Tpancaupamo ipagur f(x) = |x| 3a 1 ygecrno: godujamo f(x —1) = |z — 1|
(weopema 3.2);

2. Jluaatupamo gyotc y-oce y pasamepu 2 : 1 y3 pedaekcujy y ogrocy ma x-ocy

jep je a = —2 < 0: godbujamo —2|x — 1| (weopema 3.7);

3. Tpancaupamo gysc y-oce 3a 3 nasuwe: godujamo xonaxan padur g(r) =
—2|z — 1| + 3 (weopema 3.1).

Ocodune pyrryuje g gupekino ce yutiajy ud 08e KOHCWUPYKUUJE: GoOMeH 0CTLaje
R (wpancacyuje v guacayuja ne merwajy gomen); weme pagura ca wawke (0,0)
aomepa ce y wawky (1,3); snax Pynkyuje g mera ce Yupaso Yy Hyaama, Koje
gobujamo pewasarvem —2|x — 1| +3 = 0, wj. |z — 1| = 3/2, ogakae cy nyae
x12 = 1£3/2; monowonoct ce meroa y ogrocy wa morotwonoctt dyrkyuge |x| (jep

je a < 0) u pynrxyuja g je pactyha na (—oo, 1), a otagajyha na (1,+00).

N/ N

[Ipuka3 kopaka u3 IIpumepa 3.1.

3.6 ¥YrTunaj mapamerapa Ha Opoj U IPUPOIY
pelrema jeJHAYNHA U HejeTHAYNHA

YV IpeTxogHOM JIeJly OBe IJIaBe IOKAa3aJl CMO KAaKO IeOMeTpPHjcKe TpaHcdOop-
Mallije yTU4dy Ha OOJIMK U ocodmHe rpaduka dyHKInje. Y OBOM OJIe/bKY CHHTETHU-
zoBahieMO Te pe3ysiTare aju U3 JPyror yrja: yMecTo Jia ce MUTAMO KaKO M3IJIe/a
rpaduk, mocTaBuheMo MUTame KOJIUKO PeIleha UMa jeTHAYNHA U KaKO ce Taj Opoj

Mema KaJla MemhaMo apaMerap TpaHcdopMalimje.
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Pemasame jenaunne f(x) = m reoMeTpujCcKU 3HAYM TPAYKEH-E CBUX AICIIUACA

Tadaka y kKojuMma rpaduk (yHknuje f cede XOPU3OHTAJIHY MpaBy Yy = m. Bpoj
pelema jeTHaunHe jeTHAK je Opojy MmpecevHnx Tadaka rpaduk dyHkmnmje f ca ToM
npasoM. [Ipupona pemema, Tj. Jla J1 Cy pelllemha M30JI0BaHE TadKe WU YUTABU
WHTEPBAJIN, 3aBUCU OJ TOTa Ja JIU ce rpaddUK M MpaBa CeKy WU Ce JeJTUMUTHO
nokjanajy. [lokmaname nera rpaduka dyHakimje f ca npaBoM y = m HA HEKOM
MHTEPBAJIy MOXKE Ce JIECUTH jeJuHO akKo je dyHKIuja f KOHCTAHTHA Ha HEKOM
TOJIMHTEPBAJIY CBOT JIOMeHa. 300r Tora he ce, Ko HajBeher Opoja mpumepa Koje
hemo pasmarparm y 1yiaBu 4, mpupojia pelierba CBOJIUTH HA M30JI0BAHE TadKe
npeceka. AHaJIOrHO, periaBame HejeaHaunne f(x) > m, onnocHo f(z) < m, cBoan
ce Ha ojpeluBame OHUX JeI0Ba JOMeHa Ha KOjuMa ce rpaduk GyHKImje f HaTa3n
WU3HAJI, OJHOCHO WCIIOJ, IIPaBe Yy = M.

MownoronocT dyHKIMje JTUPEKTHO OIPAaHYaBa MOTyhu OPOj pelllermha je JHaunHe

f(@) =m.

Teopema 3.12. Hexa je ¢pynruyuja f : X — R cwipoio monotiona na ceaxom og
KOHAYHO MHOTO unttiepsanra X1, Xo, ..., Xg, ige je X = X1 U XoU---U Xi. Taga
jegnavuna f(xr) = m uma najeuwe jegro pewere Ha C8aKoM 0g uniepsana X,

1=1,...,k, Ga camum Wum uma najeuwe k peuweroa Ha uesom gomeny X .

Jloxas. Heka je i € {1,...,k} npousBo/bHO, U HEKa Cy T1,Ts € X; TakBe Ja je
1 # 9. Taga Baxku wim x, < Ty WK T1 > To. Kako je f crporo monoTona Ha X;
(nedununumja 2.7), y oda caydaja Baxu f(x1) # f(x2): ako je dyHKImja cTporo
pacryha, uz x; < xe cnemu f(z1) < f(z2), a ako je crporo omazgajyha, uz x; < xs
caenu f(xy) > f(x2). AHaJOrHO BaKu U 3a CIIydaj 1 > To.

Hakye, pa3muauTuM TadkaMa u3 X; yBEK OJroBapajy pa3/IMuuTe BPEIHOCTU

dyukmumje f. Hpyrum peumma, pectpukimja ¢yHKuje f Ha mHTepBaa X;, y

ozHany f|x,, jecre mnjekruBHa dyukuuja. [lomro je f|y, nHjekTHBHA, 3a JaTO M
nocroju HajBuiie jexno x € X; takso ma je f(x) = m.
Opo Baxu 3a cBako i = 1,..., k. Jlakie, ykyman Opoj pemema jegHadnHe

f(x) = m ua nemom nomeny X wusHocu Hajpuie k. ]

WNurepBasm Mmonoronoctu dyHKuje f oapelyjy ropimby rpaHuIily Opoja peniema
jemnauune f(x) = m. Tauan Opoj periema 3a KOHKpETHO m 3aBuch, Mehyrum, u
0J1, BpeIHOCTU (PYHKIIHje Y TPAHMYHUM TadKaMa u3Mel)y WHTepBaJjia MOHOTOHOCTH.

YupaBo Ha OBUM MeCTHMa IapamMeTpu TpaHchopMalyja Urpajy KJbydHy YJIOTY,
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rnomMepajyhu Te TpaHUYHE BPEIHOCTH, YUME Ce Mema OpOj IpeceKka rpaduka ca

IIPaBoOM Yy = M.
Pazmorpumo caja Kako cBaka TpaHcdopmalija oopaheHa y 0BOj IJIaBU yTHIe
Ha Opoj perema jegHaqnne g(x) = m, rje je g TpancdoOpMuCaHa BeP3Uja MOJIa3HEe

Pynxumje f.

e Tpaucnammja gy y-oce g(x) = f(z) + a (reopema 3.1): Baxku g(z) =
m <= f(z) = m —a. akie, TpaHCIanuja JIyxK Y-0Ce MAPAMETPOM @
moMepa MpaBy ca KOjOM TPasKMMO IIPeceK Ha MOJIa3HO] (byHKIUju f, Tj. yMe-
CTO TIpeceKa ca MPaBOM Yy = M, TPAXKUMO IIPECeK ca MPaBOM Yy = M — a.
Bpoj pemema 3aBucu o1 Tora Jia Jixd upaBa y = m — a IPeJasu HeKy rpa-
HUYHY BpeJIHOCT pyHKIMje f, 11a ce IpOMEeHOM IapamMeTpa a MoxKe noBeharw,

CMambUTU UJIU O9yBaTH.

e Tpancnammja gy>x z-oce g(r) = f(xr + a) (reopema 3.2): TpaHCIamja
Jly?K T-0Ce CaMO IOMepa I0JIOXKa] pelllera, He Mema HhUXoB 0poj. Jlakie,
Opoj pemema jennaunbe g(x) = m uwcTu je Kao OpOj pellera jeHadnHe

f(x) = m, 3a cBako a.

e Iunaramuja ay»K y-oce u pedJiekcruja y OJHOCY Ha T-0Cy (Teopeme
3.4, 3.7) g(x) = a- f(z): Baxku g(z) = m <— f(x) = . [punnumn je
aHaJoraH TPAHCIAIUjA YK Y-0Ce, YMECTO IIpPeceKka ca HpaC]L?:OM y = m, Ha
dbyHKIMju f TPaAXKUMO TPECEK Ca MIPABOM Y = m bBpoj pemema 3aBucu or
TOra JIa JI1 OBa IIpaBa Ipejia3u HEKY IPAHUYIHY gpe,ZLHOCT dyuknuje f, na ce

IIPOMEHOM TIapaMeTpa a MoKe moBehaTn, cMambUTH WX OUyBaTH.

Cuernmjanan ciay4daj a = —1 oaroBapa pedJieKcuju y oJHOCY Ha r-0Ccy: (hop-
m . .

myna f(xr) = — rmaga mocraje f(x) = —m, mTo je mocedaH MpUMEP UCTOT
a

HOCTYIIKA.

e Tunmartanuja ny>k z-oce u pedyiiekcuja y ogHOCY Ha y-ocy (Teopeme

3.3, 3.8) g(z) = f(b- x): ako zy pemasa jennauuny f(x) = m, Taga r = %
pemasa f(b-x) = m. CBako perieme NOJA3HE jeHAYNHE Jlaje TAIHO jeHO
peliebe HOBe jeTHAYMHE, 11a ce OPOj pellieha He Meha, MeHha Ce CaMO IT0JI0XKA]
WJIN 3HAK CBAaKoOr pemema. Crernumjatan ciaydaj b = —1 oarosapa peduiekcuju
y OJIHOCY Ha Y-OCy, Tajia T = —Io pemasa f(—x) = m, ITO He MEmba rope

OIIMCaH ITOCTYIIaK.
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OYHKINJA

e AricosyTHa BpeJHOCT mpuMmemeHa Ha dbyHkujy (reopema 3.9) g(z) =

|f(x)|: jenmauuna g(x) = m 3a m > 0 eKBUBaJEHTHA je YHHUjU JBa YCJIOBA,
f(x) =m wm f(x) = —m, na je dpoj perema jeanaunne g(x) = m jegaHax
30upy Opoja perrema oBa JiBa ycjaoBa. 3a m = 0, periema ce MOKJIamajy ca
uHynama dyskimje f, a 3a m < 0 jeqnaunna g(r) = m Hema pelema, jep je

g(z) > 0 3a cBako x.

e AricosiyTHa BPeJHOCT NpUMereHa Ha apryMeHT (teopema 3.10) g(x) =
f(Jz|): 3a > 0 pemema ce mokIamajy ca permemnMa jegaadnne f(x) = m
Ha sesry momena X N [0,4+00). Cako TakBo perreme xy > 0 orema ce u
Ha T = —Xg, yABOCTPY4yjyhu Opoj periema, n3y3eB MOTEHIN]aTHOT Pellerha

o = 0 Koje ce He yIBOCTPYUYyje.

AHajloTHU 3aKJ/BYyUIN Bayke W y CAy9ajy HejeHaInHA, C TOM PA3JUKOM IIITO
cajia He MPAaTUMO OpOj IPEeCcevYHux Tadaka, Beh oO/MK M MOJIoXKaj CKyla pererna,
Tj. YHU]jy HHTepBaJIa Ha KOjUMa ce IpaduK HAJIA3U U3HAJL, OJJHOCHO UCIIOJ, TOCMa-
TpaHe mpaBe. TpaHcianuja U JuIaTandja JIy»K y-oce IoMepajy, OJTHOCHO CKAJIH-
pajy, rpanuity m Kojy ynopehyjemo ca dyukmmjom f, amme ce momepajy rpaHuie
caMor CKyIlia periema. Tpancianuja u auiatamuja Ty xr-oce, Kao u pedJiek-
cuje, IOMEpPajy WM CKaJIUpPajy caM CKYI Peliemna JIy:K r-0ce, He Membajynn meron
00JIK. ATICOJIyTHA BPEIHOCT, CJIMIHO Kao KOJ je/THAYNHA, JIeJIM HejeTHAYNHY Ha
nBa ycioBa (3a |f(x)| > m: ycaose f(x) > m wm f(x) < —m, 4uju ce cKynoBu
peliea cjenumbyjy v yuujy, 3a |f(z)| < m: ycaose f(x) < m u f(z) > —m,
YUjU Ce CKYTIOBH PeIleha MPEeCerajy), MITO TUIIMYHO Meha 0OJUK KOHAYHOD CKYIIa

pelllema y OJHOCY Ha IIOJIa3Hy HejeTHAUYNHY.

IIpumep 3.2. Ogpegumo 3a xoje épegnoctuu Tapamewipa a € R jegnavwuna |x —
2| 4+ a =5 uma Waurno gea pewera.

AHaauWunKy Gpuciyt: Jegnawuny 3auuwumo y odbauky |r — 2| =5 — a.
Kaxo je sesa ctipana wenelatiusrna, axo je b —a < 0, jegHavuna Hema pewersa.

Axo je 5 —a > 0, pazaukyjemo gea cayuaja, y 3a6UCHOCTIYU 0 3HAKA U3PA3G T — 2.
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Cayvaj x > 2: Coyvaj v < 2:
|l — 2| =2 —2 lx —2|=2—=x
r—2=5—a 2—r=5—a
r=T7—a r=a—3
Yenos x> 2 saostcu axo u camo axo Veaos x < 2 sastcu ako u camo axo
7T—a>2 — a<b. a—3<2 — a<h?h.

Kombunyjmo gobujene peszystiaiie:

e axo je a < 5: oda pewera, x =T7—a ux = a—3, 36§o80HaBAJY C80JE YCAOBE

U MehYcodro cy pasauvuig — gea peuLeroa;

® axo je a = 5: pewerwe x =7 — a = 2 3a9060H06G YCA08 T > 2, JOK PEUEHbE

T =a— 3 =2 He 3ago6onasa Ycaos T < 2 — jegro pewere, T = 2;
® axo je a > 5: Hema peuLerva.

I'paguuru apuctwya: /o ucior 3aKpY4Ka MOHCEMO GOhU TOCMATEPAHHEM
waguka. Caure upurasyjy papur dynrkyuje f(x) = |x — 2| 3ajegno ¢ xopusomn-
WarHuM Upasama y = 5 — a 3a WPU KAPAKWEPUCTLUNHE 6PEGHOCTIU TUAPAMETIPA
a: 3a a < 5 (Upasa ushag Wemena, gea uUpecexa), 3a a = 5 (Gpasa WauHO KPO3

weMme, jegan Upecex) u 3a a > 5 (Upasa uctog Wemena, Hema TUPECEKa).

a<bH a=2>5 a>5

Bpoj upecewnux wavaxa ipagura dynxkyuje f u ceaxe og osuxr UpasuUT Gu-

PEKTWHO Totwephyje pe3yAtuatl, gooujer aHaUTLUYKUM TYTLEM.

N3toxkenn pe3yararu oKa3yjy Ja mapaMeTpu y TpaHcdopMmalmjama rpaduka
UMajy HemocpeIaH U IPeJIBUIUB YTUIA] Ha OPOj U MPUPOIY Peleha IPUIPYKEeHe
jeHaUYMHE WM HejeTHAYNHE: TpaHCJalja W AuIaTalnja JyxK r-oce, Kao U pe-

diekcuje, dyBajy Opoj pelema Memajyhn camMo HBUXOB I10JI0XKAj; TPaHCAIja 1
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I'JIABA 3. I'EOMETPUJCKE TPAHC®OPMAILINJE 'PAOUKA
OYHKINJA

JauiaTamyja IyK y-oce JIeyjy TMOCPEeTHO, IIPEKO ITPOMEHe TpaKeHe BPETHOCTH M

a TpaHcdOpMallje ca alcoJIyTHOM BPEIHOIINY Membajy Opoj periemna.
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I'maBa 4

IIpuMmeHna aHaJIUTHUYKE U

rpacdpmuiyke MeToae

V peTxoHuM rilaBaMa CUCTEMaTH30BaIN CMO HaMa IMOTPedHA TEOPUjCKa 3HATHA
0 (pyHKIIMjaMa U ITOKA3aJIM KaKO ITapaMeTpPU Y T'eOMETPHjCKUM TpaHchopMaIiijama
rpaduka yrudy Ha OpOj U MPUPOJLY Pelllemha MPUJIPYKeHe jeHaAYnHe WM Heje]I-
HadwHe. Y OBOj IVIABU Ta TEOPHjCKa 3Hamba IMPUMeyjeMO Ha KOHKDETHe 3aJlaTKe,
ca IM/bEeM JIa TOKAYKEMO y KOM OJHOCY CTOjeé AHAJUTUIKA U TPadUIKA METOT
pelaBarma 1 KaJia je jeJlaH oJf TbUX HOTOHUJU OJI JIPYTOT.

AHaMTHYIKN MeTOJ| 1o/Ipa3yMeBa pelllaBaibe jeJHadnHe WU HejeHAINHE WC-
KJBYUIMBO ajredapCKuM IyTeM, TpaHchopMaImjoM m3pas3a, MPUMEHOM TO3HATUX
dopmysia u UaeHTHTETa, I0 J00Ujarba TadHOr pemrema. lIpemHocT oBe MeTosne je
IIITO Jlaje Tpeln3He, er3akTHe pe3yJiTaTe, aJii eroBa IPUMeHa I0CTaje 3HATHO
TeXKa, KaJa jeHaYNHa YKIbYdyje TPAHCICHIEHTHE n3pa3e, KOMOUHAIIN]je PA3IuIn-
TUX TUNIOBA (PYHKIIMja WU MapaMeTpe YHhju yTHUIAj Ha OPOj U OOJIMK pellera Huje
JIAKO TIPATUTHU YUCTO AJTeDAPCKUM IIYTEM.

Ipaduyku MeToj, HACYOPOT TOME, CBOJM pelaBarbe jennauuue f(x) = g(x)
Ha MpOHAJAXKEHe MpecevHnx Tadaka rpaduka dyuknuja f u g. Ilpeanoct osor
IPUCTYTIA OIVIEJIa C€ YIPABO TaMO IJle aHAJUTUIKU METOJI IIOKa3yje CBOje Caado-
cru. I'pacduk maje HemocpesaH yBuJ y Opoj W paclopesl peliema, Yak 1 Kaja
TavHy BPEJIHOCT pernerma Huje moryhe m3padynartu. OBa MeTo/a mocedHO 100mja
Ha 3HaYajy KOJI 33JlaTakKa ca rmapamMeTpoM, rie mpaheme MpoMeHe oJI0¥XKaja UIn
obyimka rpaduka JTUPEKTHO MOKa3yje KaKo ce Opoj pellerba Mema y 3aBUCHOCTH
0J1 IapaMeTpa, 0e3 moTpede Jia ce 3a CBaKy BPEIHOCT MapaMeTpa pelierhe padyHa

N3HOBA.
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Nnaxk, rpacdudku MeTO]l HUje JIUIIEH OorpaHudera. lIpenusHocT oyntaBama
BpeIHOCTH ca Tpaduka je Marma OJf MPENU3HOCTH AJredapCKOr padyHa, Te I'pa-
duuku mMeroj denthe ciIyKu 3a yTBphUBame IOCTOjarba U Opoja pelnerha, Hero 3a
onpehuBame mwuxoBe TadHe BpemHocTH. OcuM TOra, MOy3JaHO CKHUIUPAHE I'Pa-
duka 3axTeBa MPETXOIHO JOOPO MO3HABAIE 0COOMHA (DYHKIIH]E.

VYV HacTaBKy OBe IJIaBe pa3MOTpuheMo, KPO3 HU3 KOHKPETHUX 3a/IaTaKa, CUTY-
aruje y KojuMa rpaduaKku MeTo/i OMTHO OJIAKIaBa pellaBaihe y OJIHOCY Ha aHa-
JINTUYIKA TTOCTYTIAK, CJIOXKEHWje 3aaTKe ca MapaMeTpuMa Y KOjuMa Ce TTOTOTHOCTH
rpauIKor TpUCTyNa MocedHO UCIO0J/baBajy, Kao U 3aJiaTKe KOJI KOjUX aHAJUTUIKO
periebe Huje mMoryhe ogpeanTu, 1ma ce rpadudKu METOJI KOPUCTH UCKJbYUIHUBO 3a
yTBphuBambe Opoja pemniermha. Ha Kpajy ritaBe, Kpo3 cesleKIujy 3ajiaTaka ca IpHujeM-
HUX UCHuTa 3a (paKyirere, nmokazaheMo MpaKTUIHY MPUMEHY U3JIOKEHUX HUJIEja.
Sarakama JI0 KOjUX KpO3 OBe 3aJIaTKe JI0Ja3UMO Onhe CHCTeMaTU30BaHa Y TJIaBU
5, y K0joj OPMYJIUIIIEMO KPUTEPHUjyMe 3a N300p MeTO/le U YKa3yjeMO Ha I'DAHUIIE

rpaduYIKOr IpUCTYIIa.

4.1 3Baganmm Ko Kojux rpadpmdka mMeToaa OMTHO
OJIAKIIIaBa pellaBamke y OJHOCY Ha

AHAJINTUYKY MEeTOodYy

Bagarak 4.1. Pewuimu jegnavuny log(bx) + log(x — 1) = 2.

Anamuruuku nmpuctyn: /lomen 3axteBa S5z > 0wmw x —1 > 0, 1j. = > 1.
[Tpumenom ocodunue jorapurma loga + logb = log(ab) (3a a,b > 0), jennaunna
rmocTaje

log(bz(x — 1)) = 2.

Opakae ciaequ Sx(x — 1) = 100, 1j. 5x? — 5z — 100 = 0, mTO NOCIE Jle/bema ca b
naje
x> —2—20=0.
Pemema kBajparne jeanadnne cy x = b u x = —4. Kako jgomen 3axreBa x > 1,
pememe x = —4 ce omdaryje. /lakire, jelHaUNHA UMa jeIMHCTBEHO DeEIIehe T = .
I'pacpuuaku npucrym: Ilocmarpajmo dyukmjy f(x) = log(5z) + log(z — 1)
U MCIIUTAjMO HeHe OCOOMHE HEOIIXOJHE 3a CKUIUpambe Ipaduka.

Jlomen: IIpecekom ycmosa 5z > 0 u  — 1 > 0 modujamo Dy = (1, +00).
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Momnowonocwm: @yuxnuje log(5z) u log(x — 1) cy 0de crporo pacryhe Ha cBom
JIOMEHY, TIa je, IpeMa Teopemu 2.2, u \UxoB 30up f crporo pacryha dyHKITja Ha
(1,400).

Acumtmowe: Kako r = 1 He mpumaza JIOMeHy, a JE{& f(x) = —o0, npasa
x = 1 je Beprurasna acuMmnToTta dyHKuje f. VY caydajy Kama r — +00, 0da
winaHa, log(br) u log(x — 1), Texxe ka +oo, ma f(xr) — 4oo. akne dyHruja
HEMa XOPU3OHTAJIHY aCHUMIITOTY.

3a jorn mperusHuje cKunupame rpaduka, u3padyHajMO U jeJIHy KOHKPETHY
rauky rpacduka: f(2) = log(10) + log(l) = 14+ 0 = 1, 1j. rpacduk nposasu Kpo3
Tauky (2,1).

Tpaxkumo pererse jequaunte f(x) = 2, 1j. mpecek rpaduka dbynkuuje f ca
xopu3oHTaJIHOM IIpaBoMm y = 2. Oyaknuja [ je crporo pacryha u mpeas3m ox —oo
10 400 Ha mesaoM jgomeny (1,4+00), ma meH rpaduk cede CBaAKy XOPH3OHTAJHY

IIpaBy, Ma W IPaBy Yy = 2 TaYHO j€THOM.

OBo morBphyje pereme H00HjeHO aaredapCcKuM IyTeM. AJredapcko perra-

Bambe KBaJpaTHe jeIHaduHe x>

—x — 20 = 0 npupogHO yBOAU U JPYTO, JIAXKHO
pelee Koje HAaKHAIHO Tpeda MPOBEPUTH M OJ0AIMTUA 300T yCJIOBa JIOMEHA, JIOK

HaM TpadUK yHAIIpe IToKa3yje J1a MMOCTOjH CaMO jeTHO PEIlerhe.

Bagarak 4.2. Pewwuwu jegnawuny |z — 1| + |z + 2| = 5.
AnasmuTnyku npuctyn: 3pas mema 00JIMK y 3aBUCHOCTH OJ 3HAKA CBAKOT

n3pa3a IMOoJI ATllCOJIyTHOM BPEIHOININY, IIITO HAC JOBOJU JO TPHU CIyYaja.
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1°z < —2: 20 =2<z<1: 3°x > 1:
lr—1=1—-=x lz—1=1—-=x lr—1=2—-1
|z 42| = —x — 2 lz+2| =242 lz+2| =242

(l—z)+(—z—-2)=5 (1-2)4+(z+2)=5 (x—=1)+(z+2)=5

—2r—1=5 3=295 20 +1=5

xr = -3 (Hema perrerna) x =2

(3ayt0BosbaBa T < —2) (3astoBosbaBa = > 1)
HakJte, jeqHaunHa UMa JIBa pellema: £ = —3 U T = 2.

I'paduukn npucrym: Dyuxmmja f(z) = |z — 1| + |z + 2| n1obuja ce kao 30up
JIBe TpaHcJaupane QyHKIWje ancoayTHe BpeaHocru: |z — 1| (rpaduk dbyukimje |z|
TpaHcaupaH 3a 1 yjecuno, teme y tadku (1,0), reopema 3.2) u |xr + 2| (rpadux
dbyukuumje |x| rpanciupan 3a 2 yieso, reme y tauku (—2,0), Teopema 3.2).

Ckurnupajmo ode TpaHc/jmpaHe (hyHKIHMje Ha MUCTOM KOOPIMHATHOM CUCTEMY
u cabupaMoO EbUXOBE BPEJHOCTH TA4Ky IO TadyKy: Ha uHTEpBaay (—oo, —2) 0de
dbyukuje cy omamajyhe, na je u muxosB 30up onanajyhu; na warepsany (—2,1),
1j. u3mely remena dynkumja, dynkmja |xr + 2| pacre, a |z — 1| omaga ucrom
OpsuHOM, 11a UM je 30up KoHcTaHTaH Ha Bucunu f(z) = (1 —x) + (x +2) = 3; Ha
unTepBaiy (1, +00) 0de dyukiwmje cy pacryhe, na je u 30up pacryhn.

['paduk HemocpeaHo mokasyje Jia mnpapa y = 5 cevde rpaduK TaIHO JBa IIYTa,
IITO C€ MOTIYHO CJIaXKe Ca AHAJUTHUYIKH JIOOMjeHUM pelemnMa £ = —3 u © = 2.
OBze rpaduvku TPUCTYIT MTOCEOHO OJIaKIIaBa pa3yMeBarbe 3alllTO Ha CPEeIheM
UHTEpPBAJIy HEMa peIllea: paBaH Jeo rpaduka, HA KOHCTAHTHOj BUCHHU 3 < B,
[oKa3syje Jia mpaBa iy = b YOIIITe He MOXKe Jia Ta JoJupHe, 0e3 moTpede Ja ce TO

3aKJ/bydd T€K HAKOH JI0OMjarba KOHTPAIUKIMje 3 = 5 aaredapCKuM IIyTEM.
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r— 1|+ |z + 2|

2
Bamarak 4.3. Pewutiu nejegravumy x—+1 >z — 3.
T —

Anamuruaku npuctyi: llpe cera, mopa Baxkutu r # 1, jep MMeHHUJAI
He cme outm 0. IlpebanmBarbeM CBUX WIaHOBa Ha JIEBY CTPAHYy W CBODEmeM Ha

3ajeIHUYKH MMEHUJIAI] JOOUjaMO

2 2) —(x—3)(x—1
TH2 (o350 e @FD-@I@=D
rz—1 z—1
Cpebupamem dpojuoria 100mjaMo
—2? 45z — 1
—rrer—lo,
z—1
MHOK€EheM HejeIHaKOCTH ca —1 godujamo,
25 1
ﬁ < 0.
z—1
5—+v/21 54 v21
Hymne 6pojuornia cy z; = — ~ 021 n 2o = +T ~ 4.79, a HyNa
2
. - —o5x+1 .
nMmenuorna je x = 1. 3HaK pa3/ioMKa —_{  UOWHTepBATHMa JaT je caegehom
x p—
TaOJIMIIOM:
(=00, 21) (#1,1) (1,23) (22, +00)
2 — bz +1 + — — +
r—1 — — + +
x? —bx+1
—_— — + — +
z—1
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Tpakumo re je pasjioMak HeraTWBaH, IITO je, IpeMa TadJIUIM, Ha WHTEepPBa-

mnma (—oo,xq1) u (1, x9). Hakite, pereme HejeqHaTNHE je

2 2

T+ 2

z—1

BEPTUKAJIHOM aCUMIITOTOM T = 1 W XOpu3oHTAJIHOM acuMmmToroM y = 1. Moxkemo
x+2 3 . .

opuMeTuTH 18 Baxku f(x) = i 1+ T Jakite, dynkiuja f moduja ce
x — x —

.1 :
"3 cTerneHe OYHKINje — y TPU KOPakKa: MPBO JUJIATAIA]OM YK Y-0Ce Yy pa3Mepn
x

I'padmuku npucrym: Dyukumja f(xr) = je panumonasiHa (QyHKIHja ca

3 : 1 (reopema 3.7), unme ce m0duja —, a 3aTUM TpaHCJIAIMjoM 3a 1 yaecHo u 1
x

Hasuie (Teopeme 3.2, 3.1).

Ca cimke ce HENOCPEHO yodaBajy JIBe TadKe IIpeceKa, jeIHa JIEBO OJ Bep-

5—+21

THKaJIHE aCHMIITOTE, ApPyra JeCHO, KOje OAroBapajy I'PaHuIaMa T; = — n
2+ +v21 . . . T+ 2
x9 = ————. Ioapyuja Ha kojuma je kpusa f(x) = | AeHAZ mpase y = x—3
1‘ —

2
JIUPEKTHO Ce OYNTaBajy Kao MHTEPBAJIM pelleha HejeHadnHe, 0e3 MoTpede Ja ce

IMaKJ/bUBO TIPATU OOpTalbe 3HaKa HejeJHaduHe, IITO je yjeJHO U YeCT U3BOP Ipe-

makKa y aHaJUTUYIKOM mpuctymy. 1Tpeda, mnak, HariacuTu ja rpaduk cam 1o
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cedu J1aje camMo MPUO/IMKAH TOJIOXKA] Tadaka Ipeceka. TadHe BpeTHOCTUA T'PAHUIIA,

5+ +v21

5 JIo0Hujajy ce aHAJIUTUYIKHUM IIYTEM.
Bagarak 4.4. Pewuwmu nejeghavuny —6|x — 3| + 8 > 2.

Anamuruykn npuctymn: [Ipuvernmo a BaxKu
—6lz —3|4+8>2 = —6lz—3|>-6 = |z—3|<1.
Kopucrehu ocodumny |a| < b <= —b < a <b (3a b > 0), rodbujamo
-1l<zrz-3<1 = 2<z<4.

I'pacdpuuaku npucrym: Pyuxiujy g(x) = —6|z—3|+8 npenosuajemo y obIuKY
g(x) =a- f(bx + ¢) + d (reopema 3.11), rze je f(z) = |z|,a = —6,b=1, c = -3,

d = 8. Ilpema Teopemu 3.11, rpacduk 00ujamMo HH30M TpaHCcHOPMAIIHja:

1. TpaHcianmja gy x-oce 3a 3 yIeCHO - TeMe mpesasu y Tadky (3,0);
2. namnararuja JIyzK r-oce m30cTaje, jep je b = 1;

3. mmiataruja Iy y-oce y pa3mepu 6 : 1, npahena pediekcujom y ogHocy Ha

x-ocy, jep je a = —6 < 0 - Teme octaje y (3,0);
4. TpaHcianmja Iy y-oce 3a 8 HaBHIIE - TeMe npesasun y (3,8).

Jakse, 6e3 moTpede j1a ce pyHKIHMja padyHa TadKy 10 TAdKy, 3HAMO Jia I'paduk
[IpeJICTaB/ba OOPHYTO ,V* ca TeMeHOM y (3, 8), npu yemy QyHKIUja g CTPOrO pacre
Ha (—00,3) u cTporo omnaja Ha (3, +00).

Ckunmpajmo oBaj rpaduK 3ajelHO ¢ XOpH3OHTAJIHOM mpaBoMm y = 2. Kako
je BpemnocT dyHKIHMje y TeMeHy Beha oji 2, mpema Teopemu 3.12 mpaBa y = 2
cede rpaduK TAIHO jE€IHOM Ha CBAKOM O/l JIBa MHTEPBAJa MOHOTOHOCTU — YKYITHO
JIBa TIpeceKa, KOju OJroBapajy rpaHuriama Tpazkene HejegHaqmue. Ca cimke ce
HEIOCPEHO OYNTaBa Jia je rpaduK W3HAJ IpaBe y = 2 yIpaBO HA HUHTEPBAJLY

(2,4) mTo je y crIajly ca aHAJUTHYKU JIOOMJEHUM PE3YITaTOM.
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flz) = —6lzr —3|+8

(2,2) 4,2)

-2

Ogaj mpumep mokazyje Kako npumena Teopeme 3.11 omoryhasa sa ce ciioxkenunja
TpaHcdopMaIija CKUIUPa UCTUM IIOCTYIIKOM Kao W OCHOBHa (dyHKImja |x|, Oe3

nprama Mehykopaka min padyHamba M0jeJUHATHAX TadaKa.

Bagarak 4.5. Pewuwmu jegravuny sin(2z) = cosx na untepsary x € [0, 2m].
Ananuruykn npuctyir: [Ipuvmenom njenTuTeTa ABOCTpYKOr yria sin(2z) =

2sin x cos x, jeqHaYNHA TIOCTaje
2sinzcosx = cosx = 2sinzcosx —cosx =0 = cosx(2sinz —1) =0.

[IpousBon je jemHak Hy/Id ako je dap jeJlaH OJi YMHUJIAIA jeJHAK HYJIH, [1a Pa3Jii-

KyjeMo /IBa CJIydaja.

cosx = 0: ZSinx—lle
ua [0, 27]: sinx = 3
- 3 Ha [0, 27]:
r=_—-, T=—
2 2 7'(' om
r=—, T=—
6’ 6

Hakse, jetHaunHA TMa IeTUPU PeIlerha Ha JaTOM HHTEPBAIY: T € {

™ m dT 3T

6'2° 6 2
I'padbuyuku npuctyn: YMecTo Jia TpaxKUMO HyJIe jejHe cJIoKeHe (PyHKImje,

[IOTOJIHUjE je TOCMATPATU jeJHAYNHY Kao TPaKeihe MPecedHuX Tadaka JiBa Beh

nosuara rpaduka: yakmje y = sin(2z) u dyHkimje y = cos x.
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QyHKIMja Yy = COST je OCHOBHa TpuUroHoMeTpwujcka dyukruja. I[Ipucernmo
ce Jla je OHa IEePUOJIMYHA Ca OCHOBHUM IlepuojioM 1 = 27, mapHa, OrpaHUvYeHa
u3mehy —1 u 1 u ca nynama y x = g + km. ok ce dyukumja y = sin(2x) moduja
JuaaTaiujoM rpaduka GyHKIHje sin x 1y2K r-oce y pa3mep 1 : 2, Tj. carkuMarmbeM
aBa myTta. IIpema Teopemn 2.8 ocHOBHHU mepuof ce mesw ca |b| = 2, na dbyHKIHja
sin(2x) ocrmnyje uzmehy —1 u 1 ca ocHoBHUM TIepuogiom T' = 7, jiy1io Spzke Hero
dyHKIIIja cos T.

Ckunupajmo 0da rpaduka Ha UCTOM KOOpAMHATHOM cucreMmy 3a x € [0, 27].

f(z) = sin(2x)

- /N

Y = CcosxT

Ca cyimKe ce HEIIOCPEIHO yodaBajy 9eTUPH TadKe ITpeceka Ha TMOCMaTPAHOM WH-
tepBauy. llpeanocT rpaduydkor npucTyma OBjie HHAje Y TOME ITO aHAJTUTHIKO pe-
maBae Huje moryhe. Hamporus, npenosnaBame njenrurera sin(2x) = 2sinz cos
Op30 BojM JI0 TadHOT pe3yarara. IIpeaHocT je y ToMme mTo rpaduk yHaIpe MoKa-
3yje KOJIMKO YKYITHO pelllerhba Tpeda O9eKuBaTH, CayKehn Kao mpoBepa Jia HUjeTHO
pelee Hije U3ryo/beHO WIIH YABOCTpyUeHo. Tpeda, umnak, HATJIACUTH Jia rpaduk
caM 110 ced OTKPUBA CaMO OpOj peliermha, IbIUX0BE TadHe BPETHOCTUA HUCY TUPEKTHO

YUTJbUBE Ca CJINKE 1N 3aXTeBajy YIIpaBO aHAJIUTUYIKHU IIOCTYIIaK M3JIO2KEH HU3Ha/.

4.2 3Baganm ca mapaMeTpuMa

. T
3amarak 4.6. Pewuiu Hejegravuny tanx > a - cot x Ha unepsary x € (0, 5),
Y 3asucroctiu og uapametipa a € R.
Anamuruuyku npuctym: Ha garom nnrepsasy Baxku cot z > 0, ma MHOXKEHE

00e cTpane ca cot T He Mema 3HAK HejeTHAKOCTH:

tanx - cot x > a - cot? z.
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Kako je tanx - cot x = 1 3a cBako = Ha JIaTOM WHTEPBAJLY, HEjeTHAUNHA ITOCTAje
2
1>a-cot”x.

Paznukyjemo siBa cirydaja, y 3aBUCHOCTHU OJI 3HAKA IapaMeTpa a.

. T
Cayuaj a < 0: Kaxo je cot? z > 0 Ha IeJI0M HHTEpBAITY <O, 5), BaKH a-cot? z <

. s
0 < 1 3a cBako x u3 nuaTepBasa. /lakie, Heje THAKOCT BayK! 38 CBAaKO T € (O, 5)

Cayuaj a > 0: Hejemmaumna 1 > acot?x exsubanenTtHa je cot’zx < —, Tj.
a

1 ) .
|cot z| < —=. Kaxo je cotx > 0 Ha jarom uHTEpBaJY, J00UjaMO Ot & < —=.

Vva Vva
Oyuknuja cot x je crporo onamajyha na (0, g) OsHaunMo ca xy OHY TauKy

WHTEPBAJA 32 KOJy BayKH

1 1
%, Tj. To = arccot (%) .

Kako cotx omana, Baxku cienehe: 3a x < xy Baxu cotx >

cotxy =

%, a3a T > Xy
BaxK# cot x < %. Tpazkenu ycios, cot z < %, UCIIyIbeH je 3a T > xp. Pememe
HejeTHAYNHE je MHTEPBaJI T € (3:0, g)

I'padbnuku npucryn: QPynknuje tanx u cotxr cy mo3nare ejieMeHTapHe
dbyukmmje. Pyukumjy g(zr) = a - cotx modujamo auIATAIIMOM YK Y-0Ce MPH-
MermeHOM Ha cot z (Teopema 3.7). Ckurupajmo rpaduke dyuknuja tanz u g(xr) =
a cot x Ha UCTOM KOODJIMHATHOM CHCTEMY 3a X € (0, g)

3a a < 0, rpaduk pyHKIHje g ce y MeJJOCTH HaJa3W UCIOJ T-0Ce, JTOK je tan x
YBEK MO3UTHBAH Ha MOCMATPAaHOM MHTepBaJsy. ['paduydku ce HEOCPEIHO BUIA A
je tan z cBysa uzHa g(r), y CKIIA/y ca aHATUTHIKAM PE3yJITATOM JIa HejeJHaInHA

BazKH1 3a CBaKO T.
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f(z) = tanz f(z) = tanz

0.5 05

-0.5
glr) =acotz,a <0

a 0.1

8a a > 0, obe KpuBe Cy IMO3UTUBHE Ha MHTEpBaJy: tanx mosas3u ox 0 u pacre,
a g(r) momasu o +00 u omaja. JIBe CympoTHO MOHOTOHE KpuBe Mopajy ce cehn
TAYHO jEJIHOM, Y TadyKU o, PH 4YeMy je tanx ucnox g(x) jeBo oj Te Tadke, a
W3HAJ e JeCHO, MTO JUPEKTHO MOKa3yje Jia je pelleme HejeIHa9nHe MHTEPBAJ

T .
<£L'(), 5), 0e3 moTpede Jia ce HejeTHAYUMHA AJITedAapCKM CBOJU HA YCJIOB IO COt .

f(z) ={tanz flz) =[tanz

wi2 m o m

glx)=acotx,a >0 g(r) =acotx,a >0

a—0.5 a3

1
[TonoBo hemo HarjacuTu [ga TadHa BPEIHOCT I'PAHUIE Ty = arccot (— HU]je

Vva

JIUPEKTHO YUT/bUBA C& CJIUKE 3a MPOU3BOJHHO @ U JIa je TO MaHa IpadUIKOr IIpu-
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CTyIa y OBOM IPUMEPY, Ia je 3a ojpehuBarme TauyHe HyMEpUIKe BPETHOCTHA HEOTII-

XOaH aHAJUTHUYIKHU ITOCTYIIaK U3JIO2KCH U3Ha/.

Bamarak 4.7. Ogpeguiiu 6poj pewera jeguavune |2° — 4| = m y 3asucroctiu og
aapametipa m € R.

Anamutnuyku npuctym: Pazioxknmo 3ajatak Ha JIBa Caydaja:

Cayuaj 2* —4 = m: 1j. 2* = 4 4+ m. Kako ekcrionennujaaHa GpyHKIHja y3UMa
HUCKJBYYUBO TTO3UTHBHE BPEJIHOCTH, jeTHAYNHA UMa pelteme akko 4 + m > 0, Tj.
m > —4; Tana je © = log,(4 + m).

Cayuaj 2* —4 = —m: 1j. 2° = 4 — m. AHajOrHO, jeJJHAYMHA UMa PEIleHhe
akko 4 —m > 0, 1j. m < 4; Tana je x = logy(4 —m).

Kako je sieBa cTpana moJsia3He jeHadYNHE HeHeraTuBHA, 3a m < 0 HujedaH o
OBa JIBa C/Iydaja He Jlaje BaJbaHO peIllerme — jeHadnHa HeMa pelema 3a m < 0,
0e3 003Mpa Ha TO IITO TOpe M3BeJIEHN aaredapCKH yCJIOBU 110 CeOHM JI03BOJbABAjy
pelemna 1 3a HeKe HEraTUBHE BPETHOCTHU M.

Kombunyjyhu oda ycosa, y3 yciioB m > 0, modujamo:
e 3a m < 0: jegHaumHa HEMAa PEIIEIHA;

e 3a m = 0: ucmymena odba ycjioBa, aju ce BpeaHocTH T = log,(4 + 0) =

log, 4 =2 u x =log,(4 — 0) = log, 4 = 2 nokyanajy — jeJlHO pelerse;

e 3a 0 < m < 4: ucnymena oda ycioBa, a BpeaHoctu x = logy(4 + m) u

x = logy(4 —m) cy pasaumauTe — JBa pelema;
e 3a m = 4: UCIYHEH CaMO IPBU YCJIOB — jeJIHO pelreme, T = log,(8) = 3;
e 3a M > 4: HCIyHEH CaMO IIPBU YCJIOB — J€JHO PelIerhe.

I'pacdpuuku npucryn: Pyukiuja h(z) = 2% —4 100buja ce TpaAHCIAIUJOM TPa-
dbuxa bynkuje 27 3a 4 nagose (teopema 3.1). Pynkunjy f(x) = |2” —4| mobujamo
[IOTOM IIPUMEHOM AIlCOIyTHE BpeaunocTu Ha h (reopema 3.9): 1eo rpaduka ucros
x-oce ce peBphe U3HA e, JIOK JIe0 U3HAJ] T-0Ce 0CTaje HEIPOMEHEH.

Ucnmrajmo monarmame QyHKIMje [ Ha TpaHumama JoMeHa. Kamga x — —oo,
Baxku 2° — 0, nma h(z) = 2* —4 — —4, ogrocuo f(z) — 4. Kako je oBa rpanndna
BPEJIHOCT KOHA4YHa, paBa y = 4 je xopuzoHTa Ha acumirora dyakmuje f. Kama
T — 400, Baxu 2° — 400, Ia u f(a:) — 400, 11a PYHKIIja HEMa XOPU3OHTAJIHY

ACHUMIITOTY y TOM CMepPY, Beh HEOTPAHUYEHO pacTe.
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Cxummpajmo rpaduk dbyaknuje f: 3a HeraTuBHe x BpeaHOCT (DYHKIHjE je
biu3y 4 (nmpubimrkaBa ce XOPH3OHTATHO] aCUMITOTH Yy = 4, HAKAJA je He JOCTH-
»)kyhn), Kako x pacre, BPEIHOCT OIaJia, JOCTHKYHU HyJly TA9HO y T = 2; HAKOH
Tora 3a x > 2 (YHKIHja TOHOBO HeorpaHwdeHo pacrte. CKHUIMPajMO OBY KPHUBY

3ajeJIHO ¢ XOPU30HTAJTHOM IIPABOM Y = M
e 3a m < (: mpaBa ce HaJA3U UCIOJ, 1eJIOT TpaduKa - HeMa MIPeCeKa;
e 3a m = 0: mpasa gonupyje rpacduk Tadno y tadku (2,0) - jeman nmpecek;

e 3a 0 < m < 4: mpaBa poJIa3u Kpo3 1ojac y KoM ce rpaduk Kpehe u jgeBo u

JEeCHO Ol £ = 2 - JBa IIpeceka;

e 3a m = 4: rpaduK C JeBe cTpaHe NMPUIa3u BPETHOCTHA 4 aju je HUKaJIa He
JIocTHKe, Tia mpaBa y = 4 cede camo JecHu, pacryhu jieo rpaduka - jeman

ITpEeCeK;

e 3a m > 4: cJIMYHO, IpaBa Cevye caMo JIECHU Jieo rpaduKa - jeJaH IpPecek.

Slz) =127 -4

NG 0<m<4

m =10
7 6 -5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 1

m < ()

OpakaB 00JIMK TpaduKa HEIMOCPEIHO IOKa3yje MpoMeHy Opoja pelema, 0e3 Io-

Tpede Jia ce CBaKM I'PAHUYHU CJIYyYaj padyHa 3aceOHO ajredapCKuM IIyTeM.

Bamarak 4.8. Pewuitiu nejegnanuny |2* — 2z — 3| < a y sa6ucroctiu og tapame-

wpa a € R.

Anamuruaku npuctyn: Oznaaumo g(x) = x? — 2z — 3, unuje cy nysne z = —1
nu x = 3. Hejennaunna |g(z)| < a exkBuBajeHTHa je JBOCTPYKO] HEjeIHATMHI
—a < g(x) < a.
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Axko je a < 0, HejeIHANHA HEMa PEIIEhA.

Axo je a > 0, pasimazxkemMo OBy JBOCTPYKY HEjeTJHAUMHY Ha JIBA YCJIOBA:
g(z) <a <= 2*—2r—(3+a) <0, g(z) > —a <= 2°—22+ (a—3) > 0.

JuckpumunanTe oBa JBa uspasa usHoce Dy = 4 +4(3 +a) = 16 + 4a u Dy =
4 —4(a—3) =16 — 4a. Kaxko je a > 0, Baxxu ma je D; > 16 > 0, gok 3uaK Dy
3aBHCH OJ1 a. PazjmKyjemo JiBa Mojiciaydaja, y 3aBUCHOCTU OJ1 3HaKa Ds.

Cayuaj 0 < a < 4: tama je Dy > 0.

Pememe ycinoBa 72 — 2 — (3+a) <0jel —Vid+a <z < 14++v4+a.

Pememe yciosa 22 —2x+(a—3) > 0jex <1—+4—a wm z>1+4—a.

[Ipecekom oBa jBa ycjioBa J100Mja ce pelehe HejeIHAaunHe:
ze(l-vVid+a,1-Vi—a)U(l+Vi—a, 1+Vi+a).

Cayuaj a > 4: taga je Dy < 0. Yenos 22 — 2z + (a — 3) > 0 Baxku 3a cBako
x € R, jep mapabona % — 2z + (a — 3) Hema peasHuX HyJa, a Bojgehn KoedunujeHT

joj je mosurusan. Ocraje camo ycjoB z2 — 2z — (3 + a) < 0, unje je perene
ze(l-vVita,1+Vi+a).

I'padbuukn npucrym: Oyuxumja h(z) = |r? — 2z — 3| g0duja ce npumMenom
arcoJlyTHe BpeIHOCTH Ha g (Teopema 3.9): jieo napadose usmel)y Hysia, TPBOOUTHO
HCIIOJ, x-0ce, m00uja ce pedJIeKCHjOM y OJHOCY Ha x-ocy. Teme mesa mapadoJie je
y tauku (1,4).

CxurpajMo OBy mapadoJIy 3ajeHO ca XOPU30HTAJHOM IIPABOM Y = @ 38 HEKO-

JIMKO BPEJHOCTHU ITapaMeTpa

3a a < 0: mpaBa ce HaJIa3W MCIO/T IeJIOT TpadrKa - pelleme je Ipa3aH CKyI;

e 3a 0 < a < 4: npaBa IpoJIA3K UCIOJ TEMEHA U ceve rpaduK y YeTUpH Tadke

ma je
ze(l-vVid+a,1-Vi—-a)U(l+Vi—a, 1+Vi+a);

e 3a a = 4: mpaBa ymIpaBo JI0/IUpyje Teme mapadoJe na je r € (1 — V8, 1+ \/g),

e 3a a¢ > 4: mpaBa NpoJia3u M3HA/I TeMeHa napadosie u cede IrpaduK camo y
JIBe Kpajibe TadKe 1a je & € (1 —vd+a, 1+v4+ a).
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hix) = |z — 22— 3 s h(x) = |2 — 20— 3| 5 h(z) = [a* — 20 -3

/M.4|
3

(1.4)

[Iporpecuja cKkymna perema, IIpa3aH CKyIl, YHAja JBa WHTEPBaJa, jeJaH CIIOjeH
WHTEPBaJI, HEIIOCPETHO C€ OYUTAaBa Ca CJIMKE, TIOCPEJICTBOM II0JIOXKAaja MIPaBe y = a
y ozmHocy Ha TeMe mapadosie y tauku (1,4). Tpeda, unak, Haracutu ja rpaduk
OTKPHBa caMO OOJIMK M OpOj MHTepBaJa Pelieiba 3a JaTO a. TadHe rpaHUIE HUCY
JIUPEKTHO YUT/bUBE Ca CJIMKE U 3aXTEeBajy yIIPaBO aHAJIUTUIKU MOCTYIIaK U3JI0KEH

U3HAa/I.

Banarak 4.9. Ogpegutuu 6poj pewera jegravunre arctan(z—a) = b y 3a6ucroctiu
og aapamewapa a,b € R.
Anamutuykn npuctyi: Oyakiuja arctan geduHncaHa je 3a CBaKy peaHy

BpesHOCT aprymenTa. MehyTtum, cKyn BpegHocTr (DyHKIHje apKYyCTaHTEHC je orpa-
T

. . “23)

Paznukyjemo niBa cirydaja, y 3aBUCHOCTU UCKJbYYUBO OJ1 apaMmeTpa b:

HUYEH: 3a cBako t € R Baxku arctan(t) € (

, T
Cayuaj b € <—§, 5) : Kako arctan y3mma CBaKy BPEIHOCT U3 OBOI' HHTEPBAaJa
TaYHO jeJHOM TIOCTOjU TAdYHO jeHOo pernebe. U3 x — a = tanb mobujamo x =
a + tanb. OBo permemse mocToju 3a cBako a € R.

. T .
Cayuaj |b] > 5 Kako arctan(t) HUKaJa He JIOCTUYKE HU IIPEMAIIYje BPEIHOCT

™ .
5 JeaAHadnHa HeMa Delleha.

I'pacpuuakn npuctyn: Oyukuuja f(z) = arctan(z — a) noduja ce TpaHca-
mjom rpaduka dyuknmje arctan z 3a a yjecuo (teopema 3.2). Tpancianuja 1y
2T-0Ce He Mebha OOJINK HUTHU XOPU30HTAJHE aCUMIITOTEe (DYHKIIH]E.

Ckurnupajmo rpaduk dysknuje f 3ajelHO ¢ XOPU3OHTAJIHOM IIPABOM Yy = b.
Yurap rpaduk HajJga3ud ce CTPOro msmehy acummrora y = j:g, 18, HEIIOCPEITHO
yodaBaMO: akKo IpaBa y = b mposa3u m3mely Te aBe acHMITOTE, cede MOHOTOHO
pactyhu rpacduk TagHO jeIHOM, TJIe TOJT JIa Ce TPAHCIUPAHHU IPApDUK XOPHU3OHTATHO

HaJa3", a aKko MpaBa Yy = b poJia3u U3BaH TOT 10jaca OHA HUjeTHOM HeE JIOIupyje

rpacdux.
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f(x) = arctan(x + a)
a=3

OBjie rpaduyky IPUCTYI jaCHO TIOKa3yje Jia mapaMerap TPAHCIAIUje ¢ YOIIIITe
He yTH4de Ha OpOj pellema. XOPU30HTATIHO ITOMepame I'padrKa He Mema HeroB
OJTHOC TIPEMa, XOPU3OHTAJHUM ACUMIITOTaMa, JIOK OM OBaj 3aK/bydaK aJredapCKuM
IyTeM 3aXTeBao 3aceDHO 00pa3JIOKeme 3allTO @ UCHaJa U3 YCJIOBa IOCTOjarba

perema.

4.3 3Baganm Ko KOjuX AaHAJUTHUYKO pPelIerhe

Huje Moryhe

3a paz/iuKy o7 MPEeTXOIHUX O/e/haKa, Y KOjuMa je rpadUIKU IMPUCTYII CIYKUO
Jla yop3a MM oJIakIina JoJa3ak 10 Beh mocrojeher, TauHor aHaAIUTUIKOD pelleha,
Yy OBOM OJIeJbKY pa3MaTpaMo jeTHadnHe KOJI KOJUX TAKBO PENlemhe HUje N3BOI/BIUBO
y 3aTBOPEHOM OOJIMKY. ¥ cieinehuM 3amanmMa, /b BUIlE HUje MPOHAJIAYKEIHE
TavHe BPEIHOCTH peliera, Beh yrBphuBame Opoja pemtema. Kao m y mperxos-
HUM OJIe/bITUMA, TPAMPUIKNA TPUCTYII Ce OCJIaiba Ha IPETXOIHO yTBpheHe ocodnHe

dyHKIIIja U TeOMEeTPHUjCKe TpaHcdopMaIumje.

Bamartak 4.10. Ogpeguimu 6poj pewersa jegranune eIt =5 — z.
Oszmaunmo f(x) = et u g(x) = 5 — 2. Oynxuujy f modujamo y 1Ba Kopaka,

nostazehn oy pyskImje e”:

1. mpUMEHOM aICoyTHe BPEIHOCTH Ha apryMeHT dbyHKuuje e (reopema 3.10),

nodujamo el®l. T'paduk je cumerpudan, ca TEMEHOM y TAuKn (0,1);
o1 — glel ot = L el -
2. KakKoO BaxKWU e = el . e = — . eIl mpuMeHOM IMIIATALjE JIyXK Y-Oce

1
y pasmepu — : 1 (Teopema 3.7), TeMe ce moMepa y TAIKy (0, —), a 00JIMK
e e

OCTaje UCTH, CaMO CayKeTo YK Y-Oce.
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Oyukiyjy g(z) = 5 — z cKUnupamo Kao IpaBy Koja HacTaje Tako MTo pedJiek-
TyjemMo (bYHKIW]y Yy = Ty OJHOCY Ha z-ocy (Teopema 3.4), a 3aTUM je TPaHCIUPAMO

3a 5 Hasuie (Teopema 3.1).

Ca ckurne rpaduka jacHO ce yodaBa Ja je/IHauMHA UMa ¢ea pelrema. l[Ipasa
g cede 00a Kpaka KpuBe f TA4HO MO jeJHOM, jeJTHOM 3a IMO3WUTHUBHO U jEHOM 3a

HEeraTUBHO T.

Bamarak 4.11. Ogpeguitiu 6poj pewersa jeguavure sin z + cos z = V.

[punmenom uaenTuTera sin z+cos?z = 1 u cos(2z) = 1—2sin’z = 2cos?z—1,
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JIeBa CTpaHa Ce CBOJIU Ha

sin'z + cos* x = (sin® x 4 cos® z)? — 2sin® z cos® x
1
=1- 2 sin?(2z)

_q{_ 1 1—cos(4z)
2 2

1
= — 4+ - 4x).
44—4(305( x)

w

3 1
Oznaunnmo f(z) = 171 cos(4x) u g(z) = /x.
Oyuknujy f rpaaumo nosazehu on byHKIHjE COS X

1. munaramujoM JyK z-oce y pasmepu 1 : 4 (teopema 3.8) modujamo cos(4z).

. 2T
OcHoBHE TI€epHOJ, TTOCTaj€e 2 =73

2. IMIAaTaIjoM IyK Y-0Ce Y pasMepH 1 1 (Teopema 3.7) modujamo 1 cos(4x).
Amvmnryna ocrimianuje ce cMamyje ca 1 Ha 7

3
3. TpaHCJAIMjOM Jiy’K y-oce 3a — Hasuine (Teopema 3.1) j100MjaMO KOHAUHY

3 1 1
byurmmjy f(z) = 1 + 1 cos(4z). I'paduk ocumiyje nusmehy BpemgnocTn R
T

1, ca ocHOBHUM TIEpMOTOM —.

2

cos(4z) flx) 4 — cos(4a)

BVAAVARVARVARVARVAR

®dynknmja g(x) = /x je enementapua dbyHKIMja, cTporo pacryha Ha moMeny
[0, +00).
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1
Kako je f(z) € {—, 1] 3a CBaKo z, jemHakoct f(x) = g(x) Moxke BaxKuTH caMo

2
TaMo re 1 g(x) ynaga y Taj MCTH WHTEPBA:
1 1 1
g(x)2§<:>\/52§<:>x21, g7) <1 <= Vo<l «— z<1.

1
JakJie, perrerma MOXKEMO TPaXKUTU UCKJbYIUBO Ha UHTEPBAILY T € {Z, 1{.

31 1)
1 I(()hL {)

(0.25, 0) (1,0

w2

0.2

Ca ckwure rpacduka jacHO ce yodaBa Ja jeHAUINHA MMAa jEIHO peIlerhe Ha WH-

)

TepBaJy (1’

Bamarak 4.12. Ogpeguiiu Opoj pewerva jegravume

3
2 cos <2x+%) —1In (1+|x|—§) =0,

xoja cy eeha og —3.
T 3T
Osnaunmo f(x) = 2cos <2x + Z> ug(zr)=In (1 + |x| — —)

8
Oyuknujy f rpaanmo monazehn ox GyHKIIjE COS T

1. mmmarammjom jy»K z-oce y pasmepu 1 : 2 (Teopema 3.8) mobujamo cos(2z).

OcuoBHE Iepuo/y octaje m (Teopema 2.8);
i s
2. TpaHCJAIIjOM YJIEBO 34 3 (reopema 3.2) mobujamMo cos <2x + Z),

3. auiararujoM gy y-oce y pasmepu 2 : 1 (Teopema 3.7) modujamMo KOHAUHY
dbyukujy f(z) = 2cos <2x + %) I'paduk ocrmtyje usmehy BpegHocTn —2

U 2, ca OCHOBHUM MEPHUOIOM 7.
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AN ANYAVEN VAV \AIA\A

\3/:2 20 :..v; [

AWAWA

\ AL WAL

SVRTA

\VARVA AL 3.7 WA KA

AL

VAVAVALY T

QyuKIHMjy g rpajaumo nosazehu o dyukimje In x:

Yy

3T
1. TpaHCcIanmjoMm JIy:K T-0oce 3a =~ 1 ynecuo (reopema 3.2) mobujamo

3T
1 1 - —
n< +x 8)’

2. npumenoM oBe GyHKIWje Ha || ymecro Ha = (Teopema 3.10) modbujamo Ko-

3T

Hauny byuknujy g(z) = In |1+ |z| — — ). I'padux je cumerpuyaan y o-

HOCY Ha Y-0Cy, Ca JB€ BEepTUKaJIHE aCUMIITOTE Yy T = =+ (

8

VCKJby1yje 3aTBOPEH MHTePBaJ u3Mely Hbux.

3 )
= 1], a momen

25
2 / \
15
'
05
> 4 o T o
-5 05
1 1

aaaaaaa

Cxunupajmo yHKIMje f 1 ¢ 3ajeIHO Ha UHTEPBAIY T > —3T.
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I'JIABA 4. I[IPUMEHA AHAJINTHYKE U I'PAOUYKE METOJIE

flx) = 2cos(2z + %J

Ca ckurie rpaduka youaBa ce Jga TEePUOIUTHA, OIPAHNYEHA KpUBa f OCIHIIy]je
W3HaJ[ W WCIOJI CIIOpO pacTyhe KpuBe g Ha cBakKOM cBOM Iepuojy. llomro je
nepuo, pyHKIMje f cBera 7, a MOCMATPAHU WHTEPBAJI 3HATHO JIY2KH, TAYHO IIpe-
OpojaBaibe IIpeceKa oc/iamajyhu ce NCK/BYIrBO Ha PYyYHO HAIPTAHY CKHILY ITOCTaje
HeIoy3JaHo. JIako ce 10ro/in /1a ce TOHEKH IpeceK IIPOIYCTU MJIA IOTPEITHO YOUH.
Crora nuje moryhe ca MOTIyHOM CUT'YPHOIINY TBPAUTH Ta4aH OPOj PeIlermha CaMo
HA OCHOBY CKHIIE. 3a TOY3JaH Pe3y/ITaT HEOIXO/HA je IPel3Ha, COPTBEPCKU Te-
HepucaHa CJIUKa. ¥3 IIOMON TaKBe CJIMKe, IIpedpojaBarbeM IIpeceKa JIoduja ce Ja je

YKyIIaH Opoj pelema, Behux ox —3m, Jecer.

Bamarak 4.13. Ogpeguiiu Opoj pewerva jegravume

(x —2)
8

—2 arccos (% — 1) + 7= — 1.

(z—2)*
8

Osnaunmo f(x) = —2arccos <§ — 1) +mug(x)= - 1.

Oyuknujy f rpaanmo monazehn o QyHKIMjEe arccos T:

1. mmnarammjom gy x-oce y pazmepn 4 : 1 (Teopema 3.8) mobujamo arccos (%),

x
2. TpaHCIAIEjoM yaecHO 3a 4 (teopema 3.2) modujaMo arccos (— — 1). Kaxko

arccos 3axreBa apryment u3 [—1, 1], nomen nose dyukiuje mocraje [0, 8];

3. amiaTarujoM JiyK y-oce y pa3dMepu 2 : 1, npahenom peduiiekcujom y oHOCY

Ha z-ocy (Teopema 3.7) modmjaMo —2 arccos (% — 1). dynknuja je pacryha;

4. TpaHCJIAIMjOM JyXK y-oce 3a m Hapuine (Teopema 3.1) modujamMo KOHAUHY
dbyuknumjy f koja je crporo pacryha na [0, 8], ca BpegHOCTHMA y HHTEPBAJLY

[—7, 7.
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I'JIABA 4. I[IPUMEHA AHAJINTHYKE U I'PAOUYKE METOJIE

xr —2)?
Oyuxiujy g(x) = % — 1 rpagumo nonazelin o gpynknuje r2: TpaHcaaIIjoM

yZiecHO 3a 2 (TeopeMa 3.2), IuiiaTanujoM JyxK y-oce y pasmepu — : 1 (Teopema 3.7)
U TPAHCJAIUjOM JIyK y-oce 3a 1 Hanmke (Teopema 3.1). Teme je y Tauku (2, —1).

Dyukiyja g onaja Ha [0, 2], a pacre Ha [2, 8].

\

Ckunupajmo dbyuknuje f u g 3ajeano Ha gomeny [0, 8].
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I'JIABA 4. I[IPUMEHA AHAJINTHYKE U I'PAOUYKE METOJIE

Yiopeaumo BpeHocTr hyHKIMja f U ¢ Y HEKOJIMKO KAPAKTEPUCTUIHIX TaIaKa

OMEHa.:
z | 0 2 4 6 8
f(z) | -~ —3.14 —g ~-1.05 0 g ~1.05 7~ 3.14
g(x) 0.5 1 0.5 1 3.5

Ca ckure rpaduka, morspheHe OBUM BpPEIHOCTHMA, yOUdaBa Ce Jia KPUBa ¢
ocTaje m3HAJ KpuBe [ Ha IMOYETHOM JIeJly JIOMEHa, IOTOM KpuBa [ mpemarlyje
KPHUBY ¢ OKO CpeJINHE JOMeHa, Ja OU IIPU Kpajy JIOMeHa KpHUBa ¢ TIOHOBO IIPeMa-
mmta KpuBy f. JIBe oBakBe mpomeHe MeDyCOOHOT TOJIOXKaja KPHUBA OJArOBapajy
TaYHO JIBa peIlerha Jare jeaHadnHe, jeanoM m3mehy x = 2 u x = 4, a apyrom

m3mehy x =6 u x = 8.

4.4 Amnajm3a 3agaTakKka ca NPHjeMHUX HUCIIATA

[Ipernemom 3a1aTaka ca npujeManx ucnura Maremarudkor gakynarera y Beo-
rpa/jly Kpo3 BHIIIE TOJIMHA yOIaBaMO JIa BEJIUKH OPOj IbUX JUPEKTHO OJI'OBapa TUIIO-
BUMa KOje CMO Beh JieTa/bHO OOpaIiIi Y TPETXOJIHUM OJIe/bIINMAa. 3aJIaIll 00JIUKA
|f(x)] = a, nup. |2% — 32% + 22| = a u3 2023. romune wmn |z* — 22z + 21| = a u3
2022. romuHe, pelaBajy ce CIMYHUM IIOCTYIIKOM KOjU CMO MPUMEHW/IN Ha Hejell-
nauuny |r? — 2x — 3| < a (3amartax 4.8.). 3ajanm y Kojuma ce TpaxkKu Opoj periermba
TPUTOHOMETPUjCKE jeJHAYMHE Ha 3aJiaTOM WHTepBasy, HIp. cos(2z) = sinz u
2?2 — cosx = 0 m3 2004. rommne, win tgx = cosx u3 2017. roxuHe, pemasajy ce
HCTUM IPHUCTYIIOM Kao U jenHaumHa sin(2x) = cosz (3amarak 4.5.). YV HacTaBKy

W37BajaMo IeCT 3aJaTKa ca MPUjeMHUX UCIUTA.
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I'JIABA 4. I[IPUMEHA AHAJINTHYKE U I'PAOUYKE METOJIE

Baparak 4.14. (MAT®, 2022) Hexka je f(x) =z —1 u g(x) = |z +1|. Ogpegutuu
ckyt pewerva jegravune (f o g)(x) = (go f)(x).

OBaj 3a/1aTak U3/1BajaMo jep yBOJU KOMIIO3UIIN]Y (PYHKIUja, TUI 38JaTKa KOjU
JI0 caJia HICMO CPeTasid y Pajly.

Opnpemunmo Hajpe 00e cTpaHe jeTHaAYNHE:
(fog)(z)=flg(@) = f(lz+1]) = [z +1] -1,

(go f)(x) =g(f(x) =gz —1) = |z -1+ 1] = [z,

Oyuxyjy (f o g) rpagumo nosazehu o dyukiwmje |z|:

1. Tpancianujom ayxK x-oce 3a 1 yieBo (Teopema 3.2) modujamo |z + 1|. Teme

ce omepa y Tauky (—1,0);

2. TpaHcianujoM Jyx y-oce 3a 1 Hajsone (teopema 3.1), modujamMo KOHAUHY

dbyukuumjy |x 4+ 1| — 1. Teme ce momepa y Tauky (—1,—1).

(fog)lz)= (g0 f)lz)
(fog)z)=|z+1|-1

Ca ckurie rpaduka youaBamo ja ce Kpuse (fog) u (go f) nmokanajy Ha 1meaom
neny x > 0, 1ok ce 3a x < 0 pasmnaze. [lakje, cKyn pemema jgaTe jeJHAINHE je
x € [0, 400).

Bagarak 4.15. (MAT®, 2017) Ogpeguttiu, ckyt pewersa nejeguavune |r — 1| >
|z + 5.

OBaj 3ajaTak m3/1BajaMo jep IMOCTaB/ba HEjeTHAYUNHY JIUPEKTHO m3Mmely jBe
dyHKIIHje arco/IyTHe BPEJIHOCTH, 3a PA3JIUKYy OJI 3ajlaTaka y oJiesbKy 4.1, rie cMmo
Heje[HaYMNHE yrnopehuBam ca TpaBoM WU JAPYyTOM BPCTOM KPUBE.

Osnaunmo f(z) = |z — 1| u g(z) = |z + 5].
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Oyukiuja f nobuja ce Tpancaanujom rpaduka dyuknuje || 3a 1 yaecHo (re-
opema 3.2). Teme je y tauku (1,0).
Oyukuumja g 1oduja ce rpancaanujoM rpaduka dyskuje |x| 3a 5 yiaeso (Teo-

pema 3.2). Teme je y Tauku (—5,0).

CxurmpajMo 0d0e KpuBe Ha UCTOM KoopAaumHaTHOM cucteMy. (de dyHKmje
UMajy HUJACHTUYAH OOJIMK, CaMO Cy XOPH30HTAJHO IIOMEPEHe jeJIHA Y OJIHOCY Ha
apyry. Kpuse ce ceky TayHO y Ta4yku IJie Cy IO/jeTHAKO y/IaJbeHe OJ1 00a TeMeHA,
Tj. Ha cpeauHu m3mehy = -5 mwx =1, y © = —2. JleBo o1 Te Tauke, Kpusa ¢
JIEZKW UCIIOf, KpuBe [, JIOK JIeCHO OJ1 Te TadKe BarKU OOPHYTO.

Tpaxumo e je f(x) > g(x), 1j. tae je kpusa f uznaj kpuse g. Ca ciauke
MOKEMO OYHUTATH Jla je TO JIeBO OJ IIpecedne Tadke. Jlakiie, CKyl pernrema Heje-

HaduHe je & € (—o0o, —2).

Banarak 4.16. (MAT®, 2025) Ogpeguiiu 6poj peastus pewersa jeguasume Cos T—
In|z| = 0.

OBaj 3a/1aTak W3/1BajaMo 3aTo IITO MOKa3yje jeJTHOCTABHUJU OOJIUK UCTE KOMOU-
Haruje pyHKIMja Kojy cMo Beh cpenn y 3a7aTtky 4.12. 3a pa3iauky oJ1 OHOT, 3HATHO
CTIOXKEHHjer IIpuMepa, OBJIE je, yCJeld OICycTBa TpaHcdopMmaliija, Moryhe perreme
YTBPJAUTH JUPEKTHUM, MOY3/IaHUM IIpedpojaBareM Ha KPATKOM UHTEPBAJLY.

Osnaunmo f(x) = cosx u g(x) = In|z|.

Oyukiyja f(z) = cosz je nepmonuvHa, napHa u orpanndena mamehy —1 u 1.

Oyukuumja g(z) = In|z| nodbuja ce npumenom dyurnuje Inx Ha |z| (Teopema
3.10). OBo je mapua dyukuuja, gedunrncana 3a ceako x # 0, ca JiBe BepTUKAJIHE

acumnrore y x = 0, pacryha 3a x > 0 u onamajyha 3a z < 0.
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Kako je f orpanndena namehy —1 u 1, pernrema MOy ITOCTOjaTH caMO TaMO TJIe

" g yIaJia y Taj UCTU OIICET:
1
—1<Injz|<1 <= —-<|z|<e.
e

Venen mapuoctu 00e (yHKIWje, JIOBOJBHO je MCHUTATH IMO3UTHBHY TPaHy, T €
1
g,e , a 3aK/bydak he, [0 CUMETPUjU, BAXKUTU U 3a OJroBapajyny HeraTuBHy
rpaHy.

CxkunupamMo 00e KpHuBe 3ajeJHO Ha MHTEPBAY {E, e} . Ha mouerky mnTepBaJia
KpuBa f Jie:kKu n3HaL KPUBE ¢, JOK Ha KPajy UHTEpPBaJa KPUBA ¢ TIPEMaIIyje KPUBY
f, xoja je y Tom meny omnasia ucnoj myse. llomro Ha OBOM KpaTKOM HHTEPBAJLY
KpuBa f MOHOTOHO OITaJla, & KPUBA ¢ MOHOTOHO pacTe, OBE JIBe€ KPUBE Ce CEKY

TAIHO je/THOM.

Ca ciimKe MOYKEMO OYHMTATHU jeTHO pellieihe Ha MIO3UTUBHO] TPAHU, Herie u3Mmehy

xr=1wuz = 2. Yeaen napaoctu ode (pyHKIHje, TOCTOjU o/roBapajyhe pereme u

Ha {—e, _E] . Hakue, jeqaradnna cos ¢ = In |z| mMa yKymHO /1Ba perema.
Banarak 4.17. (MAT®, 2025) Ogpeguiiu ckyt peuierva HejegrasuHe
[|2¢ 4+ 1] — 5| > 2.
OsBaj 3agaTak m3aBajaMo jep CaapKU JIBOCTPYKY allCOIyTHY BPEITHOCT.
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Osuaunmo h(z) =2z + 1| —5u f(z) = |h(x)| = ||22 + 1| — 5].
Oyukyjy h rpagumo nonaszehu oz dyskimje |z|:

1. munaranmjom sy z-oce y pasmepu 1 : 2 (teopema 3.8) u TpaHCIAIUjOM
1

(reopema 3.2) modbujamo |2x + 1|. Teme ce momepa y Tauky —g3 0);
2. TpaHcianmumjoM iy y-oce 3a b Hajgosie (Teopema 3.1) mobujamMo KOHAUHY

1
dbyukuumjy h(x) = |2z + 1] — 5. Teme ce nomepa y Tauky (—5, —5).

Oyukuujy f(z) = |h(x)| 1odujamMo HpUMEHOM AICOIYTHE BPEJHOCTH Ha h (Te-
opema 3.9). [eo rpaduka ucmnog x-oce ce mpesphe usHai e, gajyhin odamk
Hayiuk cjaoBy ,,W*. Teme dynKIHje moMepa ce y TadkKy —%,5 . Hyne dbynxk-
nuje h, a TMMe W Tadke y KojuMma rpadur f moaupyje x-ocy, modoujajy ce us
2c+1—-5=0=[2z+1]=5=2r+1=4b=2r=2wmz = —3.

Ckurnupajmo dyuxnujy f 3ajeano ¢ xopuzoHTagHOM mpaBoM y = 2. Kako

IpaBa IPOJIa3u UCIOJ TeMeHa (DYHKIMje, OHA cevue TpaduK y 9eTUPU TadKe.

Fla) =20+ 1] — 5]

Tpaxumo rze je f(x) > 2, 1j. rue je kpuBa nsznas npase. Ca CIMKe MOXKEMO

OYWTATH TPH OJBOjeHa mMHTepBasia: T € (—oo, —4) U (—2,1) U (3, 400).
Banarak 4.18. (MAT®, 2009) Ogpegutuu ckyt peuwera HejegraiuHe

2In(1 — x) — In(2x + 6) < 0.
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OgBaj 3amaTak m3aBajaMo jep mokasyje mopeheme aBa jorapuraMcka rpaduka
CyIPOTHE MOHOTOHOCTH, TJIE CE PeIlehe HejeTHaInHe TUPEKTHO OINTAaBa U3 TOJIO-
JKaja IIpecevHe Tadke.

IIpe cBera, jomen 3axTeBa 1 —x >0u 22 +6 >0, 1. x <1 uwax > —3, na je
D =(-3,1).

Osnaunmvo f(z) =2In(1 —z) u g(z) = In(2x + 6).

Oyuknujy f rpaaumo nonazehu o dyukimje In x:

1. pediekcujom y ogHocy Ha y-ocy (Teopema 3.3) mobujamo In(—x);

2. TpaHCJAIMjOM JyK z-oce 3a 1 yiaecHo (teopema 3.2) modujamo In(1l — z), ca

BEPTUKAJHOM acCUMITOTOM & = 1 m mysiom y x = 0;

3. auaTtanujoM Iy y-oce y pasmepu 2 : 1 (Tteopema 3.7) modujamMo KOHAUHY

dbyukumjy f(z) = 2In(1l — x), dnja je mysa u game y x = 0.

Oyukiyjy ¢ rpagumo nostasehn o dyuknuje In x, kopucrehu na Baxku In(2x +
6) =In (2(z 4+ 3)) = In2 + In(z + 3):

1. Tpancmanujom sy z-oce 3a 3 yieBo (teopema 3.2) modbujamo In(z + 3), ca

BEPTUKAJIHOM ACHUMIITOTOM T = —3 U HYJIOM Yy T = —2;

2. TpaHCJAIMjOM JIyK y-oce 3a Iln2 mapuiie (Teopema 3.1) modujamMo KOHAUHY
dbyukmmjy g(x) = In(2z + 6), auja je Hyna y tauku rge 2z + 6 = 1, 1j.
5

r = ——=.

2

. flz)=2In(1 —x)
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Ha 3ajennmukom nomeny (—3,1), dyukmuja f je crporo omamajyha, 1ok je
dyuknmja g crporo pacryha. Kako cy dyHKIIje cymrpoTHe MOHOTOHOCTH HA UCTOM
uHTEpBAIY rpadully ce CeKy TaYHO jeJHOM, y Tadku r = —1, rae Baxku f(—1) =
g(—1) =In4.

Tpaxnwmo rzue je f(z) < g(x). Ca cimke MOXKEMO OYHTATH Ja j€ TO JECHO
OJI TIpecevyHe Tadke, YKJbydyjyhu m camy Taduky mpeceka. Jlakje, CKyIl periema

HejenHaunHe je x € [—1,1).

Bamarak 4.19. (MAT®, 2005) Ogpeguitiu 6poj pewersa jegrarune 2% = —x*— 2.

OgBaj 3a/1aTak M3/1BajaMo jep KOMOUHYje eKCIIOHEHIINjaJTHY U KBIpPaTHy (DYHK-
[Ujy U TPEeJCTaB/ba IMPUMEpP KOJI KOra aHAJUTHIKO DeIlerhe HUje U3BO/JHUBO Y
3aTBOPEHOM OOJIMKY.

Osznaunmo f(z) = 2% u g(z) = —2* — 2x.

Oyukumja f(x) = 2% je mosHara eseMeHTapHa (ByHKIHja, cTporo pacryha na
1esioM jomeHy R, yBeK MO3UTHUBHA, Ca XOPU3OHTAJHOM acuMnToroM y = (0 KaJja
x — —oo u cede y-ocy y tauxu (0,1).

®ynximjy g rpaaumo nosasehn on dbynkuuje x?, kopucrehn na Baxu g(x) =
—x?—2x=—(v+1)*+1:

1. Tpanciamujom ayx z-oce 3a 1 yeso (Teopema 3.2) modujamo (x + 1)%, reme

ce momepa y Tauky (—1,0);

2. mmpararnujoM iy y-oce npaheHom pediekcujoM y ogHOCY Ha z-ocy (Teo-

pema 3.7) nodujamo —(z + 1)%, Teme ocraje y tauku (—1,0);

3. TpaHCJIAMjoM JyK y-oce 3a 1 Hasuime (Teopema 3.1) modujamMo KOHAUHY

bynkmmjy g(z) = —(x + 1)% + 1, Teme ce momepa y tauky (—1,1).

Dyukimja ¢ je mapabojia OTBOpEHA HaHUKe, ca TeMeHoM y Tadku (—1,1),

Hytama y © = —2 u x = 0, pacryha na (—o00, —1), a onagajyha ma (—1, 400).
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glz) = - — 2

Ca ciuke ce yodaBajy JiBe Tadke Ipeceka: jeqHa mamehy x = —2 uw x = —1,
roe KpuBa f mpecena pactyhn JieBn Kpak (byHKIWje g, u apyra usmehy ¢ = —1 u
x = 0, rne f npecena onagajyhu necun kpak dbynkiuje g. 3a Behe z, dyukiuja
g omajia Ka —oo, JIOK f HacTaB/ba Ja pacTe, Ia ce KpuBe Buie He ceky. Jlakie,

jemmaumna 2% = —z? — 27 UMa 1Ba pelena.
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I'maBa 5

Kpurepujymu 3a nu3dop Meroje u

rpaHuiie rpadpuydkor npucTyia

Y mperxoHoj TIaBU IMOKA3aJ UM CMO HU3 CUTYyallfja Yy KOjuMa Ipadudku MeToJT
Jaje Op3, MmoysjaaH, a MOHEKa [ U jeJIMHU JIOCTYIIaH IIyT JI0 peliema. EdukacHoCT
rpaduvKor mpucTyia, MehyTuM, HHUje yHalpes 3arapaHToBaHa. (OHa 3aBUCH O]
JIBE OJIBOjeHE CTBApHU: OJI TOra KOJIMKO Ce IMOY3/IaH0 JaTh I'paduK MOKe CKUIUPATH
U OJ1 TOT'a KOJIMKO C€ TTPEII3HO Ca Te CKUIIE MOXKe OYUTATH YIIPABO OHO IITO 33/ 1aTaK
tpaxku. OBa /IBa UTama He CMejy ce MeIllaTH, jep rpaduk Koju je JJaKo HAI[PTATU
He MOpa OuTu rpadukK ca Kora ce TparkeHa BeJIUINHA MOXKe HMPOYUTATU, HUTH
OOpHYTO.

Y 0BOj I1aBH CUCTEMATH3yjeMO 3allakarba CTedeHe Kpo3 3aJlaTKe ryase 4 u
dopmyHIIIEMO UX Ka0 KPUTEPUjyMe 3a IPOIEHY MOTOJHOCTH T'papudke METOJIE.
Kpurepujymu ce npumemyjy peaom. Hajupe mposepaBamo mozxke i ce rpaduk
yorire mnoy3jaaHo koncrpyucaru (ogebak 5.1). Tek ako je oiaroBop morspjaH,
MOKEMO Ce IHTATH IITa Ce Ca JOOUjeHe CJIMKe CMe 3aK/bydnTu (ofe/bak 5.2).
Sajtaru ca mapaMeTpoM YnHe TOCeOHY TPYILY, jep KO BhUX caM IapaMeTap yHaIpeT
onpebyje na sim he ce dpoj perera yorrre MemwaT (0/1esbak 5.3). 30upHu mperse

J1aT je y oJleJbKy 5.4.

5.1 Kpurepujymu 3a nprame rpadpuka

K1 — KoucrpykruBHoct OCHOBHO MUTaE TJIACH: JIa JIU Ce ITocMaTpaHa (DyHK-
nuja 100Mja KOHAYHUM HU30M IO3HATHX TpaHchopMalyja jejiHe eJeMeHTapHe

dyukmmje? AKo je oaroBop moswTHBaH, Teopema 3.11 maje 1meo rpaduk oe3
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I'JIABA 5. KPUTEPUJYMH 3A U350P METOJ/IE U 'PAHUIIE
I'PAOUYKOI' [IPHCTYIIA

padyHama TOjeIMHAYHUX Tadaka. Llako cMo y 3agarky 4.4 dbysruujy g(z) =

—6|z — 3| + 8 ckunupasm y derupu Kopaka, 3Hajyhun yHampes ja je ped o 0OpHy-
TOM CJIOBY ,V* ca TemenoMm y Tadku (3,8), 0e3 ujemne mzpadyHare tauke. Mcrm
IIOCTYHaK MpUMeHm I cMmo u y 3agaruma 4.10, 4.13 u 4.17.

Ca 0oBUM KPHUTEPHjyMOM YCKO je IOBE3AHO IMUTAE PaA3Aaiarbd. JeTHadmHa
odsuka f(x) = g(x) He MOpa ce CBOJUTHU HA TPaXKeHe HyJIa jeJiHe CJIOXkKeHe (DYHK-
nuje. YecTo je mOTOJIHMje OCTABUTH je HEPA3JIOXKEHY U TPaXKUTH IIPeceK JBa He3a-
BucHa rpacduka. OBa ojIyKa JOHOCHU Ce TIpe IMPTarba U MOHEKA | 9MHU J1a rpaduK,
KOjHU ce WHade He OM MOTao HalpTaTH, UIaK OyJe HanpTaH. ¥ 3aJaTKy 4.5 jeaHa-
quHy sin(2x) = cos & MoCMaTpaJn CMO Kao IPECeK JiBe [MO3HATE TPUTOHOMETPUjCKE
KpuBe, a v 337aTKy 4.10 xao npecex kpuse el*I~! i mpase 5 — x, a y 3amarky 4.16
Kao Ipecek cosx u In |x|.

Kpurepujym K1 Huje ucnymen 3a yHKINje HacTajae Kao IPOU3BOJ, WU 301D
JIBE CYIITUHCKHU pasjnuure ejementapHe dyuknuje. Dyuxiumja h(x) = xsinz
HUje HI MOHOTOHA HU IIEPHOJMYHA, & AMIUIUTY/IA jOj HEOPAHUIEHO pacTe ca |x|.
Ommc menor rpaduka 3axTeBa mojaM ,omorada’ ojpehenor mpaBama y = =z,
KOjU He cJjlejlu HU U3 jeqaHe ysejeHe Teopeme. Cimuno, dynkmuja f(z) = 22 + —
He JI00Mja ce HU HEIOCPEIHO M3 OCOOMHA, HU Y3aCTOIHOM IIPUMEHOM n03HaT1/I:§(
Tpancdopmalmja, jep 0de meHe KOMIIOHEHTE UMajy Pa3JIMIAT OOJUK U ITOHAIIAIbE,
1a ’hUXOB 30UP 3aXTeBa 3aCeOHy aHAIU3Y.

YV oBakBUM cily4dajeBuMa rpadUdKy IPUCTYII 3aXTEBA PE30HOBAIHLE N3BAH OKBUPA
MU3JI0XKEeHe TeopHhje WIu ce ocjama Ha codTepcke ajgare — GeoGebra, Desmos,
Wolfram Alpha, MATLAB — koju npy:kajy Tperu3HOCT KOjy PYYHO I[PTarmhe He
MOXKe I10y31aH0 nmocruhu. BaxkHo je HarjiacuTu Jia yrnorpeda TaKBOI ajiaTa He 3a-
Memyje padyMeBambe Teoprje, Beh ce Ha my ociama. AJar yOp3aBa W Ipenusupa

M3BPIIEHE, AJIN He 3aMemyje OJJIyKy IITa U 3allTO Tpeda HaIlpTaTH.

K2 — Oasoc nmepuosia nepumoamyvHe pyHKIMje U Ay>KUHE MOCMATPAHOT
nHTepBajia Axko je Ddap je/sHa cTpaHa jeqHAadNHE MEPUOANYHA (DYHKIHja, TOY-
3/IAHOCT PyYHE CKUIIE 3aBUCU O] TOTa KOJIMKO IIEPUO/Ia CTaje y MOCMaTPAH! WHTEP-
BaJui. [IpoBepa BpeaHOCTH y HEKOJIMKO KAPAKTEPUCTUIHUX TadaKa JIOMEHa, METOJI
KOjH je TIoy3J1aH KOJI MOHOTOHUX (DYHKIIH]ja, OBJIE ITIOCTaje OCET/HUB Ha TPEMIKY: aKO
je pacrojame m3Mely 1Be y3acTorrHe KOHTPOJIHE Tauke Behe 0J1 TOJIOBIHE OCHOBHOT
[IepUoJIa, 1e0 jeJaH BPX WU JIHO OCITUJIAIMje MOTY ce IPeCKOYUTH, & Jia TO He Oyjie

npumeheno.
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Konrpact uzmehy nBa 3ajaTka HajObO/be MOKa3yje JOMET OBOI KPUTEPHUjyMa.

Y zamarky 4.12 ocHoBHE nepwuoi OyHKIHje 2 Ccos (21’ + %) n3nocu 7w ~ 3.14, moK
ce peJjieBaHTaH JIeO JIOMEHa, OHAj HAa KOMe JIoraphTaMCKa KpHUBa YJa3W y OIICET
[—2, 2], mpocTupe Ha WMHTEpBAJy Jy’KUHE IPEKO 7 Ha CBAKO] IPAHU. YHYTAp TOD
WHTepBaJa HaJIa3U Ce BUIIE OJI JIBa IIyHa IIePUO/Ia, & CBAKU IIEPUOJ, JIOHOCU JIO JIBA
IIOTEHIUja/THA TIPpeceKa, ITO 3HAYU IEeCT WU BUIIE KapPAKTEPUCTUIHUX TadaKa
no rpanu. Tadno npedpojaBame Ipeceka OcCIamajynu ce UCK/BYYUBO HA PYIHO
HaI[pTaHy CKUILy TOCTaje HEMOy3JaHo. 3a MOy3/aH pe3y/TaT HEeOMXOIHA je WJIn
codTBEpPCKU reHepucaHa CJAUKa WU JeTa/bHUja aHaJIUTHIKa aHaju3a. Hacympor
ToMe, y 3a7aTKy 4.16 mperpara je cBejieHa Ha WHTEPBaJI [%, e} Ha KOMeE Ce OJIBHja

CBera jeJIHa OCIUJIAIAja, Ia je CKUIlA MOTIIYHO JIOBOJbHA.

K3 — Orpanuyenoct nomeHa OrpaHudeH JOMeH JOIYIITa KOHAYHY ITPOBEPY
MelycodHor mos1okaja KpUBUX TAOIUIIOM BPETHOCTH Y HEKOJIMKO KapaKTEePUCTUY-
HUX Tadaka, 4uMe Taj 3aKJ/bydaK IOCTaje IpoBepsbuB. ¥ 3ajaTKy 4.13 momen
[0, 8] omoryhuno Ham je ga ynopehusamem BpeaHocTn dyHkmja f n g y Taukama
0,2,4,6,8 yrBpauMo jBe poMeHe MehycobHOr moJioxkaja KpuBHUX, & TUME U OPOj
perema.

Kana je nomen Heorpanmdyen, TadJMIA BPETHOCTA MOPA OUTHU JIONYHH-EHA WC-
IUTUBAILEM IMOHAIIama (PYHKIUja Kajga r — +oo. ¥ 3amarky 4.7 ynpaso je To
UCIIUTUBARE JIaJI0 KJby4uHy uHboOpManmjy: u3 lim, , o [2° — 4| = 4 caeau 1a je
mpaBa y = 4 XOPU30HTAJIHA aCUMIITOTA, & TUME U Jia je M = 4 KPUTUIHA BPETHOCT
napamerpa. Y 3agatky 4.9 acumnrore y = £7 came oapelyjy ycios ersucrennuje

perema.

5.2 Kpurepujymm o4nT/bUBOCTU

K4 — IIpupona tpakeHor oaroBopa Ilpe mero mro ce rpaduk ymnorpedwn,
MOpa ce Pa3jaCHUTH IIITa Ce TPaXKW: TadHa BPEIHOCT pellerma, YKyIaH Opoj pe-
Iema UIn OOJIMK CKyIla perema. ['paduk IMoy3aHo jaje oJroBop Ha JIPYTro u
Tpehe nuTame, TOK OJrOBOP HAa IPBO MUTAHE JIaje CAMO Yy TOCEOHUM CJIydajeBUMA.

Y zagarky 4.2 pemewma © = —3 U T = 2 YUTA]y C€ HEIOCPEIHO Ca CJINKE,

jep cy mpeceru y 1ejo0pojHuM Tadkama. HacympoT Tome, y 3ajaTKy 4.3 rpaHuiie
5+ 21

2
HHUCY YUT/PUBE Ca CJIMKE HU IPUOJIMKHO TAYHO, TE€ je 3a HUXOBO ojipehuBarbe

, ¥ 3a7aTKy 4.6 rpanuma arccot (\/ia) , ay3amarky 4.8 rparune 1++v/4 £ a
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HEOITXO/IaH aHAJUTUYIKH MToCTynakK. ['paduk y TakBuUM 3ajaIuMa He Jaje pererbe,

Beh IeroBy CTPYKTYypy: OpOj MHTepBaJja, IbUXOB PACIOpe/] U Me)yCOOHU OJTHOC.

K5 — MonoroHocT Kao rapaHija dopoja pemnema [Ipema Teopemu 3.12,
aKo je pyHKIIFja CTPOro MOHOTOHA Ha CBAKOM OJ] k MHTepBaJia Ha KOje ce JOMEH
nesn, jennaqdnsa f(r) = m uMma HajBulle k periema, duMe je Opoj mpeceka 010310
OrpaHUYeH HE3aBUCHO O] KBAJUTETa CKUIIE.

VY sagmarky 4.1 crpora monoronoct dyukuumje log(5x) + log(x — 1) ma nemom
jomeny (1,400), y3 uumbeHuIly Ja (yHKIHja Mpesas3u oj] —00 JI0 +00, rapaHTyje

TaYHO jeJIaH IMPeCceK ca CBAKOM XOPU3OHTAJIHOM IIPABOM.

K6 — OrpanndyeHoCT CKyIila BPeJTHOCTH Kao Cy>KaBambe mnperpare Ako je
CKYII BPEIHOCTH jejIHe CTpaHe jeJHAUYNHe OrpaHUYeH, JAPYyra CTpaHa MOpa yIacTh
y Taj UCTH OIICeT Jia OM jeHaKoCT yomrnre ouaa moryha. Tume ce nmperpara cBojn
Ha KoHadaH mHTepBaJsi. (OBaj KpPUTEPUjyM je HAjIeJIOTBOPHUJH aJiaT 3a 3aJIaTKe
KOJI KOjUX aHAJUTUYIKO Dellleibe HUje M3BO/JbUBO.

Y samarxy 4.11, uz f(z) = 3 + Lcos(4x) € [1,1] cremn ma pemema mory
IOCTOjaTH HCKJBYNBO Ha nHTepBany « € [1,1]. ¥V Bagarky 4.16, m3 —1 < In|z| <

1 cnenn % <|z| <e.

K7 — Cumerpuja Axo 0de crpaHe jeJiHaYNHEe MMajy UCTY cuMeTpujy (0de maphe
uau obe HemapHe) Mocao ce IPenojioB/baBa. JIOBOJBHO je MCHUTATU je[HY I'DaHYy,
a 3aKJ/by4aK Ce 10 CUMETPHUju IpeHocu Ha Japyry. ¥ 3agarky 4.16 ode dyuknuje,
cos z u In |x|, cy mapHe, na je UCIUTUBAE CIIPOBEJIEHO CAMO HA TIO3UTUBHO] TPAHH,

a YKyIlaH OpOj pellema J00UjeH YIBOCTPYIaBaIbEM.

5.3 Kpurepujymun 3a 3agaTKe ca rnmapamMeTpoM

K8 — Oca gy koje mapamerap geityje OBo je jeinHu KPUTEPUjyM KOjU
0o/IroBOp Jaje m mpe Tprama. llpema pesynraruma Omepbka 3.6, ako mapamerap
Jlestyje JiyK x-oce (TpaHC/IaIujoM, JUIaTalujoM win pedJieKcujoM) Opoj pernema
ce He Mema, Beh caMo BUXOB mojioxKaj. ¥ 3agarky 4.9 ympaso TO odjalmaBa
3aIlTO TIapaMeTap @ YOIIIITe He YJIa3U y YCJIOB IOCTOjarba PEIeha.

Axko mapamerap zeiyje dyK y-oce, OpOj pellema ce Mema. KpurumdaHe Bpe-

HOCTHU ITapaMeTpa HHCY IIPOU3BOJ/bHE: TO Cy Ta9HO BHUCHHE TEMCHa, JIOKAJIHUX €K-
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cTpeMa U XOPU30HTAJTHUX aCUMIITOTA ToJIa3He (pyHKIHje. VY 3a1aTKy 4.7 KpUTHIHe

Bpennoctu ¢y m = 0 (BucuHa TemeHa) u m = 4 (BUCHHA XOPH3OHTATHE ACHMII-
Tore), a y 3a7arky 4.8 BpemHocT a = 4 (BucuHa TeMeHa NpPEBPHYyTEe mapadoJie).
YMecTo Jla ce CBaKM T'DAHUYHU CJIy4Yaj PadyHa 3aCeOHO aJIredapCKuM ITyTeM, J0-

BOJHHO j€ OYUTATH T€ BUCUHE ca rpaduka.

K9 — AncosayTtHa BpeagHocT Kao mocedaH ciaydaj Tpancnamuja m mpuiara-
nuja JIy2K y-oce Memajy Opoj pellerma ITOCPEIHO, MIPEKO ITPOMEHe TparkKeHe BPeJI-
HOCTU M. ATCco/iyTHA BPEIHOCT Jiestyje apyraduje: oHa ycioB |f(x)| = m aenn nHa
JBa ojBojeHa ycisoBa. IIpema pesynraruma Opespka 3.6, 3a m > 0 Opoj pernrema
jemHak je 3dupy dpoja perema yciosa f(x) = mu f(x) = —m, 3a m = 0 pemerma
ce TOKJamnajy ca Hyaama dgysximje f, a 3a m < 0 pemrema HEMA.

30or Tora ce KO/ 3aJlaTaKa ca MapaMeTpPOM KPUTUYHE BPEIHOCTU TIOMEPajy Y
OJTHOCY Ha MOJa3Hy MYHKIU]Y: y 3a7aTKy 4.7 To cy m = 0 u m = 4, a y 3aJaTKy
4.8 Bpeanoct a = 4. Vctn mexanusam Jiesryje u 0e3 mapamerpa. ¥ 3ajatky 4.17
JIBOCTPYKa alCOJIyTHA BPEJIHOCT Jaje rpacduk oduka ciosa W na mnpasa y = 2

cede KpuBy y 9€THUPU TadKe.

5.4 30upHu mnperJen

[Ipumena HaBeIeHUX KPUTEPUjyMa Y IMPAKCU HE 3aXTEBa HUXOBO (HOPMAJIHO
naBoheme. /loBosbHO je, Ipe IpTaba, MOCTAaBUTH TPU IUTaba: Ja Ju je PYHKIIja
KOHCTPYKTHUBHA, Jla JIX je OHO INTO Ce TPaxKu OpOj pelemha WU HBUXOBA TadHA
BPEJIHOCT M aKO 33JaTaK CaJIPyKU MapaMeTap, Jy»K Koje oce Taj IrapaMeTap Jeayje.
Oproeopu Ha Ta Tpu HNuUTama y HajeheMm Opojy ciaydajeBa yHampea oapehyjy ia
st he rpaduydKu IPUCTYI OUTH JTOBOJbAH, JOBOJ/bAH Y3 AHAJIUTUYKY JIOMYHY, WA
HENIPUMEH/bUB 0€3 coPTBEPCKE IOJIPIIIKE.

Hapena Tadena caxxuma m3J10KeHE KPUTEPHjyMe.
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Tun 3agarka

Kpurepujym IIlta rpaduk gaje

HOIra ocraje anau-
TUYKOM TOCTYTKY

OyuKIIja no- K1, K4 Obnuk, mojoxkaj Te- Taunme BpemHOCTH Tpa-
Oujena TpaHC- MEHa, HyJe, WHTEepBaJe HUIA KaJa MPECeru HUCY
dopmarmjama pelrema; UCKJbYyYerhe Y IEJTOOPOJHUM TadKaMa,
eJieMeHTapHe pelema BaH JOMEHA
dynknuje
Tpuronomerpujcka K2, K6 VYkyman Opoj pemema; TadHe BpemgHOCTH — pe-
jeHaYNHA Ha 3a- IIPOBEPY Jla HUjeTHO HUje TIIe€Ha, MPEKO WJIAEHTH-
JIATOM HHTEPBAJY n3ryo/beHO HU YIABOCTPY- TeTa

YeHO
TpancrennenTHA K5, K6, K7 Ersucrennujy wm tagan Hwumra — aHaauTmyko
jenHaunHA, oe3 Opoj perterba, y3 OrpaHn- peleibe He IMOCTOju
pelema y 3aTBO- Yembe IpeTpare Ha KOHa-
pPEHOM ODJINKY YaH UHTEPBAJ
Samarak ca mapa- K8 Henocpenan 3akspyuaxk H3pa3 3a mosmoxaj pe-
METpPOM, [apaMe- a ce OpoOj pellerha HE IM€Ha Yy 3aBUCHOCTU O
Tap JAyXK T-0ce Merba rnapaMerpa
Samatak ca mapa- K8, K9 Kpuruane BpemHocTu TadHe TpaHUIlEe WHTEP-
METpPOM, [apame- mapamMeTrpa Kao BHUCHHE BaJia Pelllerha
Tap JAyXK y-oce TeMeHa U aCUMIITOTa
OyHKIHja koja Kl Humra mnoysmano 0e3 3acedHy aHajmn3y H3BaH
HUjE KOHCTPYK- coPTBEPCKE TIOIPIITKE OKBHUPA IJaBe 3
THUBHA

Tabena 5.1: Ilpersen kpurepujyma 3a n300p MeTOJIE
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3akJbydakK

[Ipeamer oBor pajia je OJHOC AHAJUTUYIKOT U I'PAMUUKOT METOJia IIPU pellla-
Bamy jeJIHaUNHA U HejenHaunHa. [[n/b HUje 7a ce jelaH MeToJ Mporyiacu OOJbUM
o1, ipyror, Beh Ja ce yTBpJM y KOjUM KJiacaMa ITPOOJIeMa je KOjU OJI IbUX JIeJI0-
TBOPHUJU U U3 Yera Ta Pa3JIMKa IIPOU3JIa3H.

[IyT o Tux 3aKsbyvyaka BOJIM IPEKO TEOPUJCKUX OCHOBA U3JIOZKEHUX Y TJIABHU 2 U
reoMeTpHUjCcKUX TpaHchopMaldja y TJIaBu 3, TJe MOKa3yjeMo Jia TpaHncdopMalmje
rpaduka HUCY caMO TEXHUKA I[pTaba. 1 paHcanuja u JuiaTalmja IyxK r-0ce, Kao
u pediiekcuje, TyBajy Opoj peliema Memajyhu UM caMo I0JI0XKa]j; TpaHcIaIuja u
JauiaTaryja JIy’K Y-oce JelIyjy IMOCPeaHO, TaKO IIMTO ITOMepajy IpaBy ca KOjoM
TPaXKMMO TIpeceK; a TpaHcdopMaluje ca arcoJyTHOM BpEJIHONINY Memajy Opoj
pemema. Y TiiaBu 4 TH Pe3yJITATH Ce MPUMEHY]y Ha KOHKDETHE 3aJlaTKe, KPO3
KOje ce ToKa3dyje Jja IpeaHOoCT rpaduyKor MpHUCTyIa HUje cByda ucrta. Hermae
OH yOp3aBa Ji0JIa3aK JI0 Beh mocrojeher perema, Herze CIyKH Kao He3aBUCHA
IpoBepa, a Herje je jeauHu myT J10 ofrosopa. [aBa 5 Ta 3amakarma dhopmyJiniie
Kao KPUTepHjyMe Ha OCHOBY KOJUX C€ METOJOJIONIKA TOrOJTHOCT 3aJaTKa MOXKe
OPOIEHUTH YHAIPES.

CupoBejiena aHam3a BOJIU 0 HEKOJIUKO 3aKJbyIaKa.

IIpso, rpaduykn MeTOJ je PABHOIPABAH AaHAJIUTUYIKOM, a y OJpeheHuM KJjia-
cama TpodJeMa U TOTOJHUJU OJT hera. 10 Cy 3aJalll y KOjuMa ce TPaxKu Opoj, a
He BPEJIHOCT pPEIeha, 3a/alli ca IMapaMeTPOM U TPAHCIEHJIEHTHE je/IHAYUHE KOJI
KOjUX DeIllerbe Y 3aTBOPEHOM OOJIMKY He MOCTOju. ¥y TUM CJIydajeBuMa rpadudku
MIPUCTYT HUje TOMONHO cpeJicTBO, Beh jeIMHU M3BOJJBUB IIYT.

/pyro, rpaduukn meros HUje camocTasan. Ca ciMKe ce BUIU Ja Ce JIBe KPUBe

CEeKy, aJIu HE€ U Jda IIpeCE€Ka He€Ma BHIIIEC HEro mTOo Ce€ Ha CJIUIU BUIAU. 3a TO
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je moTpebHO 3HATH Jia je PYHKIHMja MOHOTOHA Ha OJipeheHOM MHTepBaJly WJIH J1a
JOj je cKyn BpEeJIHOCTY OTPAaHWYEH, Ma ce IpeTpara MOYKe CBEeCTH Ha KOHA4YaH JIe0
nomena. Te ocobune yTBplhyjy ce aHAJIMTUYKY, IIPE HErO IITO Ce OUJIO IITA HAIPTA.
I'paduk, makiie, He 3aMembyje aHAJIUTUIKN alapaT, Beh ra KOPUCTH.

Tpehe, orpanmyera TrpadUIKOr MeTOJa HHUCY ciydajHa, Beh ciiene u3 came
IpUpPOJIe MeToj1a, 1ma ce mory u upeasuietu. [IpBo ce jaB/ba kKoi dDyHKIMja KOje
ce He J00Mjajy HU30M IMO3HATUX TpaHcdoOpMalja je/iHe ejleMeHTapHe (QYyHKIHje.
HBbuxos rpacduk ce He MOXKe MOY3/IaHO CKAIMPATH ITOCTYITKOM U3JI0KEHUM Y TJIaBU
3, 1ma je morpedHa 3acedHa aHa/M3a uau copTBepcKa mojipika. J[pyro orpanundierme
THYE Ce MPEIU3HOCTU OYUTaBalba TAYHUX BPEIHOCTU pellleiba ca rpaduka, dak u
aKoO je OH IpeNu3HO HaIpTaH. 10 orpanHumyerme copTBEp He YKJjamba, jep Huje ped
O TOMe KOJIMKO je CJIMKa IIperu3Ha, Beh 0 ToMe ja ce TpayKeHa BPEIHOCT MOpa
U3pAIYHATH.

Yetieptio, KpUTEPHUjyMU U3JIOXKEHN y TJIABH D MOKA3Y]jy Jla U300p MeToJie Huje
ctBap ykyca. OH ce MOXKe JIOHETH YHAIIpeJI, Ha OCHOBY CTPYKType came (hyHKIHje
U TPUPOJIE TIOCTABJHEHOT MTUTAHA.

N3znokeHn MeTOJIOIONIKY OKBUD HENOCPE/IHO je MPUMEUB Yy HACTaBH MaTe-
MaTHKe y CpeJboj Ko, AHann3a 3ajaraka ca npujeMHux ncrmrta y OmebKy
4.4 okazyje Jia ce 3HATAH JIe0 TUX 3aJlaTaka pernaBa rpadudkn Op:Ke U ca Marmbe
MOT'YRHOCTHU 3a TPEIIKy HEro CTaHJIApPIHUM aJIredapCKUM IIOCTYIIKOM, IIITO OBAj
MPUCTYI YUHU yHIOTPEO/PUBUM y NMPUIPEMH yIE€HUKA 338 HACTABAaK ITKOJOBAA.

Pan orBapa u jeman mpaBaill 3a Jlajbe UCTPAXKUBAE: ITPOIINPEHE TEOPHjCKOT
armapara riase 3 Ha (YHKIMje HacTaje Kao MPOU3BOJ, WJIH 30UD JIBe Pa3INIUTE
ejleMeHTapHe (PyHKIHje, YnMe 0N ce YKJOHUJIO OrPAHUYEHhe OIMCAHO KPUTEPU]Y-

moMm K1.
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