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HacsoB macTep paza: YBoheme nojMa n3Boa (PyHKIHjE Y CPEJIHO]j KON

Pesume: OBaj mactep paj 6aBu ce yBohemweM mmojMa u3Boia (pyHKIMje ¥ HACTABU
MaTeMaTuKe y CpeImbuM IKosaMma. VIZBoj je jesian o/ OCHOBHHX II0jMOBa MaTeMa-
TUYKE aHAIU3€e KOJU UMa 3HAYAjHY IPUMEHY Y MaTEeMATHIU U IPUPOIHUM HayKaMa,
a 9uju cy TeMesbu mocTaB/benu pasiopuma tbyrna, Jlajornuna u Kommuja. um pama
je ma ce nudepeHnnjaaHn padyH IpUKazke Ha HAYWH KOJU je IPUCTYIIadaH yIeH!-
[Ma, KpO3 TTOBE3UBAIbEe N'eOMETPHjCKOT MPUCTYTIA, (popMasTHe JeUHATIN]e H3BOA,
npumene y dgpusunu u ynorpebe caBpeMeHnx padyHapckux ajata. [loceban Haria-
CaK CTaBJbEH je Ha BU3YeJM3allMjy U WHTYUTUBHO pasyMeBambe IojMa n3Bomga. Paj
roKasyje Jia ce, y3 aJleKBaTaH HaCTaBHU ITPUCTYII, CJIOXKEHU MATEMATUIKHU IT0jMOBU

MOT'Y YCHEITHO TPUOJIMKUTU YIEHUITUMA CPEIHE IITKOJIE.

Kipyuyne peun: u3Boj dyHKIHMje, yBoheme mojMa u3BOAA, JuMepeHInja Hn pa-

9yH, METOJINKa HAacTaBe MaTeMaTuKe, TudepeHIupambe
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I'maBa 1

YBOI

U3Bon dyuKIMje mpeicTaB/ba je/laH OJ] BA2KHUX IMOJMOBA €& KOJUM Ce yIEHUIIN
cycpehy y HacTaBu MaTeMaTHKe y CPEJIIb0j KON U KOjU 3aXTeBa MOCTENEHO YBO-
Deme 1 mak/pbUBO O0jallliberhe. 3a MHOTE YIeHHWKe OBaj I0jaM Ha IMOYeTKY Jesyje
BEOMa allCTPAKTHO, Jep 3aXTeBa pa3yMeBarhe HAYMHA Ha KOjU Ce HEKA BEeJTUUMHA
Mema M KaKO ce Ta MPOMeHa MOKe ONHUCATH y JeIHO] TadyKu. JecTo ce JeraBa
JIa YYEHUIM YCBOje MpaBUjia 3a U3padyHaBalbe M3BOJA, AU JIa IIPUTOM HE CTBO-
pe jacHy TIpeJicTaBy O TOMe IITa U3BOJI 3aIIPABO IPEJICTAB/ba M KAaKBO j€ HeroBO
3HAYECHHE.

306or Tora je HaumH yBOhema OBOT mojMa o1 mocebHor 3uadaja. [Ipe came dop-
MaJTHe JIe(DUHUIIMje BaXKHO je YUEeHUWKe ITOCTEIeHO JOBECTHU JI0 UJieje M3BOJIa KPOo3
npobJjieme Koju cy um Ojimcku u pasymsbuBu. [lurama kao mro cy ompehuBarbe
Op3uHe KpeTama y ojpeheHOM TpeHyTKYy WJIU OIMMCUBahe Harnba KpUBE y jeIHO]
TaYKW IIPEJICTaB/bajy NMPHUPOIAH IyT Ka pa3yMeBamby MoTpede 3a yBOhemeM OBOT
MaTEMATUIKOT TTOjMAa.

l'eomeTpujcku mpucTyI, Kpo3 mmocMaTpame TaHTeHTe Ha rpaduky (yHKIm]e,
oMoryhaBa ydeHUIIMMa, JIa BU3YEJHO youe Be3y u3Mehy u3Bojia u Harubdba rpadu-
ka y ojpehenoj rauku. Ca jpyre crpane, GpU3UIKO TyMademhe M3BOJIa KPO3 MojaM
TpeHyTHe Op3UHE TIOBe3yje MaTeMaTUIKU CaJIp:Kaj ca IojaBaMa Koje Cy YICHUIIIMA
ITO3HATE U3 CBAKOJHEBHOI »KMBOTA M JAPYTUX HAaCTaBHUX mpeaMera. Ha Taj Haumu
YYEHUIA TIOCTEIEHO TpeJia3e OJf KOHKPETHUX MpUMepa Ka OMIITHjeM MaTeMaTHd-
KOM OIMCHUBAIbY 3aBUCHOCTU u3Mely BenduHa.

CaBpeMeHy JUTUTAIHU AJaTH MOTY JOJATHO JOIPUHETH OBOM mporecy. IIpo-
rpamu kao mrto je GeoGebra omoryhaBajy AmHaMUYKO NpUKa3uWBame rpaduka

dyHKIMja, KpeTamba TAHTEHTEe U IIPOMeHe BpegHocTu u3Boja. Ha Taj mauwn yue-



I'VTABA 1. YBOJI

HHUIIY JIaKIIIe HOBGSyjy I‘paCbI/I“IKI/I IIpUKa3 Ca MaTeMaTUIKHUM 3allMCOM U ITOCTEIIeHO

JoJiaze JI0 Pa3yMeBamba 3HAUEHa OBOT TIOjMA.



I'maBa 2

Ncropujcku pa3Boj
AndpepeHIujajJTHOr pavyHa 1

IIojMa m3BOda

PasBoj uieje n3Bojsia o1BUjao ce MOCTEIIEHO KPO3 MOKYIaje MareMaTrdapa Ja
peliie KOHKpeTHe TpobjeMe y reoMeTpuju, dpusuim u apyrum obsactuma. Buio
je moTpebHO mpoHahy HAYWH Jla Ce MPeIU3Huje ONMUINy I0jaBe y KOjuMa jeTHa Be-
JIMTYWHA 3aBUCH OJI JIpDYTe U Jla Ce pellle IMpodJieMu Koje JI0TaJIallbe MaTeMaTuIKe
MeToJie HUCY MOTIJIe Ja o0yxBaTe.

BHauajan KopakK y pasBojy oBuX mieja Hampasuo je Iljep me ®epmal. On ce 6a-
BUO TIpoOeMuMa, opehuBama TAaHTEeHTHU M MPOHAJAKEeHha MAKCUMAJIHUX U MUHH-
MaJIHUX BPEIHOCTH BeJMIrHA. VaKo HEeroBu MOCTYIIM HUCY TPEJICTaAB/bAIN U3BO/T
y CaBpEMEHOM CMUCJIY, y lbUMa Cy ce TojaBue ujeje Koje he KacHuje OuT OCHOBA
3a pa3Boj JAuepeHInjaJTHOT padyHa.

V apyroj nonosunu X VII seka Mcak Ebyrn? u Tordpun Buaxenm JIajoru?® me-
3aBUCHO jeJIaH O JIPYTOr ITIOCTABUJIA Cy TeMesbe MU(ePEeHIjaTHOr U NHTEIPAJTHOT
pauyHna. FbyTH je cBoje uyeje pasBujao Kpo3 MpOoydaBarbe KpeTamba U (PU3UIKIX
BEJIMYMHA KOje Ce MeHhajy TOKOM BpeMeHa, J0K je Jlajouurr mpobJyieM mmocMaTpao ca
reOMeTPHjCKOT CTAHOBUINTAa. ITbUX0OB paj mpencTaB/bao je OCHOBY 3a JIa/bU Pa3BOj
MaTeMaTU4dKe aHaJIn3e.

Toxom XVIII Beka merojie audepeHIujaIHor padyHa HacTaBUIe Cy Ja Ce pa-

Mjep ne ®epma (1607--1665), dpaniyckn maremaTuHaap.
Ucak Tyt (1643--1727), enrieckn MaTeMaTudap u Gpusmaap.
STordpu Bumxemv Jlajonut (1646--1716), Hemauxku MaTtemaTuaap u Gpuiaozodb.



I'JIABA 2. HCTOPHUJCKH PA3BOJ JU®EPEHIIHUJAJIHOT PAYYHA U
ITOJMA H3BOJIA

3BUjajy U IPUMEY]Y Y PA3IMIUTAM 00JIACTUMA MAaTEMATHKE U IPUPOIHUX HAYKA.

Nnak, ocHOBHU TIOjMOBHU jOIII YBE€K HUCY MMAJHU TOTIYHO CTPOTY MaTeMaTH4Ky
OCHOBY. ¥ TOM IEPHUOJY YECTO Cy KOpHIheHe ujeje 0eCKOHATHO MAJUX BEJIUYINHA,
aJI HbUXOBO MAaTEMaTUYKO 3Ha4Yeme Huje Ouao crporo ojapeheno kao mro je To
JaHAC CIyYaj.

[Torpeba 3a cTporuM 3acHUBAKHEM MATEMATHYKE aHAJIU3E TTOCEOHO je JIONLIa 10
mspazkaja Tokom XIX Beka. Orucren-Jlyj Komu? 120 je Besuku gompuHOC cTporom
3aCHUBAIbY MaTEeMaTUYKe aHAJU3Ee W MPEIU3HUjeM ojpehuBamy HmeHUX OCHOBHHX
rmojMoBa, mehy kojuMa cy rpaHndHa BPEIHOCT, HEIPEKUIHOCT U u3Boj. Hberos
IIPUCTYT IPEJICTAB/bA0 je BazKaH KOPaK Ka CAaBPEMEHOM pa3yMeBarmby OBUX II0jMOBA.

Ucropujcku pa3Boj u3Boja MOKa3dyje Jia OBaj IojaM HHUje HACTA0 KAao TOTOBO
IIpaBWJIO 3a padyHame, Beh Kao pe3yaTar morpebe Jla ce ONWIILY W PeIle pas3iin-
YUTU TPOOJIEMU Yy KOJUMA Ce BeJIMYMHE Mermhajy u MelycobHo 3aBuce. YmpaBo oBa
YUbEHUIA UMa, 3Ha4Ya] U y HACTABU, jep yUeHHUIMMa omMoryhaBa ja pasyMejy Ja
U3BOJI HUje caMo (popMmyJia Kojy Tpedba HaydnTh, Beh MaTeMaTudKu 1mojaM KOju umMa

CBOJY CBPXY U 3HAYEHHE.

*Orucren-Jlyj Kormm (1789--1857), dpaHitycku MaTemMaTrdap.



I'maBa 3

YBoheme nmojMa m3Boa IMPEKO
reoMeTpujcKor mmpobdJjemMma

TaHI'eéHTe

Hakon mro cMo y mpeTxo/iHOM eIy BHJIEIN KAKO Ce M3BOJ Pa3BUja0 KPO3
HUCTOPH]Y, caja hemMo mocMarpaTd IpobjeM U3 yrja HacTaBe MaTeMaTuke. Jemgan
O/l MPUPOJHNUX HAYMHA Jla Ce YUYEHWUIW YBeIy y T0jaM W3BOJa JeCcTe IPEKO T'eo-
METPHUjCKOT IMUTakha: KaKo JIePUHUCATH U OJIPEJIMTH TAHT'E€HTY Ha KPUBY y je/IHO]
IbEHOj TAYKU?!

Ko Hekux moznaTtux KpuBHUX OBaj pobseM je jegHoctaBHO pemuTu. Ha mpu-
Mep, KOJT KPYKHUIIE je MMO3HATO J1a je TAHTeHTa Y JAaTOj TaUKA HOPMAJTHA Ha TOJIy-

IIPEYHUK KOJU cIlaja Ty TadKy ca IEHTPOM KDY KHUIIE.

Cnuka 3.1: Koncrpykimja TanrenTe Ha KPY KHUILY



I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

Crmgne reoMeTprjcKe KOHCTPYKIIHje TIOCTOje U KOJT HEKUX JPYTUX KPUBHUX, KAO

IITO Cy €JIUICca U XurepboJia.

N

Ciuka 3.2: TanrenTa Ha €IUICY W XUIEPOOLY

MebyTum, Kajia mocMaTpaMo TpOU3BOJ/bHY KPUBY, HEj€ JOBOJHHO CAMO ITO3HABA~
T IheH 00/uK. [loTpeban je omTu moctynak Koju Ou HaM OMOTYhuo J1a OJIpeIuMO
IpaBall TAaHT'eHTe y OMJIO KOjOj TAYKH.

PasBojem amammuTmyke reoMmeTpuje KpWBe Cy MOdYesie Jia Ce IMocMaTpajy W Kao
rpadunu dpyHknuja. Taja ce TuTame O TAHTEHTH TOBE3AJIO €A MHUTAHLEM KAKO Ce
dyuKIMja Mema y OJM3MHU HEKe Tadke. YIPaBO Ta WEja MPEJCTaB/bha MyT Ka
IIOjMy HM3BOJIA.

[TocmaTpajmo jemHocTaBan mpumep pyHKIMjE

3ajiare opMyIOM

Heka je mara Ttauka
E(1, f(1)) = (1,1)
Ha IbEHOM T'paduKy.
2Kemumo nma onpesumMo Harud TaHreHTE y TOj TAYKU. 3a CaJa HE MOXKEMO JH-
PEKTHO J1a je OJpeIuMO, il MOXKEMO Jla TIOCMATPaMO IIpaBe Koje CceKy napadoJry
y ABe OJICKE TadKe.

WN3zabepumo jorrr jeny Taduky Ha rpadpuky

Ey(x1, f(21)),

IIpU Y€MYy je Y OBOM IIPUMeEPY

flay) = .



I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

IIpaBa koja mposiasu kpo3 Tauke F u F| HasuBa ce ceduria mapabdosie. Fben na-

rub onpehen je KOJIMYHUKOM ITPOMEHEe BPETHOCTU (DYHKITUje U TPOMEHE apTryMeHTa:

f(ﬂﬁl) - f(l)

tan =
¥1 21

Y

IJIe je (o1 yrao KOjHu CedmIla 3aKJialla ca IMO3UTUBHUM CMEPOM Z-0OcCe.

[Tomrro je f(x1) = x2, nobujamo

3 —1

tan = .
P Xr1 — 1

OBaj KOJIMYHUK HAM ITOKa3yje HArub cedurie Koja MpoJia3u Kpo3 JBe TadKe Hapa-

ooute.

551y

4.5

1=(x3.y9)

0 Pos 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85

Cnuka 3.3: Ceuntia mapaboJie Kpo3 JiBe Tadke

Cana hemo mocMarpaTu ITa ce JelaBa Kaja ce Tadka [ mpubamykaBa TavKku

E.
Ako nzabepemo
T = 2,
J106mjamMo TaduKy
E1(2,4),
1a je HaruO® cedurie
4—-1
t =——=3
ang; = o—



I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

AKo y3MeMo OJIMXKY TadKy,

Iry = 15,
J00ujamMo
Ey(1.5,2.25),
u
2.25—1
tan Y1 = m = 2.5.
Jomr 6simzke Tauku F, 3a
Xr1 = 11,
cJiesin
Ei(1.1,1.21),
na je
1.21 -1
tangpl = ﬁ = 2.1.
3a
r; = 1.01
nobuja ce
E,(1.01,1.0201),
a "HaruO je
1.0201 — 1
tan Y1 = m = 2.01.

Bumgumo na ce, kako ce Ttauka F; npubamkapa Tadyku F, Harub cevdniie CBe BUIIE

npubanKaBa O0pojy 2.

Tabena 3.1: Bpeanoctu KoJImYHUKA tan ¢ 3a Pa3jIuduTe BPEIHOCTH Ty

xy—1
X tan ¢ =
T —1
2
1.9 2.9
1.5 2.5
1.4 2.4
1.3 2.3
1.2 2.2
1.1 2.1
1.05 2.05
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001




I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

Ucrospemeno, pehu hemo j1a ce ceuniia mpud/mnzKaBa MIpaBoj Koja MpeICTaB/ba

TaHTeHTy Ha mapabosy y Tadku F. 3aTo Harmb TaHTEHTE MOYKEMO OJIPEINTU Kao

TPaHUYHY BPEJIHOCT:

Jla 6ucMo m3padyHa I OBy BPEIHOCT, KOPUCTUMO (POPMYJy 3a Pa3JjiMKy KBa-
npara;

3a x; # 1 Baxu:

2

=z 1.
1'1—1 1+

3ato je
lim (21 + 1) = 2.

r1—1

Jlobujenu pesyarar 3HaYUM Ja je HAruO TaHreHTe Ha rpaduk QyHKIHje

fla) =2
y TadKu
E(1,1)

jenHax 2.
WcTu mocTymak MOKeMO IPUMEHHUTH U Y OMJIO KOjOj TadKu rpaduka oBe (PyHK-

nuje. Heka je mara Tadyka
E(x0> f(xO))a
U Ipyra Tavyka

Ey(x1, f(21)).

Harub ceunrie uzmehy oBux Tadaka je

Ty — Zo
3a pynkumjy
fla) =2
nobuja ce
i —
1 — X ’

Kopumihemem dopmysie 3a pa3iuky KBajpara:

x% — ac% = (21 — x)(x1 + x0),



I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

cieau
2 2
r{ —
1 0
=1 + Ty
1 — Xo

Kana ce F, npubaukasa Tauku E, OTHOCHO KaJja
1 — Tg,

J001jamMo

lim (21 4+ o) = 2.
T1—T0

Tako BuaMMO J1a HArub TAHTEHTE HUje UCTU y CBUM Tadkama napabose. O 3aBu-
cu of n3abpaHe TavdKe T(, Ia CBAKO] TAYKU MOYKEMO MPUJPYKUTH O/roBapajyhy

Bpeanoct Haruba. Ha Taj nHauna dyHKIMjn
fla) =a*
MPUJIPYKYjEMO HOBY (DYHKITU]Y
f'(z) = 2z.

OBa dyHKIMja HAM y CBAKOj TAYKWA TOBOPU KOJIMKH je HArUO TaHTeHTe HA rpaduk
nosiazue (ByHKIMje, OJHOCHO OIKCYje HAYUH Ha KOju ce (DYHKIja Merba.
Ha npumep, y Tauku

1
T ==
2

(-

To 3naum na je TanrenTa Ha nmapabosly y Tauyku

(23)

HArHyTa IO/ yIJIOM YHUjH je TAaHTeHC jeTHaK 1.

Harub TaHTeHTe je

ITomrro 3HamMo Harub TaHTEHTE W TAadKy KPO3 KOjy OHA MPOJIa3H, HEHY jeIHa-

YUHY MOXKEMO OJipeiuTu 1momohy dbopmyJie
Y — Yo = k(z — x0),
re je k narub npase, a (g, o) TAYKa KPO3 KOjy IpaBa MpoJia3u. Y HAIIEM CJIydajy

je xg = %, Yo = }1 u k =1, ma mobujamo

1 1
— — =r — -
Y 1 9

10



I'VTIABA 3. YBOBEIbE 1IOJMA U3BOJA IIPEKO 'EOMETPHJCKOI'
IIPOBJIEMA TAHI'EHTE

JaKJe, je/IHaYMHA TAaHTeHTe Ha Tapadoy Y TauKu (%, }L) je

y=x— —.

Crnuka 3.4: Tanrenta na mapabosy y ojapeheHoj Tauku

Ornrcanu mpuMep MoKa3yje KaKo ¢e U3 jeJHOT TeOMETPHUjCKOT TUTAha O TAHTEH-
TU JIOJIA3K JI0O HOBOI' MaTeMaTudkor rnojMa. KibydHa mjeja je jga He 1mocMarpamo
camo mpoMeHy (byHKIje u3dMely sBe Taduke, Beh ITa ce jermaBa Kajga ce Te JIBe
Ta4yKe CBE BUIIE MPUOJIMKABAJY jeTHA JIPYTO].

Y1upaBo rpaHndHa BPEIHOCT KOJTUIHUKA

f(z1) = f(20)

1 — o

JIOBOJIM HAC JI0 popMaJHe JeDUHUIMje U3BOJA (DYHKITU]E Y JIATO] TAYKU.

11



I'maBa 4

IIojam m nedbuHuUIMja n3Boga

dbyHkuje

Heka je nata dyukmuja
y=f(z),

U HeKa je xg Tauka u3 obyactu medunucanoctu dpyuknuje f. Heka je Ax mpupa-
mraj aprymedTa (y HEKUM yIIOEHUIMMa ce OBa BEJIMYMHA O3HAYaBa M ca h), Ipu
qemMy je

Az # 0.

Tasa je HOBa BpeIHOCT apryMeHTa
xo + Ax,
a oxrosapajyhm mpupartaj GyHKIHje je
Ay = f(zo + Az) — f(wo).

Konnmanuk

Ay f(wo+ Az) — f(=o)

Az Az

Ha3MBa ce KOJMYHUK npupainTaja. [locmarpaheMo BpeIHOCT OBOT KOJIMIHUKA KaJIa

Az — 0.

Ha Taj mauun mo1a3umo 710 1ojMa u3Boia (DYyHKIIHjE.

12



I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

4.1 Hedununuja n3Boga pyHKIUje

Hexa je dbynknuja f nedunucana y HeKOj OKOJMHU® TadKe To, IPH YeMy je Tg
u3 obstactu JedpuHncaHOCTH (DYHKIHje. AKO TOCTOju KOHAYHA TPAHUIHA BPEIHOCT

lim f(zo+ Ax) — f(x0)

Az—0 Az ’

OHJIA C€ Ta BPEIHOCT HA3WBA M3BOJ PYHKIMje f y TauKM T( U O3HAYABA CE Ca

(o).
Haxkse, u3Bo, (pyHKIMje Y TadKu Ty JeUHUCAH je (popMyIOM

F(z) = lim f(zo + Az) — f(xo)

Axz—0 Az

Ako oBa rpaHmvyHa BPEIHOCT HE MOCTOjU, Kaxke ce J1a (PYHKIMja HeMa U3BO, Y
TAYKH Xy.

AKo n3BOJ IOCTOjU y CBaKOj Tavuku obsacTu Aedunucanoctu Gynknuje f, onga
ce CBAKOj BPEJHOCTU T MOXKe Npuapyxutu 0poj f'(x), Koju mpejcraBiba U3BOJI
dyHKIHje y TOj TaYKHU.

Ha Taj mauun mobuja ce HOBa (pyHKIHMja, KOja ce Ha3uBa W3BOJ, QyHKIHjE f.

Omna ce o3nauasa ca
!
f'(x),
a IbeHA BPEIHOCT Y CBAKO] TAYKU X JaTa je (hOPMYJIOM

fla+Aw) = ()

/ - .
flw) = Alggo Az
[open o3nake f'(x), y ymorpebu cy u o3HaKe
dy
/
— D .
y ) daj’ f(x)

Y HacraBu MaremMaTHKe Hajderilie ce Kopuctu o3Haka f’(x).

IIpumep 4.1. Ilpumenumo neduHAIU]y U3BOAA Ha PYHKIIA]Y
fla) =

[Ipema nedunuiuju u3Boja,

|4 .
°Tlox oKOIMHOM TadKe T( MOAPA3YyMEBAMO HEKUM OTBODEHM MHTEDPBAJ KOjU CAIPKHU TAUIKy X(.
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I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

3a mary dyHKIHMjy m100mjamo

PazBujamem kBajipaTa y Opojuolty jioduja ce
(z + Az)® = 2* + 2zAz + (Ax)?,

na je

12 + 22Az + (Ax)? — 22
() = li )
(@) Ar Do Ax
Cpebupamem u3pasa y 6pojuorry mo0ujamMo

by 2zAx+ (Ax)?
fiz) = Alggo Ax '

[TomTo je
Ax # 0,

MO2KEMO CKPATUTHU Ca Ax, IIa cJjiean

f(z) = lim (22 + Ax).

Az—0

Kama Az — 0, mobujamo

f(z) = 2z.

Hakie, npuMeHoM AedUHUIEje U3BOJIa JOOMIM CMO JIa je U3BOJI, (DYHKIIH]e
f(z) = 2?

jerHak
f'(z) = 2z.

OBuM je mokasaHo j1a JiepuHATIIja U3BOJA Jaje UCTU PE3Y/ITAT KOjU je Io0ujeH
upu oxpehuBamy KoeduIMjeHTa IpaBlla TaHreHTe Hapabose y = z2. JlobujeHa
dyHKIMja n3BoIa oMoryhaBa Ja ce y cBakoj TaduKu mapadoJie ojpe i KoeUuIimjeHT
IpaBIia ojiroBapajyhe Tanrenre.

Ha npumep, 3a x = 1 umamo
(1) =2
JIOK 3a & = 3 j100ujaMo
f'(3)=6.

To zuaum ga ce KOeUIUjEHT MPABIA TAHTEHTE MEHhA Yy 3aBUCHOCTU OJI TAYKE Yy

KO0joj mmocMarpamo rpaduk pyHKIm]e.
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I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

4.2 JleBu u necHu m3Bod pYyHKIIHIje

Kao u Kon rpanmvyHMX BPEIHOCTU (DYHKIHjE, MOXKEMO ITOCMaTPATH KAaKO Ce

MeEba BPeJHOCT U3pPa3a

f(zo + Ax) — f(x0)
Ax

HdOK Ce HpI/I6I[I/I}KaBaMO Ta9KM1 To Ca JIEBE UJIN Ca JECHE CTpaHe. 36or Tora ce yBoOae

II0OJMOBH JIEBOT M JIECHOT U3BO/JIA.
Heka je dynknuja f nedunncana y HEKOj OKOJMHH TAYKe Z(.

Ako mocToju rpaHUYHA BPETHOCT

f(zo) = lim f(zo + Ax) — f(x0)

Az—0— Az ’

OHA Ce HA3WBA JIEBU M3BOJI (DYHKIU]E y TAYKU T().

AKoO mocTOju rpaHUYHA BPEIHOCT

Fi(zg) = lim J @0t a2) = flzo)

Ax—0t Az ’

OHA Ce Ha3WBa JIECHU M3BOJ (DYHKIHje Yy TaUKU Xg.

JleBu m3BOJ onmcyje nonarmame OYHKIMjE Kajla ce TaYKU T NPpUOIMKaBaMo
ca JieBe CTpaHe, a JeCHH M3BOJ, KaJIa joj ce MPHOJINKaBaMO Ca JIeCHE CTPAHE.

W3Bon dyHKIMje y TaYKN T( MOCTOJH aKO IIOCTOje JIEBU U JECHU MU3BOJ U aKO
Cy jeTHaKH:

f(zo) = fi(xo)-
Tana je
f'(wo) = [ (w0) = £} (o).

Ako nieBu ¥ JlecHU M3BOJI HE MTOCTOje WU HUCY jeaHakd, (pyHKIMja HeMa U3BOJ

y Ta4KH Xg.
IIpumep 4.2. Ilocmarpajmo OYHKIHN]Y

f(z) = |=].
[To necduuUIIEjM ATICOTyTHE BPEIHOCTU BaXKHU

-z, x <0,
|z =
z, x > 0.
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I'ZIABA 4. IIOJAM U JIEQUHUIIUJA U3BO/JA ®YHKIIUJE

Ncnmrajmo u3Bon dyuakimje y Taukn xg = 0. Ilpema nedpununujn n3sona,

J(0+ Ax) - f(0)

! JE—
F10) = Alz—>0 Ax
Kako je f(0) = 0, mobujamo
Y — T AT
10) = Alggo Az
Ba Az < 0 Baxu |Azx| = —Azx, na je
. |Az| . —Ax
lim — = 1 =—1.
Axli%* Az Az—0- Az
Ba Az > 0 Baxu |Az| = Az, na je
A A
i 2 gy BT

Az—0+ Az Az—0t+ Az

ITomrro Cy JieBU U JE€CHU JIMMEC Pa3JIMIUTH,

141,

IrpaHUYHA BPEIHOCT KOja ozapebyje uzsox He mocroju. 3aro dyuruuja f(x) = |z|

HeMa u3Bo/ y Tayku T = (.

Cinka 4.1: I'paduk dyukuuje f(z) = |x|.

Ipacdur byukumje f(x) = |r| nokasyje ma je dyHKIMja HEIPEKUTHA Y TAIKH
x = 0, jep ce rpaduk y Toj Tauku cuaja 0e3 npekuma. Mehyrtum, y TOj Taukum
rpaduk mMa OIITap IpeJsoM, Ia ce HAarub ca JieBe U JecHe cTpaHe pasiukyje. To
je y CKJIaJIy ca IPeTXO/IHO MOKA3aHUM Pe3yJITATOM Jia JIEBU U JIECHU MU3BOJ, HUCY

jennaku, 3060r dera u3Boj dyHKIMje y Tadku T = () He TOCTOju.
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I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

ITpumep 4.3. Cama hemo natu npumep pyHKIMje KO KOje JIEBU U JECHU HU3BOJT

y JIaTOj Ta4KH MOCTOoje u jeqHaku cy. llocmarpajmMo dyHKImjy
f(x) = x|z,
[Tpema nedpuHUIIEjK arIcoJIyTHE BPETHOCTH (PYHKITHAjA CE MOYKE 3aIUCaTH y OOJIUKY

flz) = -z, <0,

x2, x> 0.

Ncnurajmo nocrojamwe n3Boga y Tauku xg = 0. [lomro je

JIEBU U3BOJI je

3a Az < 0 Baxku

Ia J1001jamo

. —(Ax)? ,
= Jim S5 i (-a) =0
Hecuu u3Bo je
/ o . f(A‘T) - f([))
SO = o T

3a Az > 0 Baxu

na je

f(0) = lim Y~ lim Az =o.

Az—0+ Az Az—07t

Haxkue,
fL(0) = f1(0) = 0.

[Tomro cy JieBu m necHW M3BOJ, jemHAKH, (PYHKIMja UMa U3BOJ y Tadku © = 0, u

BaxK1

£(0) = 0.
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I'ZIABA 4. IIOJAM U JIEQUHUIIUJA U3BO/JA ®YHKIIUJE

f(2) = alal

Ciuka 4.2: I'pacdur dysknuje f(z) = x|z|.

I'paduk dynkIMje mokasyje ga ce KpuBa ca JeBe U JecHe CTpaHe Tpud/ImKaBa
raukn O(0,0) Ha nctu HaunH. Vako je dyHKIMja JaTa pa3andauTUM U3pasuMa 3a
x < 0wux >0,y camoj tauku x = () HeMa MPEKUJIA y MPABILy IIPOMEHE, I1a U3BOJI
ITIOCTOj .

OBo je mpuMep Koju 1mokazyje J1a mpou3Bo/ JiBe (pyHKIM]je, O KOJUX jeTHa mMa

a JApyra HeMa U3BO/JI Y Ta4KHU, MOXKe UMAaTU U3BOJ[ y TO] TAYKHU.

IIpumep 4.4. ITocmarpajmo GyHKIH]Y

OBa ¢dyskIHmja je neduHICAHA CAMO 3a BPEIHOCTH
xz > 0.

36or Tora y Tauku r( = ( HEje Moryhe mocmaTpaTn npubInKaBame ca JieBe CTpa-
He, jep dbyHKIMja HUje neduHUCAHA 338 HEraTUBHE BpETHOCTH aprymenTa. Moxkemo
pa3mMaTpaTH caMo JIeCHU U3BOJ, OJHOCHO IOHAIamke MYHKINje Kaga ce Tadku & = 0

pubIMKaBaMo ca nosuTuBHe crpane. [Ipema nedunuimju gecHoOr U3BOJA:

£(0+ Ax) - £(0)

f10) = A;lpig%w Ax
Kaxo je
f(0) =0,
caeu:
f1(0) = A}cig%)-*‘ \/Af
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I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

CpebhuBamem 1006mjamo:

1
/ o .
L0 = I, A

Crnuka 4.3: Tpadux byuxmuje f(x) = /.

Ha rpadwuky ce youaBa ma ce ceunrie Kpo3 jBe OJIMCKE Tadke, Kajla Ce OHE
npubmkasajy tadku (0,0), npubmKkaBajy BEPTUKAJIHOM IOJIOXKAj]y. 3aTO ce y
O0BOj TaYKM TOBOPH O TIOCTOjalby BEPTUKAJHE TAHTEHTE.

Naxko je dpyuknmja menpekuana y tadku x = (0, y TOj Ta4Ku HEMa U3BOJL Y

yOOUYIajeHOM CMUCITY, jep KOJUIHUK IMPUPAIITAja HE TeXKHM KOHAYHO] BPEIHOCTH.

4.3 udepennujadbusHocT dyHKIHje

Ba dyuxknujy f xaxkemo ja je qudepeHnujabnuiHa y TAa9KU Ty aKO y TOj TAYKU
nocroju weH u3Box f'(xg) M ako je OH KOHaYaH. Y CTPOrOM 3acHUBamwYy jude-
PEHIMjaJTHOT padyHa, HojaM JudepeHnnjaduiInocTu ce AeduHuIne Ha Apyraduju
naunn. MehyTum, 3a pyHKIMje jesiHe TpOMEH/bUBE, ITOCTOjahe U3BOJIA Y TAYKHU X
€KBUBAJIEHTHO je nudepeHImjabuinocTu pyHKIuje Y TOj TauKHU.

Ako dyHKIMja UMa U3BOJ, Y CBAKOj TAYKU HEKOT WHTEPBaJIa, OHJA KayKeMO J1a
je nudpepeHIjabuIHA HA TOM HHTEPBAJLY.

Uszmehy nudepentinjabuIHOCTH W HETPEKWTHOCTHU TTOCTOjU BaKHA Be3a. AKO je
dyukimja qudepeHInjabuIHa y TAYKHA Lo, OHJIA je OHA Y TOj TAYKU U HEIIPEKUIHA.

MebyTtum, obpuyTo He Mopa da Baxku. [locToje Henpekuane pyHKIHjEe KOje

HeMajy M3BOJ Y HEKOj TadKh. TakaB mpuMep je PyHKII]jA

f(x) = |z,
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I'VIABA 4. HOJAM U JIE@QMHHUIUJA H3BO/[A ®YHKIIUJE

KOja je HenpeKuJHa y Tadku & = (), ajim y TOj Ta4KM HEMAa U3BO/I.
JudepeHimjabn/IHOCT y TaYKH T UMa U BazKHO NeOMETPHUjCKO 3Hademe. Kaga
je Az TOBOJBHO MAaJIO, IIPOMEHA BPEIHOCTH (DYHKIHje MOXKe Ce TPUOJIMAKHO OJIpe-

JIUTH TIOMOhy M3BOjIA:
f(xo + Ax) — f(xo) = f'(x0)Aw.

Oparne ciaenn
f(xo + Az) = f(x0) + f'(w0)Aw.

OBa dopmysa mokasyje Ja ce 3a BPEJIHOCTH X KOje cy O3y Ty, BPEIHOCT

dyHKIHje MOXKe TPUOJIMKHO OJPETUTH ToOMOhy mpaBe

y = f(zo) + f(20)(x — 20).

Osa mnpasa je yrpaso TanrenTa Ha rpaduk dyukiumje y rauku (o, f(xg)), a wen
Harub6 je jennak f'(zo). Ha Taj Haumn ce moBe3yjy M3BOJ| U T€OMETPH]CKO 3HAYECHE
TaHTeHTE KOje CMO MPETXO/IHO yBEJIH.

Wcra uneja Baxku u 3a JIEBU W JIECHU WU3BOJ: Ca JieBe, OJHOCHO JIECHE CTPaHe
TavuKe To, rpaduK PyHKIMje MOXKEMO IMOCMATPATH Kao Ja ce MpHOIKaBa IpaBoj

4Mju je HAruO jeTHAK JIEBOM, OJTHOCHO JECHOM U3BOJLY.
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I'maBa 5

Pu3NIKO 3HAYEH-€ U3BOoJa 1

IojaM TpeHyTHe Op3uHe

Y mpeTxXoHOM TOTJIaBJbY W3BO/I je YBeJeH Kao T'PAHUYHA BPETHOCT KOJIMIHUKA
npupanTaja 1 Kao KoeUIMjeHT IpaBlla TaHrenTe Ha rpaduk dynkiuje. Ncrn
MaTeMATUUIKH [TOCTYIIaK UMa U BaXKHO (PU3MIKO 3HAUECIHE.

Jenan o1 Haj3HAYAJHIJUX TPUMepPaA IPUMEHE U3BO/IA jeCTe OIIMCUBAE€ KPeTamba.
Y dusuim yecto HUje JTOBOJ/HHO 3HATHA CAMO YKYIHY TPOMEHY HeKe BemunHe, Beh
je moTpedbHO oJ/ipe T OP3UHY KOjOM Ce Ta BEJIMINHA Memha y oJipe)eHOM TPEeHYTKY.

[TocmaTpajmo Kperame Teja Koje ce Kpehe 1o HeKOj IpaBoj, Ha IIPUMep T-OCH,

pu 4emy je nmpehenu myT pyHKIMja BpeMeHa

s = f(1),
r7e je t He3aBUCHA TPOMEHJbUBA KOja IIPEJICTaB/ba BpEME, a S 3aBUCHA ITIPOMEHJbUBA

KOja mpeJictaB/ba nipehern nyT. IIpu Tome ce mpernocrasmba j1a je
t>0.

[TocraBsba ce muTame KojoM ce Op3uHOM Teji0 Kpehe y jeiHoM ogapeheHoM TpeHyT-
KY.

Ko paBHOMEpHOr KpeTama Op3uHA je cTajiHa BeJMYUHA, 114 ce IpeheHu myT
Mema UCTOM OP3MHOM TOKOM IIeJIOT BpeMeHa. ¥ TOM CJIydajy mpocedHa Op3uHa Ha
OMJI0 KOM BPEMEHCKOM MHTEPBAJIy jeHAKA je TPEHYTHOj Op3UHU TeJa.

MebyTum, ko1 HEpaBHOMEPHOT KpeTama Op3uHa ce Mema TOKOM Bpemena. Ha
puMep, ayToOMOOHJI IMMPUJINKOM ToJIacka noBehaBa Op3wWHY, JIOK je MPUJIMKOM KO-
Jema cMambyje. 300r Tora mnpocevuHa Op3uHa HA HEKOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJIY HE

onucyje Op3UHY Tejia y CBAKOM TPEHYTKY TOI' HHTEDBAJIA.
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I'VTIABA 5. ®U3UYKO BHAYEILE U3BOJA U IIOJAM TPEHYTHE
BEP3UHE

[Tocmarpajmo Bpemencku wHTepBaJs o t 10 t + At. IIpomena mpehenor myTa

Ha TOM MHTEPBAJIYy U3HOCH
As = s(t + At) — s(t).

[Ipomena Bpemena je
At.

3a
At # 0,

KOJIMYHUK
As _ s(t+ At) — s(t)
At At

IIp€eJICTaBJba IPOCEYHY OP3WHY Tejla Ha TOCMATPAHOM BPEMEHCKOM MHTepBaILy. Me-

DhyTtum, ako ce Teso kpehe HepaBHOMEPHO, IpOCEYHA Op3WHA HE J1aje BPEIHOCT
Op3uHE y CBAKOM I10jeIMHAYHOM TPEHYTKY.

Jla 6ucmo ojpeunu OpP3uUHY Tejla y TadyHO oipeheHOM TPeHyTKy, MOTPeOHO
je mocMaTpaTH IpocevHy Op3WHy Ha cBe KpahuM BpEeMEHCKUM WHTEPBAJIMMa KOjU

caJprKe Taj TPeHyTakK. 3aTO pasMaTpaMoO IPAHUIHY BPETHOCT
At — 0.

[Ipu Tome ce He y3uma BpemnocT At = 0, jep KOJUIHUK IIPOMEHE ITyTa U BpEMEHa
TaJia Huje Jedunucan, Beh ce mocMarpa BPeIHOCT KOjO] Taj KOMUIHUK TEXKU KaJa
ce BPEMEHCKU MHTEPBAJ CMambyje.

Ako oBa rpaHUYHA BPEJIHOCT MTOCTOjH, OHA MIPEJICTAB/ba TPEHYTHY OP3UHY TeJIa:

. Ss(t+ At) —s(t
o) = g, ST

Hobujenn n3pa3 mma muctu oOJIMK Kao Jedununmja n3soga dyukmuje. [lomro je

npehenn myT onucan OyHKIINAjOM

s = [f(t),
cjieau
v(t) = 5'(t) = f'(2),
aKO M3BOJI TIOCTOJU Y TOCMATPAHOM TPEHYTKY.

Jakse, m3Boa yHKIHje Koja omucyje mpeheHn myT y ogHOCY Ha Bpeme IIpe-

CTaB/ba TPEHYTHY OP3UHY KpeTarba TeJia.
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I'VTIABA 5. ®U3UYKO BHAYEILE U3BOJA U IIOJAM TPEHYTHE
BEP3UHE

IIpumep 5.1. IlocmaTpajmo Kpetame Tesa duju je npeheHun myT onucan pyHKIH-

jom
s(t) =3t*,  t>0,
rae je s(t) npehenu myT u3parkeH y Merpuma, a t BpeMe U3PasKeHO Y CEeKyHJIaMA.
OBa 3aBHUCHOCT OTMHUCYje HEPABHOMEDPHO KpeTare, jep ce Op3uHa IMPOMeHe Iy Ta
Mema Ca BPEMEHOM, ITO he OuTH mokaszaHo ojpehuBameM n3Bojia oBe (DYHKIIU]E.
Ha oBoMm mpumepy ymopeamheMo mpocedny Op3uHy Ha opeheHOM BPEeMEHCKOM
MHTEPBAJIy Ca TPEHYTHOM OP3WHOM Yy jeJTHOM TPEHYTKY.
Hajmpe oapemumo mpocedny 6p3uHy Teja Y BpEMEHCKOM MHTEpBaJy o 1 10 2
CEeKyHJIE.

[Ipema nedunuUIMjn TpOCEYHE OP3UHE BaXKU

5(2) — s(1)

-
[TomTo je

s(2) =3-2% =12,
"

s(1) =3-1% =3,
nobuja ce

12—3
Vgr = T = 9m/s

Jlobujena BpeIHOCT IIpeICTaB/ba MPOCEYHY OP3WHY Tejia TOKOM WHTEPBAJIa O IIp-
Be Ji0 sipyre cekynge. OHa He mpejcTaB/ba OP3UHY TeIa Y CBAKOM TPEHYTKY TOT
MHTEpBaJa, jep ce Ko/ HEpaBHOMEPHOI KpeTama Op3uHa Mema.

3a onpehuBame TpeHyTHE OpP3UHE KOPUCTUMO BE3Y

N3Boa hemo opeanTu mpuMeHOM JIepUHUIIE]je U3BO/IA:

s(t 4+ At) — s(t).

olt) = fim =%,
3a dynkuujy
s(t) = 3t
Jobuja ce
3(t + At)? — 3t?
olt) = fim =%
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I'VTIABA 5. ®U3UYKO BHAYEILE U3BOJA U IIOJAM TPEHYTHE
BEP3UHE

PazBujamem kBajipaTa y 6pojuoIty cjein

2 2A A 2\ _ 2
U(t):&mozs(t + 2t tzt( t)?) 31"
s

[Tocyie cpehuBama j106uja ce

2
o(t) — 1im OALH3(A0

At—0 At

[Tomro je

At # 0,
MOXKe ce cKpaTuTu ca At:

v(t) = Alglo(& + 3At).

Kana

At — 0,
Jobuja ce

v(t) = 6t.

Hobujera dyHKIMja MIpeIcTaB/ba TPEHYTHY Op3WHY Teja Yy CBAKOM TPEHYTKY Y
KOMe€ M3BO/I IOCTO]H.

3a TpenyTak

Jobuja ce
v(2) =6-2=12m/s.

Jakje, TpenyTHa Op3WHA Tejla Y TPEHYTKY t = 28 U3HOCHU

12m/s.
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I'VTIABA 5. ®U3UYKO BHAYEILE U3BOJA U IIOJAM TPEHYTHE
BEP3UHE

A212) C(2.5,12)

2
s(t)=3t>

Cnuka 5.1: eomerpujcko 3uatuebe TpeHyTHe Op3uie Kao Harnba TaHTeHTe Ha Tpa-
buky bynkmuje s(t) = 3t?

YodaBamo J1a ce 0Ba BPEJHOCT Pa3JjIMKyje OJ IpocevdHe Op3uHe HA UHTEPBAJLY

OJT TIpBeE JI0 JApyTe CeKyHJe, KOja je M3HOCUIA
9m/s.

Osaj mpumep nokasyje GusndIky 3Ha4Iaj n3Boaa. Vet MareMaTHIKy IOCTYIIaK
KojuM ce oxpehyje Harub TanrenTe Ha rpaduky GyHKIEje omoryhasa ga ce oapean

Op3uHa IIpoMeHe HekKe (PU3NIKE BeJIMINHE.

IIpumep 5.2. IlocmaTpajmo cajia joIrn jegan mpuMep IpuMeHe U3BOJa Y (DU3HIU
— cj0b6o/1aH a1 Tesa. Popmysia 3a npehenu myT mpu cJa000THOM ALy, aKO TeJo
MMOYNIbE JIa TaJa U3 CTaba MUPOBaIba, jecTe

1
S(t) = §gt27

rie je g yopzame 3eM/buHE TeXKe, a t BpeMe Hajiama. 3a oJpehuBame TpeHyTHe

Op3uHEe KOPUCTUMO BE3Y:

=1
U(t) A?—I»lo At
3a yukuujy .
t) = —gt?
s(t) 59
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I'VTIABA 5. ®U3UYKO BHAYEILE U3BOJA U IIOJAM TPEHYTHE
BEP3UHE

nobuja ce

1 2 1,42
o sg(t+ At)? — sgt
t) = lim 2 27
v(t) A At
PazBujamem kBajipaTa y Opojuolly cJjejn

Lo (12 + 2t At + (A1)?) — 1gt2
At—0 At

[Tocsie cpehuBama j106uja ce

. gtAt+ Sg(At)?
=T A

[TomTo je

At #0,

MOKe ce cKpaTtuTu ca At:

1
v(t) = lim (gt + igAt) :

At—0
Kana
At — 0,
Jnobuja ce
v(t) = gt.

Hakie, popmysia 3a TPEHYTHY Op3UHY IIPU CJIOOOIHOM ALY

v(t) = gt

MO2Ke Ce M3BECTHU JUPEKTHO u3 (popmysie 3a npehenu myT u geduHUNM]je U3BOIA.
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I'maBa 6

N3Boau eanemeHTapHNX PYyHKIHja

Opnpehusame n3Boa moMohy JjieuHuImje 3aCHOBaHe HA TPDAHUIHO] BPEIHOCTU
IpeJcTaB/ba MPBU KOpakK y yBohemy mnojMa m3Boja. Mehyrum, npumena pedu-
HUIFje Ha CBaKy (OYHKIH]y TOjeJMHAYHO YeCTO 3aXTeBa CJIOKEHUja aaredapcka
n3Bohema. 300r Tora cy 3a HajBaXKHUje eJeMeHTapHe (DYHKIMje J100UjeHe OIInTe

dopmyse koje omoryhasajy jennocraBuuje u edukacHuje oapehuBame n3BOJIA.

6.1 WM3Boa KoHcTaHTHe (PyHKIIHje
[Toceban cayuaj npeacraB/ba KoHCTaHTHa dyHKIMja. Heka je mara dynkimja
flz) =0,

rae je C' mpou3BoJbHA KOHCTAHTA.

[Ipema nedunUIMjU U3BOIA BaXKN

fla) — 1 T+ D) ()

Az—0 Az

[TomTo BpemHOCT KOHCTAHTHE (DYHKIMje HE 3aBUCH O TPOMEHIbUBE T, TMaMO

flx+Az)=C
n
flz) =C.
3aMeHOM OBUX BPEIHOCTH Y JieDUHUIN]Y U3BOIA J00uja ce
Cc-C
/ _ .
Flw) = Alggo AV
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I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

Cnenn 0
() = lim —.
() Ar0 Ax
[Torrro je KomuuHUK jeaHak Hyn 3a cBako Ax # 0, mobuja ce
f'(@) =0.

[Ipema Tome, M3BOM, KOHCTAHTHE (DYHKIH]E Y CBAKOj TAYKU FHEHOT JIOMEHA jeJIHaK
je HyJIn.

Ca reoMeTpujCKOT CTAHOBUIIITA, OBa] PE3YJITAT je OYeKUBAH jep je rpaduK KOH-
cranTHe (QYHKIHje MMpaBa mapaJjesna r-ocu. KoedwurmjeHt mpapia TakBe IIpaBe

jeTHAK je HyJIH, TIa je W U3BOJl KOHCTAHTHE (DYHKIHjE jeJIHAK HYJIU.

20

Crnuka 6.1: ['eomeTpujcko 3HaUEHE M3BO/Ia KOHCTAHTHE (DYHKIIH]E

6.2 W3Boja creneHe pyHKIHje

Crenene dyukimje Takohe mpunajiajy Kjaacu ejeMentapuux yukiuja. Hbuxo-
BU M3BOJY MMajy BEJUKU 3HAYAj, Jep ce MHOre CJOXKeHHje (PYHKIIUje MOTY TIpeJ-
cTaBuTU TIOMONy crereHnx (MYHKINja UIN IbUXOBUX KOMIIO3UIIH]A.

[Tocmarpajmo onrmmTu 0bJIMK cTenieHe DyHKIIHje
flx) =a",
re je n mpupojaH 6poj.

[Tusb je ma ce ompeu IpaBUJIO 3a U3BOJ, OBE (PYHKIIMjE TPUMEHOM JTePUHUATIT]E

u3Bosa. [Ipema jecourunuju Baxku
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I'VTIABA 6. U3BO/JM EJIEMEHTAPHUX OYHKI[MJA

3a mary dyukiujy mobuja ce

o (x + Azx)™ — 2"
fiz) = Alglgrgo Ax '

3a cpehuBame 0BOT m3pasa KOPUCTHUMO OMHOMHY (opMyiLy. 3a mpupomaH Opoj n

(z + Az)" = i <Z)x”k(Am)k.

k=0

BaxK1

PazBujamem oBe cyme j106uja ce

n

(x+Az)" =2" + (1

)x”—lAa: + (Z) 2" (Az)? + -+ (Ax)™

VYBpIraBameM OBOT' pa3Boja v JiepuHUIN]y u3Boga 100uja ce

T (Da" Az + (3)a" 2(Az)2 4+ -+ + (Az)" — 2"
fle)= B, Ae |

YnanoBu " ce MOHUINITABA]y, Ma CJIEIA

f/(z) = lim (z""Ax + ()a" *(Az)* + - + (Ax)"

Az—0 Az

NsnsajameM 3ajequnyakor anauona Ax y Opojuory n ckpahuBamem mgobuja ce

fi(@) = Jim ((’f) AR (Z) 2" 2AL A+ (Am)"‘1> .

Kana
Ax — 0,

cBU WIaHOBU Koju cazp:xke Ax Hectajy. Ocraje

[Tomrro je

()

Jobmja ce MpaBUJIO 38 U3BOJ, cTenieHe (DyHKIHje:

(") = na" L.

Jlobujeno mpaBusIo BayKu 3a CBaKU MPUPOIAH Opoj n. Y HACTABKYy he OUTH TIPOIITH-

PEHO U Ha Jpyre OOJIMKe CTeleHuX (PyHKIIH)ja.
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I'VTIABA 6. U3BO/JM EJIEMEHTAPHUX OYHKI[MJA

Buzyenmuzaimja n3Bojsia crenene pyHKIFje HA IIPUMEDPY
KyoOHe (pyHKIHIje

Ia 6u ce bosbe pasymesio 3HaUYEHE JJ00UjeHOT TIpaBuia, ImocMaTpahemMo puMmep
KyOHe dyHKIHje
f(z) =2°.
[Ipema nmeduuaUIIjM N3BO/IA TOCMATPAMO KOJIUYHUK IIPUPAIITaja

[z +Az) — f(z)
Az '

3a kybny dyukIimujy nobuja ce
(x + Az)? — 23
Az '
Kopumihemem 6unomue popmyiie ciiemu

(z + Ax)® = 2% + 322 Az + 3z(Ax)* + (Ax)?.
3aro je
(x+Azx)® —2® 24 32* Az + 3z(Ax)? + (Az)® — 2?
Ax B Ax ’

Hakon ckpahuBama n u3aBajama 3ajeJHUIKOr ynHuona Azr jpobuja ce

32 + 3xAx + (Ax)?.

OBaj m3pa3 mnpejcTaB/ba KOJUIHUK MPUPAIITaja. 3a pasjudure BpegHoCcTH AT

J00mjajy ce pa3/IMuuTu HAruOuM cevuiia rpaduka QyHKIHje.

Ciuka 6.2: Tlpubnuzkasame KoJandHuKa npupamraja dyuxkuuju f'(z) = 32 kaaa
Ax Texu HyIH
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I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

Kasa ce mpupamraj Az cmamyje, Apyra Tadka rpaduka npud/ImKaBa ce mpBoj,

a HArumbO cevnile MPUOIMKaABa ce HAruOy TaHTeHTe. Y T'PAHUIHOM CJIyda]jy
Ax — 0,
YIAHOBHU KOju caapxke Ax HecTajy, ma ce J00uja
f'(z) = 32%

Ha taj naunn nobuja ce u3BojiHa pyHKIMja KyOHE (DyHKITH]E.

o

f'(x) = 322

N

~

-3.5 -3

3

Cauka 6.3: I'paduukn npukas kybue dyukiuje f(x) = z° u mwenor uzsona f'(x) =

3x2

3 u wenor ussona f'(x) = 32

Cunka npukasyje rpaduke dyukuuje f(z) =z
N3Bon y cBakoj Taukm ojipehyje Harud Tanrente Ha rpaduk QpyHKIUjE, 11a ce u3

Ibera MOKe 3aKJ/byUUTH KaKO ce (DYHKIIja Memba.

6.3 UN3BOoa KopeHe (pyHKIIHje

Kopene dynknuje moxkeMo mocMaTpaTé Kao MHBEP3HE (DYHKIIHjE OJIrOBapajy-
hux crenennx dpynkmnuja. KBajgparam KopeH ce MOXKe 3anucaTu y 00JUKY CTerneHa

Ca pa3JIOMJbEHUM H3JIO2KHOLEM:

VT = 2.
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I'VTIABA 6. U3BO/JM EJIEMEHTAPHUX OYHKI[MJA

Nnak, KOpUCHO je TTOKa3aTU KaKO ce M3BOJ, KBAIPATHOT KOPDEHa MOXKe JI0OUTHU JTu-
PEKTHOM IIPUMEHOM Jie(pUHUIINje U3BOA, jep ce Ha Taj HAYWMH yodyaBa Be3a usMehy
Beh mozuaTor nocrynka ojapehuBama U3BOAA U HOBUX (DYHKIIH]A.

[TocmaTpajmo dyHKIH]Y

[Tpema medunuIMju U3BOIA BasKN

fla) — 1 T+ A) = ()

Az—0 Az

3a mary dyHkujy aobuja ce

Flz) = lim YEEAT VT

Axz—0 Az

Ja 6bucMo ympocTuJim oBaj u3pa3, MHOXKUMO OPOjUsIall 1 UMEHUJIAI] U3Pa30M

VvV + Az + /z.

Twume ce BpeHOCT pas3yiOMKa HE Memba, jep ce Opojusial] 1 UMEHUJIAIl MHOYKE UCTUM

U3Pa30M:

Vo +Azr —r Vr+ Az +/x
Az VI + Az + .z

Y 6pojuorty ce mobuja pasuka KBajpara:

(Va+ B - (Vo).

IIpema Towme,

(Vz + Az)? — (Vo)* = (2 + Az) — v = Ax.
3aTo ce m00MjeHN M3pa3 MOXKe HAIMCATU Y OOJIUKY

Ax
Ax(vVr + Az + /x)

[Tomrro je
Ax # 0,
MOXKEMO CcKpaTuTu ca Ax, ma 100ujamo

1
Vr+ Az +\/r
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I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

Cajta mocMaTpaMo TPpaHUYIHY BPEIHOCT Kaa

Ax — 0.
Tana ce mobuja
1
() = lim ,
@) D=0 vz + Az +\/x
a, Cjaean |
f'(@)

N
[Tpumernmo 1a je y tauku x = 0 pysKIuja reduHncana, ajii y TOj TAYKH HEMA

n3Boj. Hanme, dopmyita
1

/( _
fl@) =57
2\/x
Baxku 3a x > 0, 110K 3a © = (0 Huje neduHUCAHA.
Jlobujerun pesyarar MoxKe ce JOOUTH W IMPUMEHOM IPaBUJIa 33 U3BOJ, CTEIeHe

dyuxmuje. [lomTo je

U3 IpaBuUJia

cJe .
Ng) = —g~3
fe) = 5
Kaxko je
1 1
T = —,
NZ
J00uja ce uCTu ODJIMK M3BOJIA:
1
f(z)

2\/x’
Ha oBaj maumn Bujam ce Jia ce NPABUJIO 3a U3BOJL CTeleHe (QPYHKIIMje MOXKe

MIPUMEHUTH U Ha (PYHKIIFje ca Pa3IOM/BEHUM U3JIOKUOIIUMA, IIITO OMoryhaBa jeJi-

HOCTABHUje U3PAYyHABAHE M3BO/A PAIMIUTUX BPCTA (DYHKIT]A.

Busyenunzamuja n3Bojga kopeHe (byHKIHje

Ia 6m ce mpukazaja Be3a u3Mely dynkimje n menor n3Boja, mocMmarpahemo

dbynkmmjy
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I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

U ¥heH U3BOJ

1
!
T)=—r.
=57
Ha ncToM KOOpJAMHATHOM CHCTeMY IIpuKazaHu cy rpadunu QpyHKIUje U HeHOT

M3BOJIA.

Couxka 6.4: I'paduuku npukas dbyukuuje f(x) = /o u wenor uzsoga f'(z) = ﬁ

Ca rpaduka ce BUIM Ja Cy BPEIHOCTU WU3BOMAa Behe y OJM3WMHU KOOPIUHAT-
HOT' IIOYeTKa, JOK Ce Ca IOPacTOM BPEIHOCTHU T IIOCTENEHO cMambyjy. To 3Hauu mia

dbynkumja /T pacte, aqm cBe CIOPH]e, IITO OArOBapa CBe MambeM HArMOy TAHTEHTE.

6.4 N3Boa ekcrnoHeHIHjaJiHe (PyHKIIje

Excrionennujamae dyHKInje nMajy BeJUKH 3HAYA] Y MATEMATUIA U HEHUM
IIpUMeHaMa, jep ce KOPUCTE 3a OIMMCUBAIbe T0jaBa KOJl KOJUX Ce BEJININHE MEHhajy
IIPOTIOPIIMOHAJIHO CBOjO] TPEHYTHO] BPEIHOCTH.

[Tocmarpajmo onIITY €KCIOHEHIIWjATHY (DYHKIIN]Y
f(IE) = am,
TIe je
a >0, a # 1.

[Ipumenom necdunUIMje n3BOIA H00Uja ce

+Azx _ x
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I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

KopumihemeMm ocobune crenena ekcroHeHIjaane QyHKImje,

ax—i—Aa: — axan,

cJIeIn
a*a®* — q
12 .
z) = lim
f(z) Az—0 Az

NznBajamem 3ajequnyakor dhakTopa a” mnoduja ce

Fi@)=a* im 1
7 = i

['panuuna BpeHOCT
Azr 1

lim —
Az—0 Az

3aBHCH CaMO O OCHOBE a U IIpeacCTaB/ba IIPUPOIAHHN JIOrapUTaM OCHOBE:
an

lim

Y " —lha.
Az—0 Az

OBa rpannyHa BpeIHOCT YCIIOCTaB/ba Be3y m3Mehy ekcroHeHiujagne OyHKIUje 1

MPUPOIHOT JIOTAPUTMa. 3aTO je U3BOJ, eKCIIOHEHIHja/IHe (DYHKII]je

f'(z) =a"Ina.

Busyenuzaiuja n3Bojja eKClioHEeHIINjaJiHe PYHKIIje

ITocmaTpajmo crierujasian cyvaj eKCIoHeHIjaaHe (PyHKITHje 38 BPeIHOCT OCHO-
Be a = 2. Taza je
fx) =27
Kommmunuk npuparintaja 3a oBy GyHKIHU]Y je
2:v+Aac _ oz

Ax

3a paznuunre BpegHoCcTH Ax 100Mjajy ce pa3IuduTe BPEIHOCTU OBOT KOJTHIHU-
ka. Kako ce Ax cmamyje, KOJTUIHUK IPpUPAINTaja MpUOIMAKaBa Ce M3BOIHOj (DyHK-

Uju, TITO je MPUKA3aHO Ha CJIWTIH.

35



I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

Az =1

Az =0.5
Az =0.2

7 fllx) =2"In2

Cauka 6.5: [IpubmmkaBame KOJIMIHUKA MpUpaIITaja u3BoaH0j byukiuju f'(z) =
2% In 2 3a pazauuure BpeaHocTH AT.

[TocebrO BarkaH ciIydaj IpeJICTaB/ba €KCIOHEHIMjaTHa (PYHKIMja ca OCHOBOM
mpupoIHOT Opoja e. bpoj e je jeana oj HajBa*kKHUjUX MaTeMaTUIKUX KOHCTAHTH,

nosnata kao Ojiaepos 6poj’, unja je npubiuzkna BpegHoct e ~ 2,71828.

flx) =e"
[TomTo je
Ine=1,
W3 ONIITET MPABUIA CJIETN
fla) ="

Excnonennujanna ¢pyHKIIMja ca OCHOBOM € MMa TOCEOHO CBOjCTBO Jia je heH
M3BOJI jeTHAK caMOj (DyHKIHju. 300r TOr CBOjCTBA OHA WMMa MOCEOHO MECTO y JIH-

depeHnEjagIHOM padyHy U OPOjHUM IpUMeEHaMa MaTeMaTHKe.

6.5 W3Boxa jorapuramMcKe (pyHKIIIje

Jlorapuramcke dyHKIje cy MHBEpP3HE (DYHKIINje eKCIIOHEHIINjaTHUX (DYHKITH-

ja. majy 3HavajHy NpUMEHY y MaTEeMAaTUIM, (PU3UNU U JPYTUM OOJIACTHMA, jep

6 Teomapz Ojaep (1707--1783), mBajuapckn MaTeMaTHIap, GU3MIAP U ACTPOHOM.
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ce KOPUCTe 3a OINUCUBAIE Pa3JININTUX 3aBUCHOCTH W II0jaBa KOje ce Memajy 0

onpebennm 3akonuTocTuMa. [locmarpajmo dyHKIH])Y
f(z) =Inz, x> 0.

[Ipema nedunuIMjn U3BOIA BaKH

vov . In(z+Az)—Inzx
i) = Alggo Az '

Kopumthemem cBojcrsa Jiorapurma

lna—lnbzlng,

b
Jobuja ce
1 -+ Az
! _ x
fla) = Alggo Ax
[TomTo je
T+ Az _1 Azx
x x
cjieau
In (1+ 2%)
! X
fla) = Alggo Ax

/ .
— -] z
F(@) x AnDo %
Kopucrumo mosnary rpaHudHy BPEIHOCT
In(1+u
lim W
u—0 u
VYBohemem cmene
Az
U=—:,
T
u niomto 3a Az — 0 Baxku
Az
= 0,
T
cjen .
f,(J,‘) = E : 17
OJHOCHO .
Inz) = —.
(nz) ==
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8=

Cunka 6.6: I'paduaku npukas dyuknuje f(x) = Inz u wenor uzBona f'(zr) =

Ca rpaduka ce youasa 1a je u3Box dyHKHHje In x mosuTuBaH 3a cBako x > 0.
Kacuwuje he 6utn mokasaHo j1a ce Ha OCHOBY 3HaKa IIPBOT M3BOJA MOYKE UCITUTUBA-
TU MOHOTOHOCT (DYHKIIM]j€, OJIHOCHO yTBphUBATH MHTEPBAJIU HA KOjUMa, (PYHKIIHAjA
pacre wiau oma/a.

Kako ce BpemHOCT M3BOIA % cMamyje ca MopacToM T, CMamyje ce W Harud
TaHTeHTe Ha Tpaduky yHKIH]e.

Ha ocumoBy mobmjenor pesyiarata MOXKEMO OJPEIATH W W3BOJ JIOTAPUTAMCKE
dyHKIHMje ca TPON3BO/HLHOM OCHOBOM.

Heka je

f(x) = log, x,

rJie je
a >0, a # 1.

[Ipema medunuIMjn N3BOIA BayKN

. log,(x 4+ Az) —log, x
lim .
Az—0 Az

fi(x) =

Kopumihemem dopmysie 3a mpoMeHy OCHOBE JIOTapUTMAa,

Inx
log, x = —,
Ina
Jo0bujamo
In(z+Az)  Inz
/ — 1 Ina Ina )
f'(x) Aglcrgo Az
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[TomrTo je Ina KoHCTaHTA, MOXKEMO je M3IBOJUTH M3 PA3JIOMKA:

In(x + Az) —Inzx

!
=—1
() Ina Aggo Az
N3 mperxoano go0ujeHor pesyJiraTa
1
| ==
(nz) = -
cJien
1 1
/ = — e —
f ('CC) - lna/ x?
OJHOCHO )
1 I = )
(log, ) = ——

6.6 IM3Boa TpuroHomeTpujcKux (pyHKIIja

Tpuronomerpujcke pyHKIHje TPEJICTAB/bA]Y BaXKHy KJIACY €JIEMEHTAPHUX (DYHK-
nuja. OHe UMajy 3HAYAjHY NMPUMEHY y OIUCHUBAILY [IEPUOIUYHUX II0jaBa KOje ce
jaB/bajy y pu3UIM, TEXHUIIM U TPUPOJIHUM HayKaMa. FbuxoBu u3Bou ce oapehyjy

nostazehu o JiecbuHUIIMje M3BOJA U KOPUITNEHEM OCHOBHUX TPUTOHOMETPH)jCKHX

dopmyia.

N3Boa cunycHe dpyHKIUje

ITocmaTpajmo dpyHKIM]Y

f(z) =sinzx.
[Ipema meduHuUINjU U3BOIA BasKh

sin(x + Azx) —sinx

/ — 1
() Ars0 Ax
3a cpehuBame O6pojuoia KOpUCTUMO (DOPMYJIy 3a PA3IUKYy CHHYCA:
A+B . A-B
sin A — sin B = 2 cos i sin .
2 2
3a
A=1z+ Az, B =z,

Jnobuja ce

A A
sin(x + Ax) — sinz = 2 cos (x + 790) sin Tx

39



I'VIABA 6. U3BOJH EJIEMEHTAPHUX ®YHKIIHJA

VBpmraBamweM y JIepUHUIN]Y U3BOJIa CJIEIN

2 cos (3: + —Az) sin Az
/ s 2 2
Fz) = Alggo Ax '

N3nBajamem oprosapajyher dpaxropa mgoduja ce

A in &2
o= o o e 22) 23]

2

KopuctumMo ocHOBHY TpaHUYHY BPEITHOCT

~ sin %
lim ——= =1.
Az—0 2L
2
Takobhe Baxku
. Ax
lim cos (| x4+ — | = cosz,
Az—0 2

jep je xkocuHycHa (DYHKIMja HEPEKUIHA. 3aTO je
f'(x) = cosx.

[Tpema Towme,

(sinx) = cosz.

Buzyenmuzarmja n3Bosa cuanycHe (pyHKIAje

3a rpaduukn nmpuka3 m3Boga (PYHKIMje Sin & mocMarpa ce KOJUIHUK MPUpa-

mraja
sin(z + Azx) —sinx
Az ‘

Kako ce Ax nmpubnuxkapa Hy/H, TpaduK OBOI KOJUIHUKA, ITOCTEIIEHO C€ TIPU-

6simkasa rpaduky dbyukimje f/(x) = cosz, unme ce mwirycrpyje jgeduHUIM]a U3BO-

Ja KaO I'baHU4YHEe BpPEJIHOCTH.
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f(z) = sin(z)

-2

. sin(z+Az)—si :
Cuuka 6.7: TIpubimzkaBame KOJIMIHUKS TPUPAIITA]ja, W U3BOJHOj DYHK-

muju f'(x) = cos .

N3Boa kocuHycHe (pyHKIHje

[TocmaTpajmo dyHKIM]Y

f(z) = cosz.
[Ipema nedbunnnmjn U3BOIA,

;o .. cos(z+ Ax) —cosT
fiz) = Ali:rgo Ax '

3a cpehuBame 6pojuoIa KOPUCTUMO (DOPMYJTYy 3a Pa3IUKy KOCHHYCA:

A+ B A—-B
cos A — cos B = —2sin ;L sin 5

3a
A=1z+ Az, B =z,
nobuja ce

A A
cos(z + Ax) — cosx = —2sin (:13 + 73:) sin Tx

VBpiraBameM y AePUHUAIN]Y U3BOJA CJIEIN

—2sin (90 + %) sin%.

fi) = lim Az
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CpebhuBamem m3paza m106uja ce

Az
f'(z) = — lim [sin (:1; + %> 811;2 ] .

Az—0
T— B

KopumnihemeMm rpanndue BpeaHoCTH

" YUIHEHUIIE J1a je

lim sin x—i—T =sinx,

Az—0
jep je cunycHa (DyHKIMja HEIPEKUIHA, JI00uja ce
f'(z) = —sinz.

[Tpema Towme,

(cosz) = —sinw.

Buzyenunzaiimja n3Bojja KocuHycHe (pyHKIIHje

Kosmmanuk npupammraja kocuunycrue pyHKIHje je

cos(x + Azx) — cosx
Az '

Ca cmamuBameM BpeaHocTr Az rpaduIiiy OBOT U3pa3a MPUOINKaBajy ce rpaduky

dbyukmmje f'(z) = —sinzx.

Az =0.5
Ax = 0.2

. . cos(z+Ax)—cosz .
Ciuka 6.8: [Ipubinzkapaibe KOJIMIHIKA IPUPAIITaja ——x ~——— U3BOJIHO]j (DyHK-

mju f'(x) = —sinz.
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[IpumernMo J1a ¢y W3BOJIM OCHOBHUX TPHUTI'OHOMETPHUjCKHX (PYHKIMja ITOHOBO

TPUTOHOMETPHUjCKe (PyHKITH]e.

Tabiuila ejieMeHTapHIUX U3BOA

OcHoBHM M3BOJIM ejleMeHTApHUX (DYHKIMja, 3aj€/IHO Ca yCJIOBUMA HUXOBE Jie-

dunrCcaHOCTH, TPpUKa3aHU Cy y ciaenaehoj Tadauim:

DyuKIHIja W3Box n yciosu
f(z) =¢, c¢=const. f'(x) =0, reR
flz) =" f'(x) =na"', xzeR, neN
fle) =V F@)=57 7>
f(x)=-¢e" fl(z) =e€", zeR
flx) =a” f'(x) =a"Ina, reR, a>0, a#1l
f(x)=Inzx f’(:r:):é, x>0
f(x) =log, x f’(m):mia, >0, a>0, a#l
f(x) =sinz f'(x) = cosx, zeR
f(z) =cosz f'(x) = —sinz, reR
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I'maBa 7
ITIpaBuyia mudepeHupama

Hakon ynosnaBama ca m3BOJAuMa eJIeMEHTApHUX (PYHKIHja, TOTPEOHO je pa3-
MOTPUTHU KaKo ce oapehyjy u3Boau pyHKIMja JT00MjeHIX IbUXOBUM KOMOMHOBAHHEM.
3a TakBe (pyHKIMje KOpUCTe ce mocebHa mpaBuia audepeHnmpama Koja omoryha-

Bajy Jla ce M3BOJ CJIOXKEHUjer u3pa3a OJIPe/in Ha OCHOBY Beh MO3HATUX M3BO/IA.

7.1 WN3Boxa nmpous3BojJa KOHCTAHTE U (PDYHKIIHje

Hexka je ¢ koucranra, a f(x) mudepennujadmina dyuxnuja. Taga Baxku:

(cf(z)) = cf'(x).
[Tpema medunuImjn U3BOIA BAYKU:

o)) — tim AT —cf(@)

Az—0 Az

N3nBajameM KOHCTaHTE ¢ j100Uja ce:

[Tormiro je mocseamu u3pas jegnak ussomy dyukimje f(x), cuempu:

(cf(x)) = cf'(x).

OBo mpaBmjIO TIOKa3yje Ja ce KOHCTaHTa He Mema Ipu JudepeHimpamny, Beh ce

caMo M3J[Baja UCIPEJ N3BOJIa (PYHKIIH]E.
ITpumep 7.1. Oapeaumo u3Box, QyHKIHjE
f(z) = 52°.
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[Ipema mpaBumily 3a M3BOJ TPOU3BO/Ia KOHCTAHTE U (DYHKIUje BaXKU

(52%) = 5(2?).

[Tomrro je
(z%) = 327,
ciaenn
(52%) =5 - 32 = 152°.
Haxkue,

(52®) = 1527

7.2 WN3Boxa 30upa dpyHKIUja

Hexka cy f(x) u g(z) nBe nudepennujadbuine dyukiumje. 3a HUXOB 36Up BaKK

IPaBUJIO:
(f(x) +9(z)) = f'(x) + g'(z).

[Tpema meduHUINjT U3BOJIA BaXKU:

Ocobahamem oj1 3arpaje gobuja ce:

(F(a) + gla)) = lm LEHAD = f@) +gl@+ Az) — g(x)

Az—0 Az

[Torro cy dyukmmje f(x) u g(x) mudepennujabuine, onroapajyhu sumecn mo-

cTOje, TIa ce JuMec 30Mpa MOKe 3AIMCATH Kao 30Up JIMMeca:

(f(z) +g(x)) = lim flz + Az) — f(=)

Az—0 Az Az—0 Ax

3aro mro cy mocsedma J[Ba JMMeca jeJHaka pegoM m3BoguMa dyaknmja f(x) u
g(x), cnemu:

(f(x) +9(x)) = f'(x) + ' (x).

N3Box 306upa ce jobuja Tako IMITO ce U3padyHa M3BOJ 3a CBaKU cabupax mocebHO,

a 3aTUM ce JOOMjeHW Pe3yaTaTh cadepy.
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IIpumep 7.2. ITocmarpajmo dyHKIH]Y
f(x) = 2° + sin .
[Ipumenom npaBumiia 3a u3BoJ, 30upa J100uja ce:
f'(z) = (2°) + (sinz)".

[Tosnatu cy uzBoju:

(%) = 322,

(sinx) = cosz.

3aro je:
f'(z) = 32* + cos z.

[Ipema ToMme:

(z° +sinz) = 32* + cosz.

[IpaBusio 3a m3BOJ MPOM3BOJA KOHCTAHTE U (PYHKIWjEe W MPABUJIO 338 WU3BO/L

30upa (pyHKIIMja 3ajeTHO ce Ha3UBajy CBOjCTBOM JIMHEAPHOCTHU U3BO/IA.

7.3 W3Boa mpou3Boga pyHKITja
3a mpousBoj /iBe qudepenimjabuine QyHKINje BaXKU TPABUIIO:

(f(x)g(x)) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x).

OBo npaBusio ce Ha3uBa u JIajOHUIIOBUM TTPABUIIOM.

[Ipema neduHUIMjN U3BO/IA BaXKH:

(el — lim [T A0l + A7) — fa)g(r)

Az—0 Az

Honasamem u ogysumameM diana f(x + Ax)g(x) y 6bpojuorty nobuja ce:

(f(2)g(z)) = lim flx+ Az)g(z + Az) — f(z + Az)g(z) + f(x + Azx)g(z) — f(x)g(gj)‘

Az—0 Az

['pynucamem dnanoBa mpoduja ce:

o f@+Az)(g(z + Az) — g(2)) + g(2)(f(z + Az) — f(z))

Az—0 Az
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PaznBajamem pasjioMka U IPUMEHOM OCOOMHA JTUMeca JT00MjaMo:

(z + Az) — g(z) . flz+Az) — f(z)
Az +9() Algcglo Az '

. g
(F@)g@)) = Jim flx+ Ax)
z—0
[Tomrro je cBaka audepentujadbmana yHKIMja HenpekuaHa, npu Ax — 0 Baxn
flx+ Az) — f(z).

Ia CJIEII:

(f(x)g(x))" = f(z)g'(x) + g(z) [ (x).

ITpumep 7.3. Oapenumo uzBox QyHKIHjE
f(z) =2*Inz.

OBy dyHKIHjy MOXKEMO IIOCMaTPATH Kao MPOU3BOJ, JBe PYHKIHje:

u(r) = 22,
v(z) =Inz.
IIpema mpaBmiTy 3a W3BOJ IPOU3BOJIA:
(uwv) = v'v + uv'.

Useonu dyukmmja u(x) u v(x) cy:

v(z) = (Inz) = é

VepiraBameM 100MjeHUX BPEIHOCTHU JI00Hja ce:

1
f'(x) =2zxlnx + x25.

[Tomro je

creu:
f'(x) =2zxlnz + x.
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7.4 WN3Boa kKoamdHuKa PYHKIHja

Heka cy f(z) u g(z) mudepennmjabuine dbynknuje u weka je g(x) # 0. 3a
IbUXOB KOJIMYHUK BaKH IIPABUJIO:

<f(x))' _ ['(2)g(z) - f(z)g'(x)

g(x)

[Ipema medunuiujn n3BojIa BayKU:
fla+Az) &
F@N\ oy dersn @
g(x) Az—0 Ax '
CpebhuBameM paziuke pasjioMaka a00uja ce:
fl@)\ _ i J&+A2)g(@) — flz)g(z + Az)
—— | = lim .
g(z) Az0 Ax gz + Ax)g(z)

Honasamwem u oxysumameM diana f(z)g(z) y 6pojuoiy cieu:

— lim 9(@)(f(z + Az) — f(z)) — f(z)(g(x + Az) — g(x))
Axz—0 Awg(ac + Am)g(m) .

PaznBajamem u mpesrackomM Ha T'PAHUYHY BPEJIHOCT J00Ujamo:

9(2) limag o LEBDE  f(0) limy, o L8220

9(z)

[Tpu Tome je uckopuirheno ja je dyHKImMja g audepeHIinjaduIHa, ma CAMUM THM

U HEIPEKUTHA, 300T Yera BazKu
g(x + Az) — g(x).

[TomTo cy rpannaHy U3pa3u jeHaKu u3BoAuMa (pyHKIH]ja, J00uja ce:
(f(@)' _ [(@)g(x) — f(2)g (x)
9(z) 9*(x)

IIpumep 7.4. Hakon yBohema mpaBujia 3a U3BOJ KOJUIHUKA, IPABUJIO 38 CTEIEHY

dYHKIMjy MOXKe ce IMPOIUPUTHU U Ha CIydaj KaJa je M3JI0KUJIAI] HETaTUBAH.

ITocmarpajmo dyHKIM]Y

fz) =a7",
rie je n npupogan 6poj. [Ipema ocobuHuM creneHa BaxKu
1
L
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3aro DYHKIHMjy MOXKEMO 3alUCATH Y OOJIUKY

fa) = -

xn

[Tpumenom mpaBum/a 3a U3BOM, KOJIMIHUKA J00Uja ce

0-z2"—1- (™)
Pl =
[TomrTo je mpema MPeTXOIHO JT0OUjEHOM ITPABUIIY
(") = na",
ciemn -
fl@) = —5
CpebhuBameMm crenena g1obuja ce
f'(z) = —na" 172",
OJTHOCHO
fl(x) = —nz "1,

IIpumep 7.5. @yHKIMje TAHTE€HC U KOTAHTE€HC MOTY C€ IPEJICTABUTU ITOMONY cH-
HYyCa 1 KOCHUHYCa, ITa C€ IbUXOBU U3BOJIU MOT'Y ,ZLO6I/ITI/I IIPUMEHOM IIpaBUJIa 3a U3BO/
KOJIMYHUKA.

Tanrencua gyHukIimja

f(z) =tanz
nedunMCcaHA je jeHaKOIINY:
sinx
tanx = .
cos T

Y nomeny oBe dyHKIIMje Hajlaze ce Tadyke * € R 3a Koje Baxku
cosz # 0.

[Ipumenom mpaBuiIa 3a U3BOJ KOJIMYIHUKA J100Uja ce:

(tanz)’ = (sinz)’ cos z — sin x(cos x)’

cos? x

KopumhemeMm noznaTtux m3Boja:
. /
(sinz) = cosz,
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(cosz) = —sinz,

CJIEIN:
cos?x + sin’x

t "=
(tan ) cos? x

[Ipema TPUTOHOMETPH)CKOM HJIEHTUTETY:

2

sin?x 4+ cos’z = 1,
nobuja ce:
(tan ) = —
anz) =
cos? x
Koranrencuna dpyukimja
f(x) =cotzx
neduHMCcaHA je jeHaKOIINY:
cos T
cotr = — .
sin x

Y nomeny ose dyHKIMje HaJIAa3e ce Tadke r € R 3a Koje BaxKu
sinx # 0.

HpI/IMeHOM IpaBuJia 3a U3BOA KOJIMIHUKA:

(cosz)'sinx — cos x(sinx)’

(cotx) = —
sin® x
[Tomrro je:
(cosx) = —sinwz,
"
. !/
(sinz)" = cosz,
ceu:
,  —sin’x —cos?x
(cotx) = —
sin® x
Kopumhemem naenturera:
sin? x + cos’z = 1,
nobuja ce:
1

(cotz) = ——5—.
sin?
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f(z) =tanz

Cnuka 7.1: Busyenuzanuja mpubJrmkaBamba KOJMYHUKA I[IPUPAIITAja U3BOIHUM
dyHKIMjaMa TaHTeHCa ¥ KOTAHT€HCA.

7.5 MWN3Boxa ciaoxkeHe (pyHKIH]je

Croxena dyHKImja HacTaje Kaa je jeana MyHKIHja 1aTa Kao apryMeHT JApyre

dyukmmje. Axo je

taga je g(x) yryrpamma dyHkmuja, a F(x) cnomanima dyHKIHTja.

W3zBox cioxene dyukIimje oapehyje ce mpaBuioMm:

(F(g(x))) = F'(g(x))g'(x).

OBo mpaBmJIO MoKaszyje Ja ce Hajupe oapebhyje M3BOJ croJballlbe PYyHKIHjE Y
OJTHOCY HA FHhE€H apryMEHT, a 3aTUM Ce JOOUjeHU pPe3ysITaT MHOXKH M3BOJIOM YHY-
Tpalime QyHKIIH]e.

3a J0Ka3 mpaBuiia MOCMaTPajMO CJIOXKEHY (PYHKIU]Y

Heka je

[Ipema nedbunuiujn n3Boja GpyHKIMje BaKu

fla) — 1 T+ A) = ()

Az—0 Az
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YBeanMO TpUpaIniTaj yYHyTpallmbe QyHKIje
Au = g(x + Az) — g(x).

Tana ce KOMUYIHUK TPUPAIITAja MOXKE 3aIlucaTh Ha cjegenu HauuH:

flx+Az) — f(z) F(u+Au)—F(u)‘

Az Az

MHuozkemeM u Jie/betbeM n3pasa ca Au, npu demy je Au # 0, mobuja ce

flx+Azx) — f(x)  F(u+ Au) — F(u) %

Az Au Azx

[Ipesmackom Ha rpaHUYHY BPEIHOCT Ka/la

Ax — 0,
a caMuM TUM U
Au — 0,
nobuja ce . A - A
o) = Jim, P

[IpBu smmMmec mpejicTaB/ba U3BOJI CIIO/balllibe (DyHKIUje F'y Tauku u, a Jpyru

JINMEC TIPeJICTaB/ba W3BOJI, YHyTpallhe (DyHKIMje g. 3aT0 BaKu
f'(@) = Flu)g (x).

[Tomrro je
u=g(z),

cjaeau
f'(x) = F'(g(x))d (z).

JlobujeHo je mpaBuJio 3a U3BOJ CJIOKeHEe (PYHKITHjE.

IIpumep 7.6. Onpenumo u3Bom GyHKIH]jE
f(z) = In(sinz).

OyHKIMja je cIoxkeHa jep je pyHKIMja sin x apryMeHT JlorapuTaMcKe OyHKITH-
je.
Heka je:

u(x) = sinx.
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Tana ce dyHKIMja MOXKe 3alIUCATU Yy OOJIUKY:

f(z) =1Inu.
N3Boj ciospatime hyHKIHjE je:
1
Inu) =~
(mu) =,

a W3BOJl YHyTpallmke QyHKIHje je:
W' (z) = (sinz)’ = cosz.

[Ipema nipaBuTy 3a M3BOJ, CJIO2KeHE (DYHKITH]jE:

f(z) = ——cosx
sin x
Cpebupamem g00mjaMo:
COS T
f@) = —
sinx
Kako je
cos T
- = cot z,
sin x
ceau:
f'(z) = cotx.

7.6 WN3Boa mHBep3He DYHKIHjE

Heka je nata dyukmuja
y = f(z).

Axko je dyukimja f HempekuHa W CTPOTO MOHOTOHA HA HEKOM WHTEPBAJY, OHJIA

HOCTOjU H>-eHa MHBep3Ha (DYHKIIHja Koja ce o3HadaBa ca f . Ako je
f : Df — Ef,

OHJa je
f_l : Ef — Df.

Hakie, Koj uaBep3He (hyHKIHje 0bacT 1epUHUCAHOCTH U CKYIl BPEJIHOCTHA (PYHK-

nuje 3aMemyjy Mmecta. 3a GyHKujy f U meHy WHBEep3HY (DYHKIU]Y BayKu

() = v,
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"
(@) ==
Heka je dyuknumja f mudepennujabuiina y TadKu £o U HEKA BasKW
f'(zo) # 0.
Hexka je
Yo = f(o).

Tana je unsepsna dyHkmja f~1 nudepennujabuana y Tauku yy. IlokazkumMo oBo.

ITo nedununMjn U3BOIA UMAMO

—1 Ay) — -1
(ffl)/<y0) :Al?lfilof (y0+ Ay; f (y())

Osnauumo npupamTaj dynknuje f~1 ca

Az = " (yo + Ay) — f (yo)-
Tama je
o+ Ay) = f(yo) + Aw,
OJHOCHO, TIOIITO j€
FH(yo) = o,
J1001jaMo
o+ Ay) = 2o + Ax.

[Ipumenom dyukuje f Ha 06e cTpaHe MOCIEAHE JeJHAKOCTH CJIEIN
Yo + Ay = f(xg + Ax).

Kaxo je
Yo = f(z0),
nobuja ce
Ay = f(xo + Az) — f(z0).
3aTO0 KOJIMYHUK IPUPAIITAja NHBEP3HE (PYHKIUje MOKEMO HAIUCATU Y OOJIMKY

Ax Ax

Ay fwo + Ax) — f(zo)

Muoxkemem 6pojuoria 1 UMEHHUOIIA Ca ﬁ, e

Az # 0,
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J1001jamMo:
AV 1
A_y -~ flzot+Az)—f(zo)
Az

[TpesiackoM Ha IpaHUYHY BPEIHOCT, KaJa
Ay — 0,

a 300T HEMIPEKUIHOCTH WHBEP3HE (DPYHKIIMje TaKohe BaxKu

Ax — 0,
cienn .
(f ) (wo) = Jim TavtBafG)
[Tomrro je mo meduHUNMjM n3Boma dyHKIHjE f x
J1001jamMo .
(f 1) (wo) = Flao)

Haxie, n3Boj nnBep3ue yHKIWje y Tauku Yo = f(o) jeHAK je PEelUIpOIHO]
BPEIHOCTHU U3BO/Ia oJIa3He (PyHKIMje y oAroBapajyhoj Tauku.
AKo ce He3aBUCHaA TPOMEH/bUBA WHBEP3HE (DYHKIIMje 03HAYN ca X, (popMyIa ce

0OMYHO 3aIHcyje y O0JIuKy

1

(f () = @)

IIpumep 7.7. IlocmarpajmMo dyHKIH]Y
f(x) = arcsinz,

KOja je mHBep3HaA (PYHKIMja CUHYCHO] (PYHKIUU HA JTOMEHY [—%, %} Ob6uact me-

dunucanocTu oBe pyHKIH]jE je
z € [—1,1],
a IbeHe BPEJIHOCTHU IPUIIAJIAjy WHTEPBAJLY
7r 7Ti|

faye |53
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[Tommro je dpyuKIMja arcsin x nHBep3Ha PYHKIMU Sin T, BaXKU

x = sin f(z).

Hudepennupamem obe cTpane jeJIHAKOCTH IO X, JI00uja ce

1 =cos f(x) - f'(x).

Onarite caemu )

f(x) = cos f(z)"

Ja bucmo u3pasuan pe3ysarar MmoMohy MpoMeH/bUBE &, KOPUCTUMO UJIEHTUTET

sin? f(z) + cos® f(z) = 1.

Kako je
sin f(x) = z,
Jobuja ce
cos® f(x) =1 — 2%
[TomrTo je o
flaye |53

KOCHHYyC aprymeHara f(z) je HeHeraTMBaH HA TOM WHTEpPBAJY, Ia je

cos f(x) = V1 — 22,

3aro je
1
(arcsinz) = ——.
V1—x?
[Ipumerumo na je dpyukimja arcsin x medunncana u y tadkama © = —1 u x = 1,

aJim y THM Tadykama Hema u3Boi. obujena dopmysia 3a U3BOM, BaXKu 3a

x e (—1,1).

Sz N ) Aa
v 1 Ax
Jx) = — Az
f(x) = arcsinz jj

Couka 7.2: Busyemmsanuja rpaduka dyskimje f(r) = arcsinz u meHOr U3BOJIA

f(x) = ﬁ, Kao U Npub/IMKaBamba KOJUIHUKA [IPUpaITaja rpadpuky u3Bo/a.

1
0.5
0.2
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ITocmarpajmo cana dyHKIM]Y
f(x) = arccos z,

KoOja je pyHKIMja WHBEp3HA KOCUHYCHOj byukIiuju. Fbena obsact nedpunucanoctn
je

x e [—1,1],
a BpeiHOCTU (DYHKITHje PUIAJIA]y UHTEPBATY

f(z) € [0,7].

[TomrTo je arccos x naBEep3HA (DYHKIUJU COS T, BayKN

x = cos f(x).

HudepentupameM 100mjaMo

1= —sin f(x)- f'(z).

Onarite caemu
fll@)=— .
~ sinf(x)

Kopucrehu ngenrurer
sin® f(x) + cos® f(x) = 1,

U YAEHUILY Ja je

cos f(x) = x,

nobuja ce
sin? f(z) = 1 — 2°.
[TomTo je

f(z) € [0,7],

CUHYC je HeHeraTuBaH, 11a BaXKu
sin f(x) = V1 — 2.

[Tpema Towme,
1

V1—a?

(arccosz) = —
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[Tpumernmo 1a je pynkimja arccos x nedpuHucana u y tadkama x = —1l u x = 1,

aJud y TUM Tadykama Hema u3Boj. /lobujena dopmysia 3a U3BOJ BaxKu 3a

x e (—1,1).

05
Az =1 \N R ' V1I—2a?
s
.

f(x) = arccosz Az =0.5
Az =0.2

Couka 7.3: Busyesmzarnuja rpaduka dysknuje f(xr) = arccosx u meHOr U3BOJIA
fl(x) = —\/1;_7, Kao U MPUOJIMKaBabha KOJTUIHUKA IPUPAIITaja TpaduKy U3BOJIA.

3a QyHKIM]jy UHBEP3HY TAHIME€HCHO] (PYHKIUjU

f(z) = arctan x,

obs1acT 1eUHUCAHOCTH je

z € R.

[Tomrro je arctan x waBep3Ha (hyHKIMjU tan x, BaxKu
x = tan f(x).

Hudepenmnupamem ce qo0uja
1
1=—>—f'(2).
cos? f(z) J(@)
Onariie caemu

F(w) = cos? f(x).

KopucTumMo 0CHOBHM TPUIOHOMETDH]CKHU MJICHTUTET
sin® f(x) + cos® f(x) = 1.

HememeM oBe jenHaxkocTu ca cos® f(x) nobuja ce

sin® f(x) | cos® f(z) 1
cos? f(z) = cos? f(x)  cos? f(z)’
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ITomrro Bazku

sin” f(z) 2
il SRS
u
cos® f(z) )
cos? f(x)
carenu .
1 + tan2(f(:v)) = W
Opnasne ce mzpaxkasa cos?(f(z)):
1
2 —
) = (@)
Kaxko je
tan(f(z)) = «,
nobuja ce
1
o (f(2) = 1
Haxkie,
1
filw) = 1+ 22
\\
Ax =1
5 Az =0.5
f(z) = arctanx Az =0.2

Cunka 7.4: IlpubnmkaBame KOJWYHUKA npuparirtaja dysakiuje f(z) = arctanx

rpacduky mwenor ussoga f'(x) = 1+1x2-

Ha kpajy nmocmarpajmo dynkImjy
f(x) = arccot x.
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Hbena obstact pedpunucanocTu je
x e R.

[Tormrro je arccot x waBep3nHa pyHKIMjU cOt T, BAXKU

x = cot f(x).

Hudepennupamem j106mjamo

Onarite caemu

Kopucrumo npenturer

9 1
1+ cot” f(x) = S @)
na je
sin? f(x) = ;
1 + cot? f(x)
Kaxo je
cot f(x) =z,
coien .
sin? f(z) = 22
[Ipema Tome,
(arccotx) = — ! :
1+ 2?2
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Az = 0.2
f(z) = arccot

Cauka 7.5: IlpubnmkaBame KoamdHWKa mpupaimitaja dyakmuje f(z) = arccotz

rpaduky menor ussoga f'(x) = — 1+1x2'

Jlobujenn pesyaTaTu MPOIIUPYjy TAOJHUIy OCHOBHUX M3BOIA:

OyuKImIja W3Box u ycnosu
1 m
f@)=tanz | fle) = ——, mER\{§+k7r, k:eZ}
f(z) =cotx fl(x) = ————, z € R\ {km, ke Z}
sin“a
f(x) = arcsinx fl(x) = ﬁ, x € (—1,1)
f(x) = arccos x fl(x) = _\/1?1:62’ x e (—1,1)
f(z) = arctan x fl(x) = 1 —1—1902’ zeR
f(x) = arccot x fl(z) = 11 reR

N3Benena nmpasuia, 3ajeTHO ca U3BOIMMA €JIEMEHTAPHUX (DYHKIU]ja, IPEJICTaBIbajy
OCHOBY JudepeHInjaJHOr padyHa u omoryhasajy edukacHo oipehuBame M3BOIA

CJIOZKEHUX (PYHKIHja.
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I'maBa 8

MeTtoanyka peaJjmn3anuja

HacTtaBHe Teme ,JI3Boa dbyHKIIje"

8.1 OcHOBHU oA O HACTABHO] T€MU

e HacraBumu npeamer: Maremaruka

e Paspesm: IV paspen rumuasuje

e Hacrasna obsnact: dudepennujainu padysu

e Hacrasna tema: V3Bon dynkimje

e Hacrasuu cagprkaj: YBoheme nmojma n3Boga OyHKIT]je
e Tum macrape: O6paia HOBOT HACTABHOT CaprKaja

o [Ipenubenu Opoj gacoBa: BUIlle HACTABHUX YaCOBa

8.2 IIms u 3aganmu obpage Teme

[Tnb oOpajie TeMe je J1a yIeHUIM YCBOje IojaM U3BojIa (PYHKIIHje Kao BeJIMINHE
KOja OIHUCYyje HheHy IMPOMEHY y MOCMATPAHO] TAYKNA U pa3dyMejy moTpeby 3a Hero-
BUM yBODemeM. YUEHUIU Ce YIO3HAjy Ca T€OMETPUjCKUM 3HAYCHHEM H3BOJA Kao
Haruba taHreHTe Ha rpaduk GYHKIUjEe 1 AaHAJATUIKIM 3HAYEHEM KPO3 IPAHUYHY

BPETHOCT KOJUIHUKA IIPUPAIITaja.
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[Toceban 3Ha4aj MMa OBE3MBaIbe MHTYUTUBHOI pa3yMeBamba U3BOJA Ca HHero-

BOM (bOpMAJTHOM JAePUHUIIMJOM, KAO U YIIO3HABAHE Ca YCJIAOBUMA MTOCTOjaha U3BO-
Jia, ojMOM JnepeHInjaduIHOCTA U OCHOBHUM TIPABIINMA JudepeHInpama Koja

ce IpUMEIbYjy NP ojJipehuBaiby U3BOJIa CJA0KEHUjUX (DYyHKIH]A.

8.3 MWMcxoam HacTtaBHe TeMme
ITo 3aBpeTKy 0Opaje HACTABHE TEMe yYeHWK he OUTH y cramy Ja:

e objacHu moTpedy 3a yBOhemeM M3BOJA U MOBEXKE T'a ca podbaeMuMa oapehu-

Bamha TAHTEHTE U TPEeHyTHe OP3uHE;

e HaBeJe U NPOTyMadu JeUHUIN]Y U3BOJA (DYHKIMjE KA0 IPAHUIHE BPETHO-

CTH KOJIMIHUKA ITPUPAIITaja;

® TI0BEXKE I'eOMETPHUjCKO 3HAUEHHE U3BOJA Ca KOeMUINjEeHTOM IIPABIA TAHTE€HTE

Ha rpaduk pyHKIT]E;

® DA3JIMKYje M0jMOBE HETPEKUTHOCTU U MU ePEHITNjabUITHOCTH U IPUMEHU YCII0-

BE 3a NCIUTHUBAKE MTOCTOjakha M3BOJIA Y TAUKMH;

e IIpUMeYje OCHOBHE (pOpMYyJIe 38 N3BO/IE eJIEMEHTAPHUX (DYHKITHAja U ITPABUIIA

nudepeHnupama npu ojipehuBamy n3BoJa CI0KEHUjUX (PYHKIIH]A;

e objacHU (HPU3MYKO 3HAYEIHE U3BO/Ia U ITOBEXKE I'd Ca II0jMOM TPEHYyTHE Op3uHe

U JIDYTUM BeJIMYnHaMa KOje OIUCY]y IPOMEHY.

8.4 HacraBHe meTone, 00U Paga M HACTABHA
cpeacTBa

Y peasmmzaliju HaCTaBHE TeMe IIPUMEBY]Y Ce Pa3InduTe HaCcTaBHE METOJIe KOje
omoryhaBajy mocTerneHo yBoheme HOBOI II0jMa W IMOBE3UBahe MHTYUTHBHOL, I'pa-
duykor u (popMaTHOT MPUCTYIIA.

Kopucre ce cienehe nacraBue merojie:

® MeTO/a pa3roBOpa, KPO3 yCMepaBarmbhe YUeHNKa Ka yodaBamy Mpo0JieMa Koju

JIOBOJIE JI0 yBODema U3BOIA;
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® MeTO/a YCMEHOT U3Jjiararma, mpu (poOpMaJTHOM JiIe(DUHUCATLY TTOjMOBA U YBOhe-

By IIPABUJIA;

® MeToja JIEMOHCTpallfje, IPUMEHOM TI'padUUKUX MMPUKA3a U BU3YEIH3AIN]e

IIpOMEHE Haruba cedulic U1 TaHT'€HTE;

® MEeTO/Ia NCTPAXKUBAYKOT YUEHha, KPO3 aHAJIN3y MpUMepa U yodaBambe 3aKJby-

JakKa O MOCTOjarby U IPUMEHHU M3BOJIA.
Opn obusirka pajia TpuMemyjy ce:
e (poHTaAJHE PaJ, IPA YBOhEHmY HOBUX ITOjMOBA U CUCTEMATH3AIUJH CAIPKAja;

® NHIAWBUAYAJIHU PaJl YICHUKa, IIPU PCIllaBalby 3a/laTakKa U IIPOBEPU yCBOjeHO-

CTH 3HambAa.
HacraBna cpeacTBa Koja ce KOpUCTe TOKOM peaim3alidje HacTaBHE TeMe Cy:

e IIIKOJICKa TabJIa;
e IIpe3eHTalInja;

e MaTeMaTH4IKud codTBep 3a rpaduydku npukasd HYHKIUja U BU3YEIU3AIU]Y

reOMEeTPHUjCKOT 3HAYEHHa U3BOJIA;

e 30MpKa 3a/aTaKa.

8.5 Kopemanuja ca apyrum obJjiactTumMa

HacraBua Tema ce ocsama Ha IPETXOIHO YyCBOjeHA 3HAa U3 00JIAacCTH (PYHK-
nuja, rpaduka GyHKIHja, TPAHUIHUX BPEIHOCTH U ajredbapckux omeparuja. OBa
3HAA MPEJICTaB/hajy OCHOBY 3a pa3yMeBaibe U3BO/Ia Ka0 TPAHUTHE BPEITHOCTH KO-
JINYHUKA TPUPAIIITAja.

[Toceban 3nagaj numa Kopesaiuja ca GU3UKOM, TJIe Ce U3BO/I IIOBE3Yje ca T0jMOM
TpenyTHe Op3uHe u Op3uHe TpoMeHe (PU3NIKUX BesndnHa. Ha Taj HauwH ydeHun
yodaBajy Ja W3BOJ, HUje camo (popMajHU MAaTEMaTHIKHU MOCTYIaK, Beh CpeacTBO
3a ONMCHUBa€ T0jaBa KOje ce Memajy.

[Tojam m3BOA WMMa MpUMEHY W y JAPYTUM O0JAaCTUMa, KAO IITO Cy TPUPOIHE
HayKe, TEXHUKA, eKOHOMUja 1 HH(MOPMATHKA, TJI€ Ce KOPUCTH 3a aHAJIU3y IIPOMEHa

n OHTI/IMH3aHI/ij Pa3/InIUuTUX IIpolieca.
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8.6 Meroandka peajsin3aliija HaCTaBHE TeMe

MoruBanuja 3a yBoheme 1mmojMa m3Bojia

YBoheme mojMa W3BOJIa MPEJCTAaB/ba BazKaH KOPAK Y Pa3BOjy MaTeMaTHYKOT
MUILJbEeHha yIeHUKA, jJep ce TPBU IYyT YBOJW BEJMYWHA KOja OIUCYje TPOMEHY
dyukimje y jennoj tauku. Ca MeTOAUYKOI CTAHOBUIITA, BayKHO j€ J1a YICHUIN
pe popmastHe fAeduHAIEje youe MOoTpedy 3a OBAaKBUM ITOjMOM.

YBOJHU JIe0 HACTABHE TE€Me MOXKe 3al0vYeTH KPATKUM OCBPTOM Ha IpoOJeMe
KOjU Cy JIOBeJIH [0 pa3Boja AudepeHIHjaJHor padyHa, Ipe cBera IpodeM ojpe-
buBama TanrenTe Ha rpaduk QyHKIHje u ojpehruBamba TpeHyTHe Op3UHE KpeTatba.

Kao mMorusanuonu npumep pazmarpa ce byukiuja f(z) = z2. Yuenuru nocma-
Tpajy Harub cevuiie Koja MpoJia3u KpPO3 JIBe TadyKe rpaduKa U aHAJIU3UPAjJy HEH
IIOJI0ZKaj KaJla ce jelHa Tadka npubsimkasa apyroj. Ha Taj mauunn ce mocrerneHo
JIOJIa3u /10 Wjieje [a ce HAarubd TaHTeHTe MOXKe ONUCATH KAa0 I'DAHMYHA BPETHOCT
KOJIMIYHUKA TPUPAITITA]a.

OBakBUM TPHUCTYIIOM YUYEHUIM HAjupe POPMUPAjy MHTYUTUBHY IIPEICTABY O

U3BO/Y, & 3aTHUM C€ IIpeJia3u Ha IHEeroBo aHaJIUTHUYIKO ,He(l)I/IHI/ICfiH:e.

YBohewme nojma u geduHUIIIje N3BOJIA

Hakxon moTwBanmoHor jeja MpHUCTYIIa Ce MOCTENeHOM (popMan3aBarby MMOjMa

u3Boma. [lonasu ce on dyukImje

y = f(x),

U aHAJIM3UPA Ce IMPOMEHA BPEJIHOCTU (PYHKIMje NIPU IIPOMEHU apryMeHTa. ¥ BOJIN
ce mpupalnTaj aprymenra Az u oaropapajyhu npupainraj dyHKIT]je:
Ay = f(zo + Az) — f(xo).
Kommunwk npuparraja
Ay
Ax

IIpeICTaB/ba MPOCEYHY MPOMEHY (DYHKIIMje Ha IMOCMaTPAHOM WHTEPBAJY U T'eOMe-
TPUJCKU OJITOBapa KOeUIMJEeHTY MpaBiia ceunrie rpaduka pyHKIIHje.

ITocmaTpameM rpaHUIHOT Cydaja Ka/ia ce IPpUpaITaj apryMeHTa IpuoInKaBa,
HyJI1 J100uja ce u3BOM (PYHKIIjE Y TauKM:

f’(ﬂTo) — lim f(x() + ACE’) — f(l'())

Az—0 Az

65



I'VTABA 8. METO/IMYKA PEAJIN3AIINJA HACTABHE TEME ,U3BO/I
OYHKIINJE*

VKOJIMKO OBa IpaHUYHA BPEJIHOCT IMOCTOjU Y CBAKO] TadyKW WHTEPBAJIA, U3BOJ

ce mocMaTpa Kao HOBa (PyHKIIHja:

fla) — 1 T+ D) = ()

Az—0 Az

[Topen o3nake f'(x) KopucTe ce u O3HaKe:

dy
/
, =, Df(x).
y 7 f(z)

JlupekTHa npuMeHa JiebuHUIIAje U3BOAA IPUKa3yje ce Ha jeHOCTAaBHOM ITPH-
mepy dyuxumje f(z) = 2%, Kako 6M yUeHUIIM pasyMesd HAUUH JI0OUjarba U3BOJIA

1 1oBe3asi (popMasTHy AeUHUII]Y Ca TOCTYIKOM pavdyHarba.

NcnutuBame mocTojamka m3BoJa U AudepeHInjadnIHOCT

Haxon ycajama medunuiimje n3Boga pa3MaTpa ce MUTAbe Ja JIU U3BOJI TTOCTOjU
y CBaKoOj Taduku obyiacTu JepUHUCAHOCTU PYHKIMje. Y YeHUIIMMA ce yKa3yje Ja ce
Ipy IpHUOJIMKABAY IMOCMATPAHOj TAYKKM (DYHKIIAja MOXKE PA3JIMYUTO TTOHAIIATH
ca JieBe U JIeCHe cTpaHe, 300 Jera ce yBOJIe jeTHOCTPAHU U3BOJINU.

JleBu u3BOM JecbunuUIe ce Kao:

f(zo + Ax) — f(x0)

/! — 1
f-(wo) = Jimy A
a JeCHM M3BOJ Kao:
. f(xo + Ax) — f(x)
/ _
e = i Fo )

W3Box y Tavku x(y MOCTOjU aKO IOCTOje 00a jeJHOCTPaHa U3BO/A U aKO Cy HhH-

XOB€ BPEIHOCTU jeTHAKE:
fL(zo) = fii (o).

Y HacraBu ce oBaj ycsioB miycTpyje npumepuma dbyukimja f(z) = |z|, f(z) =
z|z| u f(zr) = /r. Dyskumja |z| mokasyje n1a HENMPEKUIHOCT HUjE JOBO/bAH yCJIOB
3a MMOCTOjare M3BOJA, NOK (yHKIMja x|x| npencraBiba npuMep (yHKIMjE Koja je
M3BOJI Y TAYKU YIIPKOC TOME IITO je AeduHucana pa3InduTuM U3Pas3uMa ca JIeBe U
necHe crpade te Tauke. Pyuknuja f(r) = /x mokasyje ga y tauku x = 0 u3BoJ HE
IIOCTOjU, jep JIECHU jeITHOCTPaHU U3BOJ HUje KOHAa4daH, Beh je beckoHavaH, JIOK JieBU
jeTHOCTpaHu M3BOJ HUje MOoryhe pasmarpaTu momTo yHKInja Huje jgeduHncana

3a ¢ < 0.

66



I'VTABA 8. METO/IMYKA PEAJIN3AIINJA HACTABHE TEME ,U3BO/I
OYHKIINJE*

Ha ocnoBy yBesieHor ojMa u3Bojia JiecpuHUIIE ce TudepeHInjaduIHOCT (PYyHK-

nuje. Pyukiyja je qudepeHnmjabuana y TadKu aKo Yy 0] MOCTOjU M3BOJI. Bakm:
udepeHnjabuIHOCT = HEIPEKUTHOCT.

O6pHyTa UMILTHKAIIMja HUje YBEK TadHa, IITO Mmokasyje npumep dbyuknuje f(x) =

|z

Pu3nuykKo 3HaAYEIhb€ N3BOJA

Haxkon dpopmaanor yBohema mojMa u3Boja YICHUIIUMA Ce TIPEJICTAB/ba HETOBO
dusnyuko 3naveme Kpo3 npodsem oxpehusama TpenyTHe 6p3une. Ha taj mavun ce
IoKa3yje Ja M3BO/I IIPEJICTaB/ba OUIITY Mepy IIPOMEHE je/IHe BeJIUYUHE Y OITHOCY
Ha APYTY.

Axko je kperame Tesia onmucaHo PYHKIMJOM Iy Ta

r7e je s mpebenu nyT, a t BpeMe, cpe/itba Op3WHA HA BPEMEHCKOM MHTEPBAJy JaTa

Jj€ KOJIMYHUKOM:

_As
At

Kaja ce BpeMeHCKN MHTEpPBaAJ CMalbyje U TeXKU HYyJH, JT00Wja ce TpeHyTHa Op-

Vgsr

31HAa:

Y HacTaBu ce OBa Be3a WJIYCTPYyje IPUMEPOM KpeTarba OMHUCAHOT (DYHKIIN]OM
s(t) = 3t%, npu yeMy yuUeHUIM Pas3jUKyjy Cpe/iy OP3UHY Ha UHTEPBAJLy O]l Tpe-
HyTHe Op3uHe y ojipehenom TpenyTky. Ha oBaj HauuH mOBe3yjy ancTpakTHU Ma-

TEMATUYKH 10jaM Ca KOHKPETHOM (DU3UIKOM ITPUMEHOM.

N3Boau enemenTapHnx (pyHKIMja 1 3HA4YAj Tabejie m3Boaa

Haxon mrro y4uenunu ycBoje mojaM M3BOJIa U TMOCTYIIaK FbErOBOI OpehnBamba

pUMEHOM JeUHUINje, TPUCTYIIA Ce yBODEmY M3BOJ/Ia OCHOBHUX €JIEMEHTAPHUX
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dyuknmja. Ha oBoM HUBOY BazKHO je Jla yUEeHUIM pas3yMejy ja cy jobujere ¢op-

MyJIe pe3y/ITaT MPEeTXOIHO JeUHUCAHOT MOjMa M3BO/Ia, & HE HE3ABUCHA IPABUIIA
KOja ce MEXaHUYIKH ITaMTe.

WN3Bonu eneMeHTapHUX (PYHKIMja MOTY Ce JOOUTH JUPEKTHOM ITPUMEHOM Jie-
dunuimje n3BoJa, aau OM TaKaB MOCTYIAK PU OJipehuBamby M3BOIA CIOKEHUjUX
dyuKIMja OMO HENpaKTUYaH U BPEMEHCKHU 3axXTeBaH. 300r Tora ce J00ujeHu pe-
3YJITATU CUCTEMATHU3Y]y y TaOeau U3BOJIA.

Tabena n3Boga mpejcTaB/ba OCHOBHO CPEJICTBO 3a JaJbU pajl, jep omoryhasa
Op30 mpeno3HaBambe M3BOJA MO3HATUX (DYHKIMja W MPUMEHY IpaBuia JudepeH-
upama KoJ cJIoKeHujux m3pasa. Hbena ysora muje camo y namhermy dopmyiia,
Beh y pa3Bujamby CIIOCOOHOCTH YYEHUKA Jla 0Jabepy ojroBapajyhu mocTymnak mpu

onpehuBamy u3BOIA.

i@ | F@ D,
C 0 R
" nx™ ! R
x ﬁ% (0, +00)
a” a®lna R
e e’ R
Inx 1 (0, +00)
sin cos T R
cos T —sinx R
tan z —— | R\ {Z +kn}
cotx - R\ {kn}
arcsin ey (—1,1)
arccosr | — 11%2 (—1,1)
arctan ﬁ R
arccot x —ﬁ R

IIpaBuna mqudepeHimpama

Haxon ycBajama n3Boja ejieMeHTapHUX (PYHKIIMja TMTPUCTYIIA Ce YBOhemy mpa-
BWIa nudepennmpama. Fbuxosa yiora je ga yuenuruma omoryhe onpehuBame u3-
Bojia (yHKIMja Koje cy mobumjene komOmHoBambeMm Beh mosmatux dyukmnmja, 6e3

IMIOHOBHOT Bpahama Ha JIepUHUIM]Y U3BO/IA.
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YdaenurnuMa ce yka3yje Ja Cy oBa IIpaBHUJa 3aCHOBaHA Ha JIe(OUHUIMU U3BOA,

aIm ce y JajbeM PaJly KOpHCTe Kao roToBu pe3ynraTn. Ha Taj HaumH maxkma ce
ycMepaBa Ha Iperno3HaBame obyimka hyHKImje u n300p ojarosapajyher npasuia, a
He Ha [IOHABJ/bAIbE UCTUX AHAJUTUYKHUX IIOCTYyIIaKa.

Axo cy dyukmmje f n g nudepennumjabuiiae, Baxke ciaegaeha mpaBuia:

(cf(z))" =cf'(z),

IJle je ¢ KOHCTaHTA.

3a 30up pyHKIHT]A:

(f(x) +9(z)) = f'(x) + ' (x).

3a mpoussBos GyHKIH]jA:

(f(x)g(x)) = f'(z)g(x) + f(z)g'(x).

3a KOJIMIHUK (PYHKIHja, Y3 YCJIOB:

g(x) # 0,

Ba>KMU:

(f(w))' _ ['(@)g(z) - f(x)g'(x)
9(x) 9*(x)
[IpumenoMm oBuX paBusIa yYeHUIN IIpeJsia3e oJ1 oJpehuBama n3BOIa jeJHOCTAB-

HUX PYHKIMja Ka PellaBamby CJIOKEHUJUX IIPUMEPA.

CaoxkeHna m nHBep3Ha (PyHKNHUja

Hakon ycBajama OCHOBHUX TpaBmjia judepeHInpama YBOIU Ce MPABUIO 34
onpehuBame n3Bosa cioxene dyukiumje. OBo mpasmiio omoryhasa paj ca QpyHK-
njaMa Koje cy JI00ujeHe KOMIIO3UIIA]jOM JIBe WU BHIEe (DYHKIH]A.

3Ba dyHKIHjy 00MKA

rze je g(x) yuyrpamma, a F(x) cnospainmba DyHKIM]a, BaXKM:

(F(g(x))) = F'(g(x)) - ¢'(x).

[Ipu mpumenu oBOT TpaBUJIA YUEHUIN HAJIPE MPENO3HAJy YHYTPAIbY U CIIO-
Jballiby OYHKIN]Y, 3aTUM ofpelhyjy ’BUX0Be U3BO/IE U JI00UjeHe pe3y/iTare MOBe3yjy

MHO2>KEHEM.
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3a yBobheme n3Boja MHBEp3HE (DYHKIHMjE MOJIa3u ce o (pyHKIMje Koja je He-

IIpeKnJHa 1 CTPOro MOHOTOHa Ha IIOCMAaTPpaHOM HMHTEPBaJIy U KOja nMa MHBEP3HY

dyukujy. Ako mocroju u3Box dyHKIHje f v TAYKU To U BAXKU:

f'(x0) #0,

OHJIA je FheHA MHBep3Ha (QyHKIWMja audepennnjadbuina y ojarorapajyhoj tauku u

BaXKH: .
-1 1
= ey
Ogo mpasuio omoryhasa ojpehuBambe m3BO/a MHBEP3HUX (QyHKIMja 6e3 Jiu-
peKTHe npuMeHe jeduHUIMje U3BOAA. Y HACTABU Ce Hajuelnihe IpUMembyje KOJT
TPUTOHOMETPUjCKUX WHBEP3HUX (DYHKIHja, KAO IITO Cy arcsin x, arccos x, arctan x

u arccot x.

CucremaTusanuja u nmpoBepa pa3syMeBamba

Hakxon obpajsie mHacTaBHe TeMe BPIIU Ce CUCTEMATHU3AIN]a YCBOjEHUX II0jMOBA
U TIOBE3UBAIHE PA3JIMIUTHUX IMTOCTYIaKa oipehuBara u3Boja. Y YeHUIM OOHABIbA]Y
JeduHUIMjy n3B0JIa KA0 I'PAHUYHE BPEIHOCTH KOJMYHUKA TTPUPAIITAja, F€OMETPH]-
CcKO 1 (PUBUYKO 3HAUEH€ M3BO/Ia, YCJIOBE IOCTOjatha U3BOJIA, MojaM AudepeHIinja-
OMJTHOCTHU, Ka0 W IPaBUJIa KOja ce IPUMEY]y IpH AudepeHIInpamy CI0XKEHUIX
dyHKIHjA.

Y by nmpoBepe OCTBAPEHOCTH MOCTaB/bEHUX HACTABHUX ITMJHEBA U YTBphUBa-
Iha CTelleHa pa3yMeBama oOpaheHux MMojMoBa, YISHUIINMA Ce 33ajy 3aJalld KOju
0obyxXBaTajy pas/imunuTe aclieKTe HAcTaBHE TeMe: TpUMeHy JAedUHUII]je U3BOIa, WC-

NMUTUBAIbE JTU(DEPEHITNjaOUTHOCTA U IIPUMEHY TPABUJIA JTU(PEPEHIITPATHA.

1. Ogpeautu n3Boa (PyHKIHjE
f(z) = cosz.

SasaTak mMa 3a IMUJb Jla yUIEHUIM TOBEeXKYy ao0ujame (popMysia 3a u3BOI ca
JeUHATIIOM M3BO/Ia U TIOCTYIIIUMA KOjU CY TPETXOJ/IHO pa3MaTpPaHu KOJ €JIeMeH-

tapuux pyukiuja. Jobuja ce:
(cosx) = —sinx.
2. Ucnuratu nudepeHnnjabuHocT dyHKInje
flz) = |z =1
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y Ta4yKHu

£E0:1.

OBuM 337IaTKOM IIPOBEpaBa Ce pa3yMeBarbe yCJaoBa MOCTOjarba u3Boja. Vcmm-
TYjy ce JIEBU U JIECHU U3BOJI U 3aKJ/by4yje ja PpyHKIHja HEje TudepeHInjaduina y
IIOCMAaTPaHOj Ta4dKH, jep:

fL(1) # £(Q1).
Ciemu:

f'(1) me mocroju.

3. Oapenutn u3Boa dyHKIHjE

OBum 3aaTKOM IIpOBEpaBa C€ IIpHMMEHa IIpaBUJ/Ia KOJINMYHHKaA KW IIOBE3UBAILE

BHIIIE OCHOBHUX IpaBuia audepenimpama. Jlobuja ce:

) = 2xe” — (:2162 + 1)696‘
e X

Opmabpanu 3ajanm o0yXBaTajy pas3judnTe HUBOE IMPHUMEHe 3Harmba W OMOryha-
Bajy MpOBEPY pa3yMeBamba OCHOBHUX IIOjMOBA M TOCTYIAKa y BE3W CA W3BOJIOM
dyuknmje. Kpos mux ydeHuIu mosesyjy aeduHumjy n3Boaa, yeaoBe qudepeHIim-
jabuJIHOCTH W MpaBuUia JudepeHIpamba, duMe ce 3a0KpyXKyje odpaJjia HacTaBHE

TEeMeE.

8.7 Meroanuyka HamoMeHa

Tokom yBexkOaBara HACTABHHUK Tpeda J1a oOpaTu MaKiby Ha TUIIMYHE IPEIIKe
KOje ce jaB/bajy MpU NMPUMEHH IpaBujia JudepeHpama, Kao MTO Cy U30CTaB/ba-
b€ U3BOJIa YHYTPaIllEhe (PYHKIIHje KOJI CJIOKEHNX (DYHKIUja, IPEIIKe Y 3HAKY KOJI
TPUTOHOMETPUjCKUX (DYHKIIMja U HEIPABUIHA IPUMEHA MIPABUJIA 3a ITPOU3BOJL U
KOJIMYHUK. AHAJM30M OBUX T'DEIIaKka yICHUIIH JIAKIIE yOUaBajy CYNITHHY MOCTYII-
Ka U pa3BHjajy CIIOCOOHOCT MpaBUIHE IPUMEHE ITPABUIa TU(EPEeHITNPAhA, YMECTO

IbAUXOBOI MEXaHUYKOr IaMhema.
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Bastanu 3a camocTajiaH paJj Oupajy ce Tako Ja YIeHWIW IPUMEHe ITOCTYIIKe 00-

pabeHe TOKOM HACTaBHE TeMe Ha HOBUM, ajii CPOAHUM IpuMmepuma. Ha mpumep, y
TOKY HacCTaBe JeTasbHO je m3BejieHa popMmysia 3a u3BO, (DYHKIM]E Sin & TPUMEHOM
neduHUNje U3BOJIA, JIOK je u3Boheme (opmysie 3a u3BoJ (DYHKIMjE COS T OCTa-
BJ/bEHO yUYEHHUIIMMAa 3a JoMahu 3ajaTak, y3 HAIOMEHY Jla Ce MOCTYIaK CIPOBOJIN
AHAJIOTHO.

Ha taj nHauun npoBepaBa ce pa3dyMeBaibe IojMa U3Bo/1a, JArudepeHIinjadbunIHOCTH,
OCHOBHUX TIpaBUJa JTU(EPEHINpamka U IbUX0Be MpUMeHe Tpu ojpehuBamy u3Boga

CJIOKEHUjUX (PYHKITH]a.

72



I'maBa 9

3akJbydakK

U3Bon, dyuknuje npeicraBba jeqan O OCHOBHUX II0jMOBAa MAaTeMaTHIKe aHa-
JIn3e ¥ MMa 3HAYajHy YJIOTY y JaJ/beM Pa3B0Ojy MATEeMATUYKOI MUIIJbEHA YIEHUKA.

Y oBOM pajy pa3MOTPEH je TojaM u3BOJA (PYHKIIHje Ca TEOPUjCKOT U METO I~
KOT' ACTIEKTA.

Y TeopujcKOM ey pajia MPUKa3aHo je yBoheme mojMa n3Boga (pyHKIMje mpe-
KO T'PAHUYHE BPEIHOCTH KOJUIHWKA MPUPAITAja, KAO W HEerOBO Ja/be Pa3BUjabe
Kpo3 mpaBumia JudepeHimpama. Ha Taj HaunH 1MOKa3aHO je KaKO Cce OJI OCHOBHE
neduHAIje U3BOIA J0JIa3U JI0 MOCTyIIaKa Koju oMoryhasajy ompehuBaibe u3Boja
pa3IuIuTuX (PyHKIH]a.

Meronnuku seo paja 1mmocBeheH je Ha4YMHY yBohema m oOpajie OBOI' IOjMa y
HactaBu Maremaruke. VcrakuyT je 3Hadaj MocTerneHor yBohema HOBUX CajprKaja,
n360pa ofrorapajyhnx mpuMepa u MOBe3WBambha PA3IMINTAX HAYMHA Pa3yMeBamba
MU3BOJIA, KAKO OM YUYEHUIIN JIAKITIE YCBOJUJIM W ITPUMEHIIN HAydYeHa MTPaBUJIA.

OBakBUM TPUCTYIIOM ydYeHUIMa ce oMoryhaBa sa pasymejy CyIITHHY OBOT
MaTeMaTHIKOT TI0jMa, Pa3BHjy CIIOCOOHOCT MOBE3WBarba MATEMATHYKHX HJeja U

CcTedeHa 3HamHa CaMOCTAJIHO IIPUMEY]Y Y HOBUM CHTYallfjaMa.
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