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IIpearosop

KonrtakTHa Tomosoruja je obJacT MaTeMaTHKe Koja ce OaBH HM3ydaBambeM KOH-
TAKTHAX MHOTOCTPYKOCTH — MHOTOCTPYKOCTH Ha KOjUMa je 3aJaTa MaKCHMAaJHO
HeMHTerpaduIHa JUCTPUOYIHja — U MpeCTaB/ba aKTYeaHy 00JaCT NCTPayKNBaHbA
300r IpUMeHa y pas3sHuM 00JIaCTUMa MaTeMaTHhKe: Teopuju ojujarnuja, TEOpUju
napiujaanux judepeHiujasnux jenadania, cyo-PumanoBoj reomerpuju, Kao u 'y
dbusunu: TepMoAMHAMUKA W TeOMeTPHjcKa ONTUKa. ['pyna cuMmeTpuja KOHTaKTHe
MHOTOCTPYKOCTH Cy JIndeoMOPdU3MI Te MHOTOCTPYKOCTU KOjU UyBajy KOHTAKTHY
CTPYKTYDPY (30BEMO WX JOII U KOHMAKMOMOPPUIMUMA WITH KOHMAKMHUM JuPeo-
MmopPusmuma).

C’-KOHTaKTHA TOMOJIOIHja je peJaTHBHO MJIAJa MOJ00JaCT KOHTAKTHE TOMOJIOTHje
KOja ce DaBu M3yvaBameM ,HErJIATKUX o0jekara u (penomMena” y KOHTAKTHO] TOIMO-
jgoruju. Vcropujcku rye1ano, pe3yaTrar KOju ce CMaTpa 3a4eTKOM OBe 00JIacTH je
teopema Emambepra u ['pomosa’ o CO-puruanocTs rpyne KORTAKTHIX AEbeEoMOp-
du3ama, Koja Kaxke Jia je rpyla KOHTAKTHUX AudeoMopdu3aMa 3aTBOpeHa Y IPYIIH
ceux pudeomopdusama y oxnocy na CP-romosorujy (To jecT KOMIAKTHO-OTBOPEHY
TOIOJIOTH]Y ).

Peznyrar Teopeme Espambepr-I'pomona ce mojapasymesao jorr oj cpejgune 1970-
ux. PopmaaHo objaB/pbeHN A0KA3W IOjABUIN CY C& PEJATHBHO CKOPO Y PaJoBHMa
Musepa® u IlTnara® [20] u Munepa [18].° Ob6a nokaza KopucTe TeXHUKY UHEA-
pujanme obauxa® kojy je yseo Emambepr y pamy [6]. ['py6o pedeno, KoHTaKTHa
HHBapHjaHTa 00uKa namMTh ojpehene mudopmanuje o KOXOMOJIOTHju JlarpazkeBux
HOJIMHOTOCTPYKOCTH Y CUMILIEKTH3AIM]U JaTe KOHTAKTHE MHOIOCTPYKOCTH.

L' Yakov Eliashberg, amepunukun maremarundap pycKo-jeBPejCKOT MOPEKJIA.
2 Mikhail Gromov, (paHIycKu MAaTeMATHYAD PYCKO-JEBPEjCKOr IIOPEKIIA.
3 Stefan Miiller, nemaukn Maremaruyap.
4 Peter Spaeth, amepudku Maremarudap.

5 Jloka3 u3 oBOr pajia Tpeda y3eTw ca pe3epBOM jep MOCTOju MOTEHIHMjajIHa Tpemka. Bumern
nonceknujy 4.2.1.

6 Enru: shape invariant.



Teopema Ejpammbepra u ['pomoBa npupoaino MoTuBuIine JepUHUII]Y TPyIe KOHTaK-
THUX XOMeoMopdusamMa Kao 3aTBOpera I'pylie KOHTaKTHHX jandeomopduzama y
rpymm cBUX XoMeoMmopduzama y oxrocy Ha CP-tomosnorujy. IlenTpasam npobiem y
00J1aCTH je pa3syMeTu KOJUKO KOHTAKTHE IeOMeTpPHje KOHTAKTHH XOMeOMOpPhu3Mu
Snamre”. OBaj npobseM JaHac je TeMa WHTeH3WBHOI MCTpayKuBamba (BujerH [18,
20, 27, 25, 1, 24, 4, 21, 23, 5, 26]) u MHOTe HErOBe HHCTAHIE CY U JIAJbe OTBOPEHH
npobaemu. Mu hemo ce y 0Boj Tesn moceGHO OCBpHYTH Ha mpobiem CP-purnanocTu
CIEIMjAJIHUX KJIaCa MOJAMHOIOCTPYKOCTH y KOHTAKTHOj reomerpuju. Crenujaano:

Mutame (C°-purmanoct Jlexxanaposux usopoBa): Hexa je A C (M3, §)
Jlesicandpos weop” u @ xonmaxmuu romeomoppusam. Axo je ueop o(A) enadax,
da su je on yjedno u Jlescandpos?

OJIroBop Ha OBO MUTAE je TOTBPJAAH W PE3YJITar je panosa [4, 27, 24].

[Musb oBe Te3e je hopmaiHO 3aCHUBAILE MHBApPUjaHTEe O0JIMKA U IIPUKA3 IbeHUX IIPU-
Mena y CY-KOHTaKTHO] TOMOIOTH L.

Teza je crpykTypupaHna Ha ciejehu HadnH:
Y 1pBOj IMIaBU YBOJIUMO OCHOBHE MOJMOBe KOHTAaKTHE reOMeTpHje.

Y Jpyroj rjaBu pa3Marpamo MOBPIIU Y TPOAUMEH3UOHAIHO] KOHTAKTHO] T€OMETPHU)H,
MpH YeMy U3/BajaMo KJiace IMOAMHOTOCTPYKOCTH Koje ¢y OuTHe 3a jeuHuImnjy KoH-
TaKTHE WHBAPHUjAHTE OOJIUKA.

Y tpehoj mraBu hemo opMasiHO yBeCcTH KOHTAKTHY WHBApHjaHTY OOJHKA, JTATH
perseji IpuMepa U IeHUX OCHOBHUX CBOjCTABA.

V 4gerBpToj riasm usaoxkuhemo npuMene musapujare obsnka y CY-KOHTAKTHO]
ronojoruju. Kao npsy npumeny, jiokazahemo reopemy Ejpambepr-I'pomosa npare-
hu [20]. Toka3 y oBom pajny ce 3acHuBa Ha ['DOMOBIBEBO] aJTEPHATHBH, KOja KazKe
na je CC-3aTrBopeme rpyne KOHTAaKTHHX andeoMopdm3aMa WIN caMa Ta IpyIa
(PUTHIHOCT), WM CAJAPKU KOMITIOHEHTY MOBE3aHOCTH WIEHTHTETa Yy TPYIH CBHX
nudeomopduzama y ognocy Ha CP-ronosorujy (daexcubuanoct). Muep u [lnar
JIOKA3y]y PUTHIHO pa3pelleibe aJaTepHaTHBe KOpHCTehd WHBApUjaHTy OOJIHKA.

Y camocrannom pagy [18] Musep jaje asrepnarshu jokas Teopeme Ejpambepr-
I'pomosa koju ne kopuctu ['pomoOB/bEBY aJsiTepHaTuBy, Beh ce caMO 3acHUBA Ha
KapaKTepu3allliju KOHTaKToMopdu3ama rmoMmohy naBapujante oduka. llcnocrasiba
ce Ja y JI0Ka3y TrJiaBHe TeopeMe IOCTOju MpobJeM Ha Koju hemo yKaszaTu y TojI-
cexmmju 4.2.1. Y oBom feay pada Takohe pasmarpamo mmatame CC-purmmmocTn
ojipehennx k/aca mOAMHOTOCTPYKOCTH W H3JIaKeMO HJjieje 3a IMOTEeHIUjaHy IIPH-
MEHY TeXHHKe WHBApHjaHTe OOJIMKA Kao aJaTa 3a PeliaBarbe TOT MUTAbA.

" Ypop v : ST — (M, €) je Jlexanapos ako je y CBAKOj CBOjOj TAYKH TAHTEHTAH HA KOHTAKTHY
CTPYKTYPY &.



Ha camom xpajy, mahemo mokaz CY-purugHoCTE rpyle KOHTAKTHHX AHMEOMOD-
duzama y qumensuju 3 koju e Kopuctu ['pomonsbeBy anrepuatuBy. Vaeja mokasa
je 1aTw HOBY Kapakrepu3alujy KontakroMopdusama kopucrehin pesyarare u3 [27].
OBaj 10Ka3 mpeAcTaB/ha U jeTaH OJ OPUTHHAJIHUX JOMPUHOCA OBE Te3e.






3axBaJTHUIIA

ZKenmum na ce 3axBaauM cBoM MeHTODY, lymany Jokcumosuhy, Ha ciaemehem: mTo
HUje y3UMao y 003up, IITaBUIIIE, IIITO je UTHOPUCAO MOje HEero/IoBambe — KaJjla HUCaM
JKeJiesia Jia ApzKUM TpeJiaBarbe Ha CEMUHAPY Y TEPMHUHY KOju OM OH OJIpeJIHO; IITO
HUje y3UMao y o03Up MoOje XKejbe — KaJla caMm Kejeja cama Jia usabepeM Temy
KOjy OMX m3jiarajia Ha TOM HCTOM cemuuapy. zKejum ja My ce 3aXBaJjiuM IITO je
IPOMHUIILJBEHO U TTayK/bHBO OMPAO TeMe Koje MU je HAMeHNO /1 JPYKUM Ha CEMUHADY,
jep caM Kpo3 IPHUIPEMY CaMUX IIpeaBaiba pa3jacHU/Ia KOHIIEITe KOjH Cy MU OUJIH
HEOITXOTHY 32 pa3yMeBame HeKNX MUTama KOoja M3JazKeMO YV OBOj Te3H.

ZKejium 1a My ce 3axBaJiUM IIITO MU je 1IOMara0 HPUJIMKOM IIMCAlba OBE Te3e U
CBOjUM CcyrecTujama moboJbIa0 HeHy CTPYKTYpPy, Kao u cam Tekcrt. 7Keaum a
My KazKeM Jia CaM y MPOTEKJAUX TOJUHY JlaHa pajia ca UM, riaejajyhm ra Kako
NPUCTYTIA MAaTeMaTHIM W KOja MHUTama MOCTaB/ba, W caMa yCIesa Jla peaanu3yjeM
JKeJby Jla IIPOMEHUM CBOj HPUCTYII MAaTeMaTUId. 3a Ty zKeJ/by je 3acjyxkal mpode-
cop Hapko Mununkosuh, koMme iy ymyTuTu mnap pedm Majo Kacuuje. 2KejiuMm Ja
My KaykeM (MOHOBO yiyhieHO MEHTOPY) Jla MU je HeM3MepPHO JIPAro IITo caM BUJIeJa
JIa My je BayKHO Ja OBa Te3a UMa U OPUTHHAJIAH JOIpUHOC. 2KeHM 1a KarKeM JIa
MH je 3HAUMIO JIa TOKOM ITHCaha Te3e yheM y ucTpakKuBaduky MaremaTruky. U ma ce
3aXBAJIMM TITO OPraHu3yje TOPEHOMEHYTH CEMUHAD Ca IU/beM Jia yHAIIPEeIu HAYKY
Ha HareMm (aky/irery.

2KenuMm j1a ce 3axBasium Puiuiry Bpohuhy kKoju je Ha ToM ceMuHapy JAp:Kao mpejia-
Balba U3 TEOPHje KOHBEKCHUX XUIIEPIIOBPIIH, KOja Cy MEHHU OHJIa 0/ BEJIMKOT 3HAYAja
3a camy Tedy. Kemum ma ce 3axBanuM Bykammnry CtojucaBipeBuhy Koju HaM je
IOMOTa0 OKO KOHTpalpuMepa KOju JajeMo y 0BOj Te3u. 2Kennmm ma ce 3axXBaJM
npodecopy dapky Muiunkosuhy mTo je ncTpajao ca »KeJboM Ja MH 00jacHHU Ja ca
MojuM npehanimuM npuctynom maremaruiiy Hehy jajeko jgoryparu. U jga kaxkem
Jla caM riegajyhu mera, merose pesysarare, Kao W Jby/e U3 Hallle rpyie — rpymne
CUMILIEKTHYApa — CXBATHJIA Ja KejuM Ja Oygaem nobpa monyT mux. 1o je Hemu-
HOBHO 3HAYMJIO IPOMEHY MPUCTYTIa MATEeMATHUIIN, TIITO HUje IPABOJNHUIJCKHU TPOIIEC,
Al y KOjeM MH je MOj MeHTOD (BepOBATHO HeCBECHO) jako momorao. zKemum ja
ce 3aXBaJIMM CBUM JbY/IMIMa W3 HAIlle TPYIIe MTO MoJIMHAMa YHA3a/ OPTaHW3Y]y KOH-
depennujy n3 CUMIIEKTHYIKe TOMOJIOTHje, HAa KOjOj caM BHJeJIa KOJUKO KBAJTUTET-
HUX JbYJIM MMa Hallla TPyIa, Opu demy ¢y (CKOpO) CBU OUBINU CTYJEHTH HAIIET
dgakyaTeTa M TPEHYTHO MMajy MO3UIUje MUPOM cBeTa. [IpeBacxomno MucauM Ha
MaTeMaTHYKU KBAJIUTETHE Jby/Ie, Y YAJU CaM C€ KBAJUTET HAJBUIIE yBEPHJA IIOCMa-
Tpajyhu ux Ha KOju HAYHUH JUCKYTYjy TOKOM CaMHX Hpe/laBarba Ha KOH(EPEHIInju



u ocMaTpajyhu Koja nurama mnocrasbajy. M moxkenena cam ga OyjieM HOMYT HUX.
Jomr jemna omacka 0 KOH(EpPEHINjH — YKeJIuM Jla ce 3aXBaJiM OPTraHu3aTOpHMa
MITO Cy Tporie roaute mos3paan Janry Espambepra (doBeka qujoM ce KOHTAKTHOM
MHBAPHjaHTOM GABUM y OBOj T€3H).

Kenum na ce 3axBanum Jenenn Karwh nHa mMHOTO yemy, u To hy ypaguTu yKuBO.

Ha xpajy, xequM J1a ce 3aXBajuM MOJUM POJIMTE/bUMA U CECTPHU KOja MU je CBOjUM
HEIIPHCYCTBOM CTBOPHIJIA YCJIOBE 3a PaJi Jla OBY Te3y W HaIIHUIIeM.









1 OcHOBHU ITOjMOBU KOHTAKTHE
reoMeTpHuje

Konwmaxmmna ecmpykmypae Ha MHOTOCTPYKOCTH HEMapHe THUMEH3Wje je MaKCUMAJHO
HEeMHTerpabuIHa JAucTpudynuja koaumensuje jenan. Jla 6ucmo dopmanno nedu-
HUCAJIA OBaj 1Mojam, noTpedHe cy Ham cieaehe nedununmje.

Hedbunnnnmja 1.1. Heka je M riarka MHOrOCTPYKOCT auMensuje n. Jlucmpuby-
yuja & TUMeH3Huje k Ha MHOrOCTpyKocTH M je I1aTko cederhe

¢ M — Gr(k, TM),

npu yeMy je 6poj n — k xKodumensuja Te mucTpuOyII]e.

Cpaka mucTpubynuja KoTUMeH3H]je jeJaH ce JOKAJTHO MOKe BHUJIETH Kao Je3rpo HeKe
mudepennujanne 1-popme. MelyTum, 0BO €BOJCTBO y OIIITEM CJIyYajy He BarxKh
rnobasno. Jluctpubyiuje Koje cy robaHo 3ajaTe je3rpoMm 1-chopme Ha3HBAMO
Koopujenmabuarum Uy HACTaBKY paja MoJpasyMeBaMo Jia Cy CBe JIUCTPHOYIje
ca KojuMa pajumo Takse. [Ipumerumo ga 1-cpopma duje je3rpo 3a/iaje KOHTAKTHY
cTpyKTypy Huje jemmHcTBena. Cpaka l-dopma Koja ce o7 Te pa3aukyje a0 HA
MHOZKEFhe CKaJaapoM — TyiaTKoM (DYHKIHjOM KOja je Y CBaKOj TAYKHW Pa3anduTa O/1
HyJIe — TaKohe 3a/1aje HCTY KOHTaKTHY CTPYKTYDY.

Meby auctpubynujama u3aBajaMo Kjaacy unmezpabusnus ducmpubyyuje. da ducMo
nedbuHICATH OBaj IT0jaM, HAjIpe HaM je moTpeOHa 1epUHUNN]a HHTeIPaJIHe TOIMHO-
FOCTPYKOCTH.

Hedunumuja 1.2. Heka je M MHOTOCTPYKOCT nuMen3uje n u £ riaaTka JUCTPUoOy-
nuja auMensuje k Ha woj. [loamuoroctpykoct N C M anmensuje k je unmezpasta
y odnocy Ha £ ako 3a cBako x € N Baxku T, N = &,.

Hedbunnunnumja 1.3. Heka je £ rirarka guctpubynuja auMensuje k 3ajJaTa Ha MHO-
rocrpykoctn M numensuje n. Kaxkemo na je & unmeepabuita ako 3a CBaKy TAUKy
xr € M nocroju unTerpagna MHOrocTpykoct N, Koja je cajipKu.

Y JIMMEH3UjH TPHU TeOMeTPHUjcKa HHTepIpeTalnja HHTerpabuaInoctu je cieaeha:
aKo je yHalpeJ cBaKoj TauKH eyKJUJICKOr Ipocropa R3 jone/beHa paBaH, Ta JIC-
TpUOYyIIKja je HHTerpabuIHa aKO MOKEMO IIPOCTOP JIa U3AEJIUMO Ha MeljycobHO auc-
JYHKTHEe TOBPIITH, TAKO Jia Te TIOBPIIH Y CBaKOj CBOjJO] TAYKH TAHTUPA]y JaTe paBHHU.
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12 OcHOBHU NOJMOBU KOHRMAKMHE 260MEMPUJE

Hedbunumnuja 1.4. Heka je £ rnarka guctpubynuja quMensuje k 3a1aTa HA MHO-
rocrpykoctu M jaumensuje n. Kaxkemo ga je £ uneoaymuseHa ako je TMPOCTOP
ceuersa ['(§) JInjesa momanredbpa anrebpe X' (M).

Besy usmely unrerpabusinoctu (Koja je TeOMETPHjCKO CBOJCTBO) M MHBOJIY THBHOCTH
(koja je anrebapcko cBojcTBO) Ham jgaje PpobeHujycoBa Teopema.

Teopema 1.5. Hexa je & ducmpubyuuja dumensuje k 3adama va MHO20CMPYKOCTIU
M odumensuje n. Tada je caedehe exsusarenmmo:

1. & je unmeepabunna,

2. £ je uH60AYMUBHA.

WNurerpabuina gucrpubynnja 3amaje dosujoyujy aMOnjeHTaJIHe MHOTOCTPYKOCTH.

Hedopmanuo rosopehu, goaujayujo mumvensuje k je penanuja eKBUBaJIEHIIA]e Ha
aMOMjeHTaIHO] MHOTOCTPYKOCTH Y OJTHOCY Ha KOJY Cy KJIace €KBUBAJICHIINje TOBEe3aHe
UMep30BaHe MOJMHOIOCTPYKOCTH JuMen3uje k. Te moaMHOroCTpYKOCTH pa3/InCcTaBajy
aMOMjeHTaTHY MHOTOCTPYKOCT, IIPU YeMy Ce 3aXTeBa Ja TO Pa3JIHCTABALE JTOKAJIHO
u3IJe]la Kao pasjucTaBambe npoctopa R™ Ha kocere {x + RF : 2 € R™},

IIpumep 1.6. Ha counm mcmof, je TpuKa3aHO pasincTaBaie npocTopa R® Ha
kocere T + R2.

- P
P ki /4
‘_J—\_/

‘\I;/%

CMKA 1.1. pasimcraBame npocropa R?

Jeman on maumna jga (opmasHo yBeiaeMo mojam doaujanuja je momMohy amaaca
dorujavuje.

Amaac Poaujayuje komumvensuje k (npu wemy je 0 < k < n) HA MHOTOCTPYKOCTH
M™" je armac
(pi: Ui = R"™* x R¥)se;
Ha M TaxkaB ga (yHKIHje Ipejacka ¢;; JOKAJIHO UMajy 00JIUK
%‘j(xa y) = (gz‘j(% Y), hij<y>)a

y ogHocy Ha gexommosumnujy R” = R"7F x RF.

I Ha oBom mecry cmo moncrosernin RF ca ogrosapajyliny moxckymom {(x1,..., 2§, 0,...,0) :
x; € R} eykamzckor mpocropa R™.
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Kapre arnaca doaunjarnuje HazuBaMo kapmama posujauuje.

CnukA 1.2. kapre dosujamnmje

Cpaxa KapTa dommjanuje U; mpeacrapba IUCJYHKTHY YHH]Y n.aovuya®, Koje cy
jedunncane Kao KOMIOHEHTE T0Be3aHocTH noaMuorocrpykoctu ¢; (R x {y}),
3a y € R*. Ose miounne ce riobajiHo HAIOBE3Y]Y y AUCMOGeE, IPH YeMy Cy OHH
MOBE3aHe UMeP30BaHe MOJIMHOTOCTPYKOCTH JuMensuje n — k'y M.

Hedbunnnuja 1.7. Posujayuje xodumensuje k Ha MHOrocTpykoctu M je Makcu-
MaJjHu atiac ¢gosaujanuje na M xoaumensuje k.

KonTakTHe cCTpyKType €y y CYIITO] CYIPOTHOCTH ca (oInjannjaMa y 0JHOCY Ha MO-
jam maTerpabusiHocTu. PDosimjaruje MOXKEMO Jla BUAUMO KO pas3JjucTaBame aMOu-
jeHrajne MHOIOCTPYKOCTH Ha MHTErpaJjHe moaMuorocrpykocru. Jlok cy, ca gapyre
CTpaHe, KOHTAKTHE CTPYKTYpPe MaKCHMAJIHO HewmHTerpabuyHe. leomeTpujcka WH-
TeprpeTanyja MaKCUMaJiHe HeMHTerpabMIHOCTH Y JIUMEH3Uju TpH je ciaejeha: ako
je aucTpubyiuja MaKCHMAJTHO HEHHTEIpabU/IHa, He IIOCTOJH IIOBPIII Y IPOCTOPY KOoja
y €BaKOj CBOjOj TavyKH TaHrupa Ty auctpubynujy. lllraBuime, kako roja m3abpasn
MOBPIII Y TPOCTOPY W MaJU OTBOPEHU CKYI Ha H0j, IIOCTOJU TaUKa TOT CKYTa y KOjOj
MOBPIII HUje TAHTeHTHA Ha KOHTAKTHY CTPYKTYPY.

[Tojam makcuMmaJsiHe HewmHTerpabumHOCTH (POPMAJIHO YBOJUMO aJirebapcku. Ilpe
dopmasne neduHUITje, HABOIUMO MPUMED KOJH CJAYZKH Ko HheHa MOTHBAIH]a.

IMTpumep 1.8. Axo je mucrpubymmja & 3amara jesrpom l-popme «, Tama je oHa
MHBOJIYTUBHA aKO H caMo ako je a A da = 0.

OBo cilean IUPEKTHO U3 HAEHTUTETA

da(X,Y) = X(aY)) = Y(a(X)) — o([X, Y]). *

N3 @pobennjycose Teopeme u npuMepa 1.8 ciiequ j1a je KoopujeHTabuIHa, JTUCTPHOY-
1uja HHTerpabuiIna ako u caMo ako Baxku a A da = 0. Fbemy nmormnyrno cynporan
YCJIOB je Jla y CBAaKOj TA4YKH MHOTOCTPYKOCTH BaxKu a A da # 0, MITO MOTHUBHUIIIE
caejehy jepununujy makcumasine HeuHTEIPAOUIHOCTH:

2 Enr: plaque.
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Hedbunrumnuja 1.9. Jlucrpubynuja 3agara jesrpom 1-dpopme o Ha MHOTOCTPYKOCTH
JauMensuje 2n + 1 je MaKcumaasio HeunmezpabusHa ako je y CBaKOj TauKH MHO-
POCTPYKOCTU UCIHYIHEH YCJIOB:

A (da)™ # 0.

Hedununuja 1.10. Konmaxmna cmpyxmypa & = ker a na MHorocTpyKocTn M2 +!
je miarka jgucTpuOynuja KojuMmensuje 1 Koja je MakCcuMaJiHO HemHTerpabusiHa, To
ject, 1-dpopma « 3a/10BOJbABA YCJIOB

a A (da)™ #0.
Konmaxmmna muozocmpyrocm je ypeher map (M, £), noxk je 1-bopma a konmaxmma
popma.
YeaoB a A (da)™ # 0 Ha3UBAMO KOHMAKMHUM YCAOBOM.

Hanomena 1.11. 113 KoHTaKTHOT yCJI0Ba HEITOCPEIHO CJAeIM /a je 3a cBako x € M
dbopma (da), cumiiekTnuka Ha &,. *

ITpumep 1.12. Cramgapana KOHTaKTHA CTPYKTYpa Egq Ha R?TL ca cranpapianm
KOOpAHHATAMA (T1, Y1, - .., Tn, Yn, Z) 337aTa je jesrpom l-dbopme:

n
Qgrg = dz — Z xidy;. *
j=1
[IpeTxoamHu npuMep mpejacTaB/ba mocedal caydaj 1-1eT pacjiojema.

ITpoctop R*"*! moxkemo na maentuduryjemo ca T*R" x R. Honarno, Ha R*"
JInmyBusioBa 1-dpopma A uma 00JIMK

A= Z X dyj,
j=1

1ma KOHTaKTHa ¢dpopma u3 npumMepa 1.12 uma 3anuc o = dz — .
Hedbunaumnuja 1.13. Cumniexmusaiyujo KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH
(M, €& =kera)
je TadvHa CUMIIJIEKTUYKa MHOT'OCTPDYKOCT
(M x RY, d(t7*a))?.
[Ipumep 1.12 ce mpupoIHO YOLIITaBa HA MPOU3BO/HHY IVIATKY MHOTOCTPYKOCT L: Ha

upocropy T*L x R konrakTHa cTPYKTYypa &jer Ce 3anaje jesrpom 1-bopme dz — A,
rie je A JImyBuiaoBa dpopma Ha KOTAHI'€HTHOM pacJjojewy 1™ L.

Benuka kj1aca npuMepa KOHTAKTHUX MHOTOCTPYKOCTH J1001ja ce Ha ciiejehn nauun
(3a nokas sugeru cras 1.4.5y [8]):

3 TIpecimkasame 7 : M x Rt — M je TIpojeKnuja Ha TPBY KOOPIUMHATY.



15

Teopema 1.14. Hexa je Y Jluyeuroso eexmopcko nowet na cumniexmusroj mmo-

eocmpykocmu (W, w). Tada easrcu caedehie: akxo je M zunepnospus mpanceepsasma
Ha Y, pecmpukyuja dopme iyw wa M je xoumarxmua dopma.

ITpumep 1.15. Konraktaa MHOroCTpyKOoCT (ST*T™, & = Ker aieayn) ce m0buja Ha
oBaj HauMH. 1- bopMa ., je 3aJaTa ca

Aecan = )\|ST*T">
rie je A JImysuiaoBa dpopma Ha KOTaHTeHTHOM pacJojemy 1T*T™. *

ITpumep 1.16. CummiekTu3alyja KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH u3 Ipumepa 1.15
je m3omopdHa ca

(T*T™\ {0}, d\).

Kana yBopumo HOBU O0jeKaT — y HaIlleM CJIy4Yajy KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH —
HPUPOHO Ce MOCTaB/ba MHUTAaIbe: INTa cy Mopdusmu usmelhy mwux? Mopduzmu y
KOHTAKTHO] KaTeropuju Cy IPecanKaBarma Koja 9yBajy KOHTAKTHY CTPYKTYpy. Y
HAacTaBKy heMo ce HajBuilne GABUTH U30MOPMDU3MHUMA Y TOj KATErOPHUjH, Koje calla
u dpopMaaHo AedUHUAIIEMO.

Hedununnmja 1.17. Heka cy (M, & = kerag) u (My, & = ker ap) jiBe KOHTAKTHE
MHOTI'OCTPYKOCTH uctux jgumensuja. Jludeomopduzam ¢ : My — My je xoumak-
momopPuzam aKo dyBa KOHTAKTHY CTPYKTYDY, To ject, ako Baxu Tp(&;) = &o.

VcIIoB J1a je mpecnKaBambe KOHTAaKTOMOPgH3aM MOKe ce pepOpMYIUCATH HA Je3UKY
1-cbopmu. Hamme, nudeomopduszam ¢ je KOoHTAKTOMOPhHU3aM aKO U CAMO aKO II0-
croju rmarka dyuknuja [ : M; — R pazauunTta o1 HyJe YV CBaKOj Ta4KH, TaKO Ja
BasK1

Yoy = fay.
JeJlan oj1 mpuMepa KOHTaKToMOpdHu3aMa je JujaTaluja IrpocTopa.
IIpumep 1.18. IIpecnukaBame
Ps - (RQn_l, Esta) — (R%_l> Esta)
3a71aTO €a
Ps(T1, Y1, - Tty Yn—1, 2) = (ST1, SY1, -, STp—1, SYn—1, 322)

je KoHTakroMopduzam. *

BekTopcka mo/ba Ha KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH KOja T€HEpHIy jeJHOoapaMe-
Tapcky bamuanjy nudeomopdruzama caunmeny o1 KOHTaKTOMOpdu3ama Ha3uBaMO
KOHMAKMHUM GEKTOPCKUM NOSHUMG.

[Tpumep KOHTAKTHOT BEKTOPCKOTr ToJba je Peboso sexmopcko nome Koje jedu-
HUTIIEMO KaO0 JeJIMHCTBEHO BEKTOPCKO I0Jbe KOje 33 I0BO/baBA:

L. a(R,) = 1;
2. iga(Ra, ) = 0.

4 Moncernyk: BeKTOPCKO mOBE Y Ha CUMIIIIERTHYKO] MHOTOCTpyKOocTH (W, w) je JInyBUIOBO aKo
BaxXkn Lyw = w.
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Baxkno je namomenyTn ja je PeboBO BEKTOPCKO 10Jbe TI0jaM Be3aH 33 KOHTAKTHY
dopmy, Kao u jJa ce auHaMuKa PeboBHX 1MoJ/ba NPUJIPYKEHUX PATUUIUTUM KOH-
TaKTHUM (popMaMa Koje 3a7ajy UCTY KOHTAKTHY CTPYKTYPY MOKe JTOCTa Pa3IUKO-
BaTH.

ITpumep 1.19. V npumepy 1.12, PeboBo BeKTOPCKO 110/be HPUAPYXKEHO 1-dhopmu:

a=dz — ixjdyj

j=1

je g *
%
IIpumep 1.20. ¥V npumepy 1.15 je Peboo BekTOpcKo mosbe R, TPHIPYKEHO
KOHTAKTHO] (DOPMHU (ryy, JTOKATHO 33JATO CA:
- 0
Raon ij *

JIBe konTakuTe MEHOrOCTpyKOocTH (M, &) u (M, &) cy Konmaxmomopgre ako moc-
TOju KOHTaKTOMOpdu3am ¢ : My — My nzmehy mux. Kao u y CUMILIEKTHYKOM
cJydajy BasKd Ja Cy CBakKe JBe KOHTAKTHE MHOIOCTPYKOCTH JIOKAJHO mcre. Ilpe-
nusnuje, Baxu JapOyosa Teopema (3a joka3s sugeru teopemy 2.5.1 y [8]).

Teopema 1.21. (/Tap6yosa teopema) Hexa je (M*'*1 &) wonmaxmna mno-
eocmpyrocm dumensuje. Tada ceaxa mauwa mmozocmpyxocmu M uma oxosumy
Kormaxmomopdy oxosuny xKoopounammoe novemsa y R* 1 ca emandaponom xon-
MAKMHOM CMPYKMYPOM Egq.

JlapbyoBa TeopeMa HaM Karke KaKO KOHTAKTHA MHOTOCTDYKOCT H3IJIe/[a JIOKAJHO.
AKO TauKy mocMaTpaMo Kao MOAMHOTOCTPYKOCT JIUMEH3HUje HyJa, MPUPOTHO Ce
MOCTaB/ba MATAE Ja JIU TOCTOje HeKe KJace MOJAMHOTOCTPYKOCTH HETPUBHjaJIHE TH-
MeH3Hje KOje UMajy OKOJUHY Ha K0jOj 3HAMO KaKO H3IJela KOHTAKTHA CTPYKTYpa.
OaroBop Ha TO MHTame je TMOTBPIAH, IPU YeMy H3/IBajaMO JIBe KJiace TOIMHO-
TOCTPYKOCTH €& OBUM CBOJCTBOM: U30MPONHE U KOHMAKMHE MOIMHOTOCTPYKOCTH.

Jedunnmuja 1.22. Heka je (M?" ! ¢ = ker o) KoHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT.
[Moamuorocrpykoct L C M je uzomponna axo je T'L C .

N3orponne moaAMHOrOCTPYKOCTH TAHIUPAjy KOHTAKTHY CTPYKTYPY y CBaKOj CBO-
joj Tauku. [Ipumernmo, mehyTtum, na To HHje y KOHTPAJIUKIUjH Ca MAKCHMAJTHOM
HEMHTETrPaOUIHONINY KOHTAaKTHE CTPyKType. Hamme, ycjioB MakcuMaJjHe HEUHTE-
IPpaOUIHOCTH MCKJbYUYje IOCTOjalbe XUIIEPIOBPIIN Koje OU y ¢BaKOj TaYKU TaHIHU-
paJte KOHTAKTHY AucTpuOynujy. Ca Apyre cTpaHe, MOCTOjale TOIMHOTOCTPYKOCTH
HUZKUX JUMEH3Hja ca OBUM CBOJCTBOM je JIOMYIITEHO.

Nnak, ucnocrasiba ce J1a NOCTOJH FOPHHE OTPAHUYEHHE 32 JUMEH3U]y OBUX HOMHO-
rocTpykocT. ApPryMeHT je cTBap JUHeapHe ajredpe W dumbeHuIe 1a je (opma
(dav), cuMIIeKTHYKA HA TTPOCTOPY &, .

Cras 1.23. Hexa je (M*"*1) €) xonmaxmmna mmozocmpyrkocm dumensuje 2n+1 u
L C (M, &) usomponna nodmmozocmpyxocm. Tada je dim L < n.
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okazs: Hexka je ¢ : L — M wunkay3uja u o KOHTaKTHA (opma Koja 3ajaje
KOHTAKTHY CTPYKTYpY &. Kako je L m30TpoIHa moMHOTOCTPYKOCT, IO JePUHUTN]H
Bakn (*a = 0, a camum TiMm je n i*(da) = d(i*a) = 0.

U3 mperxomnor 3ak/bydyjeMo Ja je 3a cBaky Tauky x € L normpocrtop T,i(T,L)
M30TPOIaH MOTIPOCTOP CUMILIEKTHIKOT BEKTOPCKOT mpocTopa, (., da,).” Bymyhn
Jla 3a npou3Bosbal nmotmnpoctop U C &, BaxKu TeopemMa 0 30Upy JUMEH3Hja:

dim U + dim U+ = dim &, = 2n,
u3 nnxiysuje T,i(T,L) C (T,i(T,L))* mupektno 3akmydayjemo jaa je dim L < n. [

Hedbunnnumja 1.24. V30Tponna moJMHOIOCTPYKOCT MaKCHMaJIHe Moryhe JuMeH-
3uje HA3UBa ce Jleatcarndposom.

JIexkaHaApoBe TMOIMHOTOCTPYKOCTH MPUPOJTHO HAJTA3WMMO yHyTap l-TeT paciojema

(T*L x R, &y = ker(dz — N)).

ITpumep 1.25. Craka raarka dyukiyja f : L — R oapehyje jeany Jlexkanaposy
MOAMHOTOCTPYKOCT. [IpuapyKusame

F:L—->T'LxR, xw— (z,df,,f(z))

HpecaInKaBa MHOTOCTPYKOCT L Ha 10j audeomopdny JlexkanapoBy MOIMHOIOCTPY-
KOCT y l-1m1eT pacJojemy. *

Ykouko uzabepemo tpupdjaiany dbyuknujy f = 0, u3 upumepa 1.25 Buaumo jga
ce CBaKa MHOTOCTPYKOCT [ MOXKe BHJIETH KAa0 HYJITO cederhe oiropapajyher mer
paciojema. Ta unmennia, y KomOuHaAIMju ca ciaegehom Teopemom, faje JIOKaJHA
MO/TEJT 33 OKOJINHE 3aTBOPEHUX JIeKaHIPOBUX MOIMHOTOCTPYKOCTH.

Teopema 1.26. Hexa cy L1 u Lo dee mehycobro dudeomopdre sameopene Jleocan-
dpose NoOMHOZOCMPYKOCIU YHYMap kowmakmuur mHuozocmpykocmuy (M, &) u
(M, &). Tada nocmoje oxoaune nodmmozocmpykocmu Ly u Loy koje cy wonmar-
momopgne.

Hanomena 1.27. Y oBoM paJiy ce npeTekHo GaBUMO KOHTAKTHOM T'€OMETPUjOM Y
nuMensuju Tpu. CTora cy 3a Hac Haj3HAuYajHUje 3aTBOpeHe JlexKaHIpOBe MOIMHO-
roctpykoctu Jleswcarndposu wsoposu. To cy 4BOPOBU KOjU €y Y CBAKO] CBOjO] TAUKH
TaHTeHTHW HA KOHTAKTHY CTPYKTYDY.

[Tocmarpajmo mpocrop St x R? ca KOHTAKTHOM CTPYKTYPOM:

¢ = ker(cos Odx — sin dy).
Ypop K = S x {0} C (S x R?, €) je Jleskanapos. [Ipema Teopemn 1.26, Jlexkan-
JIpOB 4BOP L yHyTap TPOAUMMEH3UOHAJHE KOHTAKTHE MHOIOCTPYKOCTH UM, OKOJIMHY
Koja je KoHTakToMOpdHa 0TBOpeHoj okosunu ypopa K y npocropy (S x R? €).

[Ipema ToMe, OBaj MPOCTOP je JOKAJHN MOJE 33 OKOJIMHE JIeyKaHIpOBUX YBOPOBA.
*

JIpyra BaykHa KJjaca KOjy CMO HajaBWJIM jecy KOHTAKTHE TOJIMHOIOCTPYKOCTH.

5 IMoncernnk: ITormpocrop U cuMmaekTHUkOr BeKTOpCKOr mpocropa (V,w) Ha3uBa ce usompon-
HuM aKO BaxKn WHKIy3mja U C UL,
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Hedununuja 1.28. Heka je (M, ) KoHTaKTHA MHOTOCTPYKOCT.
[Moamuorocrpykoct M’ C M ca KOHTAKTHOM CTPYKTYpoM & je xonmaxmma nodmmo-
eocmpyrxocm y (M, &) axo je TM' N =&

OBa KJ1aca MOJIMHOTOCTPYKOCTH je Y CYIITOj CYMPOTHOCTH ca KJIacoM JIexKaHapoBux
HOJMHOTOCTPYKOCTH y cieneheM cMHCIy: PeCTPUKINja KOHTAKTHE CTPYKTYpe aM-
OujeHTaTHE MHOTOCTPYKOCTH Ha JIezKaH/1pOBe MOIMHOTOCTPYKOCTH J1aje MaKCHMAJIHO
UHTETrPAdUIHY JUCTPUOYIH]Y, JOK PECTPUKIIMjA T€ UCTEe KOHTAKTHE CTPYKTYype Ha
KOHTAKTHE MOJAMHOTOCTPYKOCTH Jaje KOHTAKTHY CTPYKTYPY (KOja je MaKCHMAJHO
HeHHTerpabuIiHa).

Cnmaro Kao y cay4ajy JlexkanapoBuX MOJAMHOTOCTPYKOCTH, MOCTOje OKOJTMHE KOH-
TaKTHUX TOAMHOTOCTPYKOCTH Ha KOJUMa 3HAMO KAaKO WM3IJIea KOHTAKTHA CTPYK-

Typa.

Hanmomena 1.29. Tpanceepaasru 460po6u Cy YBOPOBHU KOjU CY Yy CBAKOj CBOjO]
TAYKW TPAHCBEP3aJHW Ha KOHTAKTHY CTPYKTYPY, W OHU Cy CHENUjaJaH TTPUMEp
KOHTAKTHUX IIOJMHOIOCTPYKOCTH.

ITocmaTpajmo npoctop St x R?"~2 ca KOHTaKTHOM CTPYKTYPOM:

n—1

¢ =ker | dz+ Z(xjdyj — y;dx;)

j=1
Upop K = S x {0} C (S' x R*"2 £) je nupumep TpancBep3aanor upopa. Kao
nocseauna reopeme 2.5.15 y [8], cBaku Tpancsepsannu 4Bop T yHYTAp HPOU3BOJbHE
KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH IWMeH3Hje 2n — 1 mMa OKOJMHWHY KoOja je KOHTaKTO-
mopdHa orBopenoj okoaunn upopa Ky npocropy (ST x R*72 &) upu yemy ce T
TUM KOHTAaKTOMODP(U3MOM HpecinkaBa na K.

[Tpema Tome, KOHTaKTHA MHOTOCTPYKOCT (ST x R?"72 £) nam jaje JoKajHu Mojiel
3a OKOJIHHE TPaHCBEP3aIHHX YBOPOBA. *
Ha kpajy oBe riiaBe hemo jjokazaru ciejehu pesysrar:

Teopema 1.30. Hexa je (M*"1, €) xonmaxmna muozocmpyrocm dumensuge 2n—1
uT C (M?7, &) mpanceepsannu weop. Tada nocmoje omeopena oxoauna U moz
weopa u omeopen nodckyn A C S"1 jedunuune cdepe, maxsu da cy odeosapajyhie
wonmarmme mrozocmpykocmu (U\T, &) u (T X A, Ecan = Ker qean) usomopgne.

Cnenehe tBpheme, koje he Ham OuTn BazKHO y 9eTBPTOj IVIABU Paja, je NUPEKTHA
nocyeanna Teopeme 1.30.

Ilocaenuua 1.31. 3a npousscowny wonwmarmmy muozocmpyrocm (M* 1 &) no-
cmoje omeopen ckyn U C M u omeopen nodekyn A C S™ 1 jedunuune chepe
maxeu da cy muozocmpykocmu (U, &) u (T™ X A, €an) KOHMarmMOMOPPHE.

JTokaz Teopeme 1.30 najemo y caydajy n = 2.

oxkaz:

IIpBO majemMo CKHILy caMor J0Ka3a:
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1. N3 manomene 1.29 caean ja aBop 1’ uma orBopeny okosimay U C M xoja
je kontakroMopdHa HEKOj OTBOPEHO] OKOJIMHEU V' 4BOpa

K = S'x {0}
YHyTap IIpocTOpa
(S' x R?, € = ker(dz + r*df)),

npH Yemy Taj KontakroMopdusam usop T’ cinka na St x {0}. Bes ymamema
OIIIIITOCTU, MOYXKEMO LIPETHOCTABUTHU JIa je CKyll V o0Jiuka

V=A{(z,0,r)|r<e}
3a "Heko € > 0.
2. Heka je
O={(z,0,r) € S" xR*|r > 0}.
KoncrpyumieMo npecinKaBame
0:0—=T?*x S

Koje je KoHTakToMopdusaMm Ha cjuky, nupu demy ¢ ckyn V \ K ciauka Ha
cxyn obsmka T2 x A 3a meku orsopen moackyn A C St

3. 13 mpBOTr KOpaka BaxKu:
(U\T, &) = (V\ K, &= ker (dz + r*df)).
N3 apyror kopaka BazKu:
(V\ K, € =ker (dz +1r%d0)) = (T? x A, {ean = ker aean)-

Tepheme jacHo caean.

Hakme, mpobjeM ¢MO CBEIH Ha KOHCTPYKIM]Y IIPECTHKABAILA .
Hedunumemo dyuxiujy h: O — (0, 1) ca:
1
[Tpecamkasame @ : O — T? x S! nedpunncano ca:
(2,0, 1) = (2, 0, h(r)?, (h(r) - 1))

je KoHTakToMOpdHU3aM Ha CBOjY CJIHKY.

h(z, 0, 1) =

Cinka npeciankapamba @ je ckyn 12 x J, rae je J OTBOPeHH JIyK KPYyZKHHUIIE Y IPBOM
KBa/I[PAHTYy JepUHUCAH Ca:
, s
J = {6’9 RS (O, —)}
| 2
To memocpeHO caeay U3:
lim(h(r)Q, (h(?") ’ 7")2) = (L 0)7

r—0

lim (h(r)?, (h(r)-7)*) = (0, 1).

r—-+00
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[IpecimkaBame @ je TIaTKO U uMa riagak maseps ¢ : 12 x J — O gedunucan ca:

¢(Z7 67 ay, a2) = (ZJ 07 %) 9
\/ 3]

na je ¢ nudeomopdusam.
JIupekTHUM pavdyHOM jodujamo cjiejgehn Hu3 jeHAKOCTH:
©*(a1dz + apdf) = h(r)*dz + (h(r) - r)*df
= h(r)*dz + h(r)* - r*df
= h(r)*(dz + r*db),

ojlakJjie, ¢ 063UpoOM Ha TO Ja je ¢ audeomopduszam, caean Ja je OHO ¥ KOHTAKTO-
Mopduszam.

g

Hamomena 1.32. Mozkemo mpenusHuje 1a ommmreMo ckyn A, mro he Ham 6urh
KopucHO KacHuje y paay. Hamve, V' \ K je OTBOpeH u MOBE3aH CKYI, Ma U HEroBa
CJIMKA TPU KOHTAKTHOMOP]u3My ¢ uma ucra csojcrBa. Omarie cienu ga A mopa
OUTH OTBOPEH W MOBE3aH CKYI jeJuHuYIHe KpykHuUre. [lpenusnuje, A mopa Outn
orsopen ayk y S!. [[tasumre, Kako je

lim (h(r)Qa (h(?") ) T)Z) = (]-’ 0)7
r—0
yaumajyhin y o63up msrien ckyma V' \ K 3akbydyjemo jia je ckyn A obsmka
A=1{e"]0¢(0,6)},

3a HeKO 0y € (O, g), *

Cé ---f_, ‘,\;SAX.S.O\[ X
- -‘F/
7 [ Ul‘)}
Ty, 7 (2RO - REL T
v c U ﬁo
L9

CymkA 1.3. konrakromopduzam ¢ npeciukasa V \ K na T? x A

Hanomena 1.33. V BumuM auMeH3ujaMa J0Ka3 OcTaje y CYIITHHU UCTH; PA3JIUKa
ce jaB/ba jeIMHO y HAUWHY HA KOju ce jpedunuiny ckyn O, dynknuja h u KOHTAK-
ToMopduzam .

Cxyn O C St x R?"2 nedpunmnmemo na caegehn Haumn:

(9:{(z,rl,...,rn_1,91,...,9n_1)|7‘Z~ >0}



21

Kouncrpykiuja dyunkinuje h u KoHTakToMOpdu3Ma ¢ ce MPUPOIHO IPOIIUDPYje Ha
BUIITE JTUMEH3H]E.

®yukuuja h: O — (0, 1) je nara ca
1

. 7rn71) = —_17
(Lt
=1

NoK mpecaukasame ¢ 1 O — T" x S"~! gecdpmrmmeno ca
QO(Z, 91, cey Hn,l, 1y oo vy Tnfl) = (Z, 61, ey 9n,1, h(T)Q,
(h(r)-71)%, ..., (R(r) - T0_1)?).

h(Z, 91, ey Gn,l, 1, ..
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2 IloBpHnim y KOHTaKTHO] reoMeTpPHju

Y 0BOj ryIaBH KOPUCTHMO ciieehe o3HaKe:

- (M, € = ker a) - TpoMMeH3NOHAIHA KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT, TPH YeMy
jeé KOHTaKTHa CTPYKTypa & KoopujeHTrcana 1-opmom «;

- Y - 3aTBOPEHAa OPHMjeHTUCAHA TTOBPIII;
- wy; - opMa opujeHTalM]e HA ITOBPIIU X3

- 1:2% — M - ynarame moBpimu X y MHOroctpykoct M.

JlexkaH/IpoBH M TpPaHCBEP3aJIHM YBOPOBU, KOJU CY PEIOM CIEIUjaTHNA TTPUMEDPH H30-
TPOITHHUX, OJHOCHO KOHTAKTHUX HOAMHOrocTpykoctu y (M, £), umajy okonHe Ha
KOjUMa 3HAaMO KaKO KOHTAaKTHA CTPYKTypa m3rieia. lloBpimm y jguMeH3uju Tpu
IpeJICTaB/hajy jOII jeIHY BayKHY KJACy IOJIMHOTOCTPYKOCTH W3 HCTOT pasJsora.
Hauwme, undopmanuje o nonamamy KOHTAKTHE CTPYKTYPE V JIOBOJHHO MaJjI0j OKOJIH-
HU TOBPIIH MOTY ce TOOUTH U3 Tpara KOju KOHTAKTHA CTPYKTYPa OCTaB/ba Ha CAMO)]
noppinu. ZKupyoBa Teopema o JIOKAJIHO] PEKOHCTPYKIUju (dujy dopMmyianujy na-
jeMo Kacuuje - BujgeTu Teopemy 2.9) Kazke Ja, YKOJHUKO J[Be KOHTAKTHE CTPYK-
TYpe OCTaB/bajy UCTU Tpar Ha IOBPIIU, OHE MOPajy OUTH M30TOIHE y HEKO] HHeHO]
OKOJTUHU.

[ItaBuie, MOYKeMO U3JIBOJUTH KJIACY HOBPHIH (KJIaCy KOHBEKCHUX MOBPIIH) TAKBY
Jla ce TIOHAITAae KOHTAKTHE CTPYKTYPe V HeHO] OKOJTMHI MOKe HIMTIATATH U3 KIace
N30TOIHje KOHAYHOT CKyla KPYKHHIA, IITO je HemocpeaHa mocaenuia zKupyose
TeopeMe o peasnmsanuju (Bugern Teopemy 4.8.11 y [8]).

Y cekmuju 2.1 dhopmanmsyjeMo mojam Tpara KOHTAKTHE CTPYKTYpPEe Ha IOBPIIH.
Hakon Tora, y ceknuju 2.2 yBoJUMO KJaCy KOHBEKCHUX MOBPIIHU, 3aj€HO Ca jOIIT jeI-
HOM, 0] JINCJYHKTHOM KJIACOM — KJIACOM Tpe/ijlarpanzkeBux nospinu. Kiiaca mpej-
JIArPAH2KEeBUX IIOBPINH je BakKHa jep IMOMONY Ibe y HapeJIHO] IVIaBH J1e(PUHULIEMO
MOInPUKOBAHY KOHTAKTHY WHBAPUjAHTY OOJIMKA.

23
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2.1 Kapakrepuctudne ¢oJmjanmje

Tpar KoHTakTHE CTPYKYTpe Ha MOBPIIN (hOpMaAIU3yjeMO TOjMOM Kaparmepucmu-
wrur poaujaryuje. Kapakrepuctuane osujaruje npecrapibajy mnoceban ciydaj
CHUHTYJIAapHUX pojnjalnja, a HajIpe YBOIUMO Taj IMOjaM.

WNurerpabuina auctpudynuja HHAYKYyje poJIHjalnjy MHOTOCTPYKOCTH HA ITOIMHO-
FOCTPYKOCTU MambUX JIUMEH3H]a.

ITpumep 2.1. Bektopcko nosbe X Ha MOBPINH Y KOje HEMa CUHIYJIAPHUX TadakKa
3a/1aje MAKCUMAJIHO MHTErpabmiIny JAucTpuOyIujy, Koja HHIAYKYje jeIHOIUMEH3U-
onaysiHy bosmjalnujy Ha Toj noppinu. Jlucrou dosmjanuje cy MHTErpasHe KpHBe
BEKTOPCKOI 10/ha X. *

[IpuMmeTrMoO jJa MHTErpaJiHe KPUBE BEKTOPCKOT IMOJba KOje MMa HyJe Ha IOBPIIH
(03HAUNMO ca S CKYyT HyJIa TOT BEKTOPCKOT T10/ba) UHAYKY]Y jeJTHOANMEHINOHATHY
dbomjanujy muorocrpykoctu X\ S. Ty dosmjanujy HazuBamMo cuH2yaapHom Gosu-
joyujom TOBPITE Y. W o3HAadYaBamo je ca Fy. Cuarymapuy doujanujy moBpIim
MOZKEMO JIyaJHO Jia BHAMMO Kao je3rpo 1-dopme Ha X.
Hawnwme, mpuapyKuBame

X(X) = Q(%), X —ixws,

je mzomopduszam, mna HEIOCPeJTHO CJAeIU Ja CHHIYIAPHY (DOIHjAIUjy eHEePUCAHY
BEKTOPCKHUM T10/beM X MOKEeMO BHJETH Kao je3rpo 1—-dopme ixws.

Hedunanmnuja 2.2. Heka cy:

(1) X 3aTBOpEHA OpHjEHTHCAHA MOBPIIL;
(2) B € Q'(X) npoussomna 1-popma na .

Vpebhen nap (X, 3) nasusamo cumzyaaphom dorujayujom ' nosprm 3.
Hedbununuja 2.3. Cunrynapua dosumjamuja (X, () je kapaxmepucmuuna ako mo-
cToje:
(1) (M, & = ker o) — KOHTaKTHA MHOTOCTPYKOCT JMMEH3Hj€ TPH, DU 4eMy je
¢ KOOPUjEHTUCAHO Ca (;

(2) i : X — M — ynarame,
Tako ja Baxu [ = i*a.

3a kapaktepuctuuny doanjanmujy (X, i*a) fiemo kopuctutu o3uaky Fy.

Hedbunaumnuja 2.4. CKyn curzysaprur mavaka KapakTepuctuane donujamuaje Fr,,
y ozuanu Crit(Fy), aedunuiie ce ca:

Crit(Fy) :={pe ¥ : (i"a), = 0}.

I Ha cxymy Q! (X) MokeMo z1a yBe1eMO pesialyjy eKBUBAJIeHIMje ca: 3 ~ 7y aKO U CaMO aKO I10CTOjU
crporo nosutusHa bynkuuja f € Q°(X) Taksa 1a je 8 = f . ®opmasHo, cuHryIapHa dommjammja
ce nedunnme kao ypehen map (X, []), rae je [8] knaca y omHOCy Ha TMpeTXOmHO AedWHWCAHY
penamujy eksuBasienigje. Mehyrum, mu hemo paauTu ca KOHKPETHUM MPEICTABHUIINMA KJIACA.
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Hanomena 2.5. Kapakrepucrnuny dboanjanujy (2, i*a) 1yaaHo MOKeMO 1a B~
MO Kao0 jeJJHOAMMEH3HOHAIHY peryaaphy domujanujy maorocrpykoctu X\ Crit(Fy)
WHIYKOBAaHY BEKTOPCKAM TMOJbeM X :

ixwg = "o
[Tpumernmo fa 3a cBako p € X paxkn X, € 1,5 NE,.2

[eomeTpujcku riiegano, KapakTepucTHIHa (posrjariuja MOBPIIH je MpeceK TaHTeHT-
HOT' pacJjojerba MOBPINK U KOHTAKTHE TUCTPHOYyIH]je:

Fr=TYNE. .

Cunrynapra dosmjanuja (X, §) He Mopa yBeK OUTH KapakTepucTHdHa. Hapemxu
CTaB Jiaje MOTpedAH U JIOBObAH YCJIOB IO/ KOJUM ce cUHTYJIapHa (bOJIHjallHja MOXKe
peaM30BaTH Kao TaKBa.

CraB 2.6. Cuneysapna gosujayuja (3, ) je kapaxmepucmuuna axo U camo axo
nocmoje
ue L) u veQ(y),
makee 04 8aHCU:
udfB+ BNy > 0.

oxkaz:
(=) : TIpernocraBumo Ja je cunryiapha doaujanuja (3, ) KapakTepUCTHIHA.

[To medununuju nocroje KoHTakTHA MHOrocrpykoct (M, { = kera) um yiaarame
1: 2 — M TakBU Ja BaXKH:

b =1i%a.
Hexka cy:
(1) X — raTko BEKTOPCKO MOJbe Ha Y 33JIaTO Ca:
Ixws, = i a;
(2) J — cKOpO KOMILIEKCHA CTPYKTYpa Ha Y. KOMIATHOMIHA ca (DOPMOM Ws:;
(3) v — audepenmujanna 1-dbopma 3amara ca:
voi=ldyx(ws).
Henocpeanum pauynom jobuja ce j1a BazKu
BNy =0,
pu 4eMy je
Bp =0 axo u camo ako X, = 0.

3a cBaky Tauky ckyna {p € ¥ : 5, = 0}, Kao HocIeauIa KOHTAKTHOT YCJIOBA BAyKU
(dB), # 0. Oyuxumjy u meduHAIIEMO TAKO [Ja y3UMa BPEIHOCT 1 Ha OKOJIMHU
HO3UTHUBHUX CHHIYJIAPUTETa W BPEIHOCT —1 HA OKOJHMHE HEraTHBHUX.

2 Ha oBom MECTY, KO U y HACTAaBKy paJia, moucropehyjemMo mospin ¥ ca mbeHOM caukoM i(3).
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(<) : Heka cy u € Q°(X) u v € QY(2) Takse na BaxKmu:
udB + B ANy >0. (1)
Ha npocropy X x R aedpunurmmo 1-bopmy « ca:
a = [ —ty+ udt + tdu.

U3 ycaosa (1) caean na je konrakTau ycaos a A da > 0 3agoBosber Ha % X {0}, a
caMHM THME je 3aJI0BO/beH U Ha Y X (—¢, €) 3a J0BOJBHO Masio € > 0.

MuoroctpykoctT M, KOHTaKTHY CTPYKTYPY & u yaarame ¢ : 2 — M aedunuiremo
pesoM ca:
(1) M: =X x (—¢,¢);
(2) & =kera;
(3) i(p): = (p, 0).
(|

Ilpumep 2.7. Ha counum mcrmoa npukasaHa je KapakTepucTudHa QoJimjanmja je-
auHAIHe cdepe:

Y =25%C (RS, & =ker(dz + zdy — ydx)),

WHIYKOBaHA KOHTAKTHOM CTPYKTypoMm &. CuHrynaphe Taduke oBe (ojujanuje cy
CeBePHU U JYKHU IOJT.

CnuKA 2.1. kapakrepuctudna (osujanuja cpepe HHIyKOBaHA KOH-
TaKTHOM CTPYKTYPOM &
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IIpumep 2.8. Ha cannu ncno i npukas3aHa je KapakTepucTudHa posmjamuja Topycas:
Y= {z=a0} C (T° & =ker(cos(z) dz — sin(z) dy)).

Cunrymapuu ckyn ose (poJimjaliuje mpeICcTaB/ba YHU]Y JIBEJY AUC]YHKTHUX KPY2K-
HHUIIA HAa BucuHaMa 2z = 0 u z = 7.

‘J
a
-

-
-—wmup@fOoe~ —wp@BO
-

CIuKA 2.2. xapaktepucTudHa doamjanuja Topyca HHIYKOBaHA
KOHTAKTHOM CTpyKTypom &; ayrop cjuke je Patrick Massot (izvor:

[13])

Canma majemo npenusny gopMmynanujy 2KupyoBe TeopemMe 0 JTOKATHOj PEKOHCTPYK-
MHjH.

Teopema 2.9. (ZKupyosa teopema o jokaaHoj pekorcTpykiunju) Heka cy & u &
dse no3uUMUEHE KOHMAKMHKHE CMPYKMYpe Koje uHdyKYyjy ucme Kaparxmepucmuire
dorujauuje na 3ameopero] yaoscerno] nospuiy . Tada nocmoju oxosuHa NOSPULL
Y wa kojoj cy & u &' usomonne (uzomonujom xoja 2a06a10 wysa 3 ).

Jlakjie, YKOJIMKO JIBe KOHTAKTHE CTPYKTYPE HHAYKY]Y UCTY KapaKTepUCTUUIHY (HhoJu-
janyjy Ha TMOBPIINH, Ta/1a TOCTOJU JOBOJHHO MaJia OKOJIMHA Te IMTOBPIIN Ha KOJOj Cy Te
KOHTAKTHE CTPpYKType m3oronHe. [lltaBuiie, y HeKHM CJIydajeBUMa Ce MOHAIIAE
KOHTAKTHE CTPYKTYpPE Y OKOJIMHHU MOBPIIH MOXKE HITYUTATH U3 KJIace H30TOIHU]je
KOHAYHOT CKyla KPYKHHIA. 1aj CKyIl KPYKHHUIA je M0ojaM Be3aH 3a CHHIYJIAPHY
donujanujy moBpinu U mHeroBy hopMasiny JAepUHUIU]Y JajeMO Y HACTABKY.

Hedunnmnuja 2.10. Heka je Fy, cunrynapra doaujaryja mospiu . CKyT Kpy K-
Huna [ je deobnu cxyn Te dosnjanmje ako BasKH:
1. I' je Tpancsep3asian Ha Fy;

2. Iocroju dhopma 3ampemune 2y Ha X n BeKTOpcko mobe X € X(X) koje
3ajiaje Fy Tako ja:
- ﬁxgg #OH&E\F,
- Y\I'=%, UX_, upu yemy je
Yy = {I S :i:leQEX > O},

a BeKTOPCKO nosbe X ny:K [' mokasyje TpaHCBepP3aIHO U3 Xy y 2.
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ITpumep 2.11. /leobuu ckynosu y npumepuma 2.7 u 2.8 cy peioM €KBaTOp
z = 0 n yHuja aBejy Kpy:xKauma: cos z = 0.

CHUKA 2.3. npuMepu Jeo0HUX CKYIOBa KapakKTepHUcTHYHE (hosu-
janmje
*

[IpeTxoano npukasane Kapakrepucruune doaujamnuje cpepe u Topyca UMajy OJIro-
Bapajyhe meoOHe ckymoBe. MehyTtum, y ommreMm caydajy, 3a CHHTYJIapHY (hosu-
janmjy (X, /) nospuim X HenpasaH JeoOHH CKyn He Mopa jaa nocroju. Ilurame
eT3UCTEHINje TaKBOT CKYIMa MOxKe ce pedOpMy/IMCaTH Ha BUINE €KBHUBAJEHTHUX
HAYWHA, 1TO je OMUCAHO y cJieaeho] Teopemu.

Teopema 2.12. Hexa je (3, ) cuneyaapna gosujavuja. Tada cy caedehiv yeaosu
EKBUBANAEHTMHU:

(1) 3a cuneyrapny Posujayuiy (X, B) nocmoju Henpazarn deobmu ckyn;

(2) dorujayuja (3, ) je kaparmepucmuuna u noCmMoju KOHMAKMHO BEKMOPCKO
nowe KOje je MPAHCEEPIAAHO HA 2]

(3) nocmoju aaamxa dynryuja u € Q°(X) ca ceojemeom da savicu:

udf +du NP > 0.

2.2 KouHBekcHe U mnpejJjarpaH>keBe IMOBPIINU

Hedbununnmja 2.13. Heka je (X, ) cunrynapua dhonujannja nospin . Kaxemo
Jla je TOBPII X KOHGEKCHG aKO Ta CHUHIYJIapHa doJirjannja uciymaBa OnjIo Koju o
eKBUBaJIEHTHUX yCJIOBa Teopeme 2.12.

Hanmomena 2.14. KoHBEKCHOCT je TojaM Be3aH 3a KOHTAKTHY CTPYKTYpPY aMOu-
jenrajne muorocrpykocru. [Ipenusnuje, ykoauko cunryiapsaa doiaujanuja (3, 5)
JIOIIYINTA HeIpa3aH Jeo0HM CKYI, Ha OCHOBY Teopeme 2.12 3ak/pbydyjeMo ja je
ta dosmjanuja kapakTepuctudaa. Crora, mOCTOje TPOAMMEH3HOHAHA, KOHTAKTHA
muOrocrpykoct (M, £ = ker ) u ynarame i : X — M takBo ma Baxu [ = i*a.

CxoHO TOMe, KaJia KaykeMo Jia je X KOHBEKCHa MOBPII, MOpa3yMeBaMO KOHBEKC-
HOCT Yy OJTHOCY Ha KOHTAKTHY CTPYKTYDPY & M0OHjeHy Ha MPeTXOIHO OMUCAH HAYHH
1 KazKeMo J1a je TMOBPI &-KOHBEKCHA.
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IMpumep 2.15. Cdepa u aBOANMEHU3UOHATHE TOPYC y mpumepuma 2.7 u 2.8 cy
KOHBEKCHE TTOBPIIIH. *

CrenuduaHocT IUMeH3Uje TPU JeXKH Y TOMe Ja je KOHBEKCHOCT TeHePUUIKO CBOjCTBO
ITOBPIIIN.

Teopema 2.16. 3ameopena nospur y mpooumen3uoHaAHO] KOHMAKMHO] MHO20-
cmpyrocmu (M, €) je C®- bausy nospwu koja je - Koneekcna.

Mako cy KOHBEKCHE IMOBPIIH y JUMEH3HjU TPU FEHEPHYKE, BEJIUKY KJACY MMOBPIIH
KOje TO Hucy J00mjaMo Kao MOCJeNILy CTaBa:

Cras 2.17. Kapaxmepucmuuna $orujouuja xKousexcHe nospuit e moice bumu
sadama jeszpom zameopene 1-gopme.

okas:

[IpernocTaBuMo cynpoTHO; mpenu3nuje, Heka je df = 0. Taza Ha OCHOBY CTaBKe
(3) Teopeme 2.12 nmocroju raaTka dyukmuja u € Q°(X) Taksa Jga BasKu:

udf 4+ du A B > 0.
W3 npernocraske df = 0 ciaemn na je
du N >0,

mro je nemoryhe. Haume, mospir X je 3arBopena, mna (pyHKIHja 1 JOCTUKE MUHU-
MyM I MaKCHMYyM Ha b0j, Te IIOCTOjI Tadka p € ¥ rae je (du), = 0.

0

Kitacy noBpiu uuja je kapakTepucTudHa (o/mjanmja 3aaaTa je3rpoM 3aTBOPEHe
1— dbopme HAZUBAMO NPEdAGZPAHNHCESUM NOCPUILUMA.

Hedbunnnmja 2.18. Vrarame i : X — (M, & = ker a) je npedaaepanoiceso ako
BaYKI:

(1) i : ¥ — M je TpanCBep3aJHO Ha KOHTAKTHY CTPYKTYDPY &;

(2) mocroju crporo nosurusna dyakuuja f € Q°(3) Taksa ma je d(f i*a) = 0.
Hedbunnunumja 2.19. Tlospm C' C M je npedaaepansicesa ako BayKu:
(1) TC je Tpanceep3a/ino Ha |c;

(2) mucrpubynuja §c NTC C TC moxe ja ce 3a7a je3rpoM 3aTBopeHe 1-
dopwme.

Hanomena 2.20. [IpejarpanzkeBo yjarame IPECAUKaBa IIOBPII Y HA Hpe/jia-
rpamzkeBy mospir y M. *

IIpumep 2.21. Topyc nedunucan ca:
¥ =T%x {0}
je mpemrarpaH:keBa MOBPII Y KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH:

(T? x R, £ = ker(df + zdy)). *



30 lospwu y kxowmarxmmoj 2eomempuju

ITpumep 2.22. 3a nponsBo/bHY TauKy a = (a1, az) KpyKHHIE S1 c R2, ropyc:
¥ :=T?% x {a}
je mpeJylarpanzKeBa MOBPIII y:
(ST*T”, Eean = ker ozam). *
Knace konBekCHUX M IpejjiarpaHkeBUX MOBpIIA cy MehycoOHO JAUCjyHKTHE IITO
je aupexTna nocsegaunia crapa 2.17. Konpekcrne mospiu cy nangan nwH(QUHATE3U-

MaJIHO Pa3JIBOJUBUM MTOJIMHOTOCTPYKOCTAMA Y CUMILJIEKTUIKO] TEOMETPHUJH, TOK CY
npe/IJlarpanykKeBe MOBPIIU TaHaH JlarpamkKeBUM MOJAMHOTOCTPYKOCTHMA.

Cras 2.23. llospw ¥ C M je npedaaepanoicesa axko u camo axo nocmoju Jla-
epanoicesa nospur L C M X R ca ceojemeom da je pecmpuryuja:

T L — X%

npupodre npojexyuje oudeomopphusam.

okas:
Hekacy i: X — M u j: L — M x R" penom KaHoHCKe HHKJIy3Hje.
(=):

AKko je moBpt Y npejiarpaHkeBa, Taa MOCTOjH CTPOrO MO3UTHBHA (DYHKIIH]A
f € Q%) Taksa ja Baxu:

d(fi*a) = 0.
Tama je moaMmuorocTpykoct Ly CUMILIEKTH3ANU]U JedpuHECcaHa ca:

L={(q, f(q)) :qe X} C M xR7,

JlarpamzkeBa IOBPII, IIpK Y€MYy je PECTPUKIHU]a NPUPOIHE mpojekumje i : L — X
nudeomopduzam.

(=)

ITpernocrasumo ga moctojn Jlarpanzkesa moepm L C M x RT taksa ma je pe-
crpukiyja g, 1 L — X nudeomopdusam. L je Jlarpanzkesa, Te BaxKu:

5 (d(t ﬂ*a)) =0, (2)
ojake ysuMajyhn y o63up Ja BaxKu 7 o j = i 0 |y, CACIu:
d((720 ) - (ma)" (")) = 0. (3)
Jedunumemo ¢pyuknujy f: 3 — R ca:

fg) = (m20j 0 (mr) ") (q). (4)

113 oBe jedunnmje TUPEKTHO CIeAH HIEHTUTET 7o 0 j = f o m. Cmenom oBor
uaenturera y (4) gobujamo:

A((mp)*(f ) =0, (5)
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Camum tume je u (m)*(d(fi*a)) = 0, a kako je m, audeomopdusam, (mr)* je
nzomopduszam Ha HUBOY (POPMH, 18 BAXKHU

d(fi*a) =0, (6)
OJIaKJIe CTCIM 1A je Y. IpejaarpanzkeBa IOBPII.

U

[eomeTpujcku riieano, pas3anka usMel)y KOHBEKCHUX U MPeJjIarPaHKeBUX [TOBPIIIH
je cieneha: 3a KOHBEKCHE TIOBPIIHU MOCTOjU KOHTAKTHO BEKTOPCKO KOje je TpaHcBep-
3aJIHO Ha EbUX, JIOK 3a IpeJljIarpaHyKeBe MOBPIIK MOCTOjH KOHTaKTHA (popma ', ipu
gemy je & = ker o/, TakBa Jia je Ta MOBPII WHBAPUjaHTHA Y OJHOCY Ha TOK PeboBOT
BEKTOPCKOT' 110Jba [y

ok je reomMeTpujcKa WHTepIpeTanuja y cayvajy KOHBEKCHUX HMOBPIIH MOCJTETUIA
Teopeme 2.12, TeOMETpUjCKa HHTEPIIPETAINja ¥ CIYYajy TpeIIarpaHKeBUX MTOBPIITH
ONpaB/aHa je CTaBOM y HACTABKY. 3a joka3 Bujeru cras 4.6 y [18].

Cras 2.24. Heka je C C M sameopena u nosezana nospw y (M, &) mpanceep-
saana na §o. Tada je C' npedaazparsicesa axo u camo ako 6a2icU:

(1) npecex §c NTC je Jlazpansceso nodpacaojerve y & c;

(2) nocmoju konwmaxmua gopma o koja dedunuwe cmpykmypy £ maxo da
6a9iCU:

TC =(§cNTC) & (Ru).

IMpumep 2.25. [Tocmarpajmo M = S' x R? mozen 3a OKOIMHY TPaHCBEP3AIHOT
4BOPa €& KOHTAKTHOM CTPYKTYPOM:

¢ = ker(df + r* dyp).
Qamuuja Topyca jedunucana ca
P.:={(0,r ¢) €S xR |r=¢}, >0,
je mpesTarpaHKeBa U pas3IHCcTaBa OTBOPEH CKYII
(ST x R?*)\ (S x {0}).

[MTraBumre, oBa pamuminja je nHBaApUjaHTHA y OJIHOCY HA POTAllKje KOje TeHepUIle
Peboro BekTOpCcKko nojbe R, = %. *
Y CUMIUIEKTHYKO] TEOMETPHjH je CATyaluja ciaefeha: MOAMHOTOCTPYKOCT je WJIH
Jlarpamzkesa, uin ce oji cedbe MoKe Pa3IBOjUTH OECKOHAYHO MAJIUM XAMUITOHOBHM
mudeomopduzmom. [Iperusnuje, 0Bo Apyro je Moryhe ypaguTn y3 1ogaTHe TOMOIO0-
HIKe MPeTHOCTaBKe. 3a BHIle Jeraba Bujeru [12].

Y KOHTaKTHOj reOMeTPHj1 U3/1BajaMO KOHBEKCHE U TIpeJiarpankene moppim. Kon-
BEKCHUM TIOBPIIUMA, Y CHMILIEKTUYKO] T€OMETPUjH OJroBapajy WHMUHUTEIUMATHO
pa37BOjuBe TMOJIMHOTOCTPYKOCTH, JAOK TIpeJiyIarpaHzKeBUM OJroBapajy Jlarpanxkese
HOJAMHOrOCTPpYKOCTH. MehyTuM, y KOHTaKTHO] FeOMEeTPHUjU MOCTOjH BEJUKH OPO]
MOBPIIIM KOje HUCY HU KOHBEKCHe, HU TpejjlarpaHzKeBe. Y HACTaBKY HaBOIUMO
mpuMep TTOBPIIK Koja He MpHUIaaa HUje THO] O/ OBe JiBe KJace.
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ITpumep 2.26. Heka je ma M = T? x R KoHTaKTHA CTPYKTypa 3a1aTa 1-dbopmMom
a=df+ zdy.
Hedunumiemo yaarame ig : 72 — M ca
io(p, 0) = (¢, 0, f(0)), [f(0) =1 cos,
a WEeroBY CJIUKY O3HAYUMO Ca
Ty = io(T?).

Topyc Tj je mpuMmep Topyca KOjH HYWje HU MpeJjlarpaHzKeB, HI KOHBEKCAH.

Hajope hemo mokazatu ma 1) HHje mpejjiarpaHkeB. Y Ty CBPXY JO0BOJBHO je 1A
MOKaXKeMO J1a He TIOCTOjU CTPOTO MO3UTUBHA TJaTKa (pyHKIHja

p:T* =R
TaKBa Ja BazKN

d(pigae) = 0.

Topyc T, Huje mpeamarpam>xkes: [IpernoctaBuMo cynpoTHo, TO ject, aa je Ty
npeyarpanken. Taga mocToju cTporo MO3UTUBHA (DYHKITH]A

T =R, ple, 0)>0,
takBa 1a je d(uija) = 0. (jeman dopmy ifa iemo o3magasatu ca )

U3 ycaosa 3aTBopenoct d(p ) = 0 crenn

Unrerpamujom mo ¢ Ha uaTepnaty [0, 27|, mobujamo

21 2

/g_ngf%(f(@)'u(so, 0)) dp.

JleBa cTpaHa jeITHAKOCTH M3HA/L je je/IHaKa HYJIH, [1a BayKn

—d% f(G)/u(so, 0)dy |,

0

0

OdaKJIC CJIednu da U3pa3
2

£(6) / ulp, ) dp

He 3aBucu oj 6.

Ba 0 =0je f(0) =1—cos(0) =0, na cieau na Taj uzpas 3a cse 0 € [0, 2m) Mopa
OWTHU jeTHAK HYJIH.
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MebhyTum, 1mo npernocraBiiy je j CTPOTO MO3UTUBHA %yHKqua, 1a je ’HeH WHTerpaJl

CTPOro MO3UTHUBAH 3a cBako . Cuerujasno, 3a 6 = 5 BPEJIHOCT H3Dasa

2w

£(6) / ulp, ) dyp

je ctporo no3utuBHa. TuMme m00HjaMO KOHTPAJIUKIU]Y, OJaKIe caeau aa Topyc 1o
HE MOKe OUTH IpeIarpaHyKes.

Topyc T, uuje koHBekcaH: lIpermocTaBuMO CynpoTHO, TO jecT, ja je Topyc Tj
KoHBekcal. Kapakrepucrtudna ¢ojiujannja Ha meMy 3ajaTa je jesrpoM 1-dopme

iga = df + (1 — cos ) de.
Pecrpuknnuja dopme ijo ma kpyxkuaumy ¢ = 0, Koja IpeacTaB/ba JUCT OBe KapaK-
TepuctuaHe dosujanyje, je 1- dpopma db.
YKosuko je Topyc Ty KOHBEKCaH, Ha OCHOBY TeopeMe 2.12 nocroju riaarka QyHKImja
u:T? — R rakBa 1a BaxKu

wd(igo) + igae A du > 0.
Bynyhu ga je d(ifa) = sinf df A dp, na kpyry 6 = 0 ropmu ycjioB ce cBO Ha

df A du > 0.

MebhyTum, 360r KOMIAKTHOCTH Topyca 172, riaaTka (byHKIMja % WMa KPUTHUHY
TayKy Ha HeMy, IITO HoBaadu jga yciaoB df A du > 0 He MOXKe Ja BayKd IyrK
nesor kpyra. IIpema Tome, Topyc T, HEje KOHBEKCAH. *
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3 MuaBapujanTa obJImnKa

Y CUMILIEKTHYKO] T€OMETPHjU MOCTOjU BUIIIE WHBAPUjAHTH KOj€ MPEICTaB/bAjy OIl-
CTPYKIHjy 3a CHMILUIEKTWYKA yaarama. VI3mely ocrtasor, mpumep TakBe WHBa-
pHujaHTe jecy cuMILTIeKTHIKH Kamaruretn. Mehytum, 10 1991. ronuHae y KOHTAKTHO]
reOMeTpHUju HHUCY OHJIe MO3HATe MHBAPHjaHTe Koje MPeIcTaB/bajy ONCTPYKIH]Y 3a
KOHTaKTHa yilarama. Bspambepr Te rogune y [6], uncnupucan Cukopap/beBoM'
purugaomhy JlarpamKeBUX TOpyca, YBOTH CUMNACKMUMKY® T KoMmaxmmy> WH-
BapujaHTy O00JIMKa KOje, pejaoM, IPeJCTaB/bajy ONCTPYKIHje 33 CUMILIEKTHYKA U
KOHTAKTHA yJIarama.

CuMILTeKTHYKa HHBapHjaHTa O0JMKa CaIp:Ki HeKe mHMopMaIuje o JlarpaHkeBum
yJIaramuMa ojpeheHor KOXOMOJIOIIKOT THIIA, JIOK KOHTAKTHA WHBapHUjaHTa 0OJIHKa
caJIpKU UCTU TUIl uHMOpMaIuja o Jlarpam:keBum yjiarambuMa Y CUMILIEKTH3AIIN]Y .

[Ipobsiem u3pauyHaBamwa OBUX J[Bajy MHBAPUjaAHTH je TexKakK, 11a HOCTOJU TEK HEKOJIU-
IUHa pe3yJaTara Koju omMoryhaBajy mUXOBO KOHKPETHO H3pavdyHaBarbe. Jeaan ojf
HAJBayKHUJUX pe3y/aTaTa TOr THIa je Teopema CHKOpaBa, KOjy I0Ka3yjeMo y Ha-
CTaBKYy paja. 3a jerasbe BugeTu teopemy 3.10.

Ocum Teopeme CukopaBa, y HACTaBKY IJIaBe IPUKA3aHH CY HPUMEPH Y KOJEMA
je Moryhe eKCIUIMIIUTHO M3PAadyHATH CHMILIEKTHYKY, OJHOCHO KOHTAKTHY HHBa-
pujanTy obauka (Bugern npumvepe 3.9 u 3.18). Ha tum mpumepuma HIycTpyjemo
Ha KOjU HAYMH TNeOMETPHjCKH MOYKEMO JIa BUJIMMO OBe WHBapHjaHTe, Kao W Koje
undopmanuje o Jlarpanzkesum yjaramuma ojipeheHor KOXOMOJIONIKOr TUIIA, T€ WH-
BapHjaHTe CajIprKe.

CHUMILJIEKTHYKa 1 KOHTAKTHA HHBAapHjaHTa 00auKa ce IyBajy npu CO-muMecnMa, Te
ce MPUPOJIHO IOCTAB/hA IMUTAE 1A JIU KOpUIThemeM TeXHUKe HHBapujaHTe 00JIUKa
MOZKeMO JIaTH aJTepHaTHBHH jJoka3 CU-purmpnoctn onpehennx Kjaca IIOIMHO-
roctpykoctu. Ho, 0 ToMe BuIlle TOBOPUMO y YeTBPTOj TJIaBH paJia.

3a moderak, hOPMATHO YBOAUMO II0jaM CHUMILIEKTHYKE WHBapPHjaHTe 00JINKA.

L Jean-Claude Sikorav, ¢ppaniycku Maremarudap.
2 Enru. symplectic shape invariant.

3 Eurt:  contact shape invariant.
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3.1 CuminieKTH4Ka MHBapHUjaHTa 00JIMKa

Heka je (W, w = d\) TauHa CUMILIEKTHYKA MHOPOCTPYKOCT jiuMen3uje 2n, L 3aTBo-
peHa moBe3aHa MHOTOCTpYKocT muvensuje n u 7 @ Hin (W) — Hip(L) xomoMop-
duzam.

Hedbunnunuja 3.1. (\, L, 7) - cumniexmuyka uHeapujanma ob6Auka je CKyT
I(W, A\ L,7)={[i*\] € Hjz(L) | i: L — W je JlarpanzKeBo yaarame

TaKBO Ja je i* = 7 }.

[Iperxoana gedununuja 3aBucu on u3dbopa npumutuHe Gopme A. 3a pazandanrte
n3bope npuMuTHBHE (bopMe A\ 100ujamMo WHBaApUjaHTe 00JIMKA KOje ce Pa3JInKYjy JI0
HA TPAHCJANH]Y KOXMOJOIKOM KjaacoM u3 H)p(L), mTo 10KasyjeMo y HapemHoM
CTaBY.

Cras 3.2. Hexa je N = X\ + 0 dpyea npumumusna gopma 3a w. Tada sasrcu:

IW N, L,7)=I(W,\ L,7)+ 7[6].

oka3z: 3a cBako Jlarpanzkeso ymarame i : L — W TakBo 1a je
% . 1 1

BaZKI:
[N = [i*A] + [i*0] = [i*\] + 7[6],
IpU YeMy JIpyra jeJIHAaKOCT BaxKu 300T 3aTBOpeHOCTH hopme 6. O

Hedbunnnmja 3.3. Heka cy (W7, wy) u (W, ws) Tadie CHMIUIEKTHIKE MHOTOCTPY-
KOCTH ucTe guMensuje, ¢: W7, — Wy ynarame mw veka cy U C Wy n V. C W,
OTBOPEHU MOJICKYIIOBHU 34 KOje BAyKU:

1. 3aTBOpeme U C W) je KOMIAKTaH CKYII;

2. p(U) C V.

Kazxkemo ja ynarame ¢ wysa obauk mapa (U, V) ako 3a ¢Baky 3aTBOPEHY TIOBE3aHY
MHOPOCTPYKOCT L uMensuje n u cBaku xomomopdusam 7: Hj(U) — Hjp(L)
BasKW WHKJIY3Wja

(U, L,7)CI(V, L, Toy").
Ba ysarame ¢ KaxkeMoO 13 4Yy6a UHBAPUJaHMY 00AUKA YKOJIUKO dyBa OOJHUK mapa
(U, V) 3a cBe orBopene nogackynose U C Wy u V' C W, Koju nenymapajy HaBejeHe
YCJIOBE.

CuMILIEKTHYKa yJIarama dyBajy WHBAPUjAHTY 0OJUKA, IITO je TOCIeIUIa TeopeMe
y HACTaBKy. 3a jioka3 pugern cras 2.20 y [18].
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Teopema 3.4. Hexa cy (Wi, w1 = d\y) u (Ws, wy = dA2) maune cumnaiexumure
MHOo20CMPYKOCMU ucmur Jumenauja u p: Wi — Wy cumnaexmuuko yarazaroe
maxeo da easicy 0 Ao = \i. Tada eascu unksysuja:

I(Wl, )\1, L, T) C ](VVQ7 )\2, L, TOQO*).
Ykoauro je © cumniexmomoppusam, mada 6axcy jednarocm:

](Wl, /\1, L, 7') == I(WQ, A27 L, TO(p*).

Hanmomena 3.5. Jloka3 teopeme 3.4 je AupeKTHA IOCJIEININA UYNEHEHUIIE I8 CHUM-
IJIEKTUYKA yIarama IyBajy JlarpaHzkese moIMHOTOCTPYKOCTH. *

Cras 3.6. Hexa cy (W1, wy) u (Ws, wy) maune cumniexmuske MHo20CmpyKocmu
ucme JUMEH3UJE U HEKA HUS YAa2ATa

Ok - Wl — W2
Koja uyeajy uneapujanmy obauxa xonsepeupa y CO-mononsoeuju xa yaraeary
©: Wi — W,

Tada p maxohe wysa unsapujaHmMy 00AUKG.

Hoxka3s: Heka cy U C Wi u V C W, oTBOpeHH CKYINIOBH TaKBH Jla BazKu:

1. U C W, je kOMIaKTaH;

2. p(U) CV.

s C°-xoHBeprenmuje ciaeam Ja je 3a J0BOJBHO BEJHKO k MpecauKaBame ), XOMO-
TOITHO €& ¢, Kao u Ja Baxku @i (U) C V.

Kako ¢y yyBa 00JiHK, 110 JleUHUIU]U BAZKU:
I(U, L, ) C I(V, L, T o v}).

C 063upoM Ha TO JJa XOMOTOITHA MPECTUKABAIba WHIYKY]Y UCTe XoMOMOopdu3Me Ha
KOXOMOJIOI'HjH, U3 T'OPHe WHKJ/Y3Uje JUPEKTHO CJIeIH @ yJarame ¢ 4dyBa O0JIHMK
napa (U, V'), a camum TuMe U MHBAPUjAHTY OOJIMKA. O

Hanomena 3.7. Cumiutektudko ynarawme ¢ : Wi — W, ayBa obnnka napa (U, V)
HE3aBUCHO 0] KOMIIAKTHOCTH 3arBOpeba U. MehyTum, Taj yc/j0B KOMIIAKTHOCTH Y
nedurnmmin 3.3 06e36ehyje 1a ce muBapujanTa obanka uysa npu CP-inMecnma.

['pyna cuminiekTuakux xomeoMmopduzama JedUHHAIIE ce KA0 3aTBOPEIHE I'PYTIe CHM-
wiektomopduszama Symp(W, w) y rpynu cBux xomeomopduzama Homeo(W) y
oxnocy Ha CP-ronomnorujy:

Sympeo(W): = Symp(W, w)C C Homeo(W).

Jedunumujy 3.3 M0oxKEeMO Ha MOTHYHO MCTU HAYUH JIa HPOIIMPUMO U HA XOMEO-
mopdusme ¢ € Homeo(W). TIperxognn cTaB BaKu W YKOJUKO MPETHOCTABIMO Ja
Hu3 cuMiiekToMopduszama ¢y, Kouseprupa y CO-tomosorunju ka xomeoMopdusMy
© € Homeo(W), a TBplheme ce JoKa3yje Ha MCTH HAYUH.

Opnatie cienn Jga CUMILIEKTHIKT XOMEOMOPMU3MH YYBajy CHUMILIEKTUIKY WHBAP-
HjaHTy OOJIMKA, IITO je W IJIABHU Pa3Jjor 3alllTO HaM je OBa MHBAPHjaHTa BayKHA Y
kouTekcTy CO-CHMILIEKTHYKe TOmOIOrHje. *
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Hanomena 3.8. Y nacraBky cekiyje nojpasymenamo ja je L = T, a uuBapujanty
00JInKa

IW, N\, T", 1) C Hip(T")
kpahe o3mauaBamo ca [(W, A, 7).

Koxomostomxe kaace [dqi], [dgs), . .., [dg,] aune 6asy npocropa Hip(T™), npu uemy
je IpuapyKNBambe
1
Wl =ailda] + -+ anldgn] = (ar,-san), a= oo
@ L

uzomopcduszam npee ge Pamoe koxomosorumje topyca u mpocropa R™, rme cy
remepaTopHe meTsbe * Topyca 1™,

OsuM tpujpyKubatem ce unpapujanra objuxa [(W, A\, 7) upupopno ujeHru-
duKyje ca MOJACKYIOM eyKJIuJICKOr mpocropa R™. *

Kazxkemo ja Jlarpanzkeso ynarawme j : T — (W, w = d\) peaausyje KOXOMOJOMIKY
knacy (aj, ..., a,) aKO PN UACHTUMDUKAIM]H U3 HATOMEHe 3.8 BaKM:

[77A] = (a1, ..., an).
ITpumep 3.9. V oBom mpumepy hemo nokasaTu Jia BazKu:
I(RY, A, 0) = R2\ {(0, )},
npu gemy je:
A= %(5131 dyr — y1dry + o dys — Yo dﬂCQ)
OpUMATHBHA hOpMa CTaHIAPTHE CUMILIEKTHIKe dopMe:

Wy = d$1 N dy1 + dl’g N dy2
na mpoctopy R*.

[a 6ucmo nokasanu ga tauka (a, b) € R?\ {(0, 0)} npunana waBapujanT obnuka
I(R*, A\, 0), 10BOJBHO je Ja KOHCTPYHIIEeMO JIarpamkeBo yaarame Topyca Koje pe-
aqm3yje Ty KJIacy u Ha IPBOj e PaMoB0Oj KOXOMOJIOTHjU HHAYKYje TPUBUJATHO ITPeCc-
mikaBame. Kako je R* konrpakTubnian, oBaj APYrH yCIOB je HCIYIHEH 33 CBAKO
yJIarame.

Hajupe xomcrpyumemo damunujy Jlarpamkesux yiarama Topyca y R* Koja pe-
au3yjy KOXOMOJOINKe Kiace (a, b) ca ¢Tporo MO3UTHBHUM KoopjamHartama. [lo-
ToM, Kopuctehu Ty dpamMmminjy yiaarama u ayromopdusme Topyca KOju €y HHIYKO-
BaHn marpunaMa u3 rpyne GL(2, 7Z), peaqu3yjeMo U mMpeocTage KJIace M3 CKyIa
R2\ {(0, 0)}. Ha xpajy objammasamo 360r uera knaca (0, 0) e mpunaja WHBApH-
janru obmuka (R A, 0).

4 T'eneparopue netsbe Topyca T medpuHHUIIIEMO KA
Ye: St — T, V(€™ = (1, ..., 1,€*™ 1,...,1), te€lo,1],
2mat

r7e ce € HaJsia3n Ha k-TOM MecCTy.
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Kopaxk 1.
3a cTporo nosutupHe Koopaunare a > 0 u b > 0, nedpunuiremo yrarame:
Jap: St x St — R* 2 R? x R?
Ha cjaenehn HavWH:
Jap(€*™, ¥TS) = (\/%cos(%rt), V2asin(2rt), V2bcos(27s), \/Q_bsin(27rs)).

Oso JlarpanzkeBo yaarame peaan3yje Kiaacy Koja oaropapa tadku (a, b), npu gemy
I'eHepaTOpHE IIE€T/be TOPYCa CJAMKA Ha I'DAHUIE XOJIOMOPMHUX JIUCKOBA 4Yuje Cy 1o-
BpIIIMHE peJIOM jesiHake 2ma u 27h.

¢

,‘AQ\‘“

s T T

()

Kopak 2.

Kunacy obnuka (a, b) xaga je a < 0 u b > 0 peasmsyjemo Jlarpau:keBuM yiaramem

J—a,b © P, TIE je:
-1 0
a=(50))

['eomeTpujcku rnemano, oBo JlarpanrkeBo ynarame CJIHKA TeHepaTOPHe HeT/he TOPyCca
Ha TpaHuile X0J0MOp(HUX JHUCKOBA NoBpinuna —2ma u 2wb. Heratuan 3uak Ko-
OpJIMHATE @ YKa3yje /1a IPEeCIUKABAILE j_q p O P4 KOje peasnusyje kaacy (a, b) Merba
OpHjeHTaInjy oJroBapajyhe remepaTropue meT/be TOpyca.

@ i M)

GO IR o K X 1
= _

K4 -
(s @ (F1sM)

. ‘ RS NN
3-&@:'%;’\’\(5“\ AOPBMEETENA Ao e .3

ALCHOBU

Kuace obsmka (a, 0) 3a koje je a > 0 peanusyjemo JIarpamzKeBuUM yIarameM j, o O

P4, TIE je:
1 -1
a=(y 1)

OBa Jlarpan:kesa yiarama oJroBapajyily reHepaTOpHY MeTJbYy TOPYCa CJIHUKAjy Ha
HeT/by KOja He MOKe OUTH I'PaHUIA XOJOMOPMHOT JIHCKA.



40 Unsapujarnma obauka

Cge npeocrane kaace u3 ckyna R?\ {(0, 0)}, ykbyuyjyhn knace obauka (0, b) 3a
b> 0w b < 0, Kao ¥ KJlace KoJI, KOjux cy obe Koop/uHaTe HeraTUBHE, PeaU3y]y
ce Ha TOTIYHO WCTH HadnH, n360poM oaroapajyhe marpure u3 rpyne GL(2, Z).

Kopaxk 3.

Kuaca (0, 0) ne npunaja unsapujanru obsuxa [(R*, A\ 0) jep me nocroju rauno
JlarpaHnzkeBo yaarame 3aTBOpeHe MHOToCTpyKocTH y R? ca crammapaHoM cuMILiex-
trakoM dopmom (Bugetu [10]). *

CaM HaA3WB CHUMILIEKTHYKEe MHBapHjaHTe 00anMKa Huje caydajad. lako je opaj mo-
jaMm yBejeH ajaredbapCku, oBa MHBapujaHTa naMTu mHpopmamuje o Jlarpan:xkepum
yaaramuma oapeheHor oduka, mpu 4eMy je Taj oOJNK JAWKTHPAH YCJIOBOM Ha Jie
Pamosoj koxomosoruju. Ilpocrop R* je KoHTpakTHOWTaH, Te je y IIPETXOIHOM
HpUMEpPY TOMEHYTH KOXOMOJIOMIKH YCJIOB OMO ayToMaTcKu ucnymen. MehyTum,
akKo 6ucMo nmocMaTpasiu JlarpanzkeBa yyarama TOpyca y HeKy APYTY CHMILIEKTHUIKY
MHOT'OCTPYKOCT KOja HHje KOHTPAKTUOUIHA, 3aXTEB JIa Ta yJarama UHIYKY]Y TPHUB-
MjaJIHO LPEC/IMKaBamhe Ha KOXOMOJIOIUjH 110cTaje orpanunderbe. ['eomerpuja nsa Jla-
IpaHKeBHUX yJlarama Koja 3a/J0B0JbaBajy OBaj ajrebapCcKku yCJIOB OIJIEla Ce Yy TOMe
ITO Ta MPECIUKaBabha Iasby MeT/be TOPYCa y KOHTPAKTHOWIHE TeT/be aMOUjeH-
TaJIHE CUMIIJIEKTHYIKE MHOT'OCTPYKOCTH.

CHUMILIEKTUYKY HHBapHjaHTy OOJHKA MOXKEMO ITOCMATPATH KAao IOJCKYI PaBHU
KOju caap:ku nHdopmaiuje o Jlarpanxkesum yraramuMa oapeheror obauka. Ilpe-
TXOJHHU MPUMED WIYCTPYyje da Ta WHBAPHjAHTa CAAPKU HHMOpMaIUje 0 MOBPIIN-
HaMa X0JoMOpP(HUX IUCKOBA UHje Cy TpaHulle reHepaTopHe meT/be Topyca. Ha-
PaBHO, y ONIITEM CJIy4ajy He MOXKEeMO I'OBOPHTH O T€OMETPHUjCKO] HHTePIPeTalljn
Ha OBa] HAYWH.

Petku cy mpuMepn y KojuMa MOYKeMO IIPEIU3HO /1a OJIpeINMO HHBAPHUJAHTY OOJIHKA
U [IPUTOM J1a 32 CBAaKy KJIACy TOT CKYyIa eKCIUIUIIUTHO KOHCTpYyuIieMo Jlarpanxkeso
yJarame Koje je peanusyje. Teopema CrukopaBa mpeJcTaBba jeIMHN TO3HATH Pe3yJI-
TaT KOju oMoryhaBa eKCIUIHIHUTHO U3padyHaBahe MHBapUjaHTe 00JMKA OTBOPEHOT
CKYTIa CUMILTEKTUYKEe MHOTOCTPYKOCTH y nIuMeH3ujaMa Behum ox 1Ba.

Teopema 3.10. (Cukopas) Hexa je A omsoper u nosezan nodckyn npocmopa R™.
Tada je I(T™ X A, Aean, ti) = A, 20e je a € A npoussonan eaemenm cxyna A.

Hokas: Hexka je z € A npoussosban esement. M3 nmoBesanoctu ckymna A ciieu
Jla Cy MPECTUKABAIbA L, U L, XOMOTOIHA, Ha CTOTa HWHJIYKYjY HCTO MPECTHKABAIHE
Ha jie PamoBoj Koxomomnornju. Yiaarame (, je Jlarpan:keBo, n Baxkn

[L; )\can] =2,

MTO UMILIHITIPA Ja je

ACT(T" X A, A, 1)

a

Hexka je
Tr = <$1a s >$n) S I<Tn X Aa )\cana L*)'

a

[To medbwnumjn mocroju Jlarpamxkeso ynarame

T —=T" x A
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TaKBO 1 BayKn
[t Aean] = , =1 ma Hjp (T x A).
CuminiekTomMopduszam
o: T" xR" - T" x R", o(q, p) = (¢, p — x),

3a,10B0O/bABA

n
U*)\can - )\can - Z Tk ko
k=1

n
[Tomro je bopma > zxdqy, 3aTBOpeHa H L* = (¥, cyreiu 1a je yiaarawme 0oL TAYHO, 1A
k=1
110 reopemu I'pomosa g o t(T™) cede HyJITO CeUeHe KOTAHI€HTHOI PacJioja Topyca.

JaxkJie, mocroju g € T™ TakBo ja
mo1(q) = x,
nma x € oo t(T™) C m(T" x A) C A. Tume je nokazano
I(T" x A, Aean, L)) C A.
O

Osa Teopema takohe jaje JleJMMUYaH OJIOBOD HA IIMTAE KOJU CBE MOJICKYIIOBU
paBHE MOTY JIa C€ PeasIn3yjy Kao WHBapHjanTa 0bJnKa 3a [OroHO N3a0paHy TavHy
CUMILIEKTHYKY MHOTOCTpYKocT W n norogno nzabpan xomomopdusam 7.

Hamme, cazma je jacHO ma ce CBM OTBOPEHH W NOBE3aHU IOJCKYIOBH PABHU MOTY
peajM30BaTH Ha Taj HaduH. Hwuje Temko mokasaru ja je MHBapujaHTa OOJIHKA
OTBOPEH CKYTI, Te Tpeba Pa3MOTPUTH Ja JIU ce MOTY PeaTn30BaTH OTBOPEHH CKYIIOBA
KOjH MMAajy BHUIIE O] jejlHe KOMIIOHEHTe moBe3aHocTu. MehyTtum, y HacTaBKy paja
ce HeheMO OcCBpTaTH IIOHOBO Ha OBO LUTAalbe U IPOJAYO/bUBATU JIUCKYCU]Y HA TY
TEMY.

CuMILIEKTHYKA WHBapHUjaHTa 00JIMKa MOKe 113 Oye Tpa3aH CKYII, IITO je Caap KaHO
y nuckKaszy TeopeMe 3.11. VY HacTaBKy JajeMo CKHUILy JIOKa3a Te TeopeMe, Kao U
KOMEHTap O reoMeTpHju u3a popMmy/ialuje came TeopeMe.

Teopema 3.11. Hexa je 1: T™ — (R*™, wy) yaaeare woje nuje Jlazpanowceso. Tada
nocmoju uesacma okoauna N mopyca t(T™) xoja ne donywma Jlazpanoceso yaa-
eawe j: T" — N makso da je npecaukasawe j.: Hi(T", R) — Hy(N, R) un-
jexmuseno. Cneyujaano, ckyn I(N, T" *) je npazan.

Ckuma gokasa:

1. Bupawmo nesacry okosmuy N Topyca ¢(T").
2. 3a uzabpano N He nocroju JlarpaH:keBo yjiarame
j:T" — N
TaKBO JIa je
Js: Hi(T", R) — H{(N, R)
WH]eKTUBHO.
3. Cryn I(N, T™, 1*) je mpa3an.
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Kopaxk 1. Vaarame ¢ nuje Jlarpanzxkeso, ma u3 Teopeme 1y [12] crenu na moc-
TOju OTBOpeHa TeBacTa okosmHa Topyca +(1™) Koja He MoKe o cebe fa ce pasji-
BOju OECKOHAYHO MaJInM XaMUITOHOBUM gupeomopdusmom. 3a N Gupamo TakBy
OKOJIMHY .

Kopaxk 2. lIpernocraBumo cynporHo: Heka je j: 1™ — N JlarpanzkeBo ynarame
KOje HHJIYKYje UHjeKTUBHO mpecukaBame Ha Hi(T™, R). 3 nHjeKTHBHOCTH XOMO-
Mopdusma Jj, Cjiegu Ja WHKJIY3Hja
[: j(T") — N

MH/IYKY]e MHJEKTHBHO IIPECJUKaBahe¢ Ha HUBOY (yHjaMeHTajnux rpyna. Jlamwe,
KopucTehn MHjeKTUBHOCT XOMOMOpdU3Ma [, U3 JYyror Ta4HOr HU3a XOMOTOICKUX
rpyna napa (N, j(T")) crenu ga je mo(N, j(1T™)) = 0. U3 mperxognor ce mMoxKe
sak/pyanTH Ja ce j(T") He MoxKe oj cebe pa3aBOjUTH XaMUITOHOBUM JHhDEOMOD-
dpu3zMom, 1ITO je y KOHTPAIUKIIHjU ca u300poM IeBacte oKoimae N y TPpBOM KOPakKy.

Kopak 3. llpermocraBumo ma je ckyn (N, T", /*) mempasaH, TO ject, Ja MOC-
toju Jlarpamkeso yaarame j : T™ — N rtakBo ma je j* = * wa Hjp(N). U3
JEJIHAKOCTU HMHIYKOBAHUX MPECTUKABAIa HA KOXOMOJOTHJU CJIEIH jeTHAKOCT WH-
JykoBaHuX XoMoMmopduszama j. = t. Ha Hi(T", R). Topyc «(T™) je perpakr cBoje
neBacTe OKoJmHe [N, OlakJie CIeIH Ja je XOMOMOPgU3aM L, HHJeKTHBHO MPeCInKa-
Bame. CaMuM THUME je U J, HHjeKTHBHO, TITO jé Y KOHTPAIUKIIN]H Ca KOPAKOM 2, Te
3akspydyjemo na ckym I(N, T" *) mopa 6utu npasaH.

O

Teomerpuja usa dopmysianuje teopeme 3.11 je cieneha: axo je Topyc Ty = o(T?)
peajn30BaH yJjarameM Koje Huje JlarpaHzkeBo, Taja MOCTOjH JIOBOJAHO MaJia I€B-
acTa OKOJIMHA TOT' TOpyca Koja He JomymiTa Jlarpanzxkese Topyce UCTor ob/IiuKa, mpu
4eMy je Taj oOJIUK JUKTUPAH ycJaoBoM Ha jie Pamoroj koxomosioruju. Jlakae, N ne
JionytiTa Jlarpam:keBe Topyce TOr KOHKPETHOT OOJIMKa, aju TO He 3HAYU Jia Y TOj
OTBOPEHO] OKOJIMHY YOIIIITe HeMa JlarpanxkeBux Topyca. Hamporus, y okonnam N
NOCTOjH OECKOHAYHO MHOTO JlarpaHkeBuX Topyca, IpU YeMy je BHXOBA €r3UCTEeH-
nuja rapanrosana TapGyoBom Teopemom (Buaeru teopemy 1.21).

3.2 KoHTakTHA MHBapujaHTa 00JIMKa

Heka je (M, £ = ker o) KOHTaKTHa MHOIOCTDYKOCT JuMen3uje 2n — 1, L 3aTBOpeHa
NoBe3aHa MHOTOCTPYKOCT gumensuje n u 7: Hin(M) — Hip(L) xomomopduszam.

Hedbununuja 3.12. (L, 7) — Konmaxmua uneapujarma obAuKaG je CKyIl
Io(M, L, 7) xoju fedbuHAIIEMO K20 TIPOjeKTUBH3AIM]Y CHMILIEKTHYKe HHBAPHUjaHTe
obJinka

I(M xRY, L, tr*a, 7),
npu demy je (M X R, d(t7*«)) cuMiiekTusanmja KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH
M, roe o IpojeKTUBU3AIN]OM IIOAPA3yMeBaMo MoucToBehmBame KOXOMOIOMKHIX
KJIACa KOje ce Pa3JUKYyjy JI0 Ha MHOYKEHE MO3UTHBHUM CKAJAPOM.

Hanomena 3.13. /ledununuja KOHTaAKTHE HHBAPHjaHTe OOJIMKA He 3aBUCH OJ1 H30-
opa KOHTaKTHe dpopMme .
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Hawnwme, axo je oy = f o koHTaKkTHA POpMa KOja 3aaje HCTY KOHTAKTHY CTPYKTYPY
¢ (mpu gemy je f crporo mosutuBHA (DYHKIHM]A), MPECTUKABAHE

p: (M XRY, d(tr"a)) = (M xRY, d(tr" ), ¢ (z, 1) = (T ﬁ)

je cumiiekToMopduzam U30TOMaH UJICHTUYKOM MPECJIMKABAIbY 33 KOjU BayKu
e (tm*ay) = t " a. 13 Teopeme 3.4 cienn je THAKOCT CUMILIEKTHYKHX WHBAPUjAHTH
00 TnKa

I(MxRY L tr*a, 7)=I(M xRY, L, t*ay, 7),
IITO UMILIAIUPA jeIHAKOCT IUXOBUX MPOjeKTHBU3AIM]jA, M8 KOHTAKTHA MHBAPU-
janTa obJyinka He 3aBuUCH 0J1 u3dopa popme . *

Kao n y cuMmIjieKTHaKOM ¢jiy4ajy, MOXKeMO ja jJAedpuHuInemMo 1mra 3Ha9u Ja yJia-
rarbe 4yBa KOHTAKTHY MHBapujanTy obsmka. [ledununuja je canuna gedpuHurmju
3.3, ¢ pa3IUKOM y TOMe IITO YMEeCTO CUMIIJIEKTHIKUX [TOCMATPAMO KOHTAKTHE MHO-
TOCTPYKOCTH, & YMECTO CHMILUIEKTUYIKe WHBAPHUjaHTe ODJUKA MOCMAaTpPaMO KOHTAK-
THY.

KonrakTna ynarama 4dyBajy KOHTAKTHY MHBApUjaHTy OOJIMKA, IITO je MOCJeIuIa
TeopeMe y HaCTaBKy. 3a joka3 Buiaeru ctas 5.3y [18].

Teopema 3.14. Hexa cy (M, & = keray) u (Ma, & = keraw) dse konmarxmue
MHOo20CMPYKOCMU ucme dumensuje u o: My — My xonwmaxmuo yarazarwe. Tada
8ANCU, UHKAYZUJA

Ie(My, L, 1) C Ic(Ms, L, T o @").
Yroauro je ¢ Konmaxmomopgpuaam, mada axHcu jedHaAKOCT

IC(Mh L> T) = [C(M27 L7 TOo (10*)

JloiaTHO, HA MOTIYHO MUCTU HAYWH KAO Y CUMILIEKTHIKOM CJIy4ajy, MMOKa3yje ce Jia
KOHTAKTHU XOMeOMOPMU3MHI IyBa]y KOHTAKTHY WHBapHUjaHTy 00JnKa, 300T dera je
oHa 6uTHa y KonTekcTy CY-KoHTaKTHe Tomosioruje. Y HACTABKY JedHHHIIEMO jONI
jeTHY KOHTAKTHY WHBApPHjaHTY.

Hedbununmja 3.15. (L, 7) — modudurosana xonmaxmna uHEapUjaHma o6AuKa
je ckym
IC’(Ma Lv T) - H1<L7 R)/R+a

KOjU O/ITOBapa MpOjeKTUBH3ANM]U CKYIIa KJaca

{[ fi*al ‘ i: L — M je upemiarpanzKeBo yJarame TaKBO 12 je

i* =1 ma Hip(L), f>0, d(fia) = 0}.

MoudukoBana KOHTaAKTHA HHBAPUjaHTa OOJIMKA €€ MOIYT IIPETXOHO JedpUHUCAHEe
KOHTAKTHE MHBApHjaHTe 00JIMKA IyBa IPH KOHTAKTOMOPhu3MuUMA.

Teopema 3.16. Hexa cy (M, & = keray) u (Ma, & = ker ) dse konmaxmme
MHo20cmpykocmu ucme dumensuje u @: My — My konmaxmuo yaazarwe. Tada
8AINCU, UHKAYZUJA

~ ~

]C(Mla L? T) C IC(M27 Lv 7_090*)'
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Yroauro je ¢ xowmaxmomopguzam, mada 8axHcu JeOHAKOCTN
*
]C'<M17 L7 7_) = IC(M27 L7 TOo® )
Hoxkaz: [IpeciimkaBame p: My — Ms je KOHTAKTHO yJaarame, Te MOCTOjH TJIaTKa
crporo no3utuBHa (yukuja f: M; — R takBa ma Baxun o oy = fay.

Heka je i: L — M, npennarpanzkeBo ynarame u h > 0 dyHKIHja TaKBa /18 BAXKH
d(hi*ay) = 0. Yaarame @oi: L — My je Takohe mpeyiarpanzKeBo, MPH YeMy BaXKh

e (poira] = lhiral

oflakje JUpeKTHO ciean uukaysuja [o(My, L, 7) C Ic(May, L, T 0 ¢*). O

Besa uzmeby aBejy yBejgeHuX KOHTAKTHUX HWHBAPHjAHTH je OIHUCAHA y HAPEJTHOM
CTaBY.

CraB 3.17. 3a csaxy wonmaxmny mmuozocmpyrocm (M, £ = kera) u cee L, T
8a9HCU

~

Ic(M, L, 7) C Ie(M, L, 7).

oka3z: Heka je [f*a] npousBosbHA Kjaca peasn30BaHa MPEJJIArDAHKEBIM
ynaramem i: L — M 3a xoje Baxku i* = 7: Hip(M) — Hp(L).

Viarame ¢ gedpuHUCAHO Ca
it L—MxRY, g (i(q), f(q))
je Jlarpamzeno i 3a mera Baxu 1* = 7: Hip(M xRY) — Hl.(L). Baxu jexmakoct
[*(tma)] = [fi*a).

C 063upoM Ha TO JIa KJIaca ca JieBe CTpaHe OBe jeIHAKOCTH 110 JIebUHUIII]U TPUIIATA
CUMILIEKTHYKO] nuBapujanTu obauka [(M xR, L, t m*«, 7) TBpheme je mokazaHo.

0

Nukny3uja y nperxogHoMm craBy Mozxe jga Oyuae crpora. MomudukoBana KoHTak-
THA WHBapHUjaHTa 00JMKA HUKA/ 1A He CaJIPIKU MMPOJeKTUBU3AIN]Y TPUBHjaTHE KJIace.
MebhyTum, mocroje ciaydajeBn y KojuMma MPOjeKTUBU3AIM]ja TPHUBHjaIHE KJIace TPu-
1a/1a KOHTAKTHO] mHBapujanTu obynka. To 3Haum ma moctoju TavHo JlarpaHkeBo
ylarame y CAMILIEKTU3AIN]y KOje 3aJ0BO/baBa 3aJaTH YCJIOB Ha Je PaMoBOj KOXO-
Mosoruju. PIop je 10Ka3a0 j1a 3aTBOPeHa TadHa JlarpankeBa MOIMHOTOCTPYKOCT Y
CUMILTIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH KOja je orpaHndeHa y OECKOHAYHOCTHU He MOXKe J1a
ce pazaBoju oj1, cebe Xamuiaronosom uzoronujom. Musiep y [18] (Bugern nanomeny
5.1) kopucTH Taj pe3yarar Kako O JI0OKA3a0 Ja KOOPJMHATHH MOYETaK HE MOZKe
Jla pUIaja KOHTAKTHOj HHBapujanTu obauka. Mehyrum, oBaj apryMenT e Mozke
Jla ce MPUMEHU KaJia aMOUjeHTaJHa CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT OJIrOBapa CUM-
MJIEKTU3AIMJU HEKe KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH, IITO je CJAy4aj KOju pa3MaTpamo.
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Jimvurporioy-Pusen’ je y [3] (Bugern Teopemy 1.1) xoncrpyncao tauno Jlarpamie-
BO yJIararmke 2-Topyca y CHMILJIEKTH3AIN]y TPOINMEH3NOHATHE KOHTAKTHE MHOTOCTPY-
koctu. To yiarame peaju3yje TPUBHjAIHY KJacy Yuja TPOjeKTUBU3AIN]a TTPUTIA LA
ojrosapajyhoj KOHTaAKTHO] HHBApUjAHTU OOJIUKA.

[MITaumre, caydajeBH y KOjUMa je HHKJIY3Wja CTPOTa HUCY W30JI0BAHU. IMMHATPOTIOY-
Pusen je mokazao ciemehn pesyarar:

Teopema. 3a npouseonny yeprymy Sxonmaxmmy muozocmpyrxoem (M, & = ker )
dumensuje mpu nocmoju mauwno Jlazpansceso yaazaree mopyca Yy CUMNAEKMU-
sayujy (M x RT, d(tm*a)).

3a pa3ymKy oJ KOHTAaKTHe WHBApUjaHTe OOJIWKA, MPOjeKTHBU3AIHja TPUBHjaHE
KJIace He MOXKe 713 IPHUIIaIa MOIMMDUKOBAHO] KOHTAKTHO] HHBAPHjAHTH 00JIHKa. AKO
Oou TO OMO cuydaj, 1ocrojajo Ou npejlarpanzkeBo yaaramwe j : L — M Koje pe-
aJin3yje TPUBHWjAJIHY KJacy, IIITO UMILIAIHPA 14 je j*a = df 3a Heky (yHKIHjy
f € Q°%L). Meljyrum, To nuje moryhe jep audepennujan df uma Hyay Ha TOPYCY,
JIOK KapakTepucTudna (poJIijalija nHIyKOBaHA MPe/JIar PAHKEBUM yJlararmbeM HeMa
CUHTYJIAPUTETA.

V HacTaBKy cekmuje moapasymenaMo ja je L = T2, ocuMm ako Apyraumje HUje Ha-
rnameno. [wb HaM je ga MOKaxKeMO Ha KOJU HAYWH TE€OMETPHjCKH MOXKEMO 11a
BUJINMO KOHTAKTHY U MOANGUKOBAHY KOHTAKTHY WHBApPUjaHTy 00uKa. CHUMILICK-
THYKY WHBAPUjaHTy 00IMKa MO y ciaydajy L = T2 moucTOBeTHIH Ca IOACKYIIOM
pasan R? (Bugeru manomeny 3.8). Crmenujasuo, ckyn [(M x RT, T? tn*a, T)
MOKEMO Ja BHANMO Kao TOACKYT paBHE R2, Ipm 4eMy Taj CKyn mMa caeaehy oc-
obuny:

ako knaca (a, b) mpumaga cxkyny [(M x Rt T? t7*a, 7), Taga je u 1eo
spak {s-(a, b)|s>0} canpkan y memy.

To mponsniasn u3 dYumeHnIe ja je haMminja npeciankaBama {0 }sso, TedbuHuCaHA
ca;

gs: M x RT — M xR*, os(p, t) == (p, st),
damunuja koudopmaanux cuMmiviekromopduszama. Ykojuko Jlarpanzkeso yja-
rame i : T% — M x RT peanusyje knacy (a, b), tasa Jlarpankeso yjarame o o i
peanmsyje Kiacy s - (a, b).

% Georgios Dimitroglou Rizell, msegckn MaremaTmaap.

6 Enr:  overtwisted.
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Taxye, ckyn I(M x RY, T? t7*a, T) Moxe umaru 06K NpUKA3aH Ha CJUIH
UCIIOI.

A
e

Konrakraa nnBapujanTa o0JMKa je 10 AepUHHUINjA IPOjeKTUBU3AIU]a CKYIIa
I(M xR", T? tn*a, 7)

. Crora, ako Taj CKyT He CaJIPKN KOOPANHATHY ITOYETaK, OBY HHBAPHjAHTY IPUPOIHO
MOZKEMO 713 BUJNMO Kao HOJCKYH jenanaHe KpyxKHume S' y pasHnm:

(Har(T*)\{(0, 0)}) /R* = 5™

CnuKA 3.1. nmpumep u3rJeja CKyla KOHTAKTHE HHBapHjaHTe 00-
JWKA 'y paBHU (33/1e6/baHu JbyOUIACTH JYKOBU HA CJTUIH)

Nako konrakTHa MHBapujaHTa 00JIMKA MOXKE HPEJCTaB/baTu YHHU]Y KOOPJAUHATHOT
HOYETKA U JICJ0BA KPYKHUIE, MOAN(DHUKOBAHA KOHTAKTHA HHBAPHUjAHTA j€ UCKJbY IUBO
MOJACKYT je TMHUYIHE KPYZKHUIIE.

Taxohe, KOHTaKTHA MHBapHjaHTa OOJUKA CaJIPKU HHMOpMaIuje o JlarpamkeBum
yJarambuMa Y CHMILIEKTH3AINjy, 0K, Ca JIpyre cTrpaHe, MOAH(pHKOBAHA KOHTAK-
THA WHBapHjaHTa 0OJIUKa CaIp:Ku HH(MOpMAIFje 0 MpelarpaHKeBUM y/IarambIMa
TOpyca y KOHTAKTHY MHOTOCTPYKOCT M.
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MonudukoBana KOHTaKTHa WHBapHjaHTa OOJIMKA Ca/ipKu HHAOPMAIIA]Y O KapaK-
TepucTUIHOj (hOJIUjalMju KOjy KOHTAKTHA CTPYKTYpa aMOujeHTaJHe MHOTOCTPYKO-
CTH WHJIYKY]je Ha mpejjiarpanzkeBoM Topycy. Te doaujarumje cy riiaTko KOHjyroBaHe
JuHeapHuM (DOJIHjaldjaMa TOPYCa, 1Ia CBAKOj MOXKEMO 1 MPUAPYKAMO Harub 6 €
[0, 27) oaroeapajyhe nuneapue doaujanuje.

ITpumep 3.18. Jlokazahiemo ma 3a koutakTHy MHOTOCTpyKOCT (M, §) numensuje
3 Baxnu Io(M, 0)'= S,

a 6uemo gokaszamn gaje Io(M, 0) = S, noBosbHo je ma gokazkemo aa je Io(R3, 0)
S1. Bamcra, ako To Baxkm, 3a Tpom3Bo/baH Harub 0 € [0, 27) mocToju mpesia-
rpamzkes Topyc y R? umja je kapaxrepucTuuna poujanja KOHjyropaa, JHHeapHO]
doaujanuju vHarnda 6.

Munaramuja o, (z, v, 2) = (sz, sy, s? z) nam omoryhagsa jia 3a J10B0/bHO MaJIo 5 > ()
oBaj TOpyC cabujeMo yHyTap HPOM3BOGHO MaJie OKOJIMHE KOOPAHHATHOL HOYeTKA,
6e3 HapylaBama HBeroBor o0IuKa U THIIA (oJInjalnje.

C apyre crpane, JlapOyoBa TeopeMa rapanryje jJa cBaka Tadka u3 M uma OTBOpEHY
okosmuy U Koja je KonTakroMopdpHa HEKOj 0TBOpeHoj okosunu nyie y R3. Byxyhu
Jla 0Baj JIOKAJHU KOHTaKTOMOpdH3aM dyBa 00IMK, ajii U TOMOJIOTHjy doJinjaruje,
MOCTOjabe OMICAHOT TOPYCa YHyTap OKOJIuHE HyJe 00e30ehyje u ersucrenimjy omaro-
Bapajyher mperarpan:kepor Topyca yuyTap nojgckyna U C M.

To @ ;. ® g Cle) 1
X
rapoeTepecTU Y
SR L&)
2/; ¢ e
“To IZ
7
L2 (T Y)

[ R
e
LA

7'V oBom IpUMepy moapa3yMeBaMo 1a je L = T2 u cTora Ta H30CTaB/baMo U3 3aIMCa, WHBAPHjAHTE

00JIuKA.
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Tume je nokazano ja jeanaxkocr Io(R3 0) = S! nosaauu pesyiarar koju wKejanmo
Na J0KazKeMo.

Jloxkaxkumo caja ja Baxku [o(R3 0) = S'. To hemo ypamuru y cieneha jsa
KOpaKa:

. T ) .
1. nokazahemo ma mocroju 6y € (0, 5) Tako 11a je ayK kpyxunme A = { e |

0 € (0, 6p) } campan y Io(R? 0),
2. Kopuctehn mpeTxoaHn KOpak W ayToMopdusMe TOpyca KOjH Cy WHIYKO-
BaHU 1eJJ00POJHUM MHBEPTUOMIHUM MaTpHIlaMa, mokaszaheMo j1a ce u mpe-

octane Tauke Kpyxuune Hanase y Io(R?, 0).

Kopaxk 1. 13 nocaenune 1.31 u nanomene 1.32 cieau jia mocToje OTBOPEHU CKYII
U C R3 u oTBOpeHn JAyK jeuHUYHE KPY KHUIIE

A={e?0¢€(0,6)}cC S
raxsu ja cy muorocrpykoctu (U, Egq) n (T? x A, € = ker aiqy ) KonTakTOMOPQHE.
O3zuavyumo ca
0:T*xA—=U
Taj KOHTAKTOMOpP(U3aM.
®ukcupajmo Tauky a € A. 3a cBako @' € A yiarame
Ly T? =T x A, t(q) = (¢, @)

je mpenmarpanzxkeso, peamusyje kaacy a' m mna Hjp(T? X A) umaykyje XoMOMOD-
dbuzam ¢, = ¢}, nma BaxKm:

ACTo(T? x A, ib).
N3 Teopeme 3.16 ciiemu:
To(T? x A, i2) = 1o(U, if 0 o) € To(R3, 0),
Te je:
AC [C<R37 O)

3a cala 3HAMO Ja IIOCTOje HpejarpaHzKeBa yiaarama Topyca y R? koja peanusyjy
knace u3 A. JegHocraBHO ce BHIM Ja 3a cBako a € A um s > 0 mocroju mpemi-
IPaHKeBO yjarame Koje peanusyje Kiaacy s - a. OceHIuMo Taj pernoH y pPaBHU.

dl
\
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Kopak 2.

Ja 6ucmo moKa3adu Ja ce ocTaTak KpyzKHHUIE (71e0 BaH JyKa A) Hajgasdm y OBOj
WHBAPHjaHTH 00JIMKa, mokazahiemo na mesy npodymreny pasan R?\ {(0, 0)} mozxkemo
JIa, OCEHYHUMO, OJIaKJ/Ie IPOjeKTHBU3AIUJOM IUPEKTHO JTOOHjaMO jeTHAKOCT

[C(RB, O) == Sl.
Jla 6ucmo npomupuin OceHYeHy obJact, npuMemyjeMo ciejgehn nocryak:

- uzabepemo Tauxy (z,y) € R*\ {(0, 0)} xoja ce He Haja3u y TPEHYTHO
OCEHYEHOM DErHOHY:;

- 3a uzabpany rauky nabhemo marpuny B € GL(2, Z) koja Ty Tauky CJuKa
y oceHdeHy o0JIacT;

- AXKYPHPAMO OCEHYEHH PEI'MOH JIOJABAEM peaju3oBane Kjiace (T, y).

Jla 6ucmMo omnpaBa/ U 0Baj IMOCTYIIaK, 00jaCHIMO KaKO MOCTOjarme 1e00pojHe Ma-
tpurie B (nuBepTuOUIHE HaJ Z) Koja cauka (T, y) y OCeHYEHH PErHoH rapaHTyje
Jaa ce (r, y) MOzKe pealM30BATH IpeJIarpaH:KeBUM yJarameM. Kako ce Kiaca
B (z, y)T Hanazu y oceHYeHOM peruoHy, IOCTOjH IIpeTarPaHzKeBo yjarame L Koje
peanusyje Ty Kiaacy. Marpuna B (a caMuM THMe U EheHa TPAHCIIOHOBAHA MATPUIIA
BT) je uupepTubuina naj Z, na je mpeciuKaBaibe Ppry! ayToMopdu3aM Topyca.
JeJIHOCTaBHUM PavdyHOM Ce TIOKaKe Ja je KOMITO3UIIH]a L O Q(pry~! TPEITArDAHIKEBO
yJarame Koje peasmsyje Kiaacy (x, y).

[Ipema Tome, 1eo mpobieM je cBeJeH Ha MpoHaJIazKemhe MOTOIHUX MeJOOPOJHIX Ma-
TPUIA UHBEPTHUOMIHUX HaJ Z.

Peanuzanuja kaace (z, y) 3a y > 0.

3a sososbHo Besinko k € N rauxa (z+ky, y)T ynaga y ocendenn peruou, npu qemy
je iuneapna Tpancdopmanuja xoja (x, y)T mame y (z + ky, y)T nara Mmuoxkemem

1 k
MaTpuroMm B = (0 1).

o0 ' R
ar
\ 4

1/ =

3a cBaky Tauky noaypasuu { (z, y) € R?* | y > 0} moxkemo nmponahn oarosapajyhy
TpanchOpMaIEjy, a OCeHYeHH Peruon mocTtaje noaypasan { (z, y) € R?: y > 0}.
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CUKA 3.2. axypupaHa oceHYeHa 00J1acT

Peasmm3anuja kiace (z, 0) 3a = # 0.

3a x > 0 rauka (v, 0)7 ce poramumjom 3a yrao 7/2 cimka y (0, z)7, mro ce seh
HaJTa3W y oceHYeHOM pernoHy. OBa poTaiuja je 1ata MHOYKEHEM MaTPUIIOM:

p=(1 )

Koja mpunaga rpynu GL(2, Z), ma tauky (z, 0) oceHInmo.

Apryment 3a caydaj kKajga je x < 0 je WiaeHTHIAH.

Axypupamo ocenvenu peruon: { (z, y) € R* |y >0} \ {(0, 0)}.

CUKA 3.3. axkypupana oceHdeHa 00JtacT
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Peanuzanmja kaace (z, y) 3a y < 0.
Knaca (z, y)T ce pedekcujom y oanocy Ha z-ocy ciauka 'y (z, —y)T, mro ce seh
HaJsla3u y oceHdeHoM Jesty. OBa TpaHcdopMalyja je Jara MHOMKEHEM MaTPHIIOM:

(6 %)

Koja mpunafa rpynun GL(2, 7Z), ma ce u cBaka KJIaca U3 JOHE MOTyPABHH MOZKe
peain30BaTH NPe/JIATPAHKEBIM YIaraEbeM.

Axxypupamo ocenuenn pernom: R?\ {(0, 0)}.

Bynyhu na je caga ocendena mena mpoOyiieHa pabaH, u3 jedUHHIE]E ITPOjeK-

TUBU3AlMjEe JUPEKTHO ciiejn xesbena jeanaxkocr [o(R3, 0) = St

CmukA 3.4, moaudukoBaHa KOHTAKTHA HHBApHjaHTa OOJIHKA

Io(R3,0) = S

Y IpeTXoAHOM MPUMEPY CMO eKCIUTUIIUTHO U3PAadyHAJIH MOTNMDUKOBAHY KOHTAKTHY
WHBAPHUjAHTy OOJMKA. Y KOHTAKTHO] F€OMETPHjU MOZKEMO JIa JOKAZKEeMO Pe3yJITaT
Koju oMoryhaBa KOHKPETHO HM3padyHaBaihe MHBApPHjaHTe OOJHKA U HMOCJICIUIA je
Teopeme CHKOpaBa y CUMILIEKTUIKOM CIYYajy.
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Teopema 3.19. Hexa je A C S™ ! omeopen u nosesan cxyn, npu wemy je a € A.
Tada sastcu:

~

[C<Tn X A, LZ) = [C<Tn X A, LZ) = A.

Hoxkas: Hokazxumo najupe unkiaysujy A C Io(T" x A, ). Heka je ' € A
IIPOU3BO/bAH €JIEMEHT. YJIararmhe

Lo - ™ — T" % A, La’(Q) = (Q7 a’/)

je mpeJylarpaHzKeBO, HPU YeMy BAXKH [} Qean] = @'. Ilomro je ckyn A mnosesaw,
HPEC/IUKaBamba L, U Ly €y MehycoOHO XOMOTOIHA, MITO 3HAYU J& Ly HA IHPBOJ
ne PamoBoj koxomosoruju naiaykyje xomomopdusam (. Opasie JUPEKTHO CJiean
TpaykKeHa WHKJIy3Wja:

A To(T % A, ).

Ca spyre crpane, npuMmeHoMm TeopeMe CHKOpaBa y CUMILIEKTHYKOM CJIy4ajy, J100u-
jamo cienehn HU3 jeHAKOCTH:

Io(T" x A, &) = I[(T" x CA, i})/RT = CA/RT = A.
TBphemwe cajia HenocpeHO cjeju Ha OCHOBY Teopeme 3.17. U
Monundunkopana KOHTaKHTa WHBapujaHTa obJIMKa MOXKe Ja Oy/1e npas3aH CKyI, IITO

je onmcano y teopemu 3.20 uujy dopmyaaiujy HaBOIUMO 0e3 J10Ka3a. 3a JeTabe
BueTn Teopemy 1.3y [19].

Teopema 3.20. Hexa je 1: L — (R*"71) &) yaazare sameopene u nocesane mmo-
eocmpyxocmu dumensuje n koje je undunumesumanro pazdsojueo.® Tada noc-
moju okoauna N 00 (L) xoja ne donywma npedrazpansicesa yaazaroa j: L — N
maxsa da je xomomoppusam j.: Hi(L, R) — Hyi(N, R) unjexmuseno npecauxa-

sare. Cneyujaaro, ckyn Io(N, L, 1*) je npasan.

Ilon mpeTmocTaBKoM 11a je L = T2 reoMeTpHujcKa WHTepIpeTanija HCKa3a TeopeMe
3.20 je cneneha: 3a KoHBeKcaH Topyc T{ mMOCTOjU MaJja IeBacTa OKOJHHA KOja He
JIONYIITA HMpeJIarpaHKeB TOPYC UCTOr o0IuKa Kao 1.

Y KOHTAaKTHO] T'€OMETPHUjH 1OCTOje IOBPIIU KOje HUCY HU KOHBEKCHE, HU IPE/I-
narpanzkese (Buzeru npumep 2.26). Hapennu npumep npukasyje KOHCTPYKITH]Y
TOpyCa ca TUM CBOjCTBUMAa KOjU Y CBAKOj] MPOW3BOJHLHO MaJiO] NMEeBACTO] OKOJWHH
JIOIYIIITa MPe/IJIArPAHKEB TOPYC UCTOT OOJIUKA.

IIpumep 3.21. Heka je mza M = T? x R KoHTaKTHA CTPYKTYpa 3a7aTa 1-popMoM:
a=di+ zde.
Hedunumiemo ynarame vy: 12 — M ca:
t(p,0) = (¢, 0, f(0)), f(0) =1—cosb,

a HBbEeroBy CJIUKY O3HAYUMO Ca:

Tg = Lo(TQ).

8 Enr:  immediately displaceable.
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V npumepy 2.26 cMo Jokazanu ga Topyc to(T?) Huje HE NpejiarpaHKes, HH KOH-
BEKCaH, CTOTa OCTaje Ja JOKayKeMO Jia CBAKa IIPOM3BOJHHO MaJia 1eBacTa OKOJINHA
TOT TOpYyCa JOMYIITa MpeJjIarpankeB Topyc ucror obyiuka. To hemo mokazaTu Tako
mrro fiemo KoHcTpyucaTu (haMuinjy mpeiarpankeBuX yaarama:

vs: T? — M,
koja y CY-rononoruju KoHpeprupa Ka Ly Kajga d — 0.

Koncrpykiuja dhamuinje mpeajarpam>kKeBUX TOPYca UCTOT OOJIHKA Kao
Th.
Hedunumemo dpamunnjy dpyakimja:
fs(0) =1—cos@+3, 0>0,
u ojrosapajyhy damuiujy Topyca:
Ty = 15(T?),
[Jie Cy yJjarama Ly 33/ara Ca:

56(907 0) = ((pv 97 fé(e»
3a cBako 0 > 0, Topyc Ty je mpeaaarpanzKes.

. . 1 .
Ob6paznoxkeme: GYHKIHjA fs5 je CTpOro mO3UTHBHA, (hopMa f_ - L5 je 3aTBOpeHA 1
5
1-popma (o mema Hysta, oJaKiIe je yaarame L5 TpeIarpanykeBo 1o JedWHAIIj.

3a J10BOJBHO Masio & > () mpeciaHKaBama Ls U Ly cy oausy y CP-Tomosoruju, 1ma
Cy XOMOTOTHA W CAMHUM THUMe WHIYKY]Y WUCTO TpecanKaBame Ha MPBOj j1e PamMoBoj
KOXOMOJIOTHjH (OJIHOCHO, UMajy MCTH OOJIMK y CMHCJIy HAMETHYTOI YCJIOBA Ha KO-
XOMOJIOTHjH).

Bak/pydyak. 3a CBaKy MpOW3BO/BHO MaJly TeBacty okosiuay N Topyca Ty moctoju
npejiarpanzxkes topyc ts(7?), ucror obauka kao Ty, Koju je cajpxan y N, ma
cJeIu:

~

[C(N7 T27 LS) 7& a.
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4 C'-puUrngHOCT y KOHTAKTHO]
TOIIOJIOTHjU: IpPerJjie pe3yJjrtara u
MMOTEHIINjaJIHN IIPAaBI NCTPa>KNBaha

(O3Hake Koje KOPUCTUMO Y OBOj TJIABHU CY:

— (M*=1 ¢ = ker a) — noBe3ana KOHTaKTHA MHOIOCTPYKOCT JIUMEH3Hje
2n — 1, upu 4eMy je KOHTaKTHa CTPYKTypa { KOOPHUJEHTHCAHA CA (]

— Diff (M) — rpyua gudeomopduzama muorocrpykoctu M;

— Cont(M, &): ={p: M — M| ¢ € Diff(M), p*a = fa, f > 0}-rpyna
KOHTaKTOMOP(pU3aMa MHOTOCTPYKOCTH M KOjH UyBajy KOOPHUjEeHTAIIH]Y.

Hajsarkanje muTame Koje pasMarpaMo y OBOj TiIaBw je mpobiem CP-purmamocTw
y KOHTAKTHO] TeoMeTpHju. Pe3yaTaT Koju ce cMaTpa 3a9eTKOM OBOT IIPaBIa HC-
TpazKuBamba je TeopeMa Eipambepra u I'pomosa o CV-puruinoctn, Koja TBpu ja je
rpymna KonTtaktHux judeomopduzama Cont(M, £) 3aTBOpena y rpymnu cBux audeo-
mopduszama Diff (M) y ogrocy ma CP-Tononorujy, 0JHOCHO 18 BaKH:

C(]
)

Cont(M, ) = Cont(M, &) C Diff(M).

OBaj pe3yJITaT IPpUPOIHO BOIU 10 AehUHHUIEje TPYIIe KOHTAKTHUX XOMeoMopdu3ama:

Conteo(M, &): = Cont(M, f)co C Homeo(M).

Llenrpannu mpobiaeM Koju u3ydapa CY-KOHTAKTHa TOIIOJIOTHja je HHTAbE KOJIHKO
KOHTAKTHe reoMeTpuje ,,mamMTe” KOHTAaKTHH XoMmeoMopdusmu. CrenumjaaHo, jeaHa
0/1 MHCTAHIM OBOI 1pobJsema je ciejiehe nurame:

Mutame. (CO-puruanoct Jlexkanaposux nojmuorocrpykoctu) Axo je A C (M, &)
Jlesrcandposa nodmmozocmpyrocm u @ € Conteo(M, &) makas da je p(A) eaamra
nodmmozocmpyrocm, da au je mada p(N) yjedno u Jlescandposa?

OaroBop Ha IPeTXOIHO (POPMYJIHCAHO NMHTame je mosuTuBan. Pmsen m Cammpen !
cy v [4] mpBu janm ofroBop Ha TO MUTambe y AuMeH3uju TpH, Koje CTokuh? y [27]
Takohe pa3zMarpa y UCTOj JIMMEH3U]H.

I Michael G. Sullivan, amepudku Maremarmyap.

2 Maksim Stoki¢, cpricku MaremaTmaap.
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V HacTaBKy OBe IiaBe jajeMo gokas Teopeme o CV-purumgHocTn KoHTakTHIX anudeo-
Mopduzama Kopuctehn TeXHUKY mHBapujanTe obJIMKa, TPU YeMy MPATHMO J0Ka3
koju cy mznoxkuan Musep w IInar y [20]. 3a Buie geraspa Bugern cexiujy 4.1.

Wneja je 6una ga npegcTaBEMO KapaKTepH3alldjy KOHTAKTHUX yJarama Kopucrehu
TeXHUKY WHBAPHjaHTe 00JINKA U JTa IPUMEHOM TOT pe3yJITaTa NPUKAZKeMO JOIIT je/TaH
noKa3 Teopeme o CO-purnaHocTH KOHTaKTHHX JudeoMopduzama Kojy Mmep aaje
y [18]. Mehyrum, y g0Ka3y Te KapakTepu3salyje IMOCTOj! TPelika. 3a BHUIIe JeTaba
BujIeTH nojcexknujy 4.2.1.

4.1 Jloka3 Tteopeme Espamibepr - I'pomoBa momohy
WHBapUjaHTe 00JMKa

Y 0B0j cekmnmju mogpasyMmeBamMo na c¢Bu gudeomopdusmu u3 rpyna Diff (M) u
Cont(M, §) nmajy KOMIAKTAH HOCAY CAAPYKAH Y YHYTPAITBOCTH MHOTOCTPYKOCTH

M.

Teopema 4.1. (C%-purugnoct xonrtakruux judpeomopdusama) ['pyna Kowmak-
muuz dugeomopdusama Cont(M, &) je C°-zameopena y epynu ceux dugeomop-
dusama Diff (M). Ipeyusnuje, arxo nus konmaxmomopphuzama oy KOHGEP2UPL KA
dueomopdusmy © y CP-mononozuju, mada je u © KonmarmomopPusam.

Hokaz Mwusepa n ITlmara u3 paga [20], Koju HABOAMMO y HACTABKY, 3aCHWBA Ce Ha
TeXHUIM WHBapujanTe obJimKa 1 ['pOMOB/HEBOj aJTepHATHBH.

Teopema 4.2. (I'pomossbesa anrepuarusa) Heka je (M, £ = ker ) nosesana kon-
maxmua mrozocmpykocm. Ilpemnocmasumo da je G C Diff (M) nodepyna epyne
Diff (M) ®oja cadporcu cee konmarmomopduame Koju €y U30MONKHYU UIEHMUYKOM
NPecAuKasary kpo3 kowmaxmmy uzomonujy. Taxohe, npemnocmasumo da 2pyna
G cadporcu b € Diff (M) xoju ne wysa wonwmaxmuy cmpykmypy. Tada epyna G
cadpotcu Komnorwenmy nosesarocmu udewmumeme y epynu Diff (M),

Jokas Teopeme o CY-pHUTrHIHOCTH IPBO AajeMO y CJAydajy HEmapHOT 1. 3a TO HaM
je morpedbna cieneha reopema:

Teopema 4.3. Hexa je (M, £) noseszana xowmaxmna mnozocmpyxocm. Tada C°-
sameopere epyne Cont(M, &) y epynu Diff (M) ne cadporcu dugeomoppuszam xoju
He YYea KoopujeHmanujy 0o &.

CO
Joka3s: [Tperocrasumo na mocroju andeomopbuszam ¢ € Cont(M, ) C

Diff (M) raxas na Baxku o*a = f-a, rae je f € Q°(M) crporo nerarusna gpyHKIHja.

(1) M wuuje 3aTBopena muoroctpykoct. [locroju Tauka x € M \supp(p). Taga
j€e (o NIEeHTHWIKO MTpecnKaBabhe Ha HEKOj OTBOPEHO0) OKOJIMHYU TadKe T, TIa Ha
TO] OKOJIMHU BaKH @'« = (v, MTO je Y KOHTPAJIUKINJUA Ca TPETIOCTABKOM
Ja je ¢dbyHknuja f cTporo HeraTwBHA.
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0
(2) M je 3arBOpena muorocrpykocr. Kako ¢ € Cont(M, §)C , TO IOCTOJU
nu3 KoutakToMopdusama ¢ € Cont(M, €) xoju kouseprupa ka ¢ y C°-
Tonosioruju. 3a cBako k € N mocToju cTporo Mo3UTUBHA IIATKA (DYHKIIN]a
fr Tako ja Baxku

@Za = fk: ez
OJIaKJIe CJIeJIM JIa TIPEC/INKABAIha (0 IYBajy OPUjeHTANN]Y 3a/aTy (hopMOM
sanpemune a A (da)" .

0
Bynyhu ja je ¢ kc_) , NpecjimKaBame ¢ Takohe dyBa OpHUjeHTAIN]Y
— 00

n—1

uHyKoBaHy dopmom a A (da)
C nmpyre cTpaHe BaxKu

P (@A (da)"™) = [" (@A (da)" ™),

omakJje ciaemu ga je f* > 0. Ilomro je mo mpernocTaBiy n HEIMapHO, 3a-
KJ/bydyjeMo fa dpyHkmumja f Mopa OMTH CTPOTO MO3UTHBHA, INTO jé y KOH-
TPAJMKIUJH €A MOYETHOM MPETHOCTABKOM.

U

JTokazxumo Teopemy o CY-purnanocTn KoHTakTHEX AudeoMopdusama:
Hoxka3 Teopeme 4.1:

Hajnpe naBoaumo cKuily Jo0Ka3a II0 KOpalKuMa, Koje eMo y HAacTaBKY JIeTasbHO
pa3paJiuTy.

(1) TIpernocrasumo cynporno, oguocuo ja rpyna Cont(M, €) nuje C%-3arBo-
pena y Diff(M). Taxa nocroju aqudeomopduzam ¢ € Diff (M) koju win we
qyBa, KOHTAKTHY CTPYKTYPY, WIN je YyBa aJiu He 4yBa KOOPHUjEeHTAIU]y.

(2) Ha ocroBy Teopeme 4.3 cyiein Ja 1) He 4yBa KOHTAKTHY CTPYKTYDY.

(3) Tlocmarpajmo CY-3arBopeme rpymne Cont(M, £) v rpymn Diff (M):
P—]
G :=Cont(M, §) .
Byayhu na v € G He uyBa KOHTAKTHY CTPYKTYPY, IPUMEHOM | pOMOB/bEBE
asrepHaruBe (BugeTn reopemy 4.2) 3akipydyjemMo na rpyna G caaprKu KOM-
MIOHEHTY TIOBE3AHOCTH MIEHTHIKOD MpecsnKaBamba y rpynu Diff (M).

(4) Koucrpyumemo mudeomopduzam ¢ € Diff (M) koju je msoroman wnjien-
TUYKOM IIPEeCc/JnKaBamby U UMa KOMIIAKTAH HOCA4, ajJdu 33 KOJU He HOCTOjH
nus konrakromopdusama uz Cont(M, £) koju konseprupa ka memy y CO-
TOTIOJIOT T H.

(5) dudeomopdusam ¢ mo KOHCTPYKIHjH U3 Kopaka (4) npunaja KOMIOHeHTH
IIOBE3aHOCTH MJIECHTHYKOD HPeCIMKaBamba, a He Hajasu ce y rpymu G, nrro
je y KOHTpaJMKIMju ca KopakoMm (3).

JeMHE KOpakK KOju 3aXTeBa J0JATHO objalllibere jecTe Kopak (4), OJHOCHO caMa
KOHCTPYKIIHja MpecJuKaBama . 3a KOHCTPYKIN]Y NeMO UCKOPUCTUTH OCJIETHILY
1.31, a moTOM TPUMEHUTH TEXHUKY MHBapHjaHTe 00JIMKa KaKO OMCMO MOKA3AJIH JIa
KoHcTpyucanu andeomopdusaM He Moxke outn CP-1uMec KoHTakKTOMOpdU3aMa U3

Cont(M, &).
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Koucrpyknuja audeomopduzma .

U3 nocaeaune 1.31 caeau na nocroju orBopen ckyn U C M u oTBOPeH CKYII
A cC S rako ga cy (U, ) u (T™ X A, Eean) KOHTAKTOMOPGhHH.

Qukcupajmo Tauky a € A. Bynyhu ma je ckyn A orsopen, mocroju r > 0 Tako 1a
je oTBOpeHa JIONTAa y OJIHOCY Ha CTAHJIAP/HY METPUKY CA/JpPrKaHA y HEeMY:

B(a, 2r) C A.

Huje Temko nHahn BeKTOPCKO MOJbe YU je HOCAY KOMIAKTAH U CAJIPKAH Y CKYIy
A, upu 4yemy To nojbe remepuie Tok {p'}er Takas ga o' uma cieneha csojersa:

3
o' (Bla,=r))CB (a, f) u p(a) =a.
2 4
Jaspe, nedunumenmo audeomopduszam ¢ #Ha T" X A ca:

0: =idpe X @4 T" x A= T" x A.

Kaxko je nHocau supp(p) C T™ x A = U KoMIaxkTaH, TO IPECIHKABAHE (0 MOKEMO
Jia nporupumMo Ha 1neno M o jgudeomopdusma Koju je M30TONaH HJIEHTUIKOM
IPECIUKABATDY .

Hdundeomopduzam ¢ He mpunaga rpynu G.
[TpernocTaBuMo ja nocToju Hu3 Koutakromopduzama ¢ € Cont(M, &) koju 'y C°-

TOIOJIOTHjU KOHBeprupa Ka judeomopdusmy ¢. Kao moceiumna oBe KOHBepreHIiyje
u KOMIakTHocTH cKyma 1" X B(r), 3a 10Bo/bHO Bequko k > ko BaxKu:

on(T" x B(r)) C T" x B (g) , (7)
a CAMHM THM BazKH H:
T x B(r) < T" x B (3). (8)
3a k > ko neduHueMo pecTpuKIje MpecankaBama @ Ha 1" X B(r) ca:
by = Prlrxpey: T X B(r) = T" x B (g) , 9)
Kao M pecTpUKInjy audeomopdusma o:
h = @lruxpe: T" x B(r) = T" x B (g) . (10)
IIpecaukaBama 1, Cy KOHTAKTHA yJIaramba, I1a Ha OCHOBY TeopeMme 3.14 Bazkm:
Io(T™ x B(r), &) € Ie (T” x B (g) o L;) . (11)

N3 C%-koupeprenmuje ciejn ja cy NpecauKaBaiba QO U (0 XOMOTOIIHA 33 JIOBOJHHO
Be/IUKO k, MITO MOBAAYM W XOMOTONW)Y EbUXOBHUX pecTpukmnuja (, =~ h. Omasie
cyieu:

L Olyg = hoty =Ly, (12)
Te MPECTUKABAIA g, O Ly U L, HA KOXOMOJIOTHJH UHIYKY]y HCTO MPECTHKABAILE:

L= (g oty)" =1, 001. (13)
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3 (11) u (13) Baxn:

Io(T™ x B(r), &) C Ie (T” B (g) o L;) = Ic (T" B (g) , L;;> . (14)
113 reopeme 3.19 u penanuje (14) qupekTHO JOOHjaAMO MHKIIY3H]y JIOITH:

B(r)c B (g) ,

IITO JOBOJAM J0 KOHTPATUKITHJE. [

3a mapHo n hemo yrpybo objacHUTH HAejy AoKa3a, Oe3 ylaxKema y naerabe. ¥
TOM CJIy4ajy ce mpBo jJokazxke TeopeMa 4.3. Ako je M 3aTBopeHa MHOIOCTPYKOCT,
Musiep n IInaT Kopucre pe3yaTarT ja Ha MHorocrpykoctu M x T? nocroju Koopu-
jeHTabuIHa KOHTaKTHA cTpyKTypa £ = ker o Taksa 1a je 3a cBako p € M IOIMHO-
rocrpykoct (M x {p}, £) xontakTHa y (M x T2 &').

0
Axo je ¢ nudeomopduzam koju npumaga rpymu Cont(M, 5)0 , TaJa TOCTOju HU3
1 KOHTaKTOMOpdU3aMa KOju KOHBeprupajy ka ¢ y CC-Tomonoruju.

Hus ), x id je nus xonrakromopduzama na M x T? xoju y C’-ronosoruju xon-
Beprupa ka audeomopdusmy ¢ X id. Muorocrpykocr M x T? je mumensuje 2n + 1,
n + 1 je Hemapmo, Te n3 Teopeme Esmambepr-I'pomosa o CO-purmmHocTn, Kojy ¢Mo
y TOM CJIy4ajy JoKa3aju, cjaean ja je ¢ X id konraktau judeomopduzam, ojiakiie
ce MOKe 3aKJbyUUTH JIa Ce TO MPEHOCH U Ha . 3a BHIle jaeraba et [20].

4.2 JlonpuHoc Te3e m Oyayhu mpaBiu mcTpakuBama

4.2.1 KonTpanpumep 3a goka3 crasa 6.11. y [18]

[IpBo6uTHA Hjleja OBOT Pajia je OuIla j1a IpHKazkeMo JloKa3 Teopeme o CO-purugHocTn
KOHTaKTHHX Judeomopduzama koju je Muep usznoxkuo y [18]. ¥V Tom paxy, Mumiep
Jlaje MOTEHIM]aTHE T0Ka3 ciaeaehe KapakTepu3anuje:

Teopema 1.4. y [18]: Vaarame ¢ : (B2, £yq) — (M3, £) je KOHTAKTHO aKO U CaMO
ako dyBa (MomndHUKOBaHy) KOHTAKTHY WHBAPHUjAHTY OOJMKA.

Y pajy ce MOTEHIUjAJTHU JI0KA3 MPEeTXOIHO (hbopMyIHcaHe TeopeMe 3aCHUBA HA T€O-
pemu 3.20, Koja KaxKke J1a MOAU(MHUKOBAHA KOHTAKTHA HHBAPHUJAHTA OOJIMKA MOXKE J1a
Oyze mpas3aH CKyIl, u Ha ciaenehem craBy:

CraB 4.4. Hexa cy (M, &) u (M, &) mpodumensuonanre Kowmaxmme MHo-
eocmpyxocmu u p: My — My yaaeare koje wuje konmaxmuo y mavwky r € M.
Tada 3a ceaxy omeopeny okosuny U C My mauke x, nocmoju npediazpaniceso
YAG2ATHE MOPYCH:
v T? — M,
kpos x wuja je cauka L(T?) cadpocana y U, npu uemy je yrazaroe:
wou: T? — M,

UHPUHUMESUMAAHO PA3IBOJUBO.
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Mebyrum, ncnocraBma ce ma y [18], HA caMoM TOYETKY J0Ka3a MpeTxoaHo hop-
MYJIUCAHOT CTaBa, MOCTOju rpemnika. /Jla OucmMo oOjacHWIM HA KOM MECTy Ce OHa
jaBsba, y HACTABKY JajeMo Ipy0y CKHILy J0Ka3a TOr cTaBa Koju je m3joxken y [18].

Cruya dokasa.

(1) Mzabepemo uBop v C M Koju je TpaHcBep3asiaH Ha & n p*&y;

(2) Koucrpyumemo TOpyc KOju CaipKU 4BOP 7y TaKO Ja je MpeIarpaniKes y
OJTHOCY Ha & ¥ KOHBEKCAH y OJHOCY Ha ¢*&o:
- IIOCMAaTPaMO JIOKAJTHU MOJeJI OKOJIMHE TPAHCBEP3AIHOT IBOPA Y Y OTHOCY
HA KOHTAKTHY CTPYKTYpPY &1;

-y TOM JIOKAJTHOM MOJIe/Ty 4BOp 7y oArosapa usopy S' x {0} (3a geraswe
BuzeTH Hamomeny 1.29);

- 3a cBaky Tarky nersy L C R2 Topyc S' x L je npemnarpankes y
TOj MOJEJI-OKOJIMHN, a camMuM TuMm u'y (M, &);

- u3abepemo mer/by L Tako Jla KOHTAKTHA CTPYKTYpa p*&s Ha TOpyCy
S! x L maaykyje KapakTepucTudny (OIHjaIHjy KOja MMa Helpa3aH
JICOOHU CKYII;

- m3 Teopeme 2.12 ciienn 1a je KOHCTPYUCAHHU TOPYC KOHBEKCAH y OJHOCY
Ha KOHTAKTHY CTPYKTYPY ¢©*&s.

[Ipomycr y noka3sy craBa 4.4 ce jaBba y Kopaky (1) nperxoino omucane ckuie.
OTINTEeM CJIyYajy, He MOpa Jia MOCTOjU YBOP KOJU je MCTOBPEMEHO TpaHCcBep3aJiaH
Ha 00e KOHTaKTHE CTPYKTYype & U ¢*&y, n y HACTaBKY Pa/ia /lajeMO KOHTpalpUuMep.
ITpumep 4.5. Heka cy:

& =ker(dz —xdy) u & =ker(dz + x dy)
KOHTaKTHe CTPYKType Ha npocropy R3, u nexa je p: (R3, &) — (R3, &) ujgenruuko

npeciukasambe. Tanga me mocrojm asop v: ST — R3 koju je y cBaxoj ¢Bojoj Tauxu
TpaHCBEP3aJiaH HA KOHTAKTHUM CTPyKTypama & u p*& = &s.

IIpernoctasumMo cynpoTHo. Hedunumemo dbyuxuuje f, g: ST — R ca:

f(8) = (a1)y0)(7(9)) = 2'(6) — z(0)y'(6),
9(0) = (e2)0) (7' (0)) = '(0) + z(0)y/(0).

Yes10B TpaHCBEP3AJHOCTH YBOPA Y Ha KOHTAKTHUM CTPYKTypama & u &y MOBJIAYH
na dyaknuje f u g Hemajy Hyaa Ha S'. Bynylin ga je KpyzKHHIA IOBe3aH IPOCTOD,
oBe dYHKIIHje MOpajy OUTH KOHCTAHTHOT 3HAKa Ha HOj. 300T cuMeTpHje, T0BOJFHO
je mocMmaTpaTu caeieha JIBa caydaja:

(1) Cyuaj f > 0, g > 0: cabupamem J106HjaMo
1(6) + 9(6) = 2(6) > 0,
mTo je memoryhe jep u3son rmarke gpynkmmje na kpyxuunn S mma myy.
(2) Cayuaj f >0, g < 0: omy3umarbem 1061jamo
f(0) = g(0) = —22(0)y'(0) > 0,

olakJe caean na iy Hema Hyay Ha S, mTo nuje morylie. *
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Kaxko moka3 crasa 4.4 y pany [18] caapzu npomycT, IPUPOIHO ¢e OTBapa IPOCTOp
3a JlaJ/ba UCTPAKUBAILA Y CMEpY:

(1) Ha sim je morylie nonpaBuTu J0Ka3 TOr craBa’

(2) Ha 1 BayKu KapakTepu3allija KOHTAKTHUX YJlaratkha HaBeJIeHa Y TeOpeME
1.4.y [18]7

4.2.2 C’-purngnaoct JlexkaHIPOBUX YBOPOBA M MHBapHjaHTa obJIUKA

[Tutame CC-purnanoctu oxpeheHnx Kjaaca MOJIMHOTOCTPYKOCTH Y KOHTAKTHOj Ie-
oMeTpHju je mHcnupucano pesyararom Ymmiujepea®, Jlexiaepkat u Cedajanauja’
y CUMIIJIEKTUYKO] TOTOJOTHJU:

Teopema (C’-pUrmaHOCT KOM3OTPOMHUX MOAMHOTOCTpYKOCTH). Hexa je
C Kousomponmna nodmmozocmpyrocm® cumnaexmunke mrozocmpyrocmu (M, w)
up: M — M cumnaexmuyuku zomeomopdusam. Axo je o(C) 2aramra nodmmo-
eocmpyrocm, mada je ona YjedHo U Kou3omponta.

3a j0Ka3 oBe Teopeme BugeTH [11].

Posen’ u ZKanr y [24] 8 nedununty kiacy xommaxmmo-xousomponnuz nojaMHOTro-
CTPYKOCTH ¥ JOKa3yjy caabujy sepsujy CP-purmmsocTn 3a oBy Kiaacy objexaTa.
Hemocpeino HakoH came JeduHHINje OBe Kjace IMOAMHOTOCTPYKOCTH, JeTabHUje
hemo 06pa3IoKUTH ITa ToApa3yMeBaMo o caabujoM sepsujom CO-puruamocT.

Hedunnmnuja 4.6. Heka je (M?"~!, € = ker o) KoopujeHTHCAHA KOHTAKTHA MHO-
rocTpykoct auMmensuje 2n — 1. lloamuaoroctpykoct Y C M je xonmaxmmo-xouso-
mponna® ako 3a cBako T € Y BayKH:

(T,Y N&)H € T,Y NE,.
IIpumep 4.7. JlezxkaHapoBe MOAMHOTOCTPYKOCTH CY KOHTAKTHO-KOU30TPOITHE. %

IIpumep 4.8. XumepnoBpiiu W TpejjiarpaHzKeBe MOBPIINA CY KOHTAKTHO-KOW30-
TPOITHE TTOAMHOTOCTPYKOCTH. *

Pozen u ZKanr y [24] najy caenehy nedununujy rpyme Aut(M, £) KOHTAKTHHX
xomeomopduzama, npu demy y omsocy Ha gedununujy rpymne Conteo(M, &) mo-
JIATHO 3aXTeBa]y PABHOMEDPHY KOHBEPIeHIHjy KOH(MOpMATHUX (haKTopa:

3 Vincent Humiliére, bpaHIyCKr MaTEMATHIAP.

4 Rémi Leclercq, dpaHIyCKn MaTeMaTHIap.

5 Sobhan Seyfaddini, kanajckn MareMaTHuap HPAHCKO MOPEKJIA.

6 TIomuuorocrpykocr C' C (M, w) je kouzomponna ako 3a cako p € C Baxu (T,C)*+«» C T,C.
" Daniel Rosen, uzpaesicku maremarudap.

8 Jun Zhang, KHHECKHW MaTe€MaTHYIap.

9 Enrm: contact coisotropic.
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Hedunnunuja 4.9. Xomeomopduzam ¢ € Homeo(M ) KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH
je Koumaxmmnu romeomopdusam aKo TMOCTOJU HU3 KOHTAKTHHUX audpeomopduzama
or € Cont(M, &) ca omrosapajyhinm kondopmaaanm dbakropuma gi: M — R tako
J1a BarKH:

CO
0
(2) gk < g 3a HeKy Henpekuany dbynkuujy g: M — R.

ITutame CO-purmanoctu Ha Koje Pozen u 2KaHr [ajy HO3UTHBAH OATOBOP je:

MuTame. (CO-pUrujHOCT KOHTAKTHO-KOM30TPOIHEX OAMHOrOCTpYKocTH) Hexa je
C' KOHMAKMMHO-KOUZOMPONHAE NOOMHOLOCMPYKOCT, KOHMAKMHE MHO20CMPYKOCU
(M, & = ker a) u ¢ € Aut(M, &) woumaxmuu xomeomoppusam. Axo je o(C')
eaammra nodmmozocmpyrocm y M, da au je oHa YjedHO U KOHMAKMHO-KOU3OMPONHA Y

Ipyma Aut(M, &) je momckyn rpyme Conteo(M, £), mpu demy je Ta HHKIY3Hja
crpora, Te je y ToMm cmucay Bepsmja CO-purmmnoctn mokazama y [24] cinabuja.
Pasnomepna konseprennuja xkoudopmaanux ¢akropa omoryhasa ja ce npobiiem
CO-pUrIAHOCTH KOHTAKTHO-KOM30TPOIHAX HOIMHOIOCTPYKOCTH CBEJe Ha CHMILICK-
THYKH CIYYaj.

Jla dbucmo objacHUIM HA KOjH HAYUH paBHOMEpHa KOHBEpreHIrja KOH(OPMaIHUX
daxTopa GuUrypuiie y oaropopy Ha IPeTXOJIHO TOCTAB/bEHO IMUTAMhe, IOICETUMO Ce
Ha KOJM HAYMH C€ KOHTAKTOMOPMU3IMHE HOAUKY Ha CUMILIEKTH3AIN]Y.

[Monuzame kouTakromMopduszma ¢ € Cont(M, £) Ha cuMIuIeKTH3AIU]Y
(R x M, d(’a))

je cumiuiekToMmopduzam JiedpuHUCAH ca:

rje je riarka pynknuja g: M — R oxrosapajyhu kondopmainu dgpakrop jgedpun-
HCaH YCJIOBOM Y a = €9 a.

Ila 6ucmo mpobieM y KOHTAKTHOM CJIy9ajy CBEIU Ha CUMILICKTHUYKH, IOPel PABHO-
MepHe KOHBepreHnuje KOH(MOPMATHHX (PaKTOpa, BayKHy YOIy UTpa U HAYMH HA
KOjU C€ KOHTAaKTHO-KOU30TPOITHE MOJIMHOTOCTPYKOCTH MOJNZKY Ha CUMILIEKTU3AIA]Y .
[Tpenmsnuje, oBa Be3a je gara caenehum craBom (3a qoka3 Bugern cras 4.1y [24]):

Cras. Heka je C' nodmnozocmpyrocm y (M, & = ker o). Tada je C' xonmaxmmo-
Kouzomponna ako u camo ako je R X C' cumniekmuury Kou3omponna y cumnier-
musayuju (R x M, w = d(e’ a)).

HakoH mpeTXomHMX ONACKH, OATOBOP Ha paHHje IIOCTaB/heHo muTame o CO-purn-
JIHOCTH MMa npupojan Tok. Haume, 3a konrakTHu xomeomopduzam ¢ € Aut(M, &)
u3 jepunummje 4.9 AMPEKTHO CIeAU Ja MOCTOjU HU3 KOHTAKTOMOPdu3ama ((p ) ke
ca onroBapajyhum kougopmaanum pakropuma gi: M — R, TakaB ja cy ucnymena
0ba ycjoBa U3 OMeHyTe JeduHuIun]e.

[HoamuorocTpykoct C' ce moInKe Y CUMILTEK THIKO-KOM30TPOTTHY TTOIMHOTOCTPYKOCT
R x C'y cummiekTu3anuju, 10K HA3 KOHTAKTOMOpdU3aMa @ HHIYKYje HU3 CUM-
niaekToMopduzamMa Q.
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Pasnomepna konBepreniuja KoHGoOpMaIHuX (PAKTOPA MOBAAYHN J1a KOHCTPYHUCAHH
Hu3 cuMiekTomopdgusama kKouseprupa y CO-ronmosornjm ka xomeomopduzMy @
KOju je jiecbmHmCcaH ca:

@0, x): = (0 — g(x), p(2)).

[IpoGsem je caga cBejeH Ha CHMILIEKTHYKH caydaj y ciaegehem cMmuciy: yko-
JIUKO je OATOBOP Ha TMHUTAIE Ja JU CUMILIEKTUIKA XOMeoMOopdHu3aM p MpecIuKaBa
R x C Ha CUMILIEKTHYIKO-KOU30TPOITHY HOAMHOTIOCTPYKOCT MOTBP/IAH, HEIIOCPE/IHO
U3 HPETXOHOT cTaBa cjeau ja je cinka ¢(C) KoHTakTHO-Kou30TponHa. OBO mu-
Tame je CTBAp CHMIUIEKTHYKE TeoMeTpHhje, a pe3yjarar YMuianjepea, Jlekaepka u
Cedajannnja n3z [11], naje norBpaas oaroBop.

Y onimreM ciaydajy, Kaja HeMaMo KOHTPOJIY HaJ KOH(MOpMAJIHUM (haKTOPUMAa, KOH-
CTPYHCAHH HH3 CUMILIeKTOMOpdu3aMa @y, He Mopa Ja Koupeprupa y C’-tonooruju
Ka [pecauKaBamby . 300r Tora je nurame CC-puruaHocTH KOHTAKTHO-KOX30TPOI-
HUX HOJAMHOIOCTPYKOCTH Yy OIIITEM CJAy4ajy U JIa/be OTBOPEHO.

MNako Huje mo3HATO J1a JIK y OMIITEM CJIydajy — KaJa HeMaMO KOHTPOJIY HaJ KOH-
dbopmamaanm dakTopnma — Baxkn CO-pUTHAHOCT Kiace KOHTAKTHO-KOM30TPOITHAX
HOJIMHOTOCTPYKOCTH, HIIAK MOXKEMO Jla H3JIBOJUMO ODOjeKTe TOI' THIA 3a Koje je
nokazano ja CU-purmanocr paxu. Jlanac je mo3HaTO Ja y TPOJAMMEH3MOHAJ-
HoMm cayuajy saxku CC-purmanocr Jlexanaposux usopoba. Pusenr u Canuben y
[4] mokasyjy purnaHocT Kiace JlexKaHAPOBAX YBOPOBA KOpucTelin TeXHUKY CIelu-
dbuany 3a gumensujy tpu. Ocum tora, Crokuh y [27], ocuamajyhu ce na pesys-
tar EnToBa u [losirepoBuya 0 KOHTAKTHOM HpeIinTamy JIeKaHIpoBuX MOJIMHO-
rocrpykocTu (eHri. contact interlinking of Legendrians), naje oAroBop Ha HeIITO
onmITHje nuTame. [Ipemusnmje, ol JJoKa3yje /1a riaaTka CJInKa JlexKaHapoBe O IMHO-
rOCTPYKOCTH HPU KOHTAKTHOM XOMeOMOpGU3My He MoxKe duTu cKkopo Peb-unBapu-
jauran ckym'’ (emrs. nearly Reeb invariant), Te Kao MOCIEIUILY Y AUMEH3HjH TPH
nobuja CY-purnanoct Jle;KaHJIpOBUX YBOPOBA.

Buso 6u unrepecanTao npobdaem CO-purmanocru JIesKaHIPOBUX YBOPOBA PA3MO-
TPUTH Ca CTAHOBUINTA TEXHUKE MHBApHUjaHTe OOJIMKA, M HA Taj HAYMH JATU jOII
jeJlaH aJTepHATHBHU J0OKA3 OBOI' pe3y/TaTa 3a IMOMeHYTYy KJjacy o0jekara.

Hama Hamepa je 1a, mopeJ MOKyliaja Ja monpaBuMo (Wi omoBpraemo) cras 6.11
v Musieposom pasy [18], npumenom ose Texnuke gokazkemo CO-puruanoct Jlexan-
JIPOBHX YBOPOBA.

Y HacTaBKy JlajeMO CKHUILY Halllel' HPUCTYIIa OBOM ITPO0JIeMY:

(1) Jokasaru Jia KOHTAKTHH XOMEOMOD(U3aM He MOZKe jia npecanka Jlexan-
JipoB uBop L Ha TpaHcBep3aJaH uBop 1
- 3a TO je JIOBOJHHO Jia JIOKayKeMO Ja KOHTaKTHH XOoMeoMopdusam He
MOYKe Jia mpecsuka uBop 1"y uBop L;
- mocmaTpaMo oxarosapajyhe mojen-okosmue upoposa L u T (Bugern
narmomene 1.27 u 1.29), npu yemMy CBaKW OJ 4BOPOBA TIOUCTOBETHMO Ca
St x {0} y onrosapajyhiem mozmeny;

10y HaCTABKYy PaJa 3a ckopo Peb-uuBapujanTHe ckymoBe kopuctumo o3uaky CPIU.
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- mpoGymena okoimua'l uBopa L ce pasimcTaBa Ha KOHBEKCHE TODPYCE,
JIOK TIpeJiyIarpaHzKeBr TOPYCH Pa3JINCTaBajy NPoOYITeHY OKOJINHY YBO-
pa Ty oaropapajyhem mozeny (Bugern npumep 2.25);

- KOHBEKCaH TOPYC MMa JIOBO/HHO MAJIy OKOJIMHY KOja He JIOMYIITa IIpe/I-

Jarpanzkenpe Topyce ojapehenor obimka — oaHOCHO, MOAM(UKOBAHA
KOHTAKTHA WHBapUjaHTa OOJHMKa je Ipa3aH CKymn (BHIETH TeopeMmy
3.20);

- MOjM(PUKOBAaHA KOHTAKTHA MHBApHUjaHTa OOJUKA Y OKOJUHU IIpejiia-
IpaHzKeBOT TOpyca je Hellpa3aH CKYII;

- aKO KOHTaKTHH XoMeoMopduszam ¢ cauka 4Bop 1" Ha uBop L, Taja oH
cauka u npobyireny okonHy Ur uBopa 1T’ Ha npobytreny oxosmay Up
gBopa L;

-V TOM CJIy4Yajy KOHTAKTHH XOMeoMOpdu3aM CIUKa OKOJIUHY IMpeia-
I'PAHZKEBOT TOPYyCa y OKOJUHY HEKOT KOHBEKCHOT TOPYCA;

- MoaudHuKOBaHa KOHTAKTHA MHBapHjaHTa 00aWKa ce dypa npu CV-mu-
MecuMa (BUJIETH KOMEHTAap HAKOH Teopeme 3.14), ma w3 mpeTXoHUX
KOpaKa 3aKJbyqyjeMo Jla KOHTAaKTHH XOMeoMOpu3aM He MOZKe Ja CJIH-
Ka aBop 1"y uBop L.

(2) okasaru jJa KOHTAKTHH XOMeoMOpdU3aM He MOZKe Ja Tmpecuka JleskaH-
Japos uBop L Ha uBop K Koju HHje JlekaHIPOB:
- wieja je ja mckopuerumo pesyarar Pusena u Canusena us [4] koju
KaxKe 713 IBOP KOju HHUje JIeKaHIpOoB KOHTAKTHOM U30TOIH)OM MOXKEMO
J1a, JIOBEJIEMO IIPOU3BOJHLHO OJIN3Y HEKOM TPAHCBEP3AJIHOM YBOPY U UCKO-
puctumo (1);

[Turame CO-pUruIHOCTH IpeiaarpaHzKeBIX MOBPIIH Y KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH
JIMMEH3Uje TPH je PEIIeHO YKOJIUKO ce 3a JeUHUINA]Y KOHTAKTHOI XOMeoMopdusma
y3ume 4.9, jep cy npejiarpaH»keBe MOBPITH CHENHjalaH TUIT KOHTAKTHO-KOU30TPOII-
HUX TIOJIMHOTOCTPYKOCTH 3a Koje je Ta ciabuja CO-purugnoct jokazana y [24].

MebhyTnm, TuTame Koje HAC 3aHAMA jecTe muTame CU-pUTHIHOCTH IMpeiarpamzKe-
BHX IIOBPIIH Y OIIITEM CJIYYajy.

Iurame. (C°-purnpnocr npeyiarpanzxesux nospuin) Axo je C C (M3, £) npeo-
aaepanocesa nospu, u o € Conteo(M, &) maxae da je o(C) enamra nodmmo-
eocmpyrocm, da au je mada nospuw, o(C') yjedno u npedaazpanscesa?

Kaxo 6ucmo nokasann CO-purnanoct JIexKanIpoBIX 9BOPOBa, JOBO/BHO je 1a 3HAMO
JIa KOHBEKCAH TOPYC MMa IEBACTy OKOJIUHY V K0jOj je MoAuUKOBaHA KOHTAKTHA
HHBapHjaHTa OOJUKa Ipa3aH CKYI, JOK je Ta HHBAPHjaHTA Y OKOJUHH IIpejJIa-
I'PaHKeBOT TOpyca HempasHa. MehyTum, netu aprymenTs Hucy noBOJbHU ja Ou ce
nokazaaa CU-purnanocT npejiarpam:KeBuxX MOBPLIXA. JeIHOCTABHO je T0Ka3aTH [1a
KOHTAKTHU XOMeOMOpdU3aM He MOKe Jia HPeC/IMKa HPe/JIarPAHKEB TOPYC Y KOH-
BEKCAH, U Y TOM CJIYUajy MOYKEMO Jla HCKOPUCTUMO ITPETXOJIHO HaBeleHe apryMeHTe.

1 Axo je U orBopena okosuua 98opa L, 110J IpoGyIeHoM OKOIHHOM Muc/anMo ua U \ L.
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Curyanmja ce KOMILUIEKYje y CAydajy Kaja KeJIuMO 13 MOKAaXKeMO Ja KOHTAKTHN
XoMeoMOpdu3aM He MOXKe Jia CJIMKa MpejjiarpaHzkeBy IMOBPII y MOBPIIT KOja HEje
HU KOHBEKCHA, HU TIpejjiarpanzkena. ¥ npumepy 3.21 gar je npumep TaKBOT TOPyCca
KOjH Y CBaKO] JIOBOJHHO MaJjI0] OKOJIMHH JIONYIITA Ipe/IarpaHkeB TOPYC UCTOT 00-
JquKa. M3 mperxoaHor je jacHo ja HaM Tpeba Heka dpunuja wHGOpMaIuja 0 HHBap-
ujanTu obuKa (Ol OHe Ja JIM je OHA MpAa3aH WM HEpa3aH CKyIM) Kako BHCMO Y
NOTHYHOCTH Pa3pelImin nutame CY-pUruIHocTy mpeiarpatzkeBuxX ITOBPIITH.

4.2.3 Hosu gokas teopeMe o C’-purngnoctu Espambepra u
I'pomoBa momohy CPU ckymoBa

Ha caMoM MOYeTKy oBe IiaBe NPHUKas3aH je noka3 Teopeme o CO-purmirocTn KoH-
TakTHIX andeomopduzama koju ¢y Mustep n HTnar namu y [20]. Ca apyre crpawe,
MutepoBa uzeja y pagy [18] je 6una na moMeHyTH pe3yarar JOoKarke 06e3 KOPHII-
hema ['pomoBsbeBe anrepuaruse. O je mmao uuejy jga reopemy Espambepr—Ipomo-
Ba JIOKayKe Kao JUpEeKTHY mocyeauiy teopeme 1.4.y [18], v K0joj naje Kapakrepu-
3allijy KOHTAKTHUX yJarama oMoy KOHTaKTHe HHBapHjaHTe OOJIHKA.

[Iparehu MunepoBy ujyejy, Ha Kpajy OBe Te3e HABOJAMMO KapaKTepH3aIlujy KOH-
TakTHUX jgudeomopduzama y numensuju Tpu momohy CPU ckynosa — mojma xoju
Crokuh gedununme y [27] — u Kao Mocaeanily JajeMo aJTepPHATHBHU JOKA3 TeOo-
peme Emambepr-I'pomosa o CO-purnanoctn KOHTaKTHEX gudeoMopdusama, MITo
npecTaB/ba jeJJlaH O/ JOMPUHOCA OBe Te3e.

Hedununnmja 4.10. Heka je (M, £ = ker «) konrakTHa Mmuorocrpykoct u N C M
KOMIaKTaH moackym. Kaxkemo na je N ckxopo Peb-umnsapujanmar ako 3a cBaKy
orBopeny oxkosiuny U D N nocroju orsopen nojuckyu V' C U TakaB ja BaxKu:

(1) NCV;
(2) V' je maBapujanTaH y OJHOCY Ha TOK PeboBOr BeKTOPCKOr mosba R, Koje oaro-
Bapa KOHTAaKTHO] (popMu o TakBoj na Baxku & = ker o/.

IIpumep 4.11. Tpancsepsanuu usop y aumensuju tpu je CPU ckyn (Bumeru
npumep 2.25). *

Hedbunannmja 4.12. Xomeomopduzam ¢ € Homeo(M) wysa CPU ckynose axo
BayKW €KBUBAJICHII]A;

N je CPU ckym axo u camo ako je ¢(N) CPU ckym.
Teopema 4.13. Jugeomoppuszam ¢ € Diff (M) je xonmaxmmuu dugeomoppusam
axo u camo axo wysa CPU cxynose.
okas:
(=) : Heka je N CPU ckyn u U D ¢(N) orBopena okonuna ckymna ¢(N).
Tama o gedpUHUNIK]U TTOCTOJH OTBOPEH CKYI V' TaKaB Ja BayKH:
-NcVcel(U)

- V' je umBapujanTan y ojgHocy Ha TOoK PeboBor Bekropckor mosba R, Koje
0/IrOBapa HEKO] KOHTAKTHO] ¢opmu «: & = ker av.



66 CC-puzudnocm y KOHMAKMHO] MONOAOUIU

Ckyn (V') je orBopena okosmHa ckymna ¢(N) Koja 3agoBosbasa ciaeneha ceojersa:

(1) p(N) C (V) CU,

(2) (V) je uuBapujaHTaH y OJHOCY HA TOK PeGOBOT BEKTOPCKOT T10Jba TIPHUJIPY-
JKeHor KoHTakTHoj dpopmu (o 1)*ar :

- meka je {Y'}ier TOK mpuapysken PeGoBOM BEKTOPCKOM TOBY Ry;
- Taga je Y'(V) =V, u3 4gera ciaeau ja je
poi o (p(V)) = p(V);
- BekTopcko nome ¢, R, rerepuiire paMuanjy KOHTaAKTOMOpU3aMa;:
poylop™

- JeJIHOCTABHOM IIPOBEPOM JI00MjaMO J1a BEKTOPCKO 10Jbe ¥, R, ojiroBapa
PeboBoM BEKTOPCKOM TIOJBY KOj€ je NPHIAPY!KEHO KOHTAKTHOj (hOpMH

(™) e
U3 nperxoauaor 3ak/bydyjemo na je ¢(N) ckopo Peb-unBapujanra.

(<) : IIpermocraBuMo CymopTHO, Ja ¢ Huje KoHTakHu audeomopdusam, u aa je
KOHTAKTHHU yCJIOB HapyIleH y Tauku x € M.

To 3Ha4n 12 HUje 3a10B0JbeHA Je THAKOCT 1,0 (&) = Epo(x), A3 YEra CJIESIH J1a MOXKEMO
e(z)>

J1a KOHCTpywuriemo JlexkauapoB 9Bop A Koju cajprKu TA4Ky X U Ca (0 Ce CJIUKA HA

4YBOp Koju HUje JlexKanapos.

Taga je Ha ocHoBy craBa 1.5y [27] uBop ¢(A) CPU, miTo je y KOHTpaJuKIuju ca
II0YETHOM MPETHOCTABKOM I8, BAYKH:

N je ckopo CPU axo u camo ako je ¢(N) CPU.

Crojerso ayBama CPU ckynosa ce npenocn CP-mmvecuMa.

Ctas 4.14. Heka je o; € Cont(M, &) nua wowmaxmomoppusama woju y CO-
monoaozuju Koneepaupa ka romeomopdusmy p € Homeo(M). Tada xomeomop-
dusam ¢ wysa CPU crynose.

oka3z:

Heka je N ckyn xoju je CPU. Tlo nedpunnnmjn nokasyjemMo maa TO CBOjCTBO UMa W
werosa cmka o(N).

—~

Heka je W OTBOpEH CKYI KOjH CaapsKiu ©(N). Cxkyn W := ¢~ }(W) je orsopena
okosmHa ckymna N.

Kaxko je N CPU, To mocToju orBopeH cKymn V' TakaB Ja BayKu:
NcVcWw

u V mHBapHujaHTaH y OJHOCY Ha TOK HEKOT PebOBOI BEKTOPCKOT MOJbA.

[MraBuiie, mozkemo jga uzabepemo V' Ttako ja je V' KOMIIAKTaH CKYI H Jia BayKu:

NcVvcVcw
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. . co
['pyna Homeo(M) je TomoJiomka rpyna, Te U3 KOHBEPreHIHje p; — © CJejie

(1) o7t o g, Lid w (2) g;top .

13 nepununmje CO-konseprennmje u (1) crenn qa nocroju ig € N tako ma 3a i > i
Baxku o' o (V) C W, u3 dera 3ak/bydyjeMo Ja 3a JOBO/HHO BEJIUKO i BasKH

pi(V) C (W) =W.
U3 ucre pedpunnnmje u (2) ciaeau ga nocroju i1 € N TakBo ga 3a i > i) BaxKu
@ op(N) C V, omakiie 3ak/bydyjeMo Ja 3a 10BOJbHO BeIHKo i Baxku o(N) C ¢;(V).

1

N3 mperxoHOT 3aKJ/bydyjeMo Ja 3a J0BOJbHO BeJuKO ¢ € N Baku

o(N) C (V) C W.

[IpecnukaBame @; je KOHTaKTHU audeoMopduszam, ckym V je WHBApHWjaHTaH Y
oHOCY Ha HeKo PeboBO BEKTOPCKO MOJbe, Ta CJASJIW Ja TO CBOJCTBO MMa W CKYII
wi(V). 0

Teopema Empambepr-I'pomosa o CV-purnanoctn konTaxTanx audgeomopduzama je
cajla HeImoCpe/ IHa MOC/Ie/IUIA IIPETXOHOT CTaBa U KapaKTepu3aluje KOHTAKTOMOD-
duzama gare y 4.13.

loka3 Teopeme 4.1:

P ——
Heka je ¢ nudeomopdusam koju ce nanazu y rpymu Cont(M, £) C Diff(M).

Taga nocroju Hu3 kouTakTHUX Mudeomopduzama ¢; € Cont(M, &) Takas 1a BaKu
CO

Yi — p.

N3 crasa 4.14 crenu ga ¢ ayBa CPU ckynose, u3 vera na ocuoBy teopeme 4.13

3aK/by4dyjeMo J1a je ¢ KOHTaKTHU JudeomMopdusam. U

JejaH o1 JONpPHHOCA OBe Te3e je ynpaBo NMPHUKa3aHW JI0Ka3 Teopeme Eipambepr—
I'pomosa o CO-purmanoctn. OBaj J0Ka3 ce oJHOCH Ha TUMeH3Hjy TpH, Oymiyhu ma
je KapakTepu3allfja KOHTaKTHHX jgudeomopduzama npeko CPU ckymosa y Teo-
pemu 4.13 mokazaHa y Toj auMmen3uju. Hapeanum kopak 6mo 6w yommTaBame OBe
KapaKTepu3allije Ha TPOU3BOJbHY JUMEH3HU]Y, IITO O OMOryNMIO T0Ka3 Teopeme o
CC-purnanocru y ommreMm ciyuajy xopuinhemem CPU ckynosa.
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