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Predgovor

Kontaktna topologija je oblast matematike koja se bavi izuqava�em kon-
taktnih mnogostrukosti { mnogostrukosti na kojima je zadata maksimalno
neintegrabilna distribucija { i predstav	a aktuelnu oblast istra�iva�a
zbog primena u raznim oblastima matematike: teoriji folijacija, teoriji
parcijalnih diferencijalnih jednaqina, sub-Rimanovoj geometriji, kao i u
fizici: termodinamika i geometrijska optika. Grupa simetrija kontaktne
mnogostrukosti su difeomorfizmi te mnogostrukosti koji quvaju kontaktnu
strukturu (zovemo ih jox i kontaktomorfizmima ili kontaktnim difeo-
morfizmima).

C0-kontaktna topologija je relativno mlada podoblast kontaktne topologije
koja se bavi izuqava�em ,,neglatkih objekata i fenomena" u kontaktnoj topo-
logiji. Istorijski gledano, rezultat koji se smatra zaqetkom ove oblasti je
teorema E	axberga1 i Gromova2 o C0-rigidnosti grupe kontaktnih difeomor-
fizama, koja ka�e da je grupa kontaktnih difeomorfizama zatvorena u grupi
svih difeomorfizama u odnosu na C0-topologiju (to jest kompaktno-otvorenu
topologiju).

Rezlutat teoreme E	axberg{Gromova se podrazumevao jox od sredine 1970-
ih. Formalno objav	eni dokazi pojavili su se relativno skoro u radovima
Milera3 i Xpata4 [20] i Milera [18].5 Oba dokaza koriste tehniku inva-
rijante oblika6 koju je uveo E	axberg u radu [6]. Grubo reqeno, kontaktna
invarijanta oblika pamti odre�ene informacije o kohomologiji Lagra�evih
podmnogostrukosti u simplektizaciji date kontaktne mnogostrukosti.

1 Yakov Eliashberg, ameriqki matematiqar rusko-jevrejskog porekla.

2 Mikhail Gromov, francuski matematiqar rusko-jevrejskog porekla.

3 Stefan Müller, nemaqki matematiqar.
4 Peter Spaeth, ameriqki matematiqar.
5 Dokaz iz ovog rada treba uzeti sa rezervom jer postoji potencijalna grexka. Videti

podsekciju 4.2.1.

6 Engl: shape invariant.
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Teorema E	axberga i Gromova prirodno motivixe definiciju grupe kontak-
tnih homeomorfizama kao zatvore�a grupe kontaktnih difeomorfizama u
grupi svih homeomorfizama u odnosu na C0-topologiju. Centralni problem u
oblasti je razumeti koliko kontaktne geometrije kontaktni homeomorfizmi
,,pamte". Ovaj problem danas je tema intenzivnog istra�iva�a (videti [18,
20, 27, 25, 1, 24, 4, 21, 23, 5, 26]) i mnoge �egove instance su i da	e otvoreni
problemi. Mi �emo se u ovoj tezi posebno osvrnuti na problem C0-rigidnosti
specijalnih klasa podmnogostrukosti u kontaktnoj geometriji. Specijalno:

Pita�e (C0-rigidnost Le�androvih qvorova): Neka je Λ ⊂ (M3, ξ)
Le�androv qvor7 i φ kontaktni homeomorfizam. Ako je qvor φ(Λ) gladak,
da li je on ujedno i Le�androv?

Odgovor na ovo pita�e je potvrdan i rezultat je radova [4, 27, 24].

Ci	 ove teze je formalno zasniva�e invarijante oblika i prikaz �enih pri-
mena u C0-kontaktnoj topologiji.

Teza je strukturirana na slede�i naqin:

U prvoj glavi uvodimo osnovne pojmove kontaktne geometrije.

U drugoj glavi razmatramo povrxi u trodimenzionalnoj kontaktnoj geometriji,
pri qemu izdvajamo klase podmnogostrukosti koje su bitne za definiciju kon-
taktne invarijante oblika.

U tre�oj glavi �emo formalno uvesti kontaktnu invarijantu oblika, dati
pregled primera i �enih osnovnih svojstava.

U qetvrtoj glavi izlo�i�emo primene invarijate oblika u C0-kontaktnoj
topologiji. Kao prvu primenu, dokaza�emo teoremu E	axberg-Gromova prate-
�i [20]. Dokaz u ovom radu se zasniva na Gromov	evoj alternativi, koja ka�e
da je C0-zatvore�e grupe kontaktnih difeomorfizama ili sama ta grupa
(rigidnost), ili sadr�i komponentu povezanosti identiteta u grupi svih
difeomorfizama u odnosu na C0-topologiju (fleksibilnost). Miler i Xpat
dokazuju rigidno razrexe�e alternative koriste�i invarijantu oblika.

U samostalnom radu [18] Miler daje alternatvni dokaz teoreme E	axberg-
Gromova koji ne koristi Gromov	evu alternativu, ve� se samo zasniva na
karakterizaciji kontaktomorfizama pomo�u invarijante oblika. Ispostav	a
se da u dokazu glavne teoreme postoji problem na koji �emo ukazati u pod-
sekciji 4.2.1. U ovom delu rada tako�e razmatramo pita�e C0-rigidnosti
odre�enih klasa podmnogostrukosti i izla�emo ideje za potencijalnu pri-
menu tehnike invarijante oblika kao alata za rexava�e tog pita�a.

7 Qvor γ : S1 → (M, ξ) je Le�androv ako je u svakoj svojoj taqki tangentan na kontaktnu

strukturu ξ.



Na samom kraju, da�emo dokaz C0-rigidnosti grupe kontaktnih difeomor-
fizama u dimenziji 3 koji ne koristi Gromov	evu alternativu. Ideja dokaza
je dati novu karakterizaciju kontaktomorfizama koriste�i rezultate iz [27].
Ovaj dokaz predstav	a i jedan od originalnih doprinosa ove teze.
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1 Osnovni pojmovi kontaktne

geometrije

Kontaktna struktura na mnogostrukosti neparne dimenzije je maksimalno
neintegrabilna distribucija kodimenzije jedan. Da bismo formalno defi-
nisali ovaj pojam, potrebne su nam slede�e definicije.

Definicija 1.1. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n. Distribu-
cija ξ dimenzije k na mnogostrukosti M je glatko seqe�e

ξ :M → Gr(k, TM),

pri qemu je broj n− k kodimenzija te distribucije.

Svaka distribucija kodimenzije jedan se lokalno mo�e videti kao jezgro neke
diferencijalne 1-forme. Me�utim, ovo svojstvo u opxtem sluqaju ne va�i
globalno. Distribucije koje su globalno zadate jezgrom 1-forme nazivamo
koorijentabilnim i u nastavku rada podrazumevamo da su sve distribucije
sa kojima radimo takve. Primetimo da 1-forma qije jezgro zadaje kontaktnu
strukturu nije jedinstvena. Svaka 1-forma koja se od te razlikuje do na
mno�e�e skalarom { glatkom funkcijom koja je u svakoj taqki razliqita od
nule { tako�e zadaje istu kontaktnu strukturu.

Me�u distribucijama izdvajamo klasu integrabilnih distribucija. Da bismo
definisali ovaj pojam, najpre nam je potrebna definicija integralne podmno-
gostrukosti.

Definicija 1.2. Neka jeM mnogostrukost dimenzije n i ξ glatka distribu-
cija dimenzije k na �oj. Podmnogostrukost N ⊂M dimenzije k je integralna
u odnosu na ξ ako za svako x ∈ N va�i TxN = ξx.

Definicija 1.3. Neka je ξ glatka distribucija dimenzije k zadata na mno-
gostrukosti M dimenzije n. Ka�emo da je ξ integrabilna ako za svaku taqku
x ∈M postoji integralna mnogostrukost Nx koja je sadr�i.

U dimenziji tri geometrijska interpretacija integrabilnosti je slede�a:
ako je unapred svakoj taqki euklidskog prostora R3 dode	ena ravan, ta dis-
tribucija je integrabilna ako mo�emo prostor da izdelimo na me�usobno dis-
junktne povrxi, tako da te povrxi u svakoj svojoj taqki tangiraju date ravni.
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12 Osnovni pojmovi kontaktne geometrije

Definicija 1.4. Neka je ξ glatka distribucija dimenzije k zadata na mno-
gostrukosti M dimenzije n. Ka�emo da je ξ involutivna ako je prostor
seqe�a Γ(ξ) Lijeva podalgebra algebre X (M).

Vezu izme�u integrabilnosti (koja je geometrijsko svojstvo) i involutivnosti
(koja je algebarsko svojstvo) nam daje Frobenijusova teorema.

Teorema 1.5. Neka je ξ distribucija dimenzije k zadata na mnogostrukosti
M dimenzije n. Tada je slede�e ekvivalentno:

1. ξ je integrabilna;

2. ξ je involutivna.

Integrabilna distribucija zadaje folijaciju ambijentalne mnogostrukosti.

Neformalno govore�i, folijacija dimenzije k je relacija ekvivalencije na
ambijentalnoj mnogostrukosti u odnosu na koju su klase ekvivalencije povezane
imerzovane podmnogostrukosti dimenzije k. Te podmnogostrukosti razlistavaju
ambijentalnu mnogostrukost, pri qemu se zahteva da to razlistava�e lokalno
izgleda kao razlistava�e prostora Rn na kosete {x+ Rk : x ∈ Rn}1.

Primer 1.6. Na slici ispod je prikazano razlistava�e prostora R3 na
kosete x+ R2.

Slika 1.1. razlistava�e prostora R3

Jedan od naqina da formalno uvedemo pojam folijacija je pomo�u atlasa
folijacije.

Atlas folijacije kodimenzije k (pri qemu je 0 ≤ k ≤ n) na mnogostrukosti
Mn je atlas

(φi : Ui → Rn−k × Rk)i∈I
na M takav da funkcije prelaska φij lokalno imaju oblik

φij(x, y) =
(
gij(x, y), hij(y)

)
,

u odnosu na dekompoziciju Rn = Rn−k × Rk.

1 Na ovom mestu smo poistovetili Rk sa odgovaraju�im podskupom {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) :
xi ∈ R} euklidskog prostora Rn.
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Karte atlasa folijacije nazivamo kartama folijacije.

Slika 1.2. karte folijacije

Svaka karta folijacije Ui predstav	a disjunktnu uniju ploqica2, koje su
definisane kao komponente povezanosti podmnogostrukosti φ−1

i (Rn−k × {y}),
za y ∈ Rk. Ove ploqice se globalno nadovezuju u listove, pri qemu su oni
povezane imerzovane podmnogostrukosti dimenzije n− k u M .

Definicija 1.7. Folijacija kodimenzije k na mnogostrukosti M je maksi-
malni atlas folijacije na M kodimenzije k.

Kontaktne strukture su u suxtoj suprotnosti sa folijacijama u odnosu na po-
jam integrabilnosti. Folijacije mo�emo da vidimo kao razlistava�e ambi-
jentalne mnogostrukosti na integralne podmnogostrukosti. Dok su, sa druge
strane, kontaktne strukture maksimalno neintegrabilne. Geometrijska in-
terpretacija maksimalne neintegrabilnosti u dimenziji tri je slede�a: ako
je distribucija maksimalno neintegrabilna, ne postoji povrx u prostoru koja
u svakoj svojoj taqki tangira tu distribuciju. Xtavixe, kako god izabrali
povrx u prostoru i mali otvoreni skup na �oj, postoji taqka tog skupa u kojoj
povrx nije tangentna na kontaktnu strukturu.

Pojam maksimalne neintegrabilnosti formalno uvodimo algebarski. Pre
formalne definicije, navodimo primer koji slu�i kao �ena motivacija.

Primer 1.8. Ako je distribucija ξ zadata jezgrom 1-forme α, tada je ona
involutivna ako i samo ako je α ∧ dα = 0.

Ovo sledi direktno iz identiteta

dα(X,Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X,Y ]). ⋆

Iz Frobenijusove teoreme i primera 1.8 sledi da je koorijentabilna distribu-
cija integrabilna ako i samo ako va�i α ∧ dα ≡ 0. �emu potpuno suprotan
uslov je da u svakoj taqki mnogostrukosti va�i α ∧ dα ̸= 0, xto motivixe
slede�u definiciju maksimalne neintegrabilnosti:

2 Engl: plaque.
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Definicija 1.9. Distribucija zadata jezgrom 1-forme α na mnogostrukosti
dimenzije 2n + 1 je maksimalno neintegrabilna ako je u svakoj taqki mno-
gostrukosti ispu�en uslov:

α ∧ (dα)n ̸= 0.

Definicija 1.10. Kontaktna struktura ξ = kerα na mnogostrukostiM2n+1

je glatka distribucija kodimenzije 1 koja je maksimalno neintegrabilna, to
jest, 1-forma α zadovo	ava uslov

α ∧ (dα)n ̸= 0.

Kontaktna mnogostrukost je ure�en par (M, ξ), dok je 1-forma α kontaktna
forma.

Uslov α ∧ (dα)n ̸= 0 nazivamo kontaktnim uslovom.

Napomena 1.11. Iz kontaktnog uslova neposredno sledi da je za svako x ∈M
forma (dα)x simplektiqka na ξx. ⋆

Primer 1.12. Standardna kontaktna struktura ξstd na R2n+1 sa standardnim
koordinatama (x1, y1, . . . , xn, yn, z) zadata je jezgrom 1-forme:

αstd = dz −
n∑

j=1

xjdyj. ⋆

Prethodni primer predstav	a poseban sluqaj 1-
et rasloje�a.

Prostor R2n+1 mo�emo da identifikujemo sa T ∗Rn × R. Dodatno, na R2n

Liuvilova 1-forma λ ima oblik

λ =
n∑

j=1

xj dyj,

pa kontaktna forma iz primera 1.12 ima zapis α = dz − λ.

Definicija 1.13. Simplektizacija kontaktne mnogostrukosti

(M, ξ = kerα)

je taqna simplektiqka mnogostrukost

(M × R+, d(t π∗α))3.

Primer 1.12 se prirodno uopxtava na proizvo	nu glatku mnogostrukost L: na
prostoru T ∗L × R kontaktna struktura ξjet se zadaje jezgrom 1-forme dz − λ,
gde je λ Liuvilova forma na kotangentnom rasloje�u T ∗L.

Velika klasa primera kontaktnih mnogostrukosti dobija se na slede�i naqin
(za dokaz videti stav 1.4.5 u [8]):

3 Preslikava�e π : M × R+ −→ M je projekcija na prvu koordinatu.
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Teorema 1.14. Neka je Y Liuvilovo vektorsko po	e4 na simplektiqkoj mno-
gostrukosti (W, ω). Tada va�i slede�e: ako je M hiperpovrx transverzalna
na Y , restrikcija forme iY ω na M je kontaktna forma.

Primer 1.15. Kontaktna mnogostrukost (ST ∗T n, ξ = kerαcan) se dobija na
ovaj naqin. 1- forma αcan je zadata sa

αcan = λ|ST ∗Tn ,

gde je λ Liuvilova forma na kotangentnom rasloje�u T ∗T n. ⋆

Primer 1.16. Simplektizacija kontaktne mnogostrukosti iz primera 1.15
je izomorfna sa

(T ∗T n \ {0}, dλ).

Kada uvodimo novi objekat { u naxem sluqaju kontaktne mnogostrukosti {
prirodno se postav	a pita�e: xta su morfizmi izme�u �ih? Morfizmi u
kontaktnoj kategoriji su preslikava�a koja quvaju kontaktnu strukturu. U
nastavku �emo se najvixe baviti izomorfizmima u toj kategoriji, koje sada
i formalno definixemo.

Definicija 1.17. Neka su (M1, ξ1 = kerα1) i (M2, ξ2 = kerα2) dve kontaktne
mnogostrukosti istih dimenzija. Difeomorfizam φ : M1 −→ M2 je kontak-
tomorfizam ako quva kontaktnu strukturu, to jest, ako va�i Tφ(ξ1) = ξ2.

Uslov da je preslikava�e kontaktomorfizam mo�e se reformulisati na jeziku
1-formi. Naime, difeomorfizam φ je kontaktomorfizam ako i samo ako po-
stoji glatka funkcija f : M1 → R razliqita od nule u svakoj taqki, tako da
va�i

φ∗α2 = f α1.

Jedan od primera kontaktomorfizama je dilatacija prostora.

Primer 1.18. Preslikava�e

φs : (R2n−1, ξstd) −→ (R2n−1, ξstd)

zadato sa

φs(x1, y1, . . . , xn−1, yn−1, z) = (sx1, sy1, . . . , sxn−1, syn−1, s
2z)

je kontaktomorfizam. ⋆

Vektorska po	a na kontaktnoj mnogostrukosti koja generixu jednoparame-
tarsku familiju difeomorfizama saqi�enu od kontaktomorfizama nazivamo
kontaktnim vektorskim po	ima.

Primer kontaktnog vektorskog po	a je Rebovo vektorsko po	e koje defi-
nixemo kao jedinstveno vektorsko po	e koje zadovo	ava:

1. α(Rα) = 1;

2. idα(Rα, ·) = 0.

4 Podsetnik: vektorsko po	e Y na simplektiqkoj mnogostrukosti (W, ω) je Liuvilovo ako
va�i LY ω = ω.
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Va�no je napomenuti da je Rebovo vektorsko po	e pojam vezan za kontaktnu
formu, kao i da se dinamika Rebovih po	a pridru�enih razliqitim kon-
taktnim formama koje zadaju istu kontaktnu strukturu mo�e dosta razliko-
vati.

Primer 1.19. U primeru 1.12, Rebovo vektorsko po	e pridru�eno 1-formi:

α = dz −
n∑

j=1

xjdyj

je
∂

∂z
. ⋆

Primer 1.20. U primeru 1.15 je Rebovo vektorsko po	e Rαcan pridru�eno
kontaktnoj formi αcan lokalno zadato sa:

Rαcan =
n∑

j=1

pj
∂

∂qj
. ⋆

Dve kontaknte mnogostrukosti (M1, ξ1) i (M2, ξ2) su kontaktomorfne ako pos-
toji kontaktomorfizam φ : M1 −→ M2 izme�u �ih. Kao i u simplektiqkom
sluqaju va�i da su svake dve kontaktne mnogostrukosti lokalno iste. Pre-
ciznije, va�i Darbuova teorema (za dokaz videti teoremu 2.5.1 u [8]).

Teorema 1.21. (Darbuova teorema) Neka je (M2n+1, ξ) kontaktna mno-
gostrukost dimenzije. Tada svaka taqka mnogostrukosti M ima okolinu
kontaktomorfnu okolini koordinatnog poqetka u R2n+1 sa standardnom kon-
taktnom strukturom ξstd.

Darbuova teorema nam ka�e kako kontaktna mnogostrukost izgleda lokalno.
Ako taqku posmatramo kao podmnogostrukost dimenzije nula, prirodno se
postav	a pita�e da li postoje neke klase podmnogostrukosti netrivijalne di-
menzije koje imaju okolinu na kojoj znamo kako izgleda kontaktna struktura.
Odgovor na to pita�e je potvrdan, pri qemu izdvajamo dve klase podmno-
gostrukosti sa ovim svojstvom: izotropne i kontaktne podmnogostrukosti.

Definicija 1.22. Neka je (M2n+1, ξ = kerα) kontaktna mnogostrukost.
Podmnogostrukost L ⊂M je izotropna ako je TL ⊂ ξ.

Izotropne podmnogostrukosti tangiraju kontaktnu strukturu u svakoj svo-
joj taqki. Primetimo, me�utim, da to nije u kontradikciji sa maksimalnom
neintegrabilnox�u kontaktne strukture. Naime, uslov maksimalne neinte-
grabilnosti isk	uquje postoja�e hiperpovrxi koje bi u svakoj taqki tangi-
rale kontaktnu distribuciju. Sa druge strane, postoja�e podmnogostrukosti
ni�ih dimenzija sa ovim svojstvom je dopuxteno.

Ipak, ispostav	a se da postoji gor�e ograniqe�e za dimenziju ovih podmno-
gostrukosti. Argument je stvar linearne algebre i qi�enice da je forma
(dα)x simplektiqka na prostoru ξx.

Stav 1.23. Neka je (M2n+1, ξ) kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n+1 i
L ⊂ (M, ξ) izotropna podmnogostrukost. Tada je dimL ≤ n.
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Dokaz: Neka je i : L → M inkluzija i α kontaktna forma koja zadaje
kontaktnu strukturu ξ. Kako je L izotropna podmnogostrukost, po definiciji
va�i i∗α = 0, a samim tim je i i∗(dα) = d(i∗α) = 0.

Iz prethodnog zak	uqujemo da je za svaku taqku x ∈ L potprostor Txi(TxL)
izotropan potprostor simplektiqkog vektorskog prostora (ξx, dαx).

5 Budu�i
da za proizvo	an potprostor U ⊂ ξx va�i teorema o zbiru dimenzija:

dimU + dimU⊥ = dim ξx = 2n,

iz inkluzije Txi(TxL) ⊂ (Txi(TxL))
⊥ direktno zak	uqujemo da je dimL ≤ n. □

Definicija 1.24. Izotropna podmnogostrukost maksimalne mogu�e dimen-
zije naziva se Le�androvom.

Le�androve podmnogostrukosti prirodno nalazimo unutar 1-
et rasloje�a
(T ∗L× R, ξjet = ker(dz − λ)).

Primer 1.25. Svaka glatka funkcija f : L → R odre�uje jednu Le�androvu
podmnogostrukost. Pridru�iva�e

F : L→ T ∗L× R, x 7→ (x, dfx, f(x))

preslikava mnogostrukost L na �oj difeomorfnu Le�androvu podmnogostru-
kost u 1-
et rasloje�u. ⋆

Ukoliko izaberemo trivijalnu funkciju f ≡ 0, iz primera 1.25 vidimo da
se svaka mnogostrukost L mo�e videti kao nulto seqe�e odgovaraju�eg 
et
rasloje�a. Ta qi�enica, u kombinaciji sa slede�om teoremom, daje lokalni
model za okoline zatvorenih Le�androvih podmnogostrukosti.

Teorema 1.26. Neka su L1 i L2 dve me�usobno difeomorfne zatvorene Le�an-
drove podmnogostrukosti unutar kontaktnih mnogostrukosti (M1, ξ1) i
(M2, ξ2). Tada postoje okoline podmnogostrukosti L1 i L2 koje su kontak-
tomorfne.

Napomena 1.27. U ovom radu se prete�no bavimo kontaktnom geometrijom u
dimenziji tri. Stoga su za nas najznaqajnije zatvorene Le�androve podmno-
gostrukosti Le�androvi qvorovi. To su qvorovi koji su u svakoj svojoj taqki
tangentni na kontaktnu strukturu.

Posmatrajmo prostor S1 × R2 sa kontaktnom strukturom:

ξ = ker(cos θdx− sin θdy).

Qvor K = S1 × {0} ⊂ (S1 ×R2, ξ) je Le�androv. Prema teoremi 1.26, Le�an-
drov qvor L unutar trodimenzionalne kontaktne mnogostrukosti ima okolinu
koja je kontaktomorfna otvorenoj okolini qvora K u prostoru (S1 × R2, ξ).
Prema tome, ovaj prostor je lokalni model za okoline Le�androvih qvorova.
⋆

Druga va�na klasa koju smo najavili jesu kontaktne podmnogostrukosti.

5 Podsetnik: Potprostor U simplektiqkog vektorskog prostora (V, ω) naziva se izotrop-
nim ako va�i inkluzija U ⊂ U⊥.
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Definicija 1.28. Neka je (M, ξ) kontaktna mnogostrukost.
PodmnogostrukostM ′ ⊂M sa kontaktnom strukturom ξ′ je kontaktna podmno-
gostrukost u (M, ξ) ako je TM ′ ∩ ξ|M ′ = ξ′.

Ova klasa podmnogostrukosti je u suxtoj suprotnosti sa klasom Le�androvih
podmnogostrukosti u slede�em smislu: restrikcija kontaktne strukture am-
bijentalne mnogostrukosti na Le�androve podmnogostrukosti daje maksimalno
integrabilnu distribuciju, dok restrikcija te iste kontaktne strukture na
kontaktne podmnogostrukosti daje kontaktnu strukturu (koja je maksimalno
neintegrabilna).

Sliqno kao u sluqaju Le�androvih podmnogostrukosti, postoje okoline kon-
taktnih podmnogostrukosti na kojima znamo kako izgleda kontaktna struk-
tura.

Napomena 1.29. Transverzalni qvorovi su qvorovi koji su u svakoj svojoj
taqki transverzalni na kontaktnu strukturu, i oni su specijalan primer
kontaktnih podmnogostrukosti.

Posmatrajmo prostor S1 × R2n−2 sa kontaktnom strukturom:

ξ = ker

(
dz +

n−1∑
j=1

(xjdyj − yjdxj)

)
.

Qvor K = S1 × {0} ⊂ (S1 × R2n−2, ξ) je primer transverzalnog qvora. Kao
posledica teoreme 2.5.15 u [8], svaki transverzalni qvor T unutar proizvo	ne
kontaktne mnogostrukosti dimenzije 2n − 1 ima okolinu koja je kontakto-
morfna otvorenoj okolini qvora K u prostoru (S1 ×R2n−2, ξ), pri qemu se T
tim kontaktomorfizmom preslikava na K.

Prema tome, kontaktna mnogostrukost (S1 ×R2n−2, ξ) nam daje lokalni model
za okoline transverzalnih qvorova. ⋆

Na kraju ove glave �emo dokazati slede�i rezultat:

Teorema 1.30. Neka je (M2n−1, ξ) kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n−1
i T ⊂ (M2n−1, ξ) transverzalni qvor. Tada postoje otvorena okolina U tog
qvora i otvoren podskup A ⊂ Sn−1 jediniqne sfere, takvi da su odgovaraju�e
kontaktne mnogostrukosti (U \ T, ξ) i (T n × A, ξcan = ker αcan) izomorfne.

Slede�e tvr�e�e, koje �e nam biti va�no u qetvrtoj glavi rada, je direktna
posledica teoreme 1.30.

Posledica 1.31. Za proizvo	nu kontaktnu mnogostrukost (M2n−1, ξ) po-
stoje otvoren skup U ⊂ M i otvoren podskup A ⊂ Sn−1 jediniqne sfere
takvi da su mnogostrukosti (U, ξ) i (T n × A, ξcan) kontaktomorfne.

Dokaz teoreme 1.30 dajemo u sluqaju n = 2.

Dokaz:

Prvo dajemo skicu samog dokaza:
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1. Iz napomene 1.29 sledi da qvor T ima otvorenu okolinu U ⊂ M koja
je kontaktomorfna nekoj otvorenoj okolini V qvora

K = S1 × {0}

unutar prostora

(S1 × R2, ξ = ker(dz + r2dθ)),

pri qemu taj kontaktomorfizam qvor T slika na S1×{0}. Bez uma�e�a
opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je skup V oblika

V = {(z, θ, r) | r < ε}

za neko ε > 0.

2. Neka je

O = {(z, θ, r) ∈ S1 × R2 | r > 0}.
Konstruixemo preslikava�e

φ : O → T 2 × S1

koje je kontaktomorfizam na sliku, pri qemu φ skup V \K slika na
skup oblika T 2 × A za neki otvoren podskup A ⊂ S1.

3. Iz prvog koraka va�i:

(U \ T, ξ) ∼= (V \K, ξ = ker (dz + r2dθ)).

Iz drugog koraka va�i:

(V \K, ξ = ker (dz + r2dθ)) ∼= (T 2 × A, ξcan = ker αcan).

Tvr�e�e jasno sledi.

Dakle, problem smo sveli na konstrukciju preslikava�a φ.

Definixemo funkciju h : O → (0, 1) sa:

h(z, θ, r) =
1

4
√
1 + r4

.

Preslikava�e φ : O → T 2 × S1 definisano sa:

φ(z, θ, r) = (z, θ, h(r)2, (h(r) · r)2)

je kontaktomorfizam na svoju sliku.

Slika preslikava�a φ je skup T 2×J , gde je J otvoreni luk kru�nice u prvom
kvadrantu definisan sa:

J =
{
eiθ | θ ∈

(
0,
π

2

)}
.

To neposredno sledi iz:

lim
r→0

(h(r)2, (h(r) · r)2) = (1, 0),

i

lim
r→+∞

(h(r)2, (h(r) · r)2) = (0, 1).
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Preslikava�e φ je glatko i ima gladak inverz ψ : T 2 × J → O definisan sa:

ψ(z, θ, a1, a2) =

(
z, θ,

√
a2
a1

)
,

pa je φ difeomorfizam.

Direktnim raqunom dobijamo slede�i niz jednakosti:

φ∗(a1dz + a2dθ) = h(r)2dz + (h(r) · r)2dθ
= h(r)2dz + h(r)2 · r2dθ
= h(r)2(dz + r2dθ),

odakle, s obzirom na to da je φ difeomorfizam, sledi da je ono i kontakto-
morfizam.

□

Napomena 1.32. Mo�emo preciznije da opixemo skup A, xto �e nam biti
korisno kasnije u radu. Naime, V \K je otvoren i povezan skup, pa i �egova
slika pri kontaktnomorfizmu φ ima ista svojstva. Odatle sledi da A mora
biti otvoren i povezan skup jediniqne kru�nice. Preciznije, A mora biti
otvoren luk u S1. Xtavixe, kako je

lim
r→0

(
h(r)2, (h(r) · r)2

)
= (1, 0),

uzimaju�i u obzir izgled skupa V \K zak	uqujemo da je skup A oblika

A = {eiθ | θ ∈ (0, θ0)},

za neko θ0 ∈
(
0,
π

2

)
, ⋆

Slika 1.3. kontaktomorfizam φ preslikava V \K na T 2 × A

Napomena 1.33. U vixim dimenzijama dokaz ostaje u suxtini isti; razlika
se jav	a jedino u naqinu na koji se definixu skup O, funkcija h i kontak-
tomorfizam φ.

Skup O ⊂ S1 × R2n−2 definixemo na slede�i naqin:

O = {(z, r1, . . . , rn−1, θ1, . . . , θn−1) | ri > 0}.
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Konstrukcija funkcije h i kontaktomorfizma φ se prirodno proxiruje na
vixe dimenzije.

Funkcija h : O → (0, 1) je data sa

h(z, θ1, . . . , θn−1, r1, . . . , rn−1) =
1

4

√
1 +

n−1∑
i=1

r4i

,

dok preslikava�e φ : O → T n × Sn−1 definixemo sa

φ(z, θ1, . . . , θn−1, r1, . . . , rn−1) = (z, θ1, . . . , θn−1, h(r)
2,

(h(r) · r1)2, . . . , (h(r) · rn−1)
2).

⋆
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2 Povrxi u kontaktnoj geometriji

U ovoj glavi koristimo slede�e oznake:

- (M, ξ = kerα) - trodimenzionalna kontaktna mnogostrukost, pri qemu
je kontaktna struktura ξ koorijentisana 1-formom α;

- Σ - zatvorena orijentisana povrx;

- ωΣ - forma orijentacije na povrxi Σ;

- i : Σ →M - ulaga�e povrxi Σ u mnogostrukost M.

Le�androvi i transverzalni qvorovi, koji su redom specijalni primeri izo-
tropnih, odnosno kontaktnih podmnogostrukosti u (M, ξ), imaju okoline na
kojima znamo kako kontaktna struktura izgleda. Povrxi u dimenziji tri
predstav	aju jox jednu va�nu klasu podmnogostrukosti iz istog razloga.
Naime, informacije o ponaxa�u kontaktne strukture u dovo	no maloj okoli-
ni povrxi mogu se dobiti iz traga koji kontaktna struktura ostav	a na samoj
povrxi. �iruova teorema o lokalnoj rekonstrukciji (qiju formulaciju da-
jemo kasnije - videti teoremu 2.9) ka�e da, ukoliko dve kontaktne struk-
ture ostav	aju isti trag na povrxi, one moraju biti izotopne u nekoj �enoj
okolini.

Xtavixe, mo�emo izdvojiti klasu povrxi (klasu konveksnih povrxi) takvu
da se ponaxa�e kontaktne strukture u �enoj okolini mo�e ixqitati iz klase
izotopije konaqnog skupa kru�nica, xto je neposredna posledica �iruove
teoreme o realizaciji (videti teoremu 4.8.11 u [8]).

U sekciji 2.1 formalizujemo pojam traga kontaktne strukture na povrxi.
Nakon toga, u sekciji 2.2 uvodimo klasu konveksnih povrxi, zajedno sa jox jed-
nom, �oj disjunktnom klasom { klasom predlagran�evih povrxi. Klasa pred-
lagran�evih povrxi je va�na jer pomo�u �e u narednoj glavi definixemo
modifikovanu kontaktnu invarijantu oblika.

23
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2.1 Karakteristiqne folijacije

Trag kontaktne strukutre na povrxi formalizujemo pojmom karakteristi-
qnih folijacija. Karakteristiqne folijacije predstav	aju poseban sluqaj
singularnih folijacija, pa najpre uvodimo taj pojam.

Integrabilna distribucija indukuje folijaciju mnogostrukosti na podmno-
gostrukosti ma�ih dimenzija.

Primer 2.1. Vektorsko po	e X na povrxi Σ koje nema singularnih taqaka
zadaje maksimalno integrabilnu distribuciju, koja indukuje jednodimenzi-
onalnu folijaciju na toj povrxi. Listovi folijacije su integralne krive
vektorskog po	a X. ⋆

Primetimo da integralne krive vektorskog po	a koje ima nule na povrxi
(oznaqimo sa S skup nula tog vektorskog po	a) indukuju jednodimenzionalnu
folijaciju mnogostrukosti Σ\S. Tu folijaciju nazivamo singularnom foli-
jacijom povrxi Σ i oznaqavamo je sa FΣ. Singularnu folijaciju povrxi
mo�emo dualno da vidimo kao jezgro 1{forme na Σ.

Naime, pridru�iva�e

X (Σ) → Ω1(Σ), X 7→ iXωΣ,

je izomorfizam, pa neposredno sledi da singularnu folijaciju generisanu
vektorskim po	em X mo�emo videti kao jezgro 1{forme iXωΣ.

Definicija 2.2. Neka su:

(1) Σ zatvorena orijentisana povrx;

(2) β ∈ Ω1(Σ) proizvo	na 1-forma na Σ.

Ure�en par (Σ, β) nazivamo singularnom folijacijom 1 povrxi Σ.

Definicija 2.3. Singularna folijacija (Σ, β) je karakteristiqna ako po-
stoje:

(1) (M, ξ = kerα) { kontaktna mnogostrukost dimenzije tri, pri qemu je
ξ koorijentisano sa α;

(2) i : Σ →M { ulaga�e,

tako da va�i β = i∗α.

Za karakteristiqnu folijaciju (Σ, i∗α) �emo koristiti oznaku FΣ.

Definicija 2.4. Skup singularnih taqaka karakteristiqne folijacije FΣ,
u oznaci Crit(FΣ), definixe se sa:

Crit(FΣ) := {p ∈ Σ : (i∗α)p = 0}.
1Na skupu Ω1(Σ) mo�emo da uvedemo relaciju ekvivalencije sa: β ∼ γ ako i samo ako postoji
strogo pozitivna funkcija f ∈ Ω0(Σ) takva da je β = f γ. Formalno, singularna folijacija
se definixe kao ure�en par (Σ, [β]), gde je [β] klasa u odnosu na prethodno definisanu

relaciju ekvivalencije. Me�utim, mi �emo raditi sa konkretnim predstavnicima klasa.
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Napomena 2.5. Karakteristiqnu folijaciju (Σ, i∗α) dualno mo�emo da vidi-
mo kao jednodimenzionalnu regularnu folijaciju mnogostrukosti Σ\Crit(FΣ)
indukovanu vektorskim po	em X:

iXωΣ = i∗α.

Primetimo da za svako p ∈ Σ va�i Xp ∈ TpΣ ∩ ξp.2

Geometrijski gledano, karakteristiqna folijacija povrxi je presek tangent-
nog rasloje�a povrxi i kontaktne distribucije:

FΣ = TΣ ∩ ξ. ⋆

Singularna folijacija (Σ, β) ne mora uvek biti karakteristiqna. Naredni
stav daje potreban i dovo	an uslov pod kojim se singularna folijacija mo�e
realizovati kao takva.

Stav 2.6. Singularna folijacija (Σ, β) je karakteristiqna ako i samo ako
postoje

u ∈ Ω0(Σ) i γ ∈ Ω1(Σ),

takve da va�i:
u dβ + β ∧ γ > 0.

Dokaz:

(⇒) : Pretpostavimo da je singularna folijacija (Σ, β) karakteristiqna.

Po definiciji postoje kontaktna mnogostrukost (M, ξ = kerα) i ulaga�e
i : Σ →M takvi da va�i:

β = i∗α.

Neka su:

(1) X { glatko vektorsko po	e na Σ zadato sa:

iXωΣ = i∗α;

(2) J { skoro kompleksna struktura na Σ kompatibilna sa formom ωΣ;

(3) γ { diferencijalna 1-forma zadata sa:

γ := iJX(ωΣ).

Neposrednim raqunom dobija se da va�i

β ∧ γ ≥ 0,

pri qemu je

βp = 0 ako i samo ako Xp = 0.

Za svaku taqku skupa {p ∈ Σ : βp = 0}, kao posledica kontaktnog uslova va�i
(dβ)p ̸= 0. Funkciju u definixemo tako da uzima vrednost 1 na okolini
pozitivnih singulariteta i vrednost −1 na okolini negativnih.

2 Na ovom mestu, kao i u nastavku rada, poistove�ujemo povrx Σ sa �enom slikom i(Σ).
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(⇐) : Neka su u ∈ Ω0(Σ) i γ ∈ Ω1(Σ) takve da va�i:

udβ + β ∧ γ > 0. (1)

Na prostoru Σ× R definiximo 1-formu α sa:

α = β − tγ + udt+ tdu.

Iz uslova (1) sledi da je kontaktni uslov α ∧ dα > 0 zadovo	en na Σ× {0}, a
samim time je zadovo	en i na Σ× (−ε, ε) za dovo	no malo ε > 0.

Mnogostrukost M , kontaktnu strukturu ξ i ulaga�e i : Σ → M definixemo
redom sa:

(1) M : = Σ× (−ε, ε);
(2) ξ : = kerα;

(3) i(p) : = (p, 0).

□

Primer 2.7. Na slici ispod prikazana je karakteristiqna folijacija je-
diniqne sfere:

Σ = S2 ⊂
(
R3, ξ2 = ker(dz + x dy − y dx)

)
,

indukovana kontaktnom strukturom ξ2. Singularne taqke ove folijacije su
severni i ju�ni pol.

Slika 2.1. karakteristiqna folijacija sfere indukovana kon-
taktnom strukturom ξ2

⋆
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Primer 2.8. Na slici ispod prikazana je karakteristiqna folijacija torusa:

Σ := {x = x0} ⊂
(
T 3, ξ = ker(cos(z) dx− sin(z) dy)

)
.

Singularni skup ove folijacije predstav	a uniju dveju disjunktnih kru�-
nica na visinama z = 0 i z = π.

Slika 2.2. karakteristiqna folijacija torusa indukovana
kontaktnom strukturom ξ; autor slike je Patrick Massot (izvor:
[13])

Sada dajemo preciznu formulaciju �iruove teoreme o lokalnoj rekonstruk-
ciji.

Teorema 2.9. (�iruova teorema o lokalnoj rekonstrukciji) Neka su ξ i ξ′

dve pozitivne kontaktne strukture koje indukuju iste karakteristiqne
folijacije na zatvorenoj ulo�enoj povrxi Σ. Tada postoji okolina povrxi
Σ na kojoj su ξ i ξ′ izotopne (izotopijom koja globalno quva Σ).

Dakle, ukoliko dve kontaktne strukture indukuju istu karakteristiqnu foli-
jaciju na povrxi, tada postoji dovo	no mala okolina te povrxi na kojoj su te
kontaktne strukture izotopne. Xtavixe, u nekim sluqajevima se ponaxa�e
kontaktne strukture u okolini povrxi mo�e ixqitati iz klase izotopije
konaqnog skupa kru�nica. Taj skup kru�nica je pojam vezan za singularnu
folijaciju povrxi i �egovu formalnu definiciju dajemo u nastavku.

Definicija 2.10. Neka je FΣ singularna folijacija povrxi Σ. Skup kru�-
nica Γ je deobni skup te folijacije ako va�i:

1. Γ je transverzalan na FΣ;

2. Postoji forma zapremine ΩΣ na Σ i vektorsko po	e X ∈ X (Σ) koje
zadaje FΣ tako da:
{ LXΩΣ ̸= 0 na Σ \ Γ,
{ Σ \ Γ = Σ+ ⊔ Σ−, pri qemu je

Σ± = {x ∈ Σ : ±divΩΣ
X > 0},

a vektorsko po	e X du� Γ pokazuje transverzalno iz Σ+ u Σ−.
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Primer 2.11. Deobni skupovi u primerima 2.7 i 2.8 su redom ekvator
z = 0 i unija dveju kru�nica: cos z = 0.

Slika 2.3. primeri deobnih skupova karakteristiqne foli-
jacije

⋆

Prethodno prikazane karakteristiqne folijacije sfere i torusa imaju odgo-
varaju�e deobne skupove. Me�utim, u opxtem sluqaju, za singularnu foli-
jaciju (Σ, β) povrxi Σ neprazan deobni skup ne mora da postoji. Pita�e
egzistencije takvog skupa mo�e se reformulisati na vixe ekvivalentnih
naqina, xto je opisano u slede�oj teoremi.

Teorema 2.12. Neka je (Σ, β) singularna folijacija. Tada su slede�i uslovi
ekvivalentni:

(1) za singularnu folijaciju (Σ, β) postoji neprazan deobni skup;

(2) folijacija (Σ, β) je karakteristiqna i postoji kontaktno vektorsko
po	e koje je transverzalno na Σ;

(3) postoji glatka funkcija u ∈ Ω0(Σ) sa svojstvom da va�i:

u dβ + du ∧ β > 0.

2.2 Konveksne i predlagran�eve povrxi

Definicija 2.13. Neka je (Σ, β) singularna folijacija povrxi Σ. Ka�emo
da je povrx Σ konveksna ako ta singularna folijacija ispu�ava bilo koji od
ekvivalentnih uslova teoreme 2.12.

Napomena 2.14. Konveksnost je pojam vezan za kontaktnu strukturu ambi-
jentalne mnogostrukosti. Preciznije, ukoliko singularna folijacija (Σ, β)
dopuxta neprazan deobni skup, na osnovu teoreme 2.12 zak	uqujemo da je
ta folijacija karakteristiqna. Stoga, postoje trodimenzionalna kontaktna
mnogostrukost (M, ξ = kerα) i ulaga�e i : Σ →M takvo da va�i β = i∗α.

Shodno tome, kada ka�emo da je Σ konveksna povrx, podrazumevamo konveks-
nost u odnosu na kontaktnu strukturu ξ dobijenu na prethodno opisan naqin
i ka�emo da je povrx ξ-konveksna.
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Primer 2.15. Sfera i dvodimenizionalni torus u primerima 2.7 i 2.8 su
konveksne povrxi. ⋆

Specifiqnost dimenzije tri le�i u tome da je konveksnost generiqko svojstvo
povrxi.

Teorema 2.16. Zatvorena povrx u trodimenzionalnoj kontaktnoj mnogo-
strukosti (M, ξ) je C∞- blizu povrxi koja je ξ- konveksna.

Iako su konveksne povrxi u dimenziji tri generiqke, veliku klasu povrxi
koje to nisu dobijamo kao posledicu stava:

Stav 2.17. Karakteristiqna folijacija konveksne povrxi ne mo�e biti
zadata jezgrom zatvorene 1-forme.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno; preciznije, neka je dβ = 0. Tada na osnovu stavke
(3) teoreme 2.12 postoji glatka funkcija u ∈ Ω0(Σ) takva da va�i:

udβ + du ∧ β > 0.

Iz pretpostavke dβ = 0 sledi da je

du ∧ β > 0,

xto je nemogu�e. Naime, povrx Σ je zatvorena, pa funkcija u dosti�e mini-
mum i maksimum na �oj, te postoji taqka p ∈ Σ gde je (du)p = 0.

□

Klasu povrxi qija je karakteristiqna folijacija zadata jezgrom zatvorene
1− forme nazivamo predlagran�evim povrxima.

Definicija 2.18. Ulaga�e i : Σ → (M, ξ = ker α) je predlagran�evo ako
va�i:

(1) i : Σ →M je transverzalno na kontaktnu strukturu ξ;

(2) postoji strogo pozitivna funkcija f ∈ Ω0(Σ) takva da je d(f i∗α) = 0.

Definicija 2.19. Povrx C ⊂M je predlagran�eva ako va�i:

(1) TC je transverzalno na ξ|C ;

(2) distribucija ξ|C ∩ TC ⊂ TC mo�e da se zada jezgrom zatvorene 1-
forme.

Napomena 2.20. Predlagran�evo ulaga�e preslikava povrx Σ na predla-
gran�evu povrx u M. ⋆

Primer 2.21. Torus definisan sa:

Σ := T 2 × {0}
je predlagran�eva povrx u kontaktnoj mnogostrukosti:(

T 2 × R, ξ = ker(dθ + z dφ)
)
. ⋆
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Primer 2.22. Za proizvo	nu taqku a = (a1, a2) kru�nice S
1 ⊂ R2, torus:

Σ := T 2 × {a}

je predlagran�eva povrx u:(
ST ∗T n, ξcan = kerαcan

)
. ⋆

Klase konveksnih i predlagran�evih povrxi su me�usobno disjunktne xto
je direktna posledica stava 2.17. Konveksne povrxi su pandan infinitezi-
malno razdvojivim podmnogostrukostima u simplektiqkoj geometriji, dok su
predlagran�eve povrxi pandan Lagran�evim podmnogostrukostima.

Stav 2.23. Povrx Σ ⊂ M je predlagran�eva ako i samo ako postoji La-
gran�eva povrx L ⊂M × R+ sa svojstvom da je restrikcija:

π|L : L→ Σ

prirodne projekcije difeomorfizam.

Dokaz:

Neka su i : Σ ↪→M i j : L ↪→M × R+ redom kanonske inkluzije.

(⇒) :

Ako je povrx Σ predlagran�eva, tada postoji strogo pozitivna funkcija
f ∈ Ω0(Σ) takva da va�i:

d(f i∗α) = 0.

Tada je podmnogostrukost L u simplektizaciji definisana sa:

L = {(q, f(q)) : q ∈ Σ} ⊂M × R+,

Lagran�eva povrx, pri qemu je restrikcija prirodne projekcije π|L : L → Σ
difeomorfizam.

(⇐) :

Pretpostavimo da postoji Lagran�eva povrx L ⊂ M × R+ takva da je re-
strikcija π|L : L→ Σ difeomorfizam. L je Lagran�eva, te va�i:

j∗
(
d(t π∗α)

)
= 0, (2)

odakle uzimaju�i u obzir da va�i π ◦ j = i ◦ π|L sledi:

d
(
(π2 ◦ j) · (π|L)∗(i∗α)

)
= 0. (3)

Definixemo funkciju f : Σ → R sa:

f(q) :=
(
π2 ◦ j ◦ (π|L)−1

)
(q). (4)

Iz ove definicije direktno sledi identitet π2 ◦ j = f ◦ π|L. Smenom ovog
identiteta u (4) dobijamo:

d
(
(π|L)

∗(f i∗α)
)
= 0. (5)
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Samim time je i (π|L)
∗(d(f i∗α)) = 0, a kako je π|L difeomorfizam, (π|L)

∗ je
izomorfizam na nivou formi, pa va�i

d(f i∗α) = 0, (6)

odakle sledi da je Σ predlagran�eva povrx.

□

Geometrijski gledano, razlika izme�u konveksnih i predlagran�evih povrxi
je slede�a: za konveksne povrxi postoji kontaktno vektorsko koje je transver-
zalno na �ih, dok za predlagran�eve povrxi postoji kontaktna forma α′, pri
qemu je ξ = kerα′, takva da je ta povrx invarijantna u odnosu na tok Rebovog
vektorskog po	a Rα′ .

Dok je geometrijska interpretacija u sluqaju konveksnih povrxi posledica
teoreme 2.12, geometrijska interpretacija u sluqaju predlagran�evih povrxi
opravdana je stavom u nastavku. Za dokaz videti stav 4.6 u [18].

Stav 2.24. Neka je C ⊂ M zatvorena i povezana povrx u (M, ξ) transver-
zalna na ξ|C. Tada je C predlagran�eva ako i samo ako va�i:

(1) presek ξ|C ∩ TC je Lagran�evo podrasloje�e u ξ|C;

(2) postoji kontaktna forma α′ koja definixe strukturu ξ tako da
va�i:

TC = (ξ|C ∩ TC)⊕ ⟨Rα′⟩.

Primer 2.25. Posmatrajmo M = S1 × R2 model za okolinu transverzalnog
qvora sa kontaktnom strukturom:

ξ = ker(dθ + r2 dφ).

Familija torusa definisana sa

Pε := {(θ, r, φ) ∈ S1 × R2 | r = ε}, ε > 0,

je predlagran�eva i razlistava otvoren skup

(S1 × R2) \ (S1 × {0}).

Xtavixe, ova familija je invarijantna u odnosu na rotacije koje generixe
Rebovo vektorsko po	e Rα′ = ∂

∂θ
. ⋆

U simplektiqkoj geometriji je situacija slede�a: podmnogostrukost je ili
Lagran�eva, ili se od sebe mo�e razdvojiti beskonaqno malim Hamiltonovim
difeomorfizmom. Preciznije, ovo drugo je mogu�e uraditi uz dodatne topolo-
xke pretpostavke. Za vixe deta	a videti [12].

U kontaktnoj geometriji izdvajamo konveksne i predlagran�eve povrxi. Kon-
veksnim povrxima u simplektiqkoj geometriji odgovaraju infinitezimalno
razdvojive podmnogostrukosti, dok predlagran�evim odgovaraju Lagran�eve
podmnogostrukosti. Me�utim, u kontaktnoj geometriji postoji veliki broj
povrxi koje nisu ni konveksne, ni predlagran�eve. U nastavku navodimo
primer povrxi koja ne pripada nijednoj od ove dve klase.
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Primer 2.26. Neka je na M = T 2 ×R kontaktna struktura zadata 1-formom

α = dθ + z dφ.

Definixemo ulaga�e i0 : T
2 →M sa

i0(φ, θ) = (φ, θ, f(θ)), f(θ) = 1− cos θ,

a �egovu sliku oznaqimo sa

T0 = i0(T
2).

Torus T0 je primer torusa koji nije ni predlagran�ev, ni konveksan.

Najpre �emo pokazati da T0 nije predlagran�ev. U tu svrhu dovo	no je da
poka�emo da ne postoji strogo pozitivna glatka funkcija

µ : T 2 → R

takva da va�i

d(µ i∗0α) = 0.

Torus T0 nije predlagran�ev: Pretpostavimo suprotno, to jest, da je T0
predlagran�ev. Tada postoji strogo pozitivna funkcija

µ : T 2 → R, µ(φ, θ) > 0,

takva da je d(µ i∗0α) = 0. (jedan formu i∗0α �emo oznaqavati sa β)

Iz uslova zatvorenosti d(µβ) = 0 sledi(
−∂µ
∂φ

+
∂

∂θ

(
f · µ

))
dθ ∧ dφ = 0,

odakle zak	uqujemo da je
∂µ

∂φ
=

∂

∂θ

(
f · µ

)
.

Integracijom po φ na intervalu [0, 2π], dobijamo

2π∫
0

∂µ

∂φ
dφ =

2π∫
0

∂

∂θ

(
f(θ) · µ(φ, θ)

)
dφ.

Leva strana jednakosti iznad je jednaka nuli, pa va�i

0 =
d

dθ

f(θ) 2π∫
0

µ(φ, θ) dφ

 ,

odakle sledi da izraz

f(θ)

2π∫
0

µ(φ, θ) dφ

ne zavisi od θ.

Za θ = 0 je f(0) = 1− cos(0) = 0, pa sledi da taj izraz za sve θ ∈ [0, 2π) mora
biti jednak nuli.
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Me�utim, po pretpostavci je µ strogo pozitivna funkcija, pa je �en integral

strogo pozitivan za svako θ. Specijalno, za θ =
π

2
vrednost izraza

f(θ)

2π∫
0

µ(φ, θ) dφ

je strogo pozitivna. Time dobijamo kontradikciju, odakle sledi da torus T0
ne mo�e biti predlagran�ev.

Torus T0 nije konveksan: Pretpostavimo suprotno, to jest, da je torus T0
konveksan. Karakteristiqna folijacija na �emu zadata je jezgrom 1-forme

i∗0α = dθ + (1− cos θ) dφ.

Restrikcija forme i∗0α na kru�nicu θ = 0, koja predstav	a list ove karak-
teristiqne folijacije, je 1- forma dθ.

Ukoliko je torus T0 konveksan, na osnovu teoreme 2.12 postoji glatka funkcija
u : T 2 → R takva da va�i

u d(i∗0α) + i∗0α ∧ du > 0.

Budu�i da je d(i∗0α) = sin θ dθ ∧ dφ, na krugu θ = 0 gor�i uslov se svodi na

dθ ∧ du > 0.

Me�utim, zbog kompaktnosti torusa T 2, glatka funkcija u ima kritiqnu
taqku na �emu, xto povlaqi da uslov dθ ∧ du > 0 ne mo�e da va�i du�
celog kruga. Prema tome, torus T0 nije konveksan. ⋆
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3 Invarijanta oblika

U simplektiqkoj geometriji postoji vixe invarijanti koje predstav	aju op-
strukciju za simplektiqka ulaga�a. Izme�u ostalog, primer takve inva-
rijante jesu simplektiqki kapaciteti. Me�utim, do 1991. godine u kontaktnoj
geometriji nisu bile poznate invarijante koje predstav	aju opstrukciju za
kontaktna ulaga�a. E	axberg te godine u [6], inspirisan Sikorav	evom1

rigidnox�u Lagran�evih torusa, uvodi simplektiqku2 i kontaktnu3 in-
varijantu oblika koje, redom, predstav	aju opstrukcije za simplektiqka i
kontaktna ulaga�a.

Simplektiqka invarijanta oblika sadr�i neke informacije o Lagran�evim
ulaga�ima odre�enog kohomoloxkog tipa, dok kontaktna invarijanta oblika
sadr�i isti tip informacija o Lagran�evim ulaga�ima u simplektizaciju.

Problem izraqunava�a ovih dvaju invarijanti je te�ak, pa postoji tek nekoli-
cina rezultata koji omogu�avaju �ihovo konkretno izraqunava�e. Jedan od
najva�nijih rezultata tog tipa je teorema Sikorava, koju dokazujemo u na-
stavku rada. Za deta	e videti teoremu 3.10.

Osim teoreme Sikorava, u nastavku glave prikazani su primeri u kojima
je mogu�e eksplicitno izraqunati simplektiqku, odnosno kontaktnu inva-
rijantu oblika (videti primere 3.9 i 3.18). Na tim primerima ilustrujemo
na koji naqin geometrijski mo�emo da vidimo ove invarijante, kao i koje
informacije o Lagran�evim ulaga�ima odre�enog kohomoloxkog tipa te in-
varijante sadr�e.

Simplektiqka i kontaktna invarijanta oblika se quvaju pri C0-limesima, te
se prirodno postav	a pita�e da li korix�e�em tehnike invarijante oblika
mo�emo dati alternativni dokaz C0-rigidnosti odre�enih klasa podmno-
gostrukosti. No, o tome vixe govorimo u qetvrtoj glavi rada.

Za poqetak, formalno uvodimo pojam simplektiqke invarijante oblika.

1 Jean-Claude Sikorav, francuski matematiqar.
2 Engl. symplectic shape invariant.
3 Engl: contact shape invariant.

35
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3.1 Simplektiqka invarijanta oblika

Neka je (W, ω = dλ) taqna simplektiqka mnogostrukost dimenzije 2n, L zatvo-
rena povezana mnogostrukost dimenzije n i τ : H1

dR(W ) → H1
dR(L) homomor-

fizam.

Definicija 3.1. (λ, L, τ) - simplektiqka invarijanta oblika je skup

I(W,λ, L, τ) = { [i∗λ] ∈ H1
dR(L) | i : L→ W je Lagran�evo ulaga�e

takvo da je i∗ = τ }.

Prethodna definicija zavisi od izbora primitivne forme λ. Za razliqite
izbore primitivne forme λ dobijamo invarijante oblika koje se razlikuju do
na translaciju kohmoloxkom klasom iz H1

dR(L), xto dokazujemo u narednom
stavu.

Stav 3.2. Neka je λ′ = λ+ θ druga primitivna forma za ω. Tada va�i:

I(W,λ′, L, τ) = I(W,λ, L, τ) + τ [θ].

Dokaz: Za svako Lagran�evo ulaga�e i : L→ W takvo da je

i∗ = τ : H1
dR(W ) → H1

dR(L),

va�i:
[i∗λ′] = [i∗λ] + [i∗θ] = [i∗λ] + τ [θ],

pri qemu druga jednakost va�i zbog zatvorenosti forme θ. □

Definicija 3.3. Neka su (W1, ω1) i (W2, ω2) taqne simplektiqke mnogostru-
kosti iste dimenzije, φ : W1 → W2 ulaga�e i neka su U ⊂ W1 i V ⊂ W2

otvoreni podskupovi za koje va�i:

1. zatvore�e U ⊂ W1 je kompaktan skup;

2. φ(U) ⊂ V.

Ka�emo da ulaga�e φ quva oblik para (U, V ) ako za svaku zatvorenu povezanu
mnogostrukost L dimenzije n i svaki homomorfizam τ : H1

dR(U) → H1
dR(L)

va�i inkluzija
I(U, L, τ) ⊂ I(V, L, τ ◦ φ∗).

Za ulaga�e φ ka�emo da quva invarijantu oblika ukoliko quva oblik para
(U, V ) za sve otvorene podskupove U ⊂ W1 i V ⊂W2 koji ispu�avaju navedene
uslove.

Simplektiqka ulaga�a quvaju invarijantu oblika, xto je posledica teoreme
u nastavku. Za dokaz videti stav 2.20 u [18].
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Teorema 3.4. Neka su (W1, ω1 = dλ1) i (W2, ω2 = dλ2) taqne simplekitqke
mnogostrukosti istih dimenzija i φ : W1 → W2 simplektiqko ulaga�e
takvo da va�i φ∗λ2 = λ1. Tada va�i inkluzija:

I(W1, λ1, L, τ) ⊂ I(W2, λ2, L, τ ◦ φ∗).

Ukoliko je φ simplektomorfizam, tada va�i jednakost:

I(W1, λ1, L, τ) = I(W2, λ2, L, τ ◦ φ∗).

Napomena 3.5. Dokaz teoreme 3.4 je direktna posledica qi�enice da sim-
plektiqka ulaga�a quvaju Lagran�eve podmnogostrukosti. ⋆

Stav 3.6. Neka su (W1, ω1) i (W2, ω2) taqne simplektiqke mnogostrukosti
iste dimenzije i neka niz ulaga�a

φk : W1 → W2

koja quvaju invarijantu oblika konvergira u C0-topologiji ka ulaga�u

φ : W1 → W2.

Tada φ tako�e quva invarijantu oblika.

Dokaz: Neka su U ⊂ W1 i V ⊂ W2 otvoreni skupovi takvi da va�i:

1. U ⊂ W1 je kompaktan;

2. φ(U) ⊂ V.

Iz C0-konvergencije sledi da je za dovo	no veliko k preslikava�e φk homo-
topno sa φ, kao i da va�i φk(U) ⊂ V.

Kako φk quva oblik, po definiciji va�i:

I(U, L, τ) ⊂ I(V, L, τ ◦ φ∗
k).

S obzirom na to da homotopna preslikava�a indukuju iste homomorfizme na
kohomologiji, iz gor�e inkluzije direktno sledi da ulaga�e φ quva oblik
para (U, V ), a samim time i invarijantu oblika. □

Napomena 3.7. Simplektiqko ulaga�e φ : W1 → W2 quva oblika para (U, V )
nezavisno od kompaktnosti zatvore�a U. Me�utim, taj uslov kompaktnosti u
definiciji 3.3 obezbe�uje da se invarijanta oblika quva pri C0-limesima.

Grupa simplektiqkih homeomorfizama definixe se kao zatvore�e grupe sim-
plektomorfizama Symp(W, ω) u grupi svih homeomorfizama Homeo(W ) u
odnosu na C0-topologiju:

Sympeo(W ) : = Symp(W, ω)
C0

⊆ Homeo(W ).

Definiciju 3.3 mo�emo na potpuno isti naqin da proxirimo i na homeo-
morfizme φ ∈ Homeo(W ). Prethodni stav va�i i ukoliko pretpostavimo da
niz simplektomorfizama φk konvergira u C

0-topologiji ka homeomorfizmu
φ ∈ Homeo(W ), a tvr�e�e se dokazuje na isti naqin.

Odatle sledi da simplektiqki homeomorfizmi quvaju simplektiqku invar-
ijantu oblika, xto je i glavni razlog zaxto nam je ova invarijanta va�na u
kontekstu C0-simplektiqke topologije. ⋆
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Napomena 3.8. U nastavku sekcije podrazumevamo da je L = T n, a invarijantu
oblika

I(W, λ, T n, τ) ⊂ H1
dR(T

n)

kra�e oznaqavamo sa I(W, λ, τ).

Kohomoloxke klase [dq1], [dq2], . . . , [dqn] qine bazu prostora H
1
dR(T

n), pri qemu
je pridru�iva�e

[ω] = a1[dq1] + · · ·+ an[dqn] 7→ (a1, . . . , an), ak =
1

2π

∫
γk

ω

izomorfizam prve de Ramove kohomologije torusa i prostora Rn, gde su γi
generatorne pet	e 4 torusa T n.

Ovim pridru�iva�em se invarijanta oblika I(W, λ, τ) prirodno identi-
fikuje sa podskupom euklidskog prostora Rn. ⋆

Ka�emo da Lagran�evo ulaga�e j : T n → (W, ω = dλ) realizuje kohomoloxku
klasu (a1, . . . , an) ako pri identifikaciji iz napomene 3.8 va�i:

[j∗λ] = (a1, . . . , an).

Primer 3.9. U ovom primeru �emo pokazati da va�i:

I(R4, λ, 0) = R2 \ {(0, 0)},
pri qemu je:

λ = 1
2

(
x1 dy1 − y1 dx1 + x2 dy2 − y2 dx2

)
primitivna forma standardne simplektiqke forme:

ω0 = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2
na prostoru R4.

Da bismo dokazali da taqka (a, b) ∈ R2 \ {(0, 0)} pripada invarijanti oblika
I(R4, λ, 0), dovo	no je da konstruixemo Lagran�evo ulaga�e torusa koje re-
alizuje tu klasu i na prvoj de Ramovoj kohomologiji indukuje trivijalno pres-
likava�e. Kako je R4 kontraktibilan, ovaj drugi uslov je ispu�en za svako
ulaga�e.

Najpre konstruixemo familiju Lagran�evih ulaga�a torusa u R4 koja re-
alizuju kohomoloxke klase (a, b) sa strogo pozitivnim koordinatama. Po-
tom, koriste�i tu familiju ulaga�a i automorfizme torusa koji su induko-
vani matricama iz grupe GL(2, Z), realizujemo i preostale klase iz skupa
R2 \ {(0, 0)}. Na kraju objax�avamo zbog qega klasa (0, 0) ne pripada invari-
janti oblika I(R4, λ, 0).

4 Generatorne pet	e torusa Tn definixemo kao

γk : S
1 → Tn, γk(e

2πit) = (1, . . . , 1, e2πit, 1, . . . , 1), t ∈ [0, 1],

gde se e2πit nalazi na k-tom mestu.
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Korak 1.

Za strogo pozitivne koordinate a > 0 i b > 0, definixemo ulaga�e:

ja, b : S
1 × S1 → R4 ∼= R2 × R2

na slede�i naqin:

ja, b(e
2πit, e2πis) =

(√
2a cos(2πt),

√
2a sin(2πt),

√
2b cos(2πs),

√
2b sin(2πs)

)
.

Ovo Lagran�evo ulaga�e realizuje klasu koja odgovara taqki (a, b), pri qemu
generatorne pet	e torusa slika na granice holomorfnih diskova qije su po-
vrxine redom jednake 2πa i 2πb.

Korak 2.

Klasu oblika (a, b) kada je a < 0 i b > 0 realizujemo Lagran�evim ulaga�em
j−a, b ◦ φA, gde je:

A =

(
−1 0
0 1

)
.

Geometrijski gledano, ovo Lagran�evo ulaga�e slika generatorne pet	e torusa
na granice holomorfnih diskova povrxina −2πa i 2πb. Negativan znak ko-
ordinate a ukazuje da preslikava�e j−a, b ◦φA koje realizuje klasu (a, b) me�a
orijentaciju odgovaraju�e generatorne pet	e torusa.

Klase oblika (a, 0) za koje je a > 0 realizujemo Lagran�evim ulaga�em ja, a ◦
φA, gde je:

A =

(
1 −1
0 1

)
.

Ova Lagran�eva ulaga�a odgovaraju�u generatornu pet	u torusa slikaju na
pet	u koja ne mo�e biti granica holomorfnog diska.
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Sve preostale klase iz skupa R2 \ {(0, 0)}, uk	uquju�i klase oblika (0, b) za
b > 0 ili b < 0, kao i klase kod kojih su obe koordinate negativne, realizuju
se na potpuno isti naqin, izborom odgovaraju�e matrice iz grupe GL(2, Z).

Korak 3.

Klasa (0, 0) ne pripada invarijanti oblika I(R4, λ, 0) jer ne postoji taqno
Lagran�evo ulaga�e zatvorene mnogostrukosti u R4 sa standardnom simplek-
tiqkom formom (videti [10]). ⋆

Sam naziv simplektiqke invarijante oblika nije sluqajan. Iako je ovaj po-
jam uveden algebarski, ova invarijanta pamti informacije o Lagran�evim
ulaga�ima odre�enog oblika, pri qemu je taj oblik diktiran uslovom na de
Ramovoj kohomologiji. Prostor R4 je kontraktibilan, te je u prethodnom
primeru pomenuti kohomoloxki uslov bio automatski ispu�en. Me�utim,
ako bismo posmatrali Lagran�eva ulaga�a torusa u neku drugu simplektiqku
mnogostrukost koja nije kontraktibilna, zahtev da ta ulaga�a indukuju triv-
ijalno preslikava�e na kohomologiji postaje ograniqe�e. Geometrija iza La-
gran�evih ulaga�a koja zadovo	avaju ovaj algebarski uslov ogleda se u tome
xto ta preslikava�a xa	u pet	e torusa u kontraktibilne pet	e ambijen-
talne simplektiqke mnogostrukosti.

Simplektiqku invarijantu oblika mo�emo posmatrati kao podskup ravni
koji sadr�i informacije o Lagran�evim ulaga�ima odre�enog oblika. Pre-
thodni primer ilustruje da ta invarijanta sadr�i informacije o povrxi-
nama holomorfnih diskova qije su granice generatorne pet	e torusa. Na-
ravno, u opxtem sluqaju ne mo�emo govoriti o geometrijskoj interpretaciji
na ovaj naqin.

Retki su primeri u kojima mo�emo precizno da odredimo invarijantu oblika
i pritom da za svaku klasu tog skupa eksplicitno konstruixemo Lagran�evo
ulaga�e koje je realizuje. Teorema Sikorava predstav	a jedini poznati rezul-
tat koji omogu�ava eksplicitno izraqunava�e invarijante oblika otvorenog
skupa simplektiqke mnogostrukosti u dimenzijama ve�im od dva.

Teorema 3.10. (Sikorav) Neka je A otvoren i povezan podskup prostora Rn.
Tada je I(T n × A, λcan, ι

∗
a) = A, gde je a ∈ A proizvo	an element skupa A.

Dokaz: Neka je x ∈ A proizvo	an element. Iz povezanosti skupa A sledi
da su preslikava�a ιx i ιa homotopna, pa stoga indukuju isto preslikava�e
na de Ramovoj kohomologiji. Ulaga�e ιx je Lagran�evo, i va�i

[ι∗xλcan] = x,

xto implicira da je

A ⊂ I (T n × A, λcan, ι
∗
a) .

Neka je

x = (x1, . . . , xn) ∈ I(T n × A, λcan, ι
∗
a).

Po definiciji postoji Lagran�evo ulaga�e

ι : T n → T n × A
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takvo da va�i

[ι∗λcan] = x, ι∗ = ι∗a na H
1
dR(T

n × A).

Simplektomorfizam

σ : T n × Rn → T n × Rn, σ(q, p) = (q, p− x),

zadovo	ava

σ∗λcan = λcan −
n∑

k=1

xk dqk.

Poxto je forma
n∑

k=1

xkdqk zatvorena i ι
∗ = ι∗a, sledi da je ulaga�e σ◦ι taqno, pa

po teoremi Gromova σ ◦ ι(T n) seqe nulto seqe�e kotangentnog rasloja torusa.
Dakle, postoji q ∈ T n takvo da

π2 ◦ ι(q) = x,

pa x ∈ π2 ◦ ι(T n) ⊂ π2(T
n × A) ⊂ A. Time je dokazano

I(T n × A, λcan, ι
∗
a) ⊂ A.

□

Ova teorema tako�e daje delimiqan odgovor na pita�e koji sve podskupovi
ravni mogu da se realizuju kao invarijanta oblika za pogodno izabranu taqnu
simplektiqku mnogostrukost W i pogodno izabran homomorfizam τ.

Naime, sada je jasno da se svi otvoreni i povezani podskupovi ravni mogu
realizovati na taj naqin. Nije texko pokazati da je invarijanta oblika
otvoren skup, te treba razmotriti da li se mogu realizovati otvoreni skupovi
koji imaju vixe od jedne komponente povezanosti. Me�utim, u nastavku rada
se ne�emo osvrtati ponovo na ovo pita�e i produb	ivati diskusiju na tu
temu.

Simplektiqka invarijanta oblika mo�e da bude prazan skup, xto je sadr�ano
u iskazu teoreme 3.11. U nastavku dajemo skicu dokaza te teoreme, kao i
komentar o geometriji iza formulacije same teoreme.

Teorema 3.11. Neka je ι : T n → (R2n, ω0) ulaga�e koje nije Lagran�evo. Tada
postoji cevasta okolina N torusa ι(T n) koja ne dopuxta Lagran�evo ula-
ga�e j : T n → N takvo da je preslikava�e j∗ : H1(T

n, R) → H1(N, R) in-
jektivno. Specijalno, skup I(N, T n, ι∗) je prazan.

Skica dokaza:

1. Biramo cevastu okolinu N torusa ι(T n).

2. Za izabrano N ne postoji Lagran�evo ulaga�e

j : T n → N

takvo da je

j∗ : H1(T
n, R) → H1(N, R)

injektivno.

3. Skup I(N, T n, ι∗) je prazan.
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Korak 1. Ulaga�e ι nije Lagran�evo, pa iz teoreme 1 u [12] sledi da pos-
toji otvorena cevasta okolina torusa ι(T n) koja ne mo�e od sebe da se razd-
voji beskonaqno malim Hamiltonovim difeomorfizmom. Za N biramo takvu
okolinu.

Korak 2. Pretpostavimo suprotno: neka je j : T n → N Lagran�evo ulaga�e
koje indukuje injektivno preslikava�e na H1(T

n, R). Iz injektivnosti homo-
morfizma j∗ sledi da inkluzija

l : j(T n) ↪→ N

indukuje injektivno preslikava�e na nivou fundamentalnih grupa. Da	e,
koriste�i injektivnost homomorfizma l∗, iz dugog taqnog niza homotopskih
grupa para (N, j(T n)) sledi da je π2(N, j(T

n)) = 0. Iz prethodnog se mo�e
zak	uqiti da se j(T n) ne mo�e od sebe razdvojiti Hamiltonovim difeomor-
fizmom, xto je u kontradikciji sa izborom cevaste okolineN u prvom koraku.

Korak 3. Pretpostavimo da je skup I(N, T n, ι∗) neprazan, to jest, da pos-
toji Lagran�evo ulaga�e j : T n → N takvo da je j∗ = ι∗ na H1

dR(N). Iz
jednakosti indukovanih preslikava�a na kohomologiji sledi jednakost in-
dukovanih homomorfizama j∗ = ι∗ na H1(T

n, R). Torus ι(T n) je retrakt svoje
cevaste okoline N , odakle sledi da je homomorfizam ι∗ injektivno preslika-
va�e. Samim time je i j∗ injektivno, xto je u kontradikciji sa korakom 2, te
zak	uqujemo da skup I(N, T n, ι∗) mora biti prazan.

□

Geometrija iza formulacije teoreme 3.11 je slede�a: ako je torus T0 = ι(T 2)
realizovan ulaga�em koje nije Lagran�evo, tada postoji dovo	no mala cev-
asta okolina tog torusa koja ne dopuxta Lagran�eve toruse istog oblika, pri
qemu je taj oblik diktiran uslovom na de Ramovoj kohomologiji. Dakle, N ne
dopuxta Lagran�eve toruse tog konkretnog oblika, ali to ne znaqi da u toj
otvorenoj okolini uopxte nema Lagran�evih torusa. Naprotiv, u okolini N
postoji beskonaqno mnogo Lagran�evih torusa, pri qemu je �ihova egzisten-
cija garantovana Darbuovom teoremom (videti teoremu 1.21).

3.2 Kontaktna invarijanta oblika

Neka je (M, ξ = kerα) kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n− 1, L zatvorena
povezana mnogostrukost dimenzije n i τ : H1

dR(M) → H1
dR(L) homomorfizam.

Definicija 3.12. (L, τ) | kontaktna invarijanta oblika je skup
IC(M, L, τ) koji definixemo kao projektivizaciju simplektiqke invarijante
oblika

I(M × R+, L, t π∗α, τ),

pri qemu je (M × R+, d(t π∗α)) simplektizacija kontaktne mnogostrukosti
M , gde pod projektivizacijom podrazumevamo poistove�iva�e kohomoloxkih
klasa koje se razlikuju do na mno�e�e pozitivnim skalarom.

Napomena 3.13. Definicija kontaktne invarijante oblika ne zavisi od izb-
ora kontaktne forme α.
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Naime, ako je α1 = f α kontaktna forma koja zadaje istu kontaktnu strukturu
ξ (pri qemu je f strogo pozitivna funkcija), preslikava�e

φ : (M × R+, d(t π∗α)) → (M × R+, d(t π∗α1)), φ : (x, t) 7→
(
x,

t

f(x)

)
je simplektomorfizam izotopan identiqkom preslikava�u za koji va�i
φ∗(t π∗α1) = t π∗α. Iz teoreme 3.4 sledi jednakost simplektiqkih invarijanti
oblika

I(M × R+, L, t π∗α, τ) = I(M × R+, L, t π∗α1, τ),

xto implicira jednakost �ihovih projektivizacija, pa kontaktna invari-
janta oblika ne zavisi od izbora forme α. ⋆

Kao i u simplektiqkom sluqaju, mo�emo da definixemo xta znaqi da ula-
ga�e quva kontaktnu invarijantu oblika. Definicija je sliqna definiciji
3.3, s razlikom u tome xto umesto simplektiqkih posmatramo kontaktne mno-
gostrukosti, a umesto simplektiqke invarijante oblika posmatramo kontak-
tnu.

Kontaktna ulaga�a quvaju kontaktnu invarijantu oblika, xto je posledica
teoreme u nastavku. Za dokaz videti stav 5.3 u [18].

Teorema 3.14. Neka su (M1, ξ1 = kerα1) i (M2, ξ2 = kerα2) dve kontaktne
mnogostrukosti iste dimenzije i φ : M1 → M2 kontaktno ulaga�e. Tada
va�i inkluzija

IC(M1, L, τ) ⊂ IC(M2, L, τ ◦ φ∗).

Ukoliko je φ kontaktomorfizam, tada va�i jednakost

IC(M1, L, τ) = IC(M2, L, τ ◦ φ∗).

Dodatno, na potpuno isti naqin kao u simplektiqkom sluqaju, pokazuje se da
kontaktni homeomorfizmi quvaju kontaktnu invarijantu oblika, zbog qega je
ona bitna u kontekstu C0-kontaktne topologije. U nastavku definixemo jox
jednu kontaktnu invarijantu.

Definicija 3.15. (L, τ) | modifikovana kontaktna invarijanta oblika
je skup

∼
IC(M, L, τ) ⊂ H1(L, R)/R+,

koji odgovara projektivizaciji skupa klasa{
[f i∗α]

∣∣∣ i : L→M je predlagran�evo ulaga�e takvo da je

i∗ = τ na H1
dR(L), f > 0, d(f i∗α) = 0

}
.

Modifikovana kontaktna invarijanta oblika se poput prethodno definisane
kontaktne invarijante oblika quva pri kontaktomorfizmima.

Teorema 3.16. Neka su (M1, ξ1 = kerα1) i (M2, ξ2 = kerα2) dve kontaktne
mnogostrukosti iste dimenzije i φ : M1 → M2 kontaktno ulaga�e. Tada
va�i inkluzija

∼
IC(M1, L, τ) ⊂

∼
IC(M2, L, τ ◦ φ∗).
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Ukoliko je φ kontaktomorfizam, tada va�i jednakost
∼
IC(M1, L, τ) =

∼
IC(M2, L, τ ◦ φ∗).

Dokaz: Preslikava�e φ : M1 →M2 je kontaktno ulaga�e, te postoji glatka
strogo pozitivna funkcija f : M1 → R takva da va�i φ∗α2 = f α1.

Neka je i : L → M1 predlagran�evo ulaga�e i h > 0 funkcija takva da va�i
d(h i∗α1) = 0. Ulaga�e φ◦i : L→M2 je tako�e predlagran�evo, pri qemu va�i[

h

f ◦ i
(φ ◦ i)∗α2

]
= [h i∗α1],

odakle direktno sledi inkluzija
∼
IC(M1, L, τ) ⊂

∼
IC(M2, L, τ ◦ φ∗). □

Veza izme�u dveju uvedenih kontaktnih invarijanti je opisana u narednom
stavu.

Stav 3.17. Za svaku kontaktnu mnogostrukost (M, ξ = kerα) i sve L, τ
va�i ∼

IC(M, L, τ) ⊂ IC(M, L, τ).

Dokaz: Neka je [f i∗α] proizvo	na klasa realizovana predlagran�evim
ulaga�em i : L→M za koje va�i i∗ = τ : H1

dR(M) → H1
dR(L).

Ulaga�e î definisano sa

î : L→M × R+, q 7→ (i(q), f(q))

je Lagran�evo i za �ega va�i î∗ = τ : H1
dR(M×R+) → H1

dR(L). Va�i jednakost

[̂i∗(t π∗α)] = [f i∗α].

S obzirom na to da klasa sa leve strane ove jednakosti po definiciji pripada
simplektiqkoj invarijanti oblika I(M×R+, L, t π∗α, τ) tvr�e�e je dokazano.
□

Inkluzija u prethodnom stavu mo�e da bude stroga. Modifikovana kontak-
tna invarijanta oblika nikada ne sadr�i projektivizaciju trivijalne klase.
Me�utim, postoje sluqajevi u kojima projektivizacija trivijalne klase pri-
pada kontaktnoj invarijanti oblika. To znaqi da postoji taqno Lagran�evo
ulaga�e u simplektizaciju koje zadovo	ava zadati uslov na de Ramovoj koho-
mologiji. Flor je dokazao da zatvorena taqna Lagran�eva podmnogostrukost u
simplektiqkoj mnogostrukosti koja je ograniqena u beskonaqnosti ne mo�e da
se razdvoji od sebe Hamiltonovom izotopijom. Miler u [18] (videti napomenu
5.1) koristi taj rezultat kako bi dokazao da koordinatni poqetak ne mo�e
da pripada kontaktnoj invarijanti oblika. Me�utim, ovaj argument ne mo�e
da se primeni kada ambijentalna simplektiqka mnogostrukost odgovara sim-
plektizaciji neke kontaktne mnogostrukosti, xto je sluqaj koji razmatramo.
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Dimitroglou-Rizel5 je u [3] (videti teoremu 1.1) konstruisao taqno Lagran�e-
vo ulaga�e 2-torusa u simplektizaciju trodimenzionalne kontaktne mnogostru-
kosti. To ulaga�e realizuje trivijalnu klasu qija projektivizacija pripada
odgovaraju�oj kontaktnoj invarijanti oblika.

Xtavixe, sluqajevi u kojima je inkluzija stroga nisu izolovani. Dimitroglou-
Rizel je dokazao slede�i rezultat:

Teorema. Za proizvo	nu uvrnutu 6kontaktnu mnogostrukost (M, ξ = ker α)
dimenzije tri postoji taqno Lagran�evo ulaga�e torusa u simplekti-
zaciju (M × R+, d(tπ∗α)).

Za razliku od kontaktne invarijante oblika, projektivizacija trivijalne
klase ne mo�e da pripada modifikovanoj kontaktnoj invarijanti oblika. Ako
bi to bio sluqaj, postojalo bi predlagran�evo ulaga�e j : L → M koje re-
alizuje trivijalnu klasu, xto implicira da je j∗α = df za neku funkciju
f ∈ Ω0(L). Me�utim, to nije mogu�e jer diferencijal df ima nulu na torusu,
dok karakteristiqna folijacija indukovana predlagran�evim ulaga�em nema
singulariteta.

U nastavku sekcije podrazumevamo da je L = T 2, osim ako drugaqije nije na-
glaxeno. Ci	 nam je da poka�emo na koji naqin geometrijski mo�emo da
vidimo kontaktnu i modifikovanu kontaktnu invarijantu oblika. Simplek-
tiqku invarijantu oblika smo u sluqaju L = T 2 poistovetili sa podskupom
ravni R2 (videti napomenu 3.8). Specijalno, skup I(M × R+, T 2, t π∗α, τ)
mo�emo da vidimo kao podskup ravni R2, pri qemu taj skup ima slede�u os-
obinu:

ako klasa (a, b) pripada skupu I(M × R+, T 2, t π∗α, τ), tada je i ceo
zrak { s · (a, b) | s > 0 } sadr�an u �emu.

To proizilazi iz qi�enice da je familija preslikava�a {σs}s>0, definisana
sa:

σs : M × R+ →M × R+, σs(p, t) := (p, s t),

familija konformalnih simplektomorfizama. Ukoliko Lagran�evo ula-
ga�e i : T 2 → M × R+ realizuje klasu (a, b), tada Lagran�evo ulaga�e σs ◦ i
realizuje klasu s · (a, b).

5 Georgios Dimitroglou Rizell, xvedski matematiqar.
6 Engl: overtwisted.



46 Invarijanta oblika

Dakle, skup I(M × R+, T 2, t π∗α, τ) mo�e imati oblik prikazan na slici
ispod.

Kontaktna invarijanta oblika je po definiciji projektivizacija skupa

I(M × R+, T 2, t π∗α, τ)

. Stoga, ako taj skup ne sadr�i koordinatni poqetak, ovu invarijantu prirodno
mo�emo da vidimo kao podskup jediniqne kru�nice S1 u ravni:(

H1
dR(T

2) \ {(0, 0)}
)/

R+ = S1.

Slika 3.1. primer izgleda skupa kontaktne invarijante ob-
lika u ravni (zadeb	ani 	ubiqasti lukovi na slici)

Iako kontaktna invarijanta oblika mo�e predstav	ati uniju koordinatnog
poqetka i delova kru�nice, modifikovana kontaktna invarijanta je isk	uqivo
podskup jediniqne kru�nice.

Tako�e, kontaktna invarijanta oblika sadr�i informacije o Lagran�evim
ulaga�ima u simplektizaciju, dok, sa druge strane, modifikovana kontak-
tna invarijanta oblika sadr�i informacije o predlagran�evim ulaga�ima
torusa u kontaktnu mnogostrukost M .
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Modifikovana kontaktna invarijanta oblika sadr�i informaciju o karak-
teristiqnoj folijaciji koju kontaktna struktura ambijentalne mnogostruko-
sti indukuje na predlagran�evom torusu. Te folijacije su glatko konjugovane
linearnim folijacijama torusa, pa svakoj mo�emo da pridru�imo nagib θ ∈
[0, 2π) odgovaraju�e linearne folijacije.

Primer 3.18. Dokaza�emo da za kontaktnu mnogostrukost (M, ξ) dimenzije

3 va�i
∼
IC(M, 0)7= S1.

Da bismo dokazali da je
∼
IC(M, 0) = S1, dovo	no je da doka�emo da je

∼
IC(R3, 0) =

S1. Zaista, ako to va�i, za proizvo	an nagib θ ∈ [0, 2π) postoji predla-
gran�ev torus u R3 qija je karakteristiqna folijacija konjugovana linearnoj
folijaciji nagiba θ.

Dilatacija φs(x, y, z) = (s x, s y, s2 z) nam omogu�ava da za dovo	no malo s > 0
ovaj torus sabijemo unutar proizvo	no male okoline koordinatnog poqetka,
bez naruxava�a �egovog oblika i tipa folijacije.

S druge strane, Darbuova teorema garantuje da svaka taqka izM ima otvorenu
okolinu U koja je kontaktomorfna nekoj otvorenoj okolini nule u R3. Budu�i
da ovaj lokalni kontaktomorfizam quva oblik, ali i topologiju folijacije,
postoja�e opisanog torusa unutar okoline nule obezbe�uje i egzistenciju odgo-
varaju�eg predlagran�evog torusa unutar podskupa U ⊂M .

7 U ovom primeru podrazumevamo da je L = T 2 i stoga ga izostav	amo iz zapisa invarijante

oblika.
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Time je dokazano da jednakost
∼
IC(R3, 0) = S1 povlaqi rezultat koji �elimo

da doka�emo.

Doka�imo sada da va�i
∼
IC(R3, 0) = S1. To �emo uraditi u slede�a dva

koraka:

1. dokaza�emo da postoji θ0 ∈
(
0,
π

2

)
tako da je luk kru�nice A = { eiθ |

θ ∈ (0, θ0) } sadr�an u
∼
IC(R3, 0),

2. koriste�i prethodni korak i automorfizme torusa koji su induko-
vani celobrojnim invertibilnim matricama, pokaza�emo da se i pre-

ostale taqke kru�nice nalaze u
∼
IC(R3, 0).

Korak 1. Iz posledice 1.31 i napomene 1.32 sledi da postoje otvoreni skup
U ⊂ R3 i otvoreni luk jediniqne kru�nice

A = { eiθ | θ ∈ (0, θ0) } ⊂ S1

takvi da su mnogostrukosti (U, ξstd) i (T 2 × A, ξ = kerαcan) kontaktomorfne.
Oznaqimo sa

φ : T 2 × A→ U

taj kontaktomorfizam.

Fiksirajmo taqku a ∈ A. Za svako a′ ∈ A ulaga�e

ιa′ : T
2 → T 2 × A, ιa′(q) = (q, a′)

je predlagran�evo, realizuje klasu a′ i na H1
dR(T

2 × A) indukuje homomor-
fizam ι∗a′ = ι∗a, pa va�i:

A ⊂
∼
IC(T

2 × A, ι∗a).

Iz teoreme 3.16 sledi:
∼
IC(T

2 × A, ι∗a) =
∼
IC(U, ι

∗
a ◦ φ∗) ⊂

∼
IC(R3, 0),

te je:

A ⊂
∼
IC(R3, 0).

Za sada znamo da postoje predlagran�eva ulaga�a torusa u R3 koja realizuju
klase iz A. Jednostavno se vidi da za svako a ∈ A i s > 0 postoji predl-
gran�evo ulaga�e koje realizuje klasu s · a. Osenqimo taj region u ravni.
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Korak 2.

Da bismo dokazali da se ostatak kru�nice (deo van luka A) nalazi u ovoj
invarijanti oblika, pokaza�emo da celu probuxenu ravan R2\{(0, 0)} mo�emo
da osenqimo, odakle projektivizacijom direktno dobijamo jednakost

∼
IC(R3, 0) = S1.

Da bismo proxirili osenqenu oblast, prime�ujemo slede�i postupak:

- izaberemo taqku (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} koja se ne nalazi u trenutno
osenqenom regionu;

- za izabranu taqku na�emo matricu B ∈ GL(2, Z) koja tu taqku slika
u osenqenu oblast;

- a�uriramo osenqeni region dodava�em realizovane klase (x, y).

Da bismo opravdali ovaj postupak, objasnimo kako postoja�e celobrojne ma-
trice B (invertibilne nad Z) koja slika (x, y) u osenqeni region garantuje
da se (x, y) mo�e realizovati predlagran�evim ulaga�em. Kako se klasa
B · (x, y)T nalazi u osenqenom regionu, postoji predlagran�evo ulaga�e ι koje
realizuje tu klasu. Matrica B (a samim time i �ena transponovana matrica
BT ) je invertibilna nad Z, pa je preslikava�e φ(BT )−1 automorfizam torusa.
Jednostavnim raqunom se poka�e da je kompozicija ι◦φ(BT )−1 predlagran�evo

ulaga�e koje realizuje klasu (x, y).

Prema tome, ceo problem je sveden na pronala�e�e pogodnih celobrojnih ma-
trica invertibilnih nad Z.

Realizacija klase (x, y) za y > 0.

Za dovo	no veliko k ∈ N taqka (x+k y, y)T upada u osenqeni region, pri qemu
je linearna transformacija koja (x, y)T xa	e u (x+ k y, y)T data mno�e�em

matricom B =

(
1 k
0 1

)
.

Za svaku taqku poluravni { (x, y) ∈ R2 | y > 0 } mo�emo prona�i odgovaraju�u
transformaciju, pa osenqeni region postaje poluravan { (x, y) ∈ R2 : y > 0 }.
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Slika 3.2. a�urirana osenqena oblast

Realizacija klase (x, 0) za x ̸= 0.

Za x > 0 taqka (x, 0)T se rotacijom za ugao π/2 slika u (0, x)T , xto se ve�
nalazi u osenqenom regionu. Ova rotacija je data mno�e�em matricom:

B =

(
0 −1
1 0

)
koja pripada grupi GL(2, Z), pa taqku (x, 0) osenqimo.

Argument za sluqaj kada je x < 0 je identiqan.

A�uriramo osenqeni region: { (x, y) ∈ R2 | y ≥ 0 } \ {(0, 0)}.

Slika 3.3. a�urirana osenqena oblast
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Realizacija klase (x, y) za y < 0.

Klasa (x, y)T se refleksijom u odnosu na x-osu slika u (x, −y)T , xto se ve�
nalazi u osenqenom delu. Ova transformacija je data mno�e�em matricom:

C =

(
1 0
0 −1

)
koja pripada grupi GL(2, Z), pa se i svaka klasa iz do�e poluravni mo�e
realizovati predlagran�evim ulaga�em.

A�uriramo osenqeni region: R2 \ {(0, 0)}.

Budu�i da je sada osenqena cela probuxena ravan, iz definicije projek-

tivizacije direktno sledi �e	ena jednakost
∼
IC(R3, 0) = S1.

Slika 3.4. modifikovana kontaktna invarijanta oblika
∼
IC(R3, 0) = S1

U prethodnom primeru smo eksplicitno izraqunali modifikovanu kontaktnu
invarijantu oblika. U kontaktnoj geometriji mo�emo da doka�emo rezultat
koji omogu�ava konkretno izraqunava�e invarijante oblika i posledica je
teoreme Sikorava u simplektiqkom sluqaju.
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Teorema 3.19. Neka je A ⊂ Sn−1 otvoren i povezan skup, pri qemu je a ∈ A.
Tada va�i:

∼
IC(T

n × A, ι∗a) = IC(T
n × A, ι∗a) = A.

Dokaz: Doka�imo najpre inkluziju A ⊂
∼
IC(T

n × A, ι∗a). Neka je a′ ∈ A
proizvo	an element. Ulaga�e

ιa′ : T
n → T n × A, ιa′(q) = (q, a′)

je predlagran�evo, pri qemu va�i [ι∗a′αcan] = a′. Poxto je skup A povezan,
preslikava�a ιa i ιa′ su me�usobno homotopna, xto znaqi da ιa′ na prvoj
de Ramovoj kohomologiji indukuje homomorfizam ι∗a. Odavde direktno sledi
tra�ena inkluzija:

A ⊂
∼
IC(T

n × A, ι∗a).

Sa druge strane, primenom teoreme Sikorava u simplektiqkom sluqaju, dobi-
jamo slede�i niz jednakosti:

IC(T
n × A, ι∗a) = I(T n × CA, ι∗a)/R+ = CA/R+ = A.

Tvr�e�e sada neposredno sledi na osnovu teoreme 3.17. □

Modifikovana kontaknta invarijanta oblika mo�e da bude prazan skup, xto
je opisano u teoremi 3.20 qiju formulaciju navodimo bez dokaza. Za deta	e
videti teoremu 1.3 u [19].

Teorema 3.20. Neka je ι : L→ (R2n−1, ξ0) ulaga�e zatvorene i povezane mno-
gostrukosti dimenzije n koje je infinitezimalno razdvojivo.8 Tada pos-
toji okolina N od ι(L) koja ne dopuxta predlagran�eva ulaga�a j : L → N
takva da je homomorfizam j∗ : H1(L, R) → H1(N, R) injektivno preslika-

va�e. Specijalno, skup
∼
IC(N, L, ι

∗) je prazan.

Pod pretpostavkom da je L = T 2 geometrijska interpretacija iskaza teoreme
3.20 je slede�a: za konveksan torus T0 postoji mala cevasta okolina koja ne
dopuxta predlagran�ev torus istog oblika kao T0.

U kontaktnoj geometriji postoje povrxi koje nisu ni konveksne, ni pred-
lagran�eve (videti primer 2.26). Naredni primer prikazuje konstrukciju
torusa sa tim svojstvima koji u svakoj proizvo	no maloj cevastoj okolini
dopuxta predlagran�ev torus istog oblika.

Primer 3.21. Neka je na M = T 2×R kontaktna struktura zadata 1-formom:

α = dθ + z dφ.

Definixemo ulaga�e ι0 : T
2 →M sa:

ι0(φ, θ) = (φ, θ, f(θ)), f(θ) = 1− cos θ,

a �egovu sliku oznaqimo sa:

T0 = ι0(T
2).

8 Engl: immediately displaceable.
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U primeru 2.26 smo dokazali da torus ι0(T
2) nije ni predlagran�ev, ni kon-

veksan, stoga ostaje da doka�emo da svaka proizvo	no mala cevasta okolina
tog torusa dopuxta predlagran�ev torus istog oblika. To �emo pokazati tako
xto �emo konstruisati familiju predlagran�evih ulaga�a:

ιδ : T
2 →M,

koja u C0-topologiji konvergira ka ι0 kada δ → 0.

Konstrukcija familije predlagran�evih torusa istog oblika kao
T0.

Definixemo familiju funkcija:

fδ(θ) = 1− cos θ + δ, δ > 0,

i odgovaraju�u familiju torusa:

Tδ = ιδ(T
2),

gde su ulaga�a ιδ zadata sa:

ιδ(φ, θ) = (φ, θ, fδ(θ)).

Za svako δ > 0, torus Tδ je predlagran�ev.

Obrazlo�e�e: funkcija fδ je strogo pozitivna, forma
1

fδ
· ι∗δα je zatvorena i

1-forma ι∗δα nema nula, odakle je ulaga�e ιδ predlagran�evo po definiciji.

Za dovo	no malo δ > 0 preslikava�a ιδ i ι0 su blizu u C0-topologiji, pa
su homotopna i samim time indukuju isto preslikava�e na prvoj de Ramovoj
kohomologiji (odnosno, imaju isti oblik u smislu nametnutog uslova na ko-
homologiji).

Zak	uqak. Za svaku proizvo	no malu cevastu okolinu N torusa T0 postoji
predlagran�ev torus ιδ(T

2), istog oblika kao T0, koji je sadr�an u N , pa
sledi:

∼
IC(N, T

2, ι∗0) ̸= ∅.
⋆
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4 C0-rigidnost u kontaktnoj

topologiji: pregled rezultata i

potencijalni pravci istra�iva�a

Oznake koje koristimo u ovoj glavi su:

{ (M2n−1, ξ = kerα) { povezana kontaktna mnogostrukost dimenzije
2n− 1, pri qemu je kontaktna struktura ξ koorijentisana sa α;

{ Diff(M) { grupa difeomorfizama mnogostrukosti M ;

{ Cont(M, ξ) : = {φ : M → M | φ ∈ Diff(M), φ∗α = f α, f > 0}{grupa
kontaktomorfizama mnogostrukosti M koji quvaju koorijentaciju.

Najva�nije pita�e koje razmatramo u ovoj glavi je problem C0-rigidnosti
u kontaktnoj geometriji. Rezultat koji se smatra zaqetkom ovog pravca is-
tra�iva�a je teorema E	axberga i Gromova o C0-rigidnosti, koja tvrdi da je
grupa kontaktnih difeomorfizama Cont(M, ξ) zatvorena u grupi svih difeo-
morfizama Diff(M) u odnosu na C0-topologiju, odnosno da va�i:

Cont(M, ξ)
C0

= Cont(M, ξ) ⊆ Diff(M).

Ovaj rezultat prirodno vodi do definicije grupe kontaktnih homeomorfizama:

Conteo(M, ξ) : = Cont(M, ξ)
C0

⊆ Homeo(M).

Centralni problem koji izuqava C0-kontaktna topologija je pita�e koliko
kontaktne geometrije ,,pamte" kontaktni homeomorfizmi. Specijalno, jedna
od instanci ovog problema je slede�e pita�e:

Pita�e. (C0-rigidnost Le�androvih podmnogostrukosti) Ako je Λ ⊂ (M, ξ)
Le�androva podmnogostrukost i φ ∈ Conteo(M, ξ) takav da je φ(Λ) glatka
podmnogostrukost, da li je tada φ(Λ) ujedno i Le�androva?

Odgovor na prethodno formulisano pita�e je pozitivan. Rizel i Saliven 1

su u [4] prvi dali odgovor na to pita�e u dimenziji tri, koje Stoki�2 u [27]
tako�e razmatra u istoj dimenziji.

1 Michael G. Sullivan, ameriqki matematiqar.
2 Maksim Stokić, srpski matematiqar.
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U nastavku ove glave dajemo dokaz teoreme o C0-rigidnosti kontaktnih difeo-
morfizama koriste�i tehniku invarijante oblika, pri qemu pratimo dokaz
koji su izlo�ili Miler i Xpat u [20]. Za vixe deta	a videti sekciju 4.1.

Ideja je bila da predstavimo karakterizaciju kontaktnih ulaga�a koriste�i
tehniku invarijante oblika i da primenom tog rezultata prika�emo jox jedan
dokaz teoreme o C0-rigidnosti kontaktnih difeomorfizama koju Miler daje
u [18]. Me�utim, u dokazu te karakterizacije postoji grexka. Za vixe deta	a
videti podsekciju 4.2.1.

4.1 Dokaz teoreme E	axberg - Gromova pomo�u

invarijante oblika

U ovoj sekciji podrazumevamo da svi difeomorfizmi iz grupa Diff(M) i
Cont(M, ξ) imaju kompaktan nosaq sadr�an u unutrax�osti mnogostrukosti
M.

Teorema 4.1. (C0-rigidnost kontaktnih difeomorfizama) Grupa kontak-
tnih difeomorfizama Cont(M, ξ) je C0-zatvorena u grupi svih difeomor-
fizama Diff(M). Preciznije, ako niz kontaktomorfizama φk konvergira ka
difeomorfizmu φ u C0-topologiji, tada je i φ kontaktomorfizam.

Dokaz Milera i Xpata iz rada [20], koji navodimo u nastavku, zasniva se na
tehnici invarijante oblika i Gromov	evoj alternativi.

Teorema 4.2. (Gromov	eva alternativa) Neka je (M, ξ = kerα) povezana kon-
taktna mnogostrukost. Pretpostavimo da je G ⊂ Diff(M) podgrupa grupe
Diff(M) koja sadr�i sve kontaktomorfizme koji su izotopni identiqkom
preslikava�u kroz kontaktnu izotopiju. Tako�e, pretpostavimo da grupa
G sadr�i ψ ∈ Diff(M) koji ne quva kontaktnu strukturu. Tada grupa G
sadr�i komponentu povezanosti identitete u grupi Diff(M).

Dokaz teoreme o C0-rigidnosti prvo dajemo u sluqaju neparnog n. Za to nam
je potrebna slede�a teorema:

Teorema 4.3. Neka je (M, ξ) povezana kontaktna mnogostrukost. Tada C0-
zatvore�e grupe Cont(M, ξ) u grupi Diff(M) ne sadr�i difeomorfizam koji
ne quva koorijentaciju od ξ.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji difeomorfizam φ ∈ Cont(M, ξ)
C0

⊂
Diff(M) takav da va�i φ∗α = f ·α, gde je f ∈ Ω0(M) strogo negativna funkcija.

(1) M nije zatvorena mnogostrukost. Postoji taqka x ∈M \supp(φ). Tada
je φ identiqko preslikava�e na nekoj otvorenoj okolini taqke x, pa na
toj okolini va�i φ∗α = α, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom
da je funkcija f strogo negativna.
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(2) M je zatvorena mnogostrukost. Kako φ ∈ Cont(M, ξ)
C0

, to postoji
niz kontaktomorfizama φk ∈ Cont(M, ξ) koji konvergira ka φ u C0-
topologiji. Za svako k ∈ N postoji strogo pozitivna glatka funkcija
fk tako da va�i

φ∗
kα = fk · α,

odakle sledi da preslikava�a φk quvaju orijentaciju zadatu formom
zapremine α ∧ (dα)n−1.

Budu�i da je φk
C0

−−−→
k→∞

φ, preslikava�e φ tako�e quva orijentaciju

indukovanu formom α ∧ (dα)n−1.
S druge strane va�i

φ∗(α ∧ (dα)n−1) = fn · (α ∧ (dα)n−1),

odakle sledi da je fn > 0. Poxto je po pretpostavci n neparno, za-
k	uqujemo da funkcija f mora biti strogo pozitivna, xto je u kon-
tradikciji sa poqetnom pretpostavkom.

□

Doka�imo teoremu o C0-rigidnosti kontaktnih difeomorfizama:

Dokaz teoreme 4.1:

Najpre navodimo skicu dokaza po koracima, koje �emo u nastavku deta	no
razraditi.

(1) Pretpostavimo suprotno, odnosno da grupa Cont(M, ξ) nije C0-zatvo-
rena u Diff(M). Tada postoji difeomorfizam ψ ∈ Diff(M) koji ili ne
quva kontaktnu strukturu, ili je quva ali ne quva koorijentaciju.

(2) Na osnovu teoreme 4.3 sledi da ψ ne quva kontaktnu strukturu.

(3) Posmatrajmo C0-zatvore�e grupe Cont(M, ξ) u grupi Diff(M):

G := Cont(M, ξ)
C0

.

Budu�i da ψ ∈ G ne quva kontaktnu strukturu, primenom Gromov	eve
alternative (videti teoremu 4.2) zak	uqujemo da grupaG sadr�i kom-
ponentu povezanosti identiqkog preslikava�a u grupi Diff(M).

(4) Konstruixemo difeomorfizam φ ∈ Diff(M) koji je izotopan iden-
tiqkom preslikava�u i ima kompaktan nosaq, ali za koji ne postoji
niz kontaktomorfizama iz Cont(M, ξ) koji konvergira ka �emu u C0-
topologiji.

(5) Difeomorfizam φ po konstrukciji iz koraka (4) pripada komponenti
povezanosti identiqkog preslikava�a, a ne nalazi se u grupi G, xto
je u kontradikciji sa korakom (3).

Jedini korak koji zahteva dodatno objax�e�e jeste korak (4), odnosno sama
konstrukcija preslikava�a φ. Za konstrukciju �emo iskoristiti posledicu
1.31, a potom primeniti tehniku invarijante oblika kako bismo pokazali da
konstruisani difeomorfizam ne mo�e biti C0-limes kontaktomorfizama iz
Cont(M, ξ).
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Konstrukcija difeomorfizma φ.

Iz posledice 1.31 sledi da postoji otvoren skup U ⊂M i otvoren skup
A ⊂ Sn−1 tako da su (U, ξ|U) i (T n × A, ξcan) kontaktomorfni.

Fiksirajmo taqku a ∈ A. Budu�i da je skup A otvoren, postoji r > 0 tako da
je otvorena lopta u odnosu na standardnu metriku sadr�ana u �emu:

B(a, 2r) ⊂ A.

Nije texko na�i vektorsko po	e qiji je nosaq kompaktan i sadr�an u skupu
A, pri qemu to po	e generixe tok {φt}t∈R takav da φ1 ima slede�a svojstva:

φ1

(
B

(
a,

3

2
r

))
⊂ B

(
a,
r

4

)
i φ1(a) = a.

Da	e, definixemo difeomorfizam φ na T n × A sa:

φ : = idTn × φ1|A : T n × A→ T n × A.

Kako je nosaq supp(φ) ⊂ T n × A ∼= U kompaktan, to preslikava�e φ mo�emo
da proxirimo na celo M do difeomorfizma koji je izotopan identiqkom
preslikava�u.

Difeomorfizam φ ne pripada grupi G.

Pretpostavimo da postoji niz kontaktomorfizama φk ∈ Cont(M, ξ) koji u C0-
topologiji konvergira ka difeomorfizmu φ. Kao posledica ove konvergencije
i kompaktnosti skupa T n ×B(r), za dovo	no veliko k ≥ k0 va�i:

φk(T
n ×B(r)) ⊂ T n ×B

(r
2

)
, (7)

a samim tim va�i i:

φk(T
n ×B(r)) ⊂ T n ×B

(r
2

)
. (8)

Za k ≥ k0 definixemo restrikcije preslikava�a φk na T
n ×B(r) sa:

ιk = φk|Tn×B(r) : T
n ×B(r) → T n ×B

(r
2

)
, (9)

kao i restrikciju difeomorfizma φ:

h = φ|Tn×B(r) : T
n ×B(r) → T n ×B

(r
2

)
. (10)

Preslikava�a ιk su kontaktna ulaga�a, pa na osnovu teoreme 3.14 va�i:

IC(T
n ×B(r), ι∗a) ⊂ IC

(
T n ×B

(r
2

)
, ι∗a ◦ ι∗k

)
. (11)

Iz C0-konvergencije sledi da su preslikava�a φk i φ homotopna za dovo	no
veliko k, xto povlaqi i homotopiju �ihovih restrikcija ιk ≃ h. Odavde
sledi:

ιk ◦ ιa ≃ h ◦ ιa = ιa, (12)

te preslikava�a ιk ◦ ιa i ιa na kohomologiji indukuju isto preslikava�e:

ι∗a = (ιk ◦ ιa)∗ = ι∗a ◦ ι∗k. (13)
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Iz (11) i (13) va�i:

IC(T
n ×B(r), ι∗a) ⊂ IC

(
T n ×B

(r
2

)
, ι∗a ◦ ι∗k

)
= IC

(
T n ×B

(r
2

)
, ι∗a

)
. (14)

Iz teoreme 3.19 i relacije (14) direktno dobijamo inkluziju lopti:

B(r) ⊂ B
(r
2

)
,

xto dovodi do kontradikcije. □

Za parno n �emo ugrubo objasniti ideju dokaza, bez ula�e�a u deta	e. U
tom sluqaju se prvo doka�e teorema 4.3. Ako je M zatvorena mnogostrukost,
Miler i Xpat koriste rezultat da na mnogostrukosti M × T 2 postoji koori-
jentabilna kontaktna struktura ξ′ = ker α′ takva da je za svako p ∈M podmno-
gostrukost (M × {p}, ξ) kontaktna u (M × T 2, ξ′).

Ako je φ difeomorfizam koji pripada grupi Cont(M, ξ)
C0

, tada postoji niz
φk kontaktomorfizama koji konvergiraju ka φ u C0-topologiji.

Niz φk × id je niz kontaktomorfizama na M × T 2 koji u C0-topologiji kon-
vergira ka difeomorfizmu φ× id. Mnogostrukost M ×T 2 je dimenzije 2n+1,
n+ 1 je neparno, te iz teoreme E	axberg-Gromova o C0-rigidnosti, koju smo
u tom sluqaju dokazali, sledi da je φ× id kontaktni difeomorfizam, odakle
se mo�e zak	uqiti da se to prenosi i na φ. Za vixe deta	a videti [20].

4.2 Doprinos teze i budu�i pravci istra�iva�a

4.2.1 Kontraprimer za dokaz stava 6.11. u [18]

Prvobitna ideja ovog rada je bila da prika�emo dokaz teoreme o C0-rigidnosti
kontaktnih difeomorfizama koji je Miler izlo�io u [18]. U tom radu, Miler
daje potencijalni dokaz slede�e karakterizacije:

Teorema 1.4. u [18]: Ulaga�e φ : (B3
r , ξstd) → (M3, ξ) je kontaktno ako i samo

ako quva (modifikovanu) kontaktnu invarijantu oblika.

U radu se potencijalni dokaz prethodno formulisane teoreme zasniva na teo-
remi 3.20, koja ka�e da modifikovana kontaktna invarijanta oblika mo�e da
bude prazan skup, i na slede�em stavu:

Stav 4.4. Neka su (M1, ξ1) i (M2, ξ2) trodimenzionalne kontaktne mno-
gostrukosti i φ : M1 → M2 ulaga�e koje nije kontaktno u taqki x ∈ M1.
Tada za svaku otvorenu okolinu U ⊂ M1 taqke x, postoji predlagran�evo
ulaga�e torusa:

ι : T 2 →M1

kroz x qija je slika ι(T 2) sadr�ana u U , pri qemu je ulaga�e:

φ ◦ ι : T 2 →M2

infinitezimalno razdvojivo.
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Me�utim, ispostav	a se da u [18], na samom poqetku dokaza prethodno for-
mulisanog stava, postoji grexka. Da bismo objasnili na kom mestu se ona
jav	a, u nastavku dajemo grubu skicu dokaza tog stava koji je izlo�en u [18].

Skica dokaza.

(1) Izaberemo qvor γ ⊂M1 koji je transverzalan na ξ1 i φ
∗ξ2;

(2) Konstruixemo torus koji sadr�i qvor γ tako da je predlagran�ev u
odnosu na ξ1 i konveksan u odnosu na φ

∗ξ2:
- posmatramo lokalni model okoline transverzalnog qvora γ u odnosu
na kontaktnu strukturu ξ1;

- u tom lokalnom modelu qvor γ odgovara qvoru S1×{0} (za deta	e
videti napomenu 1.29);

- za svaku glatku pet	u L ⊂ R2, torus S1 × L je predlagran�ev u
toj model-okolini, a samim tim i u (M1, ξ1);

- izaberemo pet	u L tako da kontaktna struktura φ∗ξ2 na torusu
S1 × L indukuje karakteristiqnu folijaciju koja ima neprazan
deobni skup;

- iz teoreme 2.12 sledi da je konstruisani torus konveksan u odnosu
na kontaktnu strukturu φ∗ξ2.

Propust u dokazu stava 4.4 se jav	a u koraku (1) prethodno opisane skice. U
opxtem sluqaju, ne mora da postoji qvor koji je istovremeno transverzalan
na obe kontaktne strukture ξ1 i φ

∗ξ2, i u nastavku rada dajemo kontraprimer.

Primer 4.5. Neka su:

ξ1 = ker(dz − x dy) i ξ2 = ker(dz + x dy)

kontaktne strukture na prostoru R3, i neka je φ : (R3, ξ1) → (R3, ξ2) identiqko
preslikava�e. Tada ne postoji qvor γ : S1 → R3 koji je u svakoj svojoj taqki
transverzalan na kontaktnim strukturama ξ1 i φ

∗ξ2 = ξ2.

Pretpostavimo suprotno. Definixemo funkcije f, g : S1 → R sa:

f(θ) = (α1)γ(θ)(γ
′(θ)) = z′(θ)− x(θ)y′(θ),

g(θ) = (α2)γ(θ)(γ
′(θ)) = z′(θ) + x(θ)y′(θ).

Uslov transverzalnosti qvora γ na kontaktnim strukturama ξ1 i ξ2 povlaqi
da funkcije f i g nemaju nula na S1. Budu�i da je kru�nica povezan prostor,
ove funkcije moraju biti konstantnog znaka na �oj. Zbog simetrije, dovo	no
je posmatrati slede�a dva sluqaja:

(1) Sluqaj f > 0, g > 0: sabira�em dobijamo

f(θ) + g(θ) = 2z′(θ) > 0,

xto je nemogu�e jer izvod glatke funkcije na kru�nici S1 ima nulu.

(2) Sluqaj f > 0, g < 0: oduzima�em dobijamo

f(θ)− g(θ) = −2x(θ)y′(θ) > 0,

odakle sledi da y′ nema nulu na S1, xto nije mogu�e. ⋆
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Kako dokaz stava 4.4 u radu [18] sadr�i propust, prirodno se otvara prostor
za da	a istra�iva�a u smeru:

(1) Da li je mogu�e popraviti dokaz tog stava?

(2) Da li va�i karakterizacija kontaktnih ulaga�a navedena u teoremi
1.4. u [18]?

4.2.2 C0-rigidnost Le�androvih qvorova i invarijanta oblika

Pita�e C0-rigidnosti odre�enih klasa podmnogostrukosti u kontaktnoj ge-
ometriji je inspirisano rezultatom Umilijerea3, Leklerka4 i Sefajdinija5

u simplektiqkoj topologiji:

Teorema (C0-rigidnost koizotropnih podmnogostrukosti). Neka je
C koizotropna podmnogostrukost6 simplektiqke mnogostrukosti (M, ω)
i φ : M → M simplektiqki homeomorfizam. Ako je φ(C) glatka podmno-
gostrukost, tada je ona ujedno i koizotropna.

Za dokaz ove teoreme videti [11].

Rozen7 i �ang u [24] 8 definixu klasu kontaktno-koizotropnih podmnogo-
strukosti i dokazuju slabiju verziju C0-rigidnosti za ovu klasu objekata.
Neposredno nakon same definicije ove klase podmnogostrukosti, deta	nije
�emo obrazlo�iti xta podrazumevamo pod slabijom verzijom C0-rigidnosti.

Definicija 4.6. Neka je (M2n−1, ξ = kerα) koorijentisana kontaktna mno-
gostrukost dimenzije 2n − 1. Podmnogostrukost Y ⊂ M je kontaktno-koizo-
tropna9 ako za svako x ∈ Y va�i:

(TxY ∩ ξx)⊥ (dα)x ⊂ TxY ∩ ξx.

Primer 4.7. Le�androve podmnogostrukosti su kontaktno-koizotropne. ⋆

Primer 4.8. Hiperpovrxi i predlagran�eve povrxi su kontaktno-koizo-
tropne podmnogostrukosti. ⋆

Rozen i �ang u [24] daju slede�u definiciju grupe Aut(M, ξ) kontaktnih
homeomorfizama, pri qemu u odnosu na definiciju grupe Conteo(M, ξ) do-
datno zahtevaju ravnomernu konvergenciju konformalnih faktora:

3 Vincent Humilière, francuski matematiqar.
4 Rémi Leclercq, francuski matematiqar.
5 Sobhan Seyfaddini, kanadski matematiqar iranskog porekla.
6 Podmnogostrukost C ⊂ (M, ω) je koizotropna ako za svako p ∈ C va�i (TpC)⊥ωp ⊂ TpC.

7 Daniel Rosen, izraelski matematiqar.
8 Jun Zhang, kineski matematiqar.
9 Engl: contact coisotropic.
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Definicija 4.9. Homeomorfizam φ ∈ Homeo(M) kontaktne mnogostrukosti
je kontaktni homeomorfizam ako postoji niz kontaktnih difeomorfizama
φk ∈ Cont(M, ξ) sa odgovaraju�im konformalnim faktorima gk : M → R tako
da va�i:

(1) φk
C0

−→ φ,

(2) gk
C0

−→ g za neku neprekidnu funkciju g : M → R.

Pita�e C0-rigidnosti na koje Rozen i �ang daju pozitivan odgovor je:

Pita�e. (C0-rigidnost kontaktno-koizotropnih podmnogostrukosti) Neka je
C kontaktno-koizotropna podmnogostrukost kontaktne mnogostrukosti
(M, ξ = ker α) i φ ∈ Aut(M, ξ) kontaktni homeomorfizam. Ako je φ(C)
glatka podmnogostrukost uM, da li je ona ujedno i kontaktno-koizotropna?

Grupa Aut(M, ξ) je podskup grupe Conteo(M, ξ), pri qemu je ta inkluzija
stroga, te je u tom smislu verzija C0-rigidnosti dokazana u [24] slabija.
Ravnomerna konvergencija konformalnih faktora omogu�ava da se problem
C0-rigidnosti kontaktno-koizotropnih podmnogostrukosti svede na simplek-
tiqki sluqaj.

Da bismo objasnili na koji naqin ravnomerna konvergencija konformalnih
faktora figurixe u odgovoru na prethodno postav	eno pita�e, podsetimo se
na koji naqin se kontaktomorfizmi podi�u na simplektizaciju.

Podiza�e kontaktomorfizma ψ ∈ Cont(M, ξ) na simplektizaciju

(R×M, d(eθα))

je simplektomorfizam definisan sa:

ψ̃(θ, x) : = (θ − g(x), ψ(x)),

gde je glatka funkcija g : M → R odgovaraju�i konformalni faktor defin-
isan uslovom ψ∗α = eg α.

Da bismo problem u kontaktnom sluqaju sveli na simplektiqki, pored ravno-
merne konvergencije konformalnih faktora, va�nu ulogu igra i naqin na
koji se kontaktno-koizotropne podmnogostrukosti podi�u na simplektizaciju.
Preciznije, ova veza je data slede�im stavom (za dokaz videti stav 4.1 u [24]):

Stav. Neka je C podmnogostrukost u (M, ξ = ker α). Tada je C kontaktno-
koizotropna ako i samo ako je R×C simplektiqki koizotropna u simplek-
tizaciji (R×M, ω = d(eθ α)).

Nakon prethodnih opaski, odgovor na ranije postav	eno pita�e o C0-rigi-
dnosti ima prirodan tok. Naime, za kontaktni homeomorfizam φ ∈ Aut(M, ξ)
iz definicije 4.9 direktno sledi da postoji niz kontaktomorfizama (φk)k∈N
sa odgovaraju�im konformalnim faktorima gk : M → R, takav da su ispu�ena
oba uslova iz pomenute definicije.

Podmnogostrukost C se podi�e u simplektiqko-koizotropnu podmnogostrukost
R × C u simplektizaciji, dok niz kontaktomorfizama φk indukuje niz sim-
plektomorfizama φ̃k.
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Ravnomerna konvergencija konformalnih faktora povlaqi da konstruisani
niz simplektomorfizama konvergira u C0-topologiji ka homeomorfizmu φ̃
koji je definisan sa:

φ̃(θ, x) : = (θ − g(x), φ(x)).

Problem je sada sveden na simplektiqki sluqaj u slede�em smislu: uko-
liko je odgovor na pita�e da li simplektiqki homeomorfizam φ̃ preslikava
R× C na simplektiqko-koizotropnu podmnogostrukost potvrdan, neposredno
iz prethodnog stava sledi da je slika φ(C) kontaktno-koizotropna. Ovo pi-
ta�e je stvar simplektiqke geometrije, a rezultat Umilijerea, Leklerka i
Sefajdinija iz [11], daje potvrdan odgovor.

U opxtem sluqaju, kada nemamo kontrolu nad konformalnim faktorima, kon-
struisani niz simplektomorfizama φ̃k ne mora da konvergira u C

0-topologiji
ka preslikava�u φ̃. Zbog toga je pita�e C0-rigidnosti kontaktno-koizotrop-
nih podmnogostrukosti u opxtem sluqaju i da	e otvoreno.

Iako nije poznato da li u opxtem sluqaju | kada nemamo kontrolu nad kon-
formalnim faktorima | va�i C0-rigidnost klase kontaktno-koizotropnih
podmnogostrukosti, ipak mo�emo da izdvojimo objekte tog tipa za koje je
pokazano da C0-rigidnost va�i. Danas je poznato da u trodimenzional-
nom sluqaju va�i C0-rigidnost Le�androvih qvorova. Rizel i Saliven u
[4] dokazuju rigidnost klase Le�androvih qvorova koriste�i tehniku speci-
fiqnu za dimenziju tri. Osim toga, Stoki� u [27], osla�aju�i se na rezul-
tat Entova i Polteroviqa o kontaktnom preplita�u Le�androvih podmno-
gostrukosti (engl. contact interlinking of Legendrians), daje odgovor na nexto
opxtije pita�e. Preciznije, on dokazuje da glatka slika Le�androve podmno-
gostrukosti pri kontaktnom homeomorfizmu ne mo�e biti skoro Reb-invari-
jantan skup10 (engl. nearly Reeb invariant), gde kao posledicu u dimenziji tri
dobija C0-rigidnost Le�androvih qvorova.

Bilo bi interesantno problem C0-rigidnosti Le�androvih qvorova razmo-
triti sa stanovixta tehnike invarijante oblika, i na taj naqin dati jox
jedan alternativni dokaz ovog rezultata za pomenutu klasu objekata.

Naxa namera je da, pored pokuxaja da popravimo (ili opovrgnemo) stav 6.11
u Milerovom radu [18], primenom ove tehnike doka�emo C0-rigidnost Le�an-
drovih qvorova.

U nastavku dajemo skicu naxeg pristupa ovom problemu:

(1) Dokazati da kontaktni homeomorfizam ne mo�e da preslika Le�an-
drov qvor L na transverzalan qvor T :
- za to je dovo	no da doka�emo da kontaktni homeomorfizam ne
mo�e da preslika qvor T u qvor L;

- posmatramo odgovaraju�e model-okoline qvorova L i T (videti
napomene 1.27 i 1.29), pri qemu svaki od qvorova poistovetimo sa
S1 × {0} u odgovaraju�em modelu;

10 U nastavku rada za skoro Reb-invarijantne skupove koristimo oznaku SRI.
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- probuxena okolina11 qvora L se razlistava na konveksne toruse,
dok predlagran�evi torusi razlistavaju probuxenu okolinu qvo-
ra T u odgovaraju�em modelu (videti primer 2.25);

- konveksan torus ima dovo	no malu okolinu koja ne dopuxta pred-
lagran�eve toruse odre�enog oblika | odnosno, modifikovana
kontaktna invarijanta oblika je prazan skup (videti teoremu
3.20);

- modifikovana kontaktna invarijanta oblika u okolini predla-
gran�evog torusa je neprazan skup;

- ako kontaktni homeomorfizam φ slika qvor T na qvor L, tada on
slika i probuxenu okolinu UT qvora T na probuxenu okolinu UL

qvora L;

- u tom sluqaju kontaktni homeomorfizam slika okolinu predla-
gran�evog torusa u okolinu nekog konveksnog torusa;

- modifikovana kontaktna invarijanta oblika se quva pri C0-li-
mesima (videti komentar nakon teoreme 3.14), pa iz prethodnih
koraka zak	uqujemo da kontaktni homeomorfizam ne mo�e da sli-
ka qvor T u qvor L.

(2) Dokazati da kontaktni homeomorfizam ne mo�e da preslika Le�an-
drov qvor L na qvor K koji nije Le�androv:
- ideja je da iskoristimo rezultat Rizela i Salivena iz [4] koji
ka�e da qvor koji nije Le�androv kontaktnom izotopijom mo�emo
da dovedemo proizvo	no blizu nekom transverzalnom qvoru i isko-
ristimo (1);

Pita�e C0-rigidnosti predlagran�evih povrxi u kontaktnoj mnogostrukosti
dimenzije tri je rexeno ukoliko se za definiciju kontaktnog homeomorfizma
uzme 4.9, jer su predlagran�eve povrxi specijalan tip kontaktno-koizotrop-
nih podmnogostrukosti za koje je ta slabija C0-rigidnost dokazana u [24].

Me�utim, pita�e koje nas zanima jeste pita�e C0-rigidnosti predlagran�e-
vih povrxi u opxtem sluqaju.

Pita�e. (C0-rigidnost predlagran�evih povrxi) Ako je C ⊂ (M3, ξ) pred-
lagran�eva povrx i φ ∈ Conteo(M, ξ) takav da je φ(C) glatka podmno-
gostrukost, da li je tada povrx φ(C) ujedno i predlagran�eva?

Kako bismo dokazali C0-rigidnost Le�androvih qvorova, dovo	no je da znamo
da konveksan torus ima cevastu okolinu u kojoj je modifikovana kontaktna
invarijanta oblika prazan skup, dok je ta invarijanta u okolini predla-
gran�evog torusa neprazna. Me�utim, isti argumenti nisu dovo	ni da bi se
dokazala C0-rigidnost predlagran�evih povrxi. Jednostavno je dokazati da
kontaktni homeomorfizam ne mo�e da preslika predlagran�ev torus u kon-
veksan, i u tom sluqaju mo�emo da iskoristimo prethodno navedene argumente.

11 Ako je U otvorena okolina qvora L, pod probuxenom okolinom mislimo na U \ L.
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Situacija se komplikuje u sluqaju kada �elimo da poka�emo da kontaktni
homeomorfizam ne mo�e da slika predlagran�evu povrx u povrx koja nije
ni konveksna, ni predlagran�eva. U primeru 3.21 dat je primer takvog torusa
koji u svakoj dovo	no maloj okolini dopuxta predlagran�ev torus istog ob-
lika. Iz prethodnog je jasno da nam treba neka finija informacija o invar-
ijanti oblika (od one da li je ona prazan ili neprazan skup) kako bismo u
potpunosti razrexili pita�e C0-rigidnosti predlagran�evih povrxi.

4.2.3 Novi dokaz teoreme o C0-rigidnosti E	axberga i
Gromova pomo�u SRI skupova

Na samom poqetku ove glave prikazan je dokaz teoreme o C0-rigidnosti kon-
taktnih difeomorfizama koji su Miler i Xpat dali u [20]. Sa druge strane,
Milerova ideja u radu [18] je bila da pomenuti rezultat doka�e bez korix-
�e�a Gromov	eve alternative. On je imao ideju da teoremu E	axberg{Gromo-
va doka�e kao direktnu posledicu teoreme 1.4. u [18], u kojoj daje karakteri-
zaciju kontaktnih ulaga�a pomo�u kontaktne invarijante oblika.

Prate�i Milerovu ideju, na kraju ove teze navodimo karakterizaciju kon-
taktnih difeomorfizama u dimenziji tri pomo�u SRI skupova { pojma koji
Stoki� definixe u [27] { i kao posledicu dajemo alternativni dokaz teo-
reme E	axberg-Gromova o C0-rigidnosti kontaktnih difeomorfizama, xto
predstav	a jedan od doprinosa ove teze.

Definicija 4.10. Neka je (M, ξ = ker α) kontaktna mnogostrukost i N ⊂M
kompaktan podskup. Ka�emo da je N skoro Reb-invarijantan ako za svaku
otvorenu okolinu U ⊃ N postoji otvoren podskup V ⊂ U takav da va�i:

(1) N ⊂ V ;

(2) V je invarijantan u odnosu na tok Rebovog vektorskog po	a Rα′ koje odgo-
vara kontaktnoj formi α′ takvoj da va�i ξ = ker α′.

Primer 4.11. Transverzalni qvor u dimenziji tri je SRI skup (videti
primer 2.25). ⋆

Definicija 4.12. Homeomorfizam φ ∈ Homeo(M) quva SRI skupove ako
va�i ekvivalencija:

N je SRI skup ako i samo ako je φ(N) SRI skup.

Teorema 4.13. Difeomorfizam φ ∈ Diff(M) je kontaktni difeomorfizam
ako i samo ako quva SRI skupove.

Dokaz:

(⇒) : Neka je N SRI skup i U ⊃ φ(N) otvorena okolina skupa φ(N).

Tada po definiciji postoji otvoren skup V takav da va�i:

- N ⊂ V ⊂ φ−1(U);

- V je invarijantan u odnosu na tok Rebovog vektorskog po	a Rα koje
odgovara nekoj kontaktnoj formi α : ξ = kerα.
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Skup φ(V ) je otvorena okolina skupa φ(N) koja zadovo	ava slede�a svojstva:

(1) φ(N) ⊂ φ(V ) ⊂ U,

(2) φ(V ) je invarijantan u odnosu na tok Rebovog vektorskog po	a pridru-
�enog kontaktnoj formi (φ−1)∗α :

- neka je {ψt}t∈R tok pridru�en Rebovom vektorskom po	u Rα;

- tada je ψt(V ) = V, iz qega sledi da je

φ ◦ ψt ◦ φ−1(φ(V )) = φ(V );

- Vektorsko po	e φ∗Rα generixe familiju kontaktomorfizama:

φ ◦ ψt ◦ φ−1;

- jednostavnom proverom dobijamo da vektorsko po	e φ∗Rα odgovara
Rebovom vektorskom po	u koje je pridru�eno kontaktnoj formi
(φ−1)∗α.

Iz prethodnog zak	uqujemo da je φ(N) skoro Reb-invarijantan.

(⇐) : Pretpostavimo suportno, da φ nije kontakni difeomorfizam, i da je
kontaktni uslov naruxen u taqki x ∈M.

To znaqi da nije zadovo	ena jednakost Txφ(ξx) = ξφ(x), iz qega sledi da mo�emo
da konstruixemo Le�androv qvor Λ koji sadr�i taqku x i sa φ se slika na
qvor koji nije Le�androv.

Tada je na osnovu stava 1.5 u [27] qvor φ(Λ) SRI, xto je u kontradikciji sa
poqetnom pretpostavkom da va�i:

N je skoro SRI ako i samo ako je φ(N) SRI.

□

Svojstvo quva�a SRI skupova se prenosi C0-limesima.

Stav 4.14. Neka je φi ∈ Cont(M, ξ) niz kontaktomorfizama koji u C0-
topologiji konvergira ka homeomorfizmu φ ∈ Homeo(M). Tada homeomor-
fizam φ quva SRI skupove.

Dokaz:

Neka je N skup koji je SRI. Po definiciji pokazujemo da to svojstvo ima i
�egova slika φ(N).

Neka je W̃ otvoren skup koji sadr�i φ(N). Skup W := φ−1(W̃ ) je otvorena
okolina skupa N .

Kako je N SRI, to postoji otvoren skup V takav da va�i:

N ⊂ V ⊂ W

i V invarijantan u odnosu na tok nekog Rebovog vektorskog po	a.

Xtavixe, mo�emo da izaberemo V tako da je V kompaktan skup i da va�i:

N ⊂ V ⊂ V ⊂ W
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Grupa Homeo(M) je topoloxka grupa, te iz konvergencije φi
C0

−→ φ slede

(1) φ−1 ◦ φi
C0

−→ id i (2) φ−1
i ◦ φ C0

−→ id.

Iz definicije C0-konvergencije i (1) sledi da postoji i0 ∈ N tako da za i ≥ i0
va�i φ−1 ◦ φi(V ) ⊂ W , iz qega zak	uqujemo da za dovo	no veliko i va�i

φi(V ) ⊂ φ(W ) = W̃ .

Iz iste definicije i (2) sledi da postoji i1 ∈ N takvo da za i ≥ i1 va�i
φ−1
i ◦φ(N) ⊂ V, odakle zak	uqujemo da za dovo	no veliko i va�i φ(N) ⊂ φi(V ).

Iz prethodnog zak	uqujemo da za dovo	no veliko i ∈ N va�i

φ(N) ⊂ φi(V ) ⊂ W̃ .

Preslikava�e φi je kontaktni difeomorfizam, skup V je invarijantan u
odnosu na neko Rebovo vektorsko po	e, pa sledi da to svojstvo ima i skup
φi(V ). □

Teorema E	axberg-Gromova o C0-rigidnosti kontaktnih difeomorfizama je
sada neposredna posledica prethodnog stava i karakterizacije kontaktomor-
fizama date u 4.13.

Dokaz teoreme 4.1:

Neka je φ difeomorfizam koji se nalazi u grupi Cont(M, ξ)
C0

⊆ Diff(M).

Tada postoji niz kontaktnih difeomorfizama φi ∈ Cont(M, ξ) takav da va�i

φi
C0

−→ φ.

Iz stava 4.14 sledi da φ quva SRI skupove, iz qega na osnovu teoreme 4.13
zak	uqujemo da je φ kontaktni difeomorfizam. □

Jedan od doprinosa ove teze je upravo prikazani dokaz teoreme E	axberg{
Gromova o C0-rigidnosti. Ovaj dokaz se odnosi na dimenziju tri, budu�i da
je karakterizacija kontaktnih difeomorfizama preko SRI skupova u teo-
remi 4.13 dokazana u toj dimenziji. Naredni korak bio bi uopxtava�e ove
karakterizacije na proizvo	nu dimenziju, xto bi omogu�ilo dokaz teoreme o
C0-rigidnosti u opxtem sluqaju korix�e�em SRI skupova.
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