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IIpearosop

HejctBa JInjeBux rpymna Ha CUMIUIEKTUYKMM MHOTOCTPYKOCTHMA KOja 4yBajy CHUMII-
JIEKTUYKY (popMy Cy jeJHa Off TeMa Koja C€ Y OKBUPY CHUMIUIEKTUUYKE T€OMETPUje U TO-
MOJIOTHje M3[IBOjUIa Kao MpeaMeT HUCTPaXKUBamka KpajeM MIe3[JeceTUX U MOYeTKOM ce-
JamjieceTuX roauHa gBagecetor Beka. [IpoyuaBame JejcTaBa Topyca, KaO KOMIAKTHUX
KOMyTaTUBHHX JIMjeBUX Tpyma, U3HEJIPWIO je BeoMa Ooraty Teopujy kojoj hemo ce mo-
CBETUTHU y OBOM pajy. Beiuku nomaxk y oBUM UCTpakMBambuMa JECHO CE€ OCaMIECeTHX
roavHa, kaga cy Atuja', kao u I'miemun’ u CTepHOEpr, HE3aBUCHO 0KA3aJIM /1A je CIIMKa
MOMEHTHOT TIpec/IMKaBamba XaMUJITOHOBOT JI€jCTBA TOpyca Ha 3aTBOPEHO] U MOBE3aHO]
CUMIUIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH KOHBEKCaH MOJIMTOIN, U TO KOHBEKCHM OMOTau CJMKa
(pukcHux Tauyaka aejctBa. [IpupoagHo ce Hamehe MUTame KOJIMKO MH(pOpMalyja O camoj
MHOTOCTPYKOCTH MOXEMO TOOMTH TIocMaTpameM ofrosapajyher nomurona. Oaropop Ha
0BO muTame aao je Hemuan®, y ciydajy Kajga je JUMEH3Uja TOpyca jeJHaKa IOJOBHHU
JVMEH3Hje MHOTOCTPYKOCTH — MHOTOCTPYKOCTH ca e(peKTUBHUM XaMHJITOHOBHUM JI€jC-
TBOM TOpYyca y MOTIYHOCTH Cy ofipeheHe cBOjoM MOMEHTHOM ciukoM. [IpenusHuje, one
cy y OMjeKTHBHOj KOPECTIOH/ICHIIMjH ca KJIACOM TIOJIMTOIA KOje JIaHaC Ha3uBaMo /JJeauya-
nosum. OB0Oj TeopeMu je nocseheHa riasa 2.

['maBHa Tema riaBe 3 he OMTH 3Hauaj OBEe KOpPECIOH/AEHIIje, KOju je BulecTpyk. Kao
NpBO, OHa J1aje OoraT M eKCIUMIMTAaH U3BOp NpUMepa — CBAaKW HAlPTaH MOJUTON KOjU
3a/10BoJbaBa JlesaHoBe yciioBe 3amnpaBo ofpehyje CUMILIEKTUUKY MHoOroctpykoct. Mc-
MOCTaBJba Ce J]a C€ U3 MOJUTONa MOTY MPOYUTATU XOMoJIoIIKe rpyrne, OjiepoBa KapakTe-
pucTuKa, YepHOBE KJ1ace Kao M MHOTE Ipyre 0COOMHE MHOTOCTPYKOCTH, JTOK CE Orepariyje
HaJl BbUMa Kao LITO jé CUMIUIEKTUYKO OJyBaBamhe MOTY TYMAaulTH Kao jeTHOCTaBHE KOMO-
MHATOpPHE orepaliyje HaJl MOJTUTOIIOM.

Ca gpyre cTpaHe, TOpyCHa /1€jCTBa M CHUMIUIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH CY
MpeIMeT aHaJIu3e y OKBUPY Koje ce cpehe HEKOJIIMKO pa3imuuTux teopuja. OBakBe MHO-
TOCTPYKOCTH Cy MPUMEPH MOTIYHO UHTETPaOWITHUX CUCTEMA, TIOK TOPYCHA JIejCTBa UMajy
BEJIMK 3HA4aj y aire0apcKoj reOMeTpHjH, Kao U YKCTO] TOMOJIOTHjU. YTpaBo 300T CBOje
no3uiyje Ha Mehu BuIie 001acTH, TOPYCHA JIejCTBA Cy M JaHaC jeJaH of Hajuenmhux ajara
KOjUMa ce IPUCTYIA MUTakUMa Y CUMIUIEKTUYKO], aJIM U KOHTAKTHO] TOIOJIOTH]H.

VKOJIMKO MPEeTXOJHO OMUCAHY TEOPHjy YOHIITUMO O0AIMBAbEM IPETIOCTABKE O 3a-

"Michael Atiyah (1929-2019) — 6puTaHCKO-TMOAHCKH MaTeMaTHIap
2Victor Guillemin (1937-) — amepuuku MaTeMaTHdap

3Shlomo Sternberg (1936-2024) — amMepuuKy MaTeMaTHIap
“Thomas Delzant (1961 - ) — ppaHIlycKl MaTeMaTHyap



TBOPEHOCTH MOCMaTpaHe MHOTOCTPYKOCTH, OTBapa ce TeopHja Koja je U JJaHAC y BEJIMKO]
MepU Hero3HaTa M y KOjoj MOMEHTHA CJIMKA BUIllE He MOpa OUTH MOJMTOMN, a TpaHU-
11a MHOTOCTPYKOCTH TIPHPOJHO MMa KOHTAaKTHY CTPYKTYpPy MHBapHWjaHTHY Y OTHOCY Ha
IejcTBO. JoIl HeKe Off 3aHUMJBMBUX TeMa KOje Cy KpPaTKo IMOMEHYTE Y OBOM paay TUYY
ce TOora Kaja KOHTaKTHa TOpPyCHa MHOTOCTPYKOCT MOKe OMTH KOHBEKCHA WJIM KOHKABHA
rpaHulla CUMIUIEKTHYKE, TO jecT KajJla AoNyIITa oAroBapajyhe mopycro nonymemwe.
[Mutame Kaga KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT JOITYIITA jaKO CUMIUIEKTHUKO TOMYHhEHe
MOCTaBJBEHO j€ jOII OcamM/IeceTUX ToJIMHA MPOIILIOT BeKa U O TaJia je oBa TeMa paspaleHa
y BeJIMKOM Opojy pajoBa M O HOj je, 10 JaHac, J0CTa Tora pasjanimeHo. [loceGHO
MHTEPECAHTHO je Pa3MOTPHUTH IITa Ce JIeIaBa aKo 3aXTeBAMO J1a ¥ CaMO TOIYHEerhe KOH-
TaKTHE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH OyJie mopycHo, TO jecT Ja Oyae CUMIIEKTUYKA TOPYCHA
MHOTOCTPYKOCT UHje Cce /IejCTBO MOKJIara ca 1ejCTBOM Ha IPaHHUIIH 1 /1a je IPUTOM I'paHuIIa
KOHKaBHa. [lperyieny Teopuje CUMIUIEKTHUKAX MHOTOCTPYKOCTH Ca I'PAaHHMIIOM Y OBOM
KOHTEKCTY je nocBeheHa 171asa 4, Ha YMjeM Kpajy je HaBe/JIeHO HEKOJIMKO OTBOPEHUX IH-

Taka I(Oja MOTYy IIOCJIYKHUTHU KaO HOTCHI_[I/Ij AJIHU MIpaBIU Ja/bUX UCTPaXUBaAA.

Benuky 3axBasiHOCT AyryjeM CBOjoj MEHTOPKH, pod. Ap Anekcanapu MapuHkoBuh
KOja M€ je yro3Hajla ca OBOM TEMOM U KOja je CBOjUM TpyAoM U niocBeheHolihy ymHOorome
JOTIpUHEIa KOHAYHOM M3IJIely OBOT pajia. 3axBajbyjeM ce U WIaHOBUMA KOMUCH]e, TPod.
1np Hapky MwimnkoBuhy u nipod. ap Uropy Vmapesuhy, unja cy npegaBama U eHTY3H-
jazam BEJIMKHUM JIEJIOM 3aCJIy’)KHU 3a MOjeé MHTEPEeCOBahe U MOTHUBALIM]Y Ja C€ CIUYHUM

obnactuma 6aBuM ¥ y OyayhHOCTH.



I1asa 1

ejcrBa JIujeBux rpymna Ha

CUMILIEKTHYKHM MHOTOCTPYKOCTHMA

1.1 JlujeBe rpyne u JIujeBe ajreope

[TpBO NorNaB/be OTHOYMHEMO IPETJIEOM OCHOBHUX AeuHULIM]ja U3 Teopuje JInjeBux

rpyna koje he Ham OUTH HEOIXOIHE Y HACTABKY paja.

Nedunnnuja 1. Jlujesa epyna (G, -) je rpyna Koja UMa CTPYKTYPY [JIaTKE MHOTOCTPYKO-

CTU U NIpECIIMKaBakba

= GxG— G, (g,h)— gh, G —G, ggt

Cy IJlaTKa.
IIpumep 1. Hexu npumepu Jlujesux zpyna
1. (R,+) je Jlujera rpyna.
2. (S%,+) je JlujeBa rpyma.

3. 3a (My, 1) u (My,+5) Jlujese rpyne, (M; x M,,-) je Takohe JlujeBa rpyma, ca
onepatujom (m,n) - (p,q) = (m -1 p,n -2 q). OBaj 3aKJbyYak HaAM Jaje jOLI jeJaH,
HaMa HapO4MTO 3HavajaH npumep JlujeBe rpyrme — n-aguMeH3HoHaIHH Topyc T" =
Stx St x ... xSt

Hedunumuja 2. /Jejcmeo Jlujere rpyne G Ha MHorocTpykoctu M je xomomopduzam
rpyna
¢: G — Diff (M)
g ¥y,

npu yemy je Diff (M) rpyna ngudpeomopduzama muoroctpykoctu M. 3a aejerBo G Ha M

KaKEMO J1a J€ 21amKo aKo je TpecIiKaBambe

GxM—M
(9,p) — wy(p)



r1aTko. Y HacTaBKy hemo yBek mojpa3yMeBaTtu Jia Cy JejCTBa Koja ImocMaTpamo IiaTka.

3a BpeaHoCT @, (p) kopuctTuheMo 03HaKy ¢ * p.
IIpumep 2.
1. G nejcTByje Ha ceOM JIEBUM TpaHCaIMjama
0y ="Ly: G— G, ¢4(h)=g-h.
AHasorso ce geduHuUIIe U I€JCTBO AECHUM TpaHC/IalldjaMa.
2. S! nejcryje na R? = C porauujama

elxz=¢e". 2.

3. S! Takohe mejcTByje poranMjama Ha IBOAMMEH3UOHAIHO] chepu S>

e’ x (z,h) = ("2, h).

Hedunnmuja 3. Axo je p € M Tauka MHOroctpykocta M Ha k0joj aejctByje G, CKyI
Op:={g*plgeGtc M

Ha3uBaMo opoumom tauke p. IIpocmop op6uma je kommunndku ckyn M /G penauuje

€KBUBAJICHIIUje ~ Ae(UHUCAHE ca
p~q = qc€O0,.
Ckyn
Gy, ={9€G|g*xp=p} CG,
HA3UBAMO CMaAOUAU3AMOPOM TAUKe P.

V nperxomgHoMm npumepy cMo Buzenau Aa Jlvjesa rpyna G iejcTByje Ha ceOU JIeBUM
Tpancianujama L,: G — G, L,(h) = gh. 3a Bekropcko noke X Ha G KakeMo Ja je
nego-unsapujanmmuo axo je dL,(X) = X 3a cBe g € G. Hcnocrapiba ce Ja je CKyIl
JIeBO-WHBAPHjaHTHUX BEKTOPCKHX IM0Jba Ha (G 3aTBOPEH 3a y3UMarmbe KOMyTaTopa, IITO je

cajpikaj cieneher jelIHOCTaBHOT ajld BaXHOT TBphemwa.

Tephemwe 1. Axo je G JlujeBa rpyna u X u Y 171aTKa, JieBO-WHBapHjaHTHA BEKTOPCKa

nosba Ha (7, onjia je [ X, Y] Takohe ieBo-MHBapHjaHTHO.

/Jlokaz. Heka je g € G npousBospHO. Tama Baku
(dLg)[X: Y] = [dLg(X):dLg(Y>] = [X, Y]a

MIpY YeMy IpBa jeJHAKOCT BaXU jep Cy JieBe TpaHcaluje audeoMopdpru3Mu. ]



Nedununuja 4. Jlujesa anzeopa je Bektopcku poctop g Hag R(C), 3ajeqno ca oneparujom
[igxg—g
KOja 3aJj0BosbaBa cienehe tpu ocodune, 3acee X, Y, Z € g:
1. OGunMHeapHOCT;
2. aHTHCUMETPUYHOCT;

3. JakoOujeB MIECHTHUTET:

X, [V, Z]] + [V, ]2, X]) + |Z,[X, Y]] = 0.

[Tocneauiia npeTxoAHOT TBphewa je Ja je CKyIl JIeBO-MHBAapUjaHTHUX BEKTOPCKUX MO-
spa JlujeBe rpyne (G y oqHOCY Ha KoMyTaTtop 3arpaso JlujeBa anredpa. Jleramu ce Mory
Hahu y [26]. OBy JIujeBy anredpy 30Bemo Jlujesa anzeopa Jlujese epyne G n 03HaYaBaMO
ca Lie(G). Cneneha Teopema Ham omoryhaBa antepHaTHBHY jeduHuUIA]y nojma JIujese

anredpe ox G. [lokas ce Mosxe npoHahu y [26] wm [33].

Teopema 1. Heka je GG JlujeBa rpyna. Taza je npecivkaBame
T.G — Lie(G), X.— dLy(X.), ge€G,

n3oMop(pu3aM BEKTOPCKUX MPOCTOpA.

[Mocneauiia mocTojama CTPyKType rpyne Ha G ¥ caMuM THM TJI0OATHO JAepUHHCAHUX
JIeBO-WHBApHjaHTHUX BEKTOPCKUX T10Jba jecTe J1a je cBaka JIujeBa rpyra napaieam3adniHa,
a IITO 3HAYM Ja je TAHTeHTHO pacjiojeme JIujee rpyne TpuBujasiHO. TpuBHjanM3aIyja je

nedunrcana nomohy uzomopdusma Koju CMO BUAENU Y MPETXOAHO] TEOPEMU,
GxT,G— TG, (g9, X.) —> dLy(X.).
IIpumep 3. (Jlujese anzedpe Jlujesux epyna uz npumepa 1)
1. Lie(R) 2 TyR Z R.
2. JlujeBa anrebpa on S! je komyrarueHa anre6pa (R, +, -).
3. JlujeBa amrebpa on T = ST x ... x St je (R", +, ).

[Ipe Hero mTo maxmy ycMepUMO Ha3ad Ha JejctBa JlujeBux rpyma, Hasemlhemo jori
HEKOJIMKO BKHUX JIe(pUHUIIMja U TIO3HATUX Pe3y/ITaTa KOju ce TUUy JIeBO-UHBAPHjaHTHUX

BEKTOPCKHX I10JbA.

Hedunnnmuja 5. Heka je G JlujeBa rpyna. Jeononapamemapcka nooepyna on G je
xomoMopduzam Jlujeux rpyna R — G, Tj. TIaTKO MpeciiMKaBame Koje jeé XOMOMOP-

¢uzam rpyna.



HcnocraBsba ce a cy jenHonapamerapcke noarpymne Jlujese rpyne G Ta4HO MHTETpajHe
kpuse v~ : R — G 1eBO-UHBAapUjaHTHUX BEKTOPCKMX 10ba X Ca HOYETHUM YCIOBOM
vX(0) = e. TlpuMeTHMO 12 OBJIE KOPUCTHMO YUIHEHMILY J1a j€ CBAKO JIEBO-UHBAPUjAHTHO
BEKTOPCKO I0J/b€ KOMIUIETHO, y IITa C€ HUje TEUIKO yBepuTH. [eramu ce mory Hahu y
[33]. [IpupoanHo ce Hamehe muTame 1a ¥ 3HAMO TAYHO KaKO U3IJIEJajy OBE MHTErpaHe

KpUBE.

Hedunummja 6. Heka je GG JlujeBa rpyna u g Jlujea anredpa og G. Excnonenuujanno

npecauxagarve je
exp: g — G
X — % (1).
Tepheme 2. Ako je X € g, onga je 7 (t) = exp(tX).

Jloxas. Tlo nepvHUIM]N EKCTIOHEHIIMjATHOT NpeCIMKaBarma, Baku exp(tX) = ~(1).
Jlaknie, mOBOJBHO je mokasatu ma je v (1) = X (t). 3a 1o je norpeGHO MOKaszaTh ja
je 0(s) = ~X(ts) unrerpanna kpusa og tX kpo3 e. JacHo, Baku 6(0) = v (0) = e.

JMpEeKTHUM pauyHOM A0OUjaMO

d d

—|  8(s) = — X(t

ds| . (s) 7 5:07 (ts)
_ el X
=t SZOV (ts)
=tX.

Kako je nHTerpasHa KpuBa je AJMHCTBEHA, 3aKJbyUuyjeMoO [1a je

exp(tX) = (1) =y (t - 1) =7 (t).
O

V HactaBky hiemMo HaBecTH OCOOMHE U IpuMepe AejcTaa JIujeBux rpyma koju he ce yecTo

MIOMUIATH Y HACTaBKY paja.

Hedunnmuja 7. Heka je nato riatko aejcto Jlujese rpyne G Ha MHOroctpykoctu M.

1. HejctBo je egpexmusro ako u3 ¢, = id cnemu g = e. Ilpumerumo 1a 0BO 3HAUM

Ia je mpecek ctabuim3aTopa CBUX Tauyaka MHOTOCTpYKOCTH M TpuBHjasiaH, TO jecT
BakH [, Gp = {e}.

2. JlejcTBO je c100600Ho aKko Cy cTaOMIU3aTOPU CBUX Tayaka p € M TpuBHjaiHU, TO
ject 3a cBako p € M Baxu G, = {e}. [IpumeTnMO 12 je OBaj yCIIOB jauu Of1 yCJIOBA
Jia 1eJCTBO HeMa (PMKCHMX Tadaka. 3aucTa, [I0CTOje AejCTBa Koja HeMajy (PUKCHUX

Tayaka, a HUCY HU cJI000/Ha, 1To heMo BUAETH Y IpUMepy S.



3. JlejcTBO je mpanzumuero axko 3a cBaky Tauky p € M Baxu O, = M.
ITpumep 4. Bpatumo ce Ha [iejcTBa KOja CMO BUJENIU Y IPUMEPY 2.

1. HejctBo G Ha camoj cebu je ca000aHO (a caMUM TUM U €(PEKTUBHO), TPAH3UTHBHO

JI€jCTBO.

2. Hejcto S' Ha R? je epeKTUBHO 1€jCTBO KOje HUje TPAH3UTUBHO, a HU CJIOGOIHO

(KOOpIMHATHM MOYETaK je (PUKCHA TaykKa).

3. Hejcteo S Ha S? je Takohe epeKTUBHO, anM HUje TPAH3UTUBHO, a HU CIOOOIHO

(IejcTBO MMa /iBe (PUKCHE TaYKe — CEBEPHU U JyKHH I101).

IIpumep 5. /lejcmeso koje je echexkmusro, Huje cA0O00HO U HeMA PUKCHUX MAUAKA
[MocmarpajmMo muoroctpykoct M = S x S? ca koopaunarama (t,6,h), npu yemy je
t koopauHara Ha S', a (0, h) unmnapuuHe KoopauHate Ha cepu S2. Heka je 3amato

nejcteo Jlujese rpyne S* na M ca
s (t,0,h) = (t+2s,0+s, h).

JpyruM pedyrma, J1ejCTBO UCTOBPEMEHO POTHpPA KPYT (IBOCTPYKOM Op3MHOM) U chepy
OKO WeHe oce. OBako J1epMHUCAHO JejCTBO HemMa (PUKCHUX Tayaka, jep 3a s Koje HUje
YMHOXaK O] 7 TIPECINKABAbE (s MIOMepa KOOPAUHATY ¢, a 32 S = T OHO [OMepa KOOpAU-
HaTy € cBake Tayke Koja HHje MoJ. JacHO, NejcTBO je W edeKTHBHO. MImak, oHO HHUje

cJI000/IHO jep cBe Tauke ca h = +1 nmajy HetpuBHjanan ctabummmsartop {0, 7} = Z,.

[Tocmatpajmo aejctBo mpousBosbHe JlujeBe rpyne GG Ha MHoroctpykoctu M. Hcnocrta-
BJba Ce JIa eJieMeHTH ojroBapajyhe Jlujese anreOpe nMajy BeJIMK 3HAYa] y aHAJM3U CAMOT
nejctea. Panuje cMo Bunenu na ceako X € g MHAYKYje jeiHONapaMeTapcKy MoArpyIy oj
GG, a caMKM THM OITHCYje KpeTare Tauke p MHOroctpykoctu M myx opoure {exp(tX) *
p | t € R}. OBy Besy usmely anrebapcke ctpykType rpyne G u mHoroctpykoctu M Ha

KOjOj OHa JiejcTBYyje (hopManuzyjeMo aepUuHUIIjoM 8.

Hedunnnuja 8. Heka je G JlujeBa rpyna koja JejcTByje Ha MHoroctpykoctu M u
Heka je X € g. HUngpunumesumarnu zenepamop oejcmea je BEKTOPCKo nobe X7 Ha

M nedunncano ca

X#(p):=—| exp(tX)*p,
t=0

3ap € M.

Jlpyrum peunma, X7 (p) je Op3uHa KpeTama Tauyke p MHOTOCTpyKocTH M mayxk opOute
{exp(tX)*xp | t € R} yt = 0. Tlojam uH(pUHHTE3UMATHOT TeHepaTopa he OuTH
BEOMa 3HavajaH y OCTAaTKY paja, U3 pas3jora mro Ham omoryhasa ja iejcTBa aHAIM3UPaMo
MOMONyY BEKTOPCKUX IM0Jba U, TOCJEANYHO, OJroBapajyhux tokoBa u opouta. Kako je

cBakM BeKTop X 7 (p) 10 1epMHUIMjU TAHTEHTHU BEKTOP Ha KpuBY ¢ — exp(tX) * p koja

7



1eJia JIeXKU y OpOUTH TadyKe p, jaCHO je Aa OH IpUIaja TAHT€HTHOM IPOCTOPY Ha OpOuUTY,
onHocHo 1,0. Cnenehe TBpheme nokasyje Ja OHU 3alpaBoO Pa3alldiby TAHTEHTHU IPO-

CTOp Ha OpOWTY U, y oipehjeHOM cirydajy, YnHE HeroBy 0asy.

Tephemwe 3. Heka Topyc T" nejctByje Ha MHOroctpykoctd M, ipu uemy je dimM > n,

Heka je p € M u Heka je O opbura Tauke p. Tajna je npeciukaBame

R" — T,,0
X — X*(p)

JIMHEApHO U CYPjeKTUBHO, a HeroBo jesrpo je JlujeBa anredpa crabuimzaropa (’]I‘")p.
CrierujasHo, MHpUHATE3MMAHN rerepatopu X, (p), ..., X#(p) koju omrosapajy 6asu
Xi,..., X, npoctopa R", pazanumy npoctop 7,0, 1 unHe 6a3y OBOI' IPOCTOPA AKO U

camo ako je dim O = n.

Joxas. Tpecmukasame X — X7 (p) je mMHEapHO, ITO ce BUM AMPEKTHO U3 epvHUIIMjE
nH(puHUTe3UMaIHOr reHeparopa. IlocMarpajmo pame mpeciukabame oy,: T — O,
nedunmucano ca a,(t) = t * p. IlpeciukaBame v, je CYpjeKTUBHO 1O AehUHUIMU
opbute u MokeMo mpumeTuTH a Baku (da,).(X) = X#(p). Kako je T" komnaktHa
rpyna, opoura O je nmogmuHoroctpykocT og M, nudeomopdHa KommuHuky T / (T),,
Ipy YeMy je oarosapajyhu nudpeomopdusam o, HHIYKOBAH NPECUKABABEM vy, Jlakie,

BaXM (v, = () © ¢, IpK Yemy je ¢: T" — T" / (T™) , KOJIMYHAYKA [POjeKLnja, 11a je

(day)e = (day)ie) o (dg)e-

Kaxo je (da, )| m3omopdusam, a ¢ cyomepsuja, omas/e 3akbydyjemo aa je (doy,). cypje-
KTUBHO U Ja je ker (doy, ). = ker(dg). = T. (T"),,, To ject Jlujea anredpa cradumsaropa
Tauke p — IITO je U OYEKMBaHO, jep je X7 (p) = 0 TauHO OH/A KaJa jeJHomapaMeTapcKa
noarpymna exp(tX) ¢ukcupa tauky p. Konauso, ako je X7, ..., X, 6a3a npocropa R",
FBIXOBE CJIMKE PA3AIHIbY CIMKY IOCMATPAHOT TIPECINKABArbA, TO jeCT BEKTOPH X (p)...,
X7#(p) pasamumy ueo npoctop 7,O. Kako je mocMarpaHo 1peciivKaBarbe CypjeKTUBHO,
OBH BEKTOPH CY JIMHEAPHO HE3aBUCHU aKO M CaMO aKO je OHO Y MHjeKTHBHO, a TO je TAYHO

onza kaja je dim 7,0 = n, 7o ject kaza je O opbuta AUMEH3Hje N. ]

Hanowmena 1. Y3 npetxoaHor tBphema Hernocpeauo ciaequ dim O = n — dim (T") p 112
je IMMeH3Mja opOouTe Mama IITO je AUMeH3uja cTaduim3aropa Beha. CrierujaiHo, Kaja je
p (bUKCHA TauKa JiejcTBa, CBU MH(PUHUTE3UMAJIHU FeHepaTOPH Ce aHyJIupajy y p U opouTa
je camo jeJiHa Tayka. YTpaBo OBY I0jaBy heMo KacHHje, y IJIaBU 2, YUTATU U3 MOMEHTHOT
NOJIMTONA — TUMeH3Hja opoute Ouhe jemqHaka AUMEH3UjH CTpaHe MOIUTOMA KOja CaapKu

CJIMKY Ta4Ke [IPpYU MOMCECHTHOM IIPECJIMKABALY.



IIpumep 6.
1. IMocmarpajmo aejcteo S Ha camoj cebu, poTarujama.

ezt % 619 — ez(t+9).

Kpusa v(t) = e’ je pememe Kommjeor npotnema

[pumeTnmo 1a je i Gasa JlujeBe anreOpe 1151 = iR, Te U3 MPETXOIHOT MOKEMO

3aKJbYUYUTHU Od BaAKHU
it

exp(t-i)=e
¥ aHAJIOTHO, 3a MPOU3BObaH enemMeHt X € Lie St

exp(t - X) = e,

JlakJie, nH(UHUTE3UMAITHY TeHepaTop S'-1ejcTBa Hamazumo padyHajyhu

[MpumeTMO a CMO ce OTpaHUYMIIM Ha TeHEepaTop KOju oAroBapa Oarn 6a3HOM BeK-
TOpY, a CBU ocTau he, o4eKuBaHO, OUTH HETOBH CKAJIapHU YMHOII IT1. Bpatumo ce

KOHKPETHOM IIpUMepy M HahuMmo oxrosapajyhu renepaTtop JejcTBa.

_4a
o dt

A d A A d
iy — it 6
P=a

_a i(t+0)
dt

Xu(p) e

t=0

t=0 t=0

Axo Ha S! mocmaTpamo cTaHIapHy YraoHy KOOPAMHATY €, BEKTOPCKO MOJbE KOje

reHepuilie JejCTBO je jacCHO iR
p

2. TlocmaTpajMO NMPUPOJHO YONIUTEHE NPETXOAHOr IIPUMEpa y BUIllE AUMEH3M]ja, TO

ject mejctBo Topyca T". KoHkpeTHo, mocMarpajMo aejctBo Topyca T2 Ha cdepu

S3 C C? nedpunmcano Ha criegehn HauuH:
it ito

(eitl, eitQ) * (21, 22) = (€™ 21, € 29).

V nonapHum KoopauHaTaMa Ha S°, 0BO J1€jcTBO je 3anpaso aedrHHUCAHO cileaehum

U3pa3zoM

(eitl,eitz) x (p1,01, p2,62) = (p1, 01 + t1, p2, O3 + ta).



Panuje cvmo Bugem aa je Lie T? = R2, na y oBoM cily4ajy NpUpOIHO IIOCMATPAMO
nBa MHGMHUTE3MMAJIHA TeHepaTopa KOju ojrosapajy 6asHuM Bektopuma Jlujese

anreOpe. KoHkpeTHO, pauyHamo

d , d .
Xi(p) = i tzo(elt, 1)*p= at tzo(e”’ 1) * (p1, 01, p2, 02)
— E tzo(pl, 91 +t7 P2, 02)
= (0,1,0,0),
) 0
10 ject X4 (p) = 20, ", cimuHo, Xo(p) = AR
p p

1.2 CummiaekTnyka 1 XaMIWJITOHOBA JI€jCTBA

Opn oBor ofesbKa, na A0 Kpaja pajaa, ¢pokycupaheMo ce Ha crelyjajiaH u BeoMa WH-
TepecaHTaH cJy4aj AejctaBa JIujeBUX rpymna — JiejCTBa HA CUMIUICKTUUYKUM MHOTOCTpY-
koctuma. [IpriceTMMoO ce 3a TovyeTak HeKMX J00pO MO3HATHX JeUHHIIMja U OCHOBHHUX

npumepa. [ToxpasymeBahieMo 1a cy cBe MHOTOCTPYKOCTH Ca KOjiMa paIuMO IJIaTKe.

OCHOBHM NI0jMOBH CUMILJIEKTHYKE IreOMeTpHje

Hedpmaummja 9. Cumnaexmuurxa goopma Ha maoroctpykoctu M je 3arBopeHa 2-dopma
KOja je HeJlereHepHucaHa y CBaKo] Tauyku MHoroctpykoctu M. Cumnaekmuuxa mnozo-
cmpykocm je map (M, w) koju unHe MHOTOCTpyKOCT M 1 cuMIUIeKTHIKa dopma w Ha
M.

JenHocTaBHA unBEHUIIA U3 JIMHEAPHE alredpe jecTe 1a Cy CBe CUMILIEKTUYKE MHOTOCTPY-

KOCTH 00aBe3HO MapHe TUMEH3Hje.

Ipumep 7. Ilpumepu cumnaexmuuxux MHO20CMPYKOCHU

1. Hekaje M = R?" ca KoOpAMHATAMA X1, . . ., Tp, Y1 - - - » Yn. CTAHAAPAHA CUMILIEK-
tnuka popma Ha R?" je

wy = Z dxy N dy.

k=1

2. Heka je M = C" ca koopauHaTtama 21, . .., 2,. Popma wy = % Yooy dze A dzy
je cumrutektnuka ¢gopma Ha C". [lpumetnMo na je wy ynpaso ¢opma u3 1 npu
unentudurammju C* = R?", 23 = x;, + iy;,. Yecto he GUTH KOPUCHO MOCMATPATH
noJlapHe YMecTo CTaHaapAHuX KoopauHata Ha C". YmpaBo 3aTO Ha OBOM MECTy

HABOJIMMO OOJIMK CUMIUIEKTUYKE (pOopMe wy Y TOJIApHIM KOOpAMHATAMA,

wo = Zpk dpy, A\ dOy,

k=1

10



LITO CE€ MOE JeIHOCTAaBHO ITPOBEPUTH.

Nedpunnnuja 10. Heka cy (M, w;) u (M, wy) CUMIUIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH JUMEH-
3uje 2n U Heka je ¢ : M; — M, nudeomopdusam. 3a ¢ KakeMo [1a je CUMNAeKmo-
Mopghuzam axo je p*wy = wy. I'pyny cummuiekTomopduzama MHoroctpykoctu M hemo

yOyayhe o3nauaBaru ca Symp (M, w).

Nedpnannuja 11. Heka je (M, w) cUMIUIEKTUYKAa MHOTOCTPYKOCT U Heka je S C M
noaMHorocTpykoct ox M. Kaxemo na je S cumnaexmuuka noomnozocmpyrkocm on M
aKo je w|g cumruiekTnuka opma Ha S. IIpumMeTUMO 12 je TOBOJBHO 1A je w|g HejereHe-

pucana ¢gopma.

HNedmaummja 12. Ckopo komnaexcha cmpykmypa Ha MHOTOCTPYKOCTH M je ayToMop-

¢usam TanrenTHor paciojewa J: TM — T M takas na je J? = —id.

Hedunnmuja 13. CKopo KOMIUIEKCHA CTPYKTYpa J Ha CUMIUIEKTUUKO] MHOTOCTPYKOCTH

(M, w) je komnamubunna ca w ako y CBUM Taukama p € M Baxu
w(u, Ju) >0 3acBe0# ue€T,M, xaowu

w(Ju, Jv) = w(u,v), 3aceeu,v e T,M.
Cneneha jenHoctaBHa jjeMa he OUTH 0f1 BEJIMKOT 3HaYaja Y HACTABKY OBOT TOIJIaBJba.

Jlema 1. Heka je S C (M, w) nogmHoroctpykoct o M u J CKOPO KOMIUIEKCHA CTpY-
KTypa Ha M komnatuOwiHa ca w. AKO je S MHBapujaHTHa y ofHOCy Ha J, oHza je S

CUMIUICKTUYKA TIOAMHOT'OCTPYKOCT.

/Jlokas. YcioB MIHBapHjaHTHOCTHU MOJMHOTOCTPYKOCTH S’y OIHOCY Ha .J 3ampaBo 3HA4M J1a
y cBuM taukama p € S Baxu J(1,S) = T,,S. Hekaje p € S duKkcupaHo U 3a IPOU3BOJbAH
BekTop 0 # v € T,S younmo w := Jv € T,S. Kaxo je w(v,w) = w(v, Jv) > 0 360r
KOMMaTUOWIHOCTH J ca w, TO je w|s HelereHepucaHa, a CaMUM THM M CUMILIEKTHIKA
opma Ha S. [l

Caga cmo jeaH Kopak Oyske AepuHUAIMjU Koja he OMTH KJbydHa y pa3BHjamby Teopuje
KOja je I71aBHa Tema oBor paga. Ho, nja 6ucMO KOHAYHO TOBOPUJIM O CUMIUIEKTHUKUM U

XaMWJITOHOBHUM [IEjCTBUMA, TOTPEOHO HaM je jOII HEKOJIMKO OCHOBHHX ITOjMOBA.

Hedunnmmmja 14. Bekropcko noske X Ha M je cumnaexkmuuko ako je Lxw 3aTBOPEHa
(popma. Bexropcko nome X Ha M je Xamuamonoeo axo je Lxw He caMo 3aTBOpeHa, Beh
1 TayHa popma.

[Nocnenuua npumene Kapranose gopmysie je 1a TOK CUMIUIEKTUYKOT, aa CaMUM TUM U
XaMUJITOHOBOI' BEKTOPCKOT T10Jba YyBa CUMIUIEKTHUKY (pOpMY, IITO BUAUMO jeTHOCTAaBHO

u3 ciejeher HU3a jeIHAKOCTU. 3a MoYeTaK, y OKOJIMHU ¢ = () Baxku

d

| piw=Lxw=d(ixw) +ix do = 0. (*)
t=0

11



ITocmarpajmo cajja U3BOJ y IPOU3BOJBHOM TPEHYTKY to. U3 ¢y s = ¢y, © s 10OUjaMO

o S
— w= — w= — o ps) w
dt s Pt ds 0 SDto-i-s ds o Pto © ¥
d * *
= 35| i)
= ¢, (Lxw)
— 0,

Ia je ;w KOHCTAHTHO IO ¢, OJaKJIe J& Y;w = YW = w 3a CBAKO .

Hedunnmmja 15. Xaumuarmonujan, uma Xamuamonosa ynxyuja XaMUITOHOBOT BEKT-

opckor nosba X Ha M je rnatka ¢pyHkuuja [ : M — R takBa ja Baxu (xw = —dH.

[TpumeTrmo fa je XaMUITOHMjaH BEKTOPCKOT Nosba X jeJMHCTBEH, A0 Ha JIOKAJIHO KOH-

CTAHTHY (PyHKIIH]Y.

Nedpununuja 16. [dejcto Jlujee rpyne G Ha CUMIUIEKTUYKO] MHOTOCTpYKOCTH (M, W)

je cumnaexmuuiko ako Baxu p,w = w,3acBe g € G.

Crnenehu cTaB Ham /1aje BeOMa ONEepaTUBHY, €KBUBAJIEHTHY Je(MUHUIM]Y NIOjMa CUMILIEK-

TUYKOT JIejCTBa.

Tephemwe 4. [ejctBo JlujeBe rpyne GG Ha CHUMILUIEKTHYKO] MHOrocTpykoct (M, w) je
CUMIUIEKTAYKO aKO U CaMO aKO je MH(PUHUTE3UMAJIHU TeHEPATOP [1€jCTBA CUMILIEKTUYKO

BEKTOPCKO T0Jbe, 3a cBe X € g.

Jlokas. Jlokas ciefu AUpeKTHO W3 (¥), y3 HANMOMeHy Ja je TOK BEKTOPCKOTr mosba X7

@t = Pexp(tx)» WUTO CMO U PaHUj€ BUEIIH. ]

Cana 6ucMO MOTIM HACTYTUTH IITA C€ KpHje U3a TeEPMUHA XAMUAMOHOBO 0ejcmao.
[TpupoaHO 61 OUJIO PETHOCTABUTH Ja je XaMUJITOHOBO OHO J€jCTBO YMjU CY UH(UHUTE-
3UMaJIHU T€HepaTOpy XaMWJITOHOBAa BEKTOPCKa Nojba. MehyTum, y MaTeMaTUL — Kao U 'y
CBaKOJHEBHOM JKMBOTY — UHTYHUIIUja HAC Hehe yBeK JI0BECTH A0 Y MOTIYHOCTH UCIIPABHOT
3aksbyuka. [Ipe Hero mITO pa3penMo yrnpaBO CTBOPEHY HeIOyMHIly, UCKOpUCTHheMOo
NPUIKKY J1a yBeIeMO ojam Koju he OUTH KJby4aH KaKo 3a HapeaHy jAe(pUHHIIN]Y, TAKO U

y OCTaTKy paja.

Hedunnmuja 17. Heka JlujeBa rpyna G aejctByje Ha MHoroctpykoctuma M u N u
o3HauMMO 00a JiejcTBa ca *. 3a IIaTKo mpecimkaBawe f: M — N KaxeMo Ja je

eKeusapujaHmuo ako 3a cBako g € GG u cBako p € M Baxku

flg*p)=g*f(p).

CrienjasHo, ako je aejctBo rpyne G Ha N TpHBHjaIHO, YCJIOB €KBUBAPUjaHTHOCTH CE
CBOJIM Ha TO 112 je f KOHCTaHTHO JyX opOuta nejctBa Ha M, To ject na je f(g*p) = f(p)

32 CBe g M p Uy TOM CIyuajy Kakemo U Jia je f uneapujanmuo y OIHOCY Ha JIejCTBO.

12



Nedpununuja 18. Heka je ¢ : G — Diff (M) nejctso Jlujese rpyne G Ha CUMILIEK THIKO]
mHorocTpykocTu (M, w) u Heka cy g u g* JlujeBa anre6pa ox G ¥ 10j JyaiaH BEKTOPCKH

MIPOCTOP, peAOM. 3a (p KaxkeMo J1a je Xamuamonoso IejCTBO aKO TIOCTOjU MPECTUKABAE
w: M — g
KOj€e 3aJI0BOJbaBa cjeaeha iBa ycioBa:

1. 3acBako X € g, o3Haunmo ca p~ npeciukapame M — R nedunncano ca

1 (p) == (u(p), X).

Axo ca X# 03HaunMo MH(MHUTE3UMAIIHU TeHEpaTop KOjUu ofrosapa Bektopy X,
OHJIA BaXU

X
—du” = Lxaw,

10 jecT 11X je XamunToHujaH BeKTOpCKOr oba X 7.

2. IlpecnukaBame (i je €KBUBAPUJAaHTHO y OJHOCY Ha JEjCTBO ¢, rpyne G Ha M u
Koaj jyHrosaHo aejcteo Ad* Jlujese rpyne G Ha g*. IIpenunsHuje, KoMyTHpa auja-
rpam

M s M

nl Ln

. Ad i

g — 8
npu yemy je Ad" : g* — g* nedunucano ca (Ad; €, X) = (§, Ady,1 X), 0k je
Ad,-1 : g — g m3Bon npecimkasama Cy—1 : G — G, Cy-1(h) = g 'hg.

YerBopky (M, w, G, 1) 30BeMo Xamuamonoé G-npocmop a caMo NPECTUKABABE 1L MO-

MEHNTIHO NpecAUKaAsdare.

Hanomena 2. O 6e3u uzmehy unmyuyuje u cmeaprHocmu

[IpumeTrMo fa je Hallla MHTYUTHUBHA Ae(UHUIM]ja YIIPABO cajipkKaHa y ycJoBy 1 u3 npe-
TX01He, popmanHe nedpunuiivje. KoHKpeTHO, 32 Teopujy KOjy pa3BHjaMoO y OBOM pajy
W Hallla Hau3rje[ HauBHa JeduHunuja he 6utu Beoma onepatuBHa. Heka je G = T".
Kako je y oBom ciyuajy G AGenoBa rpyna, ajyHroBaHo, a CAMUM TUM M KOaJljyHT OBaHO
JIEJCTBO je TpUBHjATHO. Y3 TO, Baku U g = R", kao u g* = R". Jlakyie, MOMEHTHO

npeciukaBame jaejcta T" Ha (M, w) je npeciikaBame
w: M — R",

TaKBO J1a 3a CBaKM BeKTop X; u3 6aze R™ Baku ja je p~i XaMuUITOHMjaH 3a Xi# U ja
j€ MHBapHjaHTHO y OJIHOCY Ha JejcTBO Topyca. JacHo, ako je p : M — R™ MOMEHTHO

Npec/IMKaBambe, OHJIA je TO M TPaHCIaIja [« 32 IPOU3BOJbHY peasiHy KoHcTaHTy. O6partHo,

13



CBaKa /iBa MOMEHTHA IIpec/IMKaBamba XaMUJITOHOBOT JIejCTBA TOpyca Cy UCTa, 10 Ha PEaJIHy

KOHCTAHTY.

Crneneha jema HaM rOBOpY O TOME KaKO M3IJIe/Ia pecTpUKIMja XaMUJITOHOBOT JIejCTBa
Topyca Ha Heky JlujeBy noarpymy. IloTryHO aHanorHo TBphewe Baxku U y CIyvajy npou-

3BosbHe Jlujese rpyne G.

JIema 2. Heka je nato XamMuITOHOBO J€jCTBO Topyca T" Ha CUMIUIEKTHYKO] MHOTOCTPY-
kocti (M,w) ca MOMEHTHUM npeciukaBambeM p: M — (R™)* u Heka je N C T"
JlujeBa noarpyna ca Jlujesom anrebpom n. Tajia je U pecTpHKIMja MOCMATPaHOT JejCcTBa
Ha N XaMHUJITOHOBO [I€jCTBO, CA MOMEHTHHMM IpeciMKaBaweM ¢* o p: M — n*, npu

uemy je i*: (R™)* — n* myan unknysuje JIujeBux anreOpu i: n — R™.

Joxkasz. 3a X € R™ osnaummo ca pu~ : M — R dynkumjy pX(p) = (u(p), X) u ca
X# oprosapajyhu MH(pUHNTE3MMATHA T€HEPATOP, TAaKO /A Mo JAe(bMHUIMjH MOMEHTHOT
TIpec/IMKaBamba BakU —di~ = Ly#w.

OszHauumo v := ¢* o i u Heka je X € n mpousBosbHO. Kaxko je nejctBo rpyne N
yNpaBoO pecTpUKLMja gejcTBa Topyca T", MH(UHUTE3UMAIHU T'€HepaTop KOju OjroBapa
BexTOpy X y oiHOCy Ha N -/IejcTBO mokJana ce ca X 7. Ca apyre cTpaHe, 110 AepUHUIU]U

IpecvKaBama ", 3a cBako p € M Baxu
¥ (p) = (i*p(p), X) = (u(p), X) = 1~ (p),
nakne ¥~ = p kao dyskumnje na M, na je
A = dp* = —1xsw.

Hake, 1) 3aj0B0o/baBa yCJIOB U3 1e(pUHULIMjE MOMEHTHOT IIPECIMKaBama 3a AejCTBO IpyIe
N. Kako je N alenoBa, KOaJjyHrOBaHO JIejCTBO jeé TPUBHjaJIHO, 1A C€ YCJIOB eKBUBApPU-
JAHTHOCTHU CBOJAM HA TO J1a j& 1) KOHCTaHTHO Oyxk [N-opOuTa, a IITO CJIEeIU U3 UYMHEHULE

1A je {4 KOHCTAHTHO ayXk T"-opOuta. ]

CyituHa je, nakie, BpJo jJeJHOCTaBHA — PECTPUKLIMJOM J€jCTBA HE MEHaMO BEKTOPCKa
no’ba Koja ra reHepuiy, Beh camo cyxaBamo cKyll BekTopa X 3a Koje UX [ocMaTpamo,

1a je JI0BOJbHO U MOMEHTHO Tpec/IMKaBamke CYy3UTH Ha Ayas oAroapajyher normnpocropa.

1.2.1 IIpumepn

Ipumep 8. Hekaje M = (C?, £(dz Adz +dzy Adz)) m nocmarpajmo aejetso Jlujese
rpyne T? gedunucano ca

(e, €)% (21, 29) = (€™ - 21,€"2 - 25).

Hakie, cBako ¢, je poranyja 3a yrao t. OBako JepHUHUCAHO A€jCTBO je XaMUJITOHOBO ca
MOMEHTHUM IPECINKaBABEM
_ 1 2 2
ula, ) = 5 (12l )
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Jla GUCMO ce YBEpUIN y IPETXOIHO, yBEUMO TojiapHe koopauHate Ha C2. YV nonapHum
KOOpJIMHATaMa, CUMIUIEKTHYKA GopMma je w = prdpy A dfy + padps A dBy, 1ok je

MPETXOAHO J1e(PUHUCAHO JI€jCTBO

(eitl,eitg) x (p1,01, p2,02) = (p1,01 + t1, p2, 02 + t2).

. . 0
BekTopcka nosba Koja reHepHIly OBO JI€jCTBO Cy X fé = 90 u 2# = 900 JvpekTHUM
1 2
PauyHOM JI00MjaMo Ly #w = —p1dp1, KAO U Ly#Ww = —padpo. TlpumeTnmo na je cimka
1 2
on C? npu 11 11€0 IPBM KBaPaHT.
A 971
p 2

Ciuka 1.1 MomenTtHa cimka C2

YHyTap 0Be MOMEHTHE CJIMKE JIAaKO MOKEMO MPETO3HATH CJIMKe AuckoBa. Haume, 3ar > 0

je
DY) = >0, 23>0 <
p(Dy) =13 (x,22) |21 >0, 20 >0, 11 + 25 < 5 ¢
ako ca D} = {z€ C?||z1]* + |22* < r?} 03HAYMMO 3aTBOpEH MUCK MOJYIPEYHUKA
. 2
7. MOMeHTHA CIIMKa JWCKa je, Jakje, MPaBOYIIA TPOYrao ca Katerama AykuHe -, a

XWIIOTEHY3a jeé MOMEHTHA CJMKa rpanndse cepe S°. Crenujaato, jeIMHAIHOM UCKY
OJIroBapa TPOyrao ca KaTeTama % Ogaj npumep he OUTH HAPOUUTO BakaH y HACTABKY

pana, y asu 4.

xTo

5
Ciuka 1.2 MomenTHa civka aucka D7 ynyrap C2.
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— n
Ipumep 9. Tlperxoanu npumep ce moxke yomurutd Ha M = (C", 5>/
ca IejCTBOM TOpyca JIMMEH3H]je 1 KOje je 3a4aTo Ha cielehu HauuH
i0 iy, _ (0 iy,
(e, e7m) k(21 ey 2n) = (€70 21, oy €7 2 2).

AHaJIOrHO K20 y npuMepy 8, TMPEeKTHUM pauyyHOM ce IIPOBepaBa /ia je OBaKo j1e(pUHUCAHO
nejctBo T™ Ha C™ XaMUITOHOBO, Ca MOMEHTHHUM IPECINKABABHEM

_ 2 2
cz2n) = ([21]7, ooy |2a]7)-

TER

IIpumep 10. Jejcmeso koje nuje Xamuamonogo
Heka je pejcrso S' ma (T2, dt, A dt,) nedpunucano ca

0 % (thtg) = (tl -+ Q,tg)

Ciuka 1.3 Iejcrso S* Ha T? poraiujoM Ha NPBOj KOOPIAMHATH

BekTopcko nome Koje re’epuiiie oBo AejcTBO je X = 5
1

0 .
, Te JJaJbe JOOMjaMo L xw = dto,
HITO jecTe 3aTBOpeHa (popMa, anu HUje TayHa. [lakie, mocmMaTpaHo /AEjCTBO je MpUMED

CUMIUIEKTUYKOT JIejCTBA KOj€ HHje XaMWITOHOBO.

1.3 CumMiieKTHYKe TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH

VY HacTaBKy paja ¢okycupahemo ce Ha crielujasiad CiIydaj cBera Jio caja u3JokKeHOT,
a To cy XaMWJITOHOBA JIgjcTBA Topyca. 300r BEJIMKOT 3HAavaja W JIENOTe Teopuje Koja
MIPOM3UJIA3HU U3 aHAIN3e OBUX JIejCTaBa, MOCBETUhEeMO UM je/1aH nmoce0aH ojie/bak Ha urjeM

Kpajy heMo KOHaYHO Je(pUHKUCATH [10jaM CUMIUIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH.

1.3.1 XamuaToHoBa JejcTBa ToOpyca
Ciueneha teopema je jenaH ol (pyHAAMEHTAIHUX pe3yaTaTa Kaja je y uTamy Uu3yda-

Barbe XaMWITOHOBUX JIejcTaBa Topyca. Teopemy Cy HE3aBUCHO, TOTOBO MCTOBPEMEHO ajlv
1 JIOCTa Pa3IMuUTHM MPUCTYTOM joKa3am Atuja y [3] u I'mbemun u Ctrepabepr y [21].
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Teopema 2. Heka je (M*™,w) 3aTBOpeHa, NOBE3aHa CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT M
T™ n-numensuoHanHu topyc. Heka je ¢: T — Symp(M, w) XaMHUITOHOBO /1ejCTBO
ca MOMEHTHMM npecivkaBaweM : M — R". Taga je ciimka MOMEHTHOT MPeC/IMKaBamba
w(M) C R™ xonBekcan nomuron y R”. TlpenusHuje, ckyn (PUKCHUX Tayaka AejcTBa je
KOHa4yHa YHHja Mel)yCOOHO TUCjyYHKTHHX MOBE3aHUX CUMILUIEKTUYKUX MOIMHOIOCTPYKO-
cra Cf,...,Cy, MOMEHTHO NpeciKaBame je KoHctanTHO Ha C; 3a ce j u pu(M) je

KOHBEKCHH OMoTa4 Tavaka 1), := ((C;) € R”, 10 jecT Baxu

N N
p(M) =2 Ami | Y A=1,4>0
j=1 =1

Hanomena 3. [IpumeTrMo 12 y MPETXOAHO] TEOPEMH HE TTOCTOjJU HUKAKBO OIPAHUYCHHE 32
JUMEH3Ujy TOpyca KOjU [IeJCTBYj€ Y OJHOCY Ha TUMEH3U]Y CUMIUIEKTUYKE MHOTOCTPYKO-
ctu. Tek yBohemwe MmpeTrnocTaBke 0 e(peKTUBHOCTH /IejCTBA MHAYKYjE TOPHE OrpaHndeHe

3a IMMEH3H]jy Topyca, mTo hemo 1 BUAETH KacHHje, Y TBphemy 6.

Hokas nperxoaHe teopeme he npatutu usnarame koje Mekad u Canamon aajy y
[31], kao u [3]. 3a nmouerak, Ouhe HaM MOTPEeOHO HEKOJIMKO BaKHUX MOMONHUX jeMa. Y

CBaKOj Ol HApCOHUX JIEMaA, ITPETIIOCTAB/bAMO YCJIOBE U3 TCOPEME 2.

JIlema 3. IlocToju cKOpo-KOMILIEKCHa CTpYKTypa J Ha M Koja je KoMnaTuOwiIHA ca w U
KOja je MHBapWjaHTHA Y OJHOCY Ha /IejCTBO Topyca, TO jecT Baxku dy; o J = J o dyy, 3a

cee t € T" (unu, eKBUBAJIEHTHO, ¢;JJ = J 3acBet € T").
Jokas. Bunetu nemy A4. ]

[TpumeTumoO /12 MpeTXo/Ha JiemMa BaXy U Yy OIIITHjEM Clyyajy, ako T" 3aMeHUMO MpOU-

3BOJbHOM KOMITAKTHOM T'pPYIIOM.

Jlema 4. Heka je G C T" noarpyna. Taga je ckyn (pMKCHUX Tayaka pecTpUKLUje ejcTBa

G ua M, Fix(G) = (e Fix(p¢), cuMmnexTiaka mogMHOToCcTpyKoCT off M.
Jokas. Bunetu nemy AS. ]

Haname hemo ce gokycupatn Ha Xamuntonujane X = (u, X) BEKTOPCKUX Mosba
Koja reHepuily aejctBo. MHcrmoctaBma ce na cy To Mopc—boroBe dyHKiMje uuje cy
KPUTUYHE MHOTOCTPYKOCTH MapHe AUMEH3Hje U MapHOTr MHJEKca, mTo he y AoKa3y Te-

opeMe 2 OWTH O] BEJIMKOT 3HAYaja.

Jlema 5. ®ynximja X = (u, X): M — R je Mopc-bortosa (yHkumja dmje cy
KPUTUYHE MHOTOCTPYKOCTH TapHE AMMEH3Mje M IapHOr MHieKca, 3a cBako X € R™.
JlonatHo, cKyn KpuTHUHKX Tadaka dyrkmmje p~, Crit(pX) = Nier, Fix(pr), je cnmm-

JIEKTHYKA TTOJMHOTOCTPYKOCT, TIPH Yemy je
Tx =({s-X+k|seR, keZ"})/2rL"
3aTBOpEH IOATOPYC reHepuca ca X.
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Joxaz. Bunetu nemy A6. ]

I1pe Hero mTo npehemo Ha caM 0Ka3 Teopeme, HaelneMo jOIIl jeIHy BakKHY HAIlOMEHY.

Hanomena 4. Heka cy koopauHaTHe (byHKIIMj€ MOMEHTHOT TipeciiMkaBama (: M — R"
o3HaueHe ca it = (p1,...,M,). [IpecnukaBamwe ;1 heMo Ha3BaTH HECE0O.LUBUM AKO CY
1-popme dpy, . . ., dji, TMHEAPHO HE3ABUCHE U C800.bU8UM UHAYE. AKO j€ (i CBOAJBUBO,
dynxumja pX = Z?Zl Xj/4j je KOHCTaHTHA 3a HeKM HeHyna Bektop X € R". Jlame, Kako
je Lx#w = —duX = 0 u w Henerenepucana gopma, To je X# = 0, To jecT jeaHOMApaMe-
TapcKa MOArpyIa reHeprcaHa BEKTOpOM X J€jCTBYje TpUBUjadHO Ha M W [1€JCTBO HHUjE
edekTUBHO. Y OBOM CiIy4ajy, I€jCTBO C€ MOXe peJyKOBaTH Ha JIejCTBO Topyca 3a 1 Mame

numensuje. KoHkpeTHo, MocToju 1ejcTBO

T" ! — Symp(M,w)

t— o,

ca MOMEHTHUMM npecivkaBamweM 1/ : M — R"™! u marpuniom A € M, ,(Z) taksom
na Baxu o; = @y, mpu(p) = AT/ (p), 3acee p € M ut € T". Jlakiie, KOHBEKCHOCT

CJIMKE IpU CBOAJbMBOM MOMEHTHOM IIPECIIMKABAY [ he outu Imocjaeauniia KOHBEKCHOCTHU
!/
' (M).

IIpumep 11. PaszmoTpumo TBpheme MpeTxoaHe HaloMeHe Ha KOHKPETHOM IpHUMepYy.

[Mocmarpajmo aejcto Topyca T? Ha cepu (5%, dh A df) nedpunmcano ca
(e,e") x (h,0) = (h,0 + (t1 — t2)) .

Opamax MOXeMO NMPUMETHUTH [1a je Y OBOM CJIy4dajy J€jCTBO IWjaroHajHe MOArpyre Topyca

TpUBHjaJHO. BeKkTopcka mosba Koja reHepuIlly OBO €jCTBO ¢y X = 70 2 Xy = ~ g2
je oaroBapajyhe momeHTHO npecnukaBamwe 1 = (h, —h). Tlpumerumo na je (M) myx
on tauke (—1,1) go tauke (1, —1) 1 Kao TakBa HUje PABU ABOAUMEH3UOHAIHHU MOJIUTOI.
Kaxko 0BO JejcTBO peayKyjemo 10 e(peKTUBHOT A€jCTBA, TO JECT J€jCTBA UYM]€ je MOMEHTHO
MPECIMKABAKE HECBOIJBUBO?

Kemumo na nahemo nenodpojuy marpuy A € Mio(Z) u S'-nejetBo ca MOMEHTHUM
npecivkaBameM /' TakBuM aa je i = AT /. 'Y 0BoM KOHKpeTHOM cily4ajy, e(beKTUBHO
je mejereo kpyra S' = T?/{(t,t) |t € S'}. Tpakena marpuua je A = (1 —1> €
M, »(Z), a oproapajyhe nejcTBo je ynpaBo OHO omucaHo y mpumepy 12. V csemy npe-
TXOJHO HaBeJEHOM JIe)KM MOTHBAallMja U3a Tora mrTo hemo ce y ocTaTky paga OaBUTH
MCKJbYUYMBO aHAJIM3UPAkEM PA3IMUUTUX e(peKTUBHUX JiejcTaBa Topyca.

V HacTaBky hemo U3JI0KUTH CKUILY JJOKa3a Teopeme 2, y3 jeany nomohny yemy. M3octa-

BJbCHU A€Ta/bM ce Mory Hahu y [31].

Jlema 6. Tlox mpermocTaBkama TeopeMe 2, CKyIl HMBOA (' (7) je TOBE3aH 3a CBaKy

peryjiapHy BpeaHocT 1 € R”™.
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Joxaz. Bunetu nemy A7. ]

Jokasz meopeme 2. Konauno Moxkemo mpehin Ha 10Ka3 KOHBeKCHOCTH cKyma (M ), Koju
hemo W3BecTHM MHAYKIM]OM, MO JUMEH3HUjU Topyca. Y ciaydajy n = 1, KOHBEKCHOCT je
nocieauia unmenuiie aa je (M) moesad ckyi. IIpeTnoctaBuMo cajga 1a cMo TeopeMy
JOKa3alnu y ciaydajy JaejcTBa Topyca numensuje n — 1. JlomaTHo, MOXEMO MPeTInoCTaBy-
TH J1a jé MOMEHTHO IpeCIMKaBambe /1€jCTBA N-IMMEH3MOHAHOT Topyca Koje ocMaTpamo
HECBOJIJBUBO (y CYIIPOTHOM, TBphEe TeopeMe clieid AMPEKTHO U3 MHIYKTHBHE XUTIOTE3e).
VY okBUpY JOKa3a Jieme A7 CMO JOKa3aJli U /1a je Y TOM CJIy4ajy CKYIl perylapHUX BpeIHO-
CTH npecimkaBama i ryct y u(M). U3abepumo uenodpojuy marpuiy A € M, ,,—1(Z)
Koja JeprHuUIIe UH JEKTUBHO JIMHEAPHO MPec/IMKaBambe U OCMaTpajMo JIejCTBO TOpyca 3a

jelaH Mame IUMeH3Hje, 1e(pMHUCAHO Ha ciielehy HAuuH:

T" ' — Symp(M,w)

t— P AL,

ca MOMEHTHUM TnpeciukaBameM s = ATy : M — R Opo gejcteo je Takohe
ebeKTUBHO M CKYI peryJapHUX BPeJHOCTH TIpeciiKaBama ji4 je TycT y pa(M). Jlame,
npema Jiemu A7, ckytl ;' (1) je moBe3aH 3a cBaky pery/iapHy BPeIHOCT 1) TIPEC/IMKaBaba

p4. TIpuMeTHMO J1a cKyI HUBOA /1, (1) MOKEMO BUIETH Kao CKyTl

pat(n) ={peM]ulp) — pupo) € ker A™ },

3a Ipou3BOJbHY Tauky po T.4. AT p(py) = 1. Kaxo je ker AT jennomumensuonanso, ako
jen = AT u(po) perynapna Bpeanoct u ui(py) — iu(po) € ker AT, onja u cBaka KoHBEKCHA

KoMOMHaIuja Tavaka (i(pg) u p(p; ) npunazaa (M ). Mpeuusnuje,

(1 —=1t) - p(po) +t- pu(pr) € u(M),

3a 0 < t < 1. OpaBie u3BOAMMO cliefiehu 3aKkjbyuyak: CBake ABE Tauke po,p; € M ce
MOT'y MIPOM3BOJBHO J00PO AIPOKCHMHUPATH Taukama py U py TakBuM ja u(p)) — p(py) €
ker A7, 3a nexy neno6pojuy marpuity A € M, ,_1(Z) Koja neduHUIIIE UH jEKTUBHO JH-
HEapHO NpeC/MKaBame. MokeMo NpeTIoCcTaBuTH 1 jia je ynpaso 7 = AT u(p)) perynapna
BPEIHOCT Of] [t4, TIa TIpeMa TPETXOJHOM 3HAaMO Ja je CBaka KOHBEKCHa KOMOWHaIuja
Tavaka (p)) u p(p)) Takohe y cimim o (M ). Tlymramem mmeca p — po U Py — D1
KOHA4HO j00ujamo 1a je ckym u (M) KOHBeKcaH.

[Ipenasumo Ha cienehu, a yjeHO U MOCJEbU 1e0 oBor gokasza. Ilpema semu 4, ckyn
(pukcHuX Tavaka gejctBa, y o3Hauu C', je KOHaYHA YHHja MMOBE3aHUX CHMIUIEKTUYKHX
noamuoroctpykoctu Ci, ..., Cy. Kako je C; C Crit(u*) 3a ce j u cBako X € R™,
TO je MOMEHTHO IIPEC/IMKaBake (1 KOHCTaHTHO Ha cBakoM (. JlakJe, 3a CBaKo j, 1, =
p1(C;) € R™ je jenna Tauka. 113 aprymenara panuje KopumheHHX y 10Ka3y 3aK/bydyjeMo

J1a je 1 KOHBEKCHU OMOTa4 Tayaka 7); caap:KaH y ciauuu of p. OOpatHo, Heka je n € R™
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TayKa Koja HUje Yy KOHBEKCHOM OMOTauy Tauaka 7; 1 u3abepumo X € R ca iuHeapHO

HE3aBUCHUM KOOPAMHATaAMa Ha/l @ TaKoO Ja 3a CBE j BaxXu

(nj, X) < (n, X).

[Tonropyc renepucan ca X je 3ampaBo 1eo Topyc 1", na je cBaka (pMKCHa Tauyka JiejcTBa
Tor nogTopyca ¢gukcHa 1 3a neo T". U3 neMe 5 gasbe 3ak/bydyjemMo aa pyHkmja p~ =

(u, X') nocTmxe MakCUMyM Ha HekoM off ckynosa C;. Jlakie,

sup (u(p), X) < (n, X),

peM

10 ject 1 ¢ p(M). OBuM cMo mokasamm ja je ((M) KOHBEKCHM OMOTau Tavyaka 1);, ITo

y NOTIYHOCTH 3aBpIllaBa JI0Ka3 TeopeMe. []

[TpumeTuMO 1a CMO y OKBUpPY TeOpeMe 2 JOoKa3ajM Jla Cy MHBEpP3HE CJMKE TeMeHa
NOJIUTONA yNpaBo (PUKCHE Tauke jAejcTBa. McmocrtaBsba ce Ja BaXy M BUILE Of TOra —
WHBep3Ha ciika cBake Tauke x € u(M) je 3ampaso jemHa T—opOura. IpenusHuje,
Baxu cyiefieha jeMa, 4dju ce JoKa3 Moxke Hahu y [14] U KopucTU ciiMuHe Ujeje Kao U

JI0OKa3 Teopeme 2.

Jlema 7. Heka je (M, w) 3aTBOpeHa, MOBe3aHa, CAMIUICKTUYKA MHOTOCTPYKOCT JUMEH-
3Wje 2n W (L MOMEHTHO TpeciMKaBawe epekTuBHOr XamuiaroHoBor T" — aejctBa. Tanma

BaxXu:
1. 1 je KOMMYHUYKO MPECIMKaBamlbe 1€jCTBa Topyca

2. 3a ceako x € u(M), p'{z} je Topyc mumeH3Mje jesHAKE NMMEH3UU CTpaHE

MOJIUTONA KOJOj Npunaga x.

[TpeTxonna nema Ham omoryhasa fa y ciydajy epeKTUBHOT XaMUJITOHOBOT JIejCTBA TO-
pyca, Tauke KOHBEKCHOT IMOJIUTOIA HE MOCMaTpaMo MPOCTO Kao Tauke, Beh Kao objexre
KOju y ceOu Hoce uHpopMaIrjy o cTpaTudUKauju MHOTOCTPYKOCTH A0 KOje MPUPOTHO
J0J1a34 TpY NOCMaTpaHoM JejcTBy. llpenusHuje, MOMEHTHY CJIMKY 3alpaBO MOXEMO
cMarpaTy IpocTopoM OpOUTa, IITO je WIyCTpoBaHO Ha cavuy 1.4. [{upekTHa nmocieauna
MIPETXO/IHE JIeMe je Takohe Ja cBako e(peKTHBHO XaMWJITOHOBO J€jCTBO Topyca 1" uma n
— AMMEH3UOHAHY opouTy. McrocTaBiba ce 1a MCTO BaXH U aKO 00ALMMO MPETIIOCTaBKY
0 TOME Ja je [1jCTBO XaMHWJITOHOBO, IITO je MOCJeAMIIa OIIITHje TeOpeMe Koja ce TUue

JiejcTaBa KOMIIAKTHUX Tpyla, a Yiju ce JoKa3 Moxe Hahu y [15].

Hamnomena 5. [IpumeTumo 1a U3 NpeTxojHe jJeMe MOKEMO 3aKJ/byUUTH U J1a je MHBEpP3Ha
CJIMKA MPY MOMEHTHOM MpEeCMKaBakby CBAKe O]l MBUIIA JBOJUMEH3MOHAIHOT MOJIUTOMNA

3anpaso cdepa S?, Kao MTO je NPUKa3aHo Ha cyvim 1.5.
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Ciuka 1.5 HBep3Ha ciivka uBMlLe 2 - MOJUTONA

O cymTHHCKOM 3Hayajy Teopeme 2 3a Teopujy KOjoM ce OBJie OaBUMO CBEJJOYH BEJIUKU

Opoj moceauIa Koje yMHOTOMe JI0IaTHO OJIAKINABajy YCTIIOCTaBJbake Be3e n3melhy came

MHOT'OCTPYKOCTU U Fb€HE MOMCHTHE CJIMKE.

Tephemwe 5. [Tox nmpeTnoctaBkama Teopeme 2, cBako e(heKTUBHO J1ejcTBO Topyca T" nma

OapeMm n + 1 (pUKCHY TauKy.

Jlokaz. Kao mro cmo Beh Bujiesu, cBako e(heKTUBHO JIEjCTBO TOpyca UMa - TUMEH3UO-
HaHy opouty. Heka je p mpou3BosbHa Tauka oBakBe opoute. [Ipema nemu 7, Tauka pu(p)
pUIaia CTPaH! MOJUTONA JUMEH3Hje 1, a 3HaMmo 1a je p(M ) koHBekcaH moiuron y R™.

OBuM cMo mokasanu 1a je p(M) HellereHepucaH MOJUTOI, a CAMUM THM MOpa UMaTH
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6ap n + 1 teme. IIpema Teopemu 2, Temena nomrona (M) cy yrnpaBo civke (PUKCHUX

Ta4daKa 1 TO 3aBplllaBa JOKa3s. L]

Tephemwe 6. Heka je (M, w, T, ) Xamuntonos T™-nipoctop. AKo je 1ejcTBO e(heKTUBHO,

onaa je dim M > 2n.
/Jlokas. Kako je MOMEHTHO MpeciiKaBambe KOHCTAHTHO Ha cBakoj opoutu O, 10 je
. *
dpy : T,M — g

npeciukabame koje ciauka 1,0 y 0. Hakiue, 1,0 C ker dji,. dogaTtHo, IpuMeTUMO Ja
Baxu ker du, = (1,0)“:

v € kerdp, < d,u;((v) =0, 3acee X € R"
< w,(X*(p),v) =0, 3acse X € R"
< wy(u,v) =0, 3aceuc 1,0

— v e (T,0)~.

OBuM cMO J10Ka3a/M U [1a ¢y opOuTe XaMHUITOHOBOT [IejcTBA TOPyCa U30TPOIHE ITOMHO-
roctpykoctu on M u camuMm tuM, Baku dim O < % dim M 3a npousBObHY OpOUTY.
Kako je mocmaTpaHoO /€jcTBO jol U €(peKTUBHO, TO MOCTOjU Nn-IUMEH3HOHAIHA OpOuTa 1

U3 MPEeTXOJHO AoKa3aHor cieau 2n < dim M. L]

Hedmuummja 19. Cumnaexmuuxa mopycua mHozocmpykocm je 3aTBOPEHa, MoBe3aHa
CHMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT (M, w) ca epeK TMBHUM, XaMIJITOHOBHM JI€jCTBOM TOpyca

yMja je IMMEeH3Hja jeJHaKa NOJOBUHU AUMEH31]€ MHOTOCTPYKOCTH M .

Ilap peun 0 HHTErpadMJIHUM CHCTEMHUMA

Heka je ca Xy o3HaueHO XaMUITOHOBO BEKTOPCKO M0JbE Ha CUMILJIEKTUYKO] MHOTOCTPY-
koctu (M, w) unju je Xamunronujan rnatka ¢pyukiwmja H. Tpojry (M, w, H) Ha3uBamo

XamMuamonosum CUCmemom.

Nedunnmuja 20. Heka je (M, w) CHUMIUIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT M Heka cy f,g €
C*°(M) rnatke dyHKyje, ca ogropapajyhum XaMuITOHOBIM BEKTOPCKUM mojbuma X ¢

u X,. lloaconosa 3azpada bynkumja f u g je dynkimja

{f: 9} = w(Xf, X,y) € OF(M).

Tpojky (M, w, H) nazuBamo Xamuamonosum cucmemom. Ipumernmo na Baxu { f, g} =
w(Xys, X,) = df(X,) = X,(f), naje ycnos {f, g} = 0 exBuBajsenTan ca Tum za je f
KOHCTAHTHA 1y MHTETrDAJIHAX KPUBUX ojba X ;. PyHKUMjy f ca peTXOZHNM OCOOMHAMa

Ha3UBaAMO UHMEZPANOM Kpemarea XaMuIToHOBor cuctema (M, w, H).
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Heka je (M*",w) cumiuiekTuka MHOTOCTpYKoCT U H € C°°(M). XaMUITOHOB cuCcTEM

(M, w, H) je nomnyno unmezpadunan ako mocToju n. = % dim M He3aBUCHUX MHTErpaia

KpeTama

fi=H, fa ..., fo € CF(M),
TakBUX fAa Baxu { f;, f;} = 0 3a cBe ¢, j. IIpu Tome, pynkuuje f1, ..., f, cy HezasucHe
ako cy wuxosu audepenuujamu (dfy),, . . . , (df,,), IMHEapHO HE3aBUCHU Yy CBAKOj TAUKH

D HEKOT OTBOPEHOT U I'ycTor noackymna on M.

Teopema 3. (Apronro—Jluyeun, [2]) Heka je (M, w, H) nHTErpaOWIHK CHCTEM JTUMEH3Hje
2n ca uHTErpanuma Kperamwa fi = H, fo,..., f, U HeKa je ¢ € R" peryiapHa BpeIHOCT
npecivkaBawa f := (f1,..., fn). O3Hauumo L. := f~'{c} unekaje p € L.. Axo je L,

TOBE3aH, KOMIIAKTaH CKyTI, Baku ciejehe:
(1) L.=T

(2) Tocroju oxkonuna U C M Ttopyca L. koja je AUpeKTaH MpOU3BOA Topyca 1" u

n-IUMEH3UOHAIHOTr aucka D"

(3) ¥V okomuun L. C U nocrtoje koopauHate (qi, - - ., Gn, P1y - - -, Pn) Y KOjEIMA CHMII-

JeKTUYKa hopma uma 00JIMK

W:idpi/\dqz‘

=1

U f 3aBUCH CaMO Of1 Py, . . . , Pn.

MortuBanyja 3a yBohewe IOMEHYTUX [I0JMOBa y OBOM J€Jy pajia JIEXHU Y TOME IITO CUMII-
JIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH Ha MPHUPOJAH HAYMH MOCTajy MpUMep MOTIYHO WH-
TerpabuIHKMX cucTeMa. 3amcTa, Heka je (M?", w, T™, j1) CUMIUIEKTMYKA TOPyCHAa MHOTO-
CTPYKOCT W HEKA CY [i1, . . . , [l, KOMIIOHEHTE€ MOMEHTHOT IIPECIMKaBamwa, TO JeCT [; = U
3a cTaHjapaHy 0asy ey, ..., e, Jlujee anredpe R™. Kako je Topyc KoMyTaTUBHA IpyIia,
onroapajyha pyHI1aMeHTa Ha o/ba KOMYTHPAjy. 3aucTa, paHUje CMO BUIEIHM Aa j€ TOK
MH(MHATE3UMAIHOT TeHepaTopa X 7 1aT Ca Peyp(rx), ¥ aHAIOrHO 3a Y#. Kako je nejetso

@: T — Diff (M) xomomopdusam rpyna, 3a cBe g, h € T™ Baxu @, 0 @, = g, N4 je

Pexp(tX) © Pexp(sY) = Pexp(tX)exp(sY):

Hasbe, TOpyc je KoMyTaTUBHA Ipyma, 1a je exp(t.X) exp(sY') = exp(sY') exp(tX), onakie
creu
Pexp(tX) © Pexp(sY) = Pexp(sY)exp(tX) = Pexp(sY) © Pexp(tX);

3aceet,s € Rucse X,Y € R". [lakse, TOKOBY (DyHIaMEHTAIHUX I10ba KOMYTUPA]y, a

TO je ekBuBaJIeHTHO ca [ X # Y #] = 0 (Bugern [26]), na je
{Mzuﬂj}zc‘)(XZ%qu):Oa i?j:]-a'“ana
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JOK U3 e(peKTUBHOCTH JI€jCTBA CIeM Ja Ccy dfi1, . . . , dfi, TUHEAPHO HE3aBUCHU HA OTBO-
PEHOM U I'yCTOM CKYIy Tayaka ca TPUBHjaIHUM CTaOMJIM3aTOPOM (TO Cy yNpaBO Tauyke
Koje ce cimKajy y yHyTpammoct nomurona p(M)). Hakne, ako uzadbepemo H := p,
cuctem (M, w, 111) je HOTIYHO MHTErpabUIaH, ca MHTErpajuMa KpeTamwa (i, . . . , f,. Ca-
MHM THM, MOXEMO MpPUMeHUTH TeopeMy 3 Ha (M, w, 1) W Ha CKyNy Tadaka Koje ce
CJIMKAjy Y YHYTPALIkbOCT MOJUTOINA TAYHO 3HAMO KaKO M3IIe[ajy MHOTOCTPYKOCT, CUMII-
nekTnyka (opma u zaejctBo. Ha mpumep, cBaka Tayka y YHYTPaIlEbOCTU 2-TIOJMTOIA
¥MMa KOOPAMHATE P1 U P2 Y MOMEHTHO] CJIMLM (Koopourame Oejcmea) U OAroBapa JeJHOM

TOPYCY ca KOOpJuHaTaMa q1 U gy (yeaone koopourname) — BUAETH CIUKY 1.6.

./’ e (S )

|
I
|
1

D2

b1

Cmuka 1.6 KoopauHate fiejcTBa M yraoHe KOOp/IMHATE

Hamomena 6. Ha YHYTpAalIlbOCTU N - JUMEH3UOHAJIHOT IIOJIUTOIIA, ILCjCTBO je oaTo ca
(tlv"'vtn> * (pla"'7pn;QI7"'7qn) - (pla"'vprm q1+t17-"7Qn+tn)7

na cy oaroBapajyha BeKTOpcKa mosba Koja reHepuily J1ejcTBo X1 = FPREEEE X, = 0.
q1 dn
¥ MOMEHTHO MPECIMKABabe je&

,u(pla ceeyPnsqi, - - 7qn) = (plv cee 7pn>7

LITO je y cKJany ca aeyoMm (3) teopeme 3.

1.3.2 IIpumepn

Ipumvep 12. Tlocmatpajmo S! mejcTBo Ha cuMIUIEKTHUKO] MHOTOCTpYKOCTH (S W =
df A dh) potarujom
e x(0,h) = (0 +1t,h),

npu yemy cy (0, h) HMIMHAPUYHE KOOpAMHATE M Ha OBaj HA4MH je popMa w 3a7aTa BaH

I0JI0Ba, aJI C€ IVIaTKO MpoAyXkasa U Ha nojose. OBako 3aAaTo J€jCTBO je e(PEeKTUBHO,
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XaMUJITOHOBO JIEjCTBO j€IHOAMMEH3MOHAIHOT Topyca (Tj. S') Ha CUMIUIEKTUYKO] MHOTO-
CTPYKOCTHU JAUMEH3H]je [1Ba, C2 MOMEHTHUM IIPECIMKABAkEeM [t = h, OAHOCHO (DYyHKLIMjOM
BUCHHE Ha cpepH, 10 Ha KOHCTaHTy. Jlakiie, JBOANMEH3MOHAIHA cepa je CUMIIIEKTUUKA

TOPYCHa MHOTOCTPYKOCT U B0j oAroapajyhu nonurorn je 3atsopeH uHrepsai [-1,1].

Ciuka 1.7 MomeHTHa ciuka MHoroctpykoctu (52, w = df A dh)

IIpumep 13. Heka je aejcTBo ABOAMMEH3UOHATHOr Topyca T2 Ha CUMIUIEKTUYKO] MHO-
roctpykoctu (S? X S? aw; + bw,), npu yeMmy je w; = T wgg 3a m; : 5% x S — 52

MpOjeKIrja Ha ¢ —Ty KOOpAWHaTYy 3a ¢ = 1, 2, nepuHucano Ha cienehu HauuH:
(Gitl, eitZ) * (hl, 91, hg, 92) = (hl, 91 + tl, hg, 92 + tz).

Oprosapajyha BeKTOpcKa 1ojba KOja FeHEepuIlly I€JCTBO CYy Y OBOM Cly4ajy X; = —— U

06,

X9 = ——, JIOK Jé MOMEHTHO IPEC/IMKaBake

00,
,LL(]’Ll, 01, hg, 02) = (ahl, th) + c.

IIpumep 14. Vkoinko nocMarpaMo yoIuTemhe /1ejCTBa U3 MPETXOIHOT IpUMepa Ha Mpo-
U3BOJA Tpu cepe, 1001jaMo jeJHOCTABAH MPUMEp CUMIUIEKTHUKE TOPYCHE MHOTOCTPYKO-
ctu aumensuje 6. 3aucta, nejcteo Topyca T3 Ha (S? x S? x S?, aw; + bwy + cws)

neduHrcaHo ca
(e, €™, €") x (hy, 01, ha, 02, h3,05) = (hq,01 + t1, ha, 0 + ta, h3, 05 + t3)
je XaMHUITOHOBO, CA MOMEHTHHUM I1PECIUKABAEM
w(hy, 01, ha, 05, h3, 03) = (ahy, bhy, chs)

Y MOMEHTHOM CJIMKOM MJIyCTPOBaHOM Ha ciuuy 1.9.
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-a a

Cnuka 1.8 MomenTHa ciuka MHOrocTpykocTH (S2 X S?, awy + bw,y), 3a ¢ = 0
b

Y

Ciuka 1.9 MomenTHa cimka MHoroctpykoctu (52 x S% x S?) aw; + bwy + cws)

Ipumep 15. TTocmatpajmo aejctBo Topyca T? Ha cuMIIIEKTIHUKOj MHOTOCTpyKOoCTH (CIP?,
Wrg), IpA 4eMy je wpg Pyounun—Craau cuMIUIieKTHYKa GopMa Kojy heMo y HacTaBKy
KOHCTPYUCAJIM y OKBHpPY TeopeMe 0 CUMILJIEKTUYKO] PeAYKLUjU Y OLIebKY 7, KOje je ae-

(punKCaHO Ha ciepehu HaUMH
ity

(eit176it2) ¥ (21 2p 0 23] = [21: €M 2y eitZZg]. (1.1)

Jlokaxumo Aa je 0Bo JejcTBO XaMUJITOHOBO, CA MOMEHTHUM IPECIUKABABEM

ullon ) = 3 (o )

|21 4 [22]2 + 23] |21)? + [22]? + | 25)?

Jla GMCMO OBO IOCTUITIM, KpeHMMO oj Beh nmosHaTor npumepa aejctsa topyca T° na C?

neduHrcaHor ca
(ewl, et 6’93) (21, 22, 23) = (6’9121, ez, 6’9323),
Koje je XaMUJITOHOBO, Ca MOMEHTHUM TPECITMKABAbEM

B 1
/’L(ZI,Z%Z?J) = 5 ("Z1|27 ’22‘2 ’Z3‘2) ?
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mTo cMo Beh Bunenu panuje y npumepy 9.
Tame, CP? MoxkeMo BUeTH Kao KOMMYHUK S°/S', mpu yeMy mocMaTpamo [AMjaroHasHo
Sl-nejcteo

e % (21,29, 23) = (eiszl, €529, €%23),

mto he MOHOBO OMTH MOMEHYTO KacHHje, y ole/bKy 7. MOMEHTHO MpecMKaBame OBOT
JIeJCTBA je

1 1
I/(Zl,ZQ,Zg) = 5 (lZl‘z + ’2’2‘2 + ’Z3|2) - 57

IPK YeMy CMO KOHCTAaHTy — i M3abpaid Tako Aa je 3aucta S° = v~ '{0}. O3naunmo ca
L1 S° < C? muknysujy, aca p : S° — CP? KonMM4HIUKY TIPOjeKIHjy U IPUMETHMO Ja
BaXU p*wrg = L*wy, To he Takohe OMTH 0OPA3IOKEHO Y OfieTbKY 7.

[Ipumetnmo aa aejcteo Topyca T2 uyBa cepy S° u komyTupa ca S'-gejctBoM, ma ce
0BO JIejCTBO MHIYKYje peflyKoBaHO AejcTBo Ha Kommunuky S°/S' = CP?, u npu Tome
JIIMjaroHaJIHa MOATpyNa jejcTByje TpunjanHo Ha CP?. Jlakie, MHIYKOBAHO JIEjCTBO je
3aIpaBo JIejCTBO IpyIie

T/ {(t,t,t) |t € S'} =T,

Koje ce momohy mzomopdusma (e, e2) — [(1, 1, ¢''2)] ceonu Ha aejerso (1.1).
Axo ca p, o3naunmo aejcteo T2 na CP?, a ca v, nejctso T° na C?, npu uemy je g € T®

TNOI3ake Ofl ¢, IPUMETHUMO Ja cieaehu aujarpam KoMyTupa, 3a cako g € T2

w§|55

S° S°

| I

C]PQ T> CIEDZ
T[Toka)kuMo /1a je 10OMjeHO PeayKOBaHO JEjCTBO CUMILIEK TUUKO:

P’ (SO;WFS) = (909 Op)* Wrs = (p o %155)* Wrs
= (¢ 55)*P*WFS = (¢g|55)* "Wy

L* ('tb;wo) = "wy = p*wrg,

TIPY YeMy CMO Y TIPETIIOCIIEIH0] j€IHAKOCTU UCKOPUCTIIN Ja je aejctBo T3 Ha C? cumn-
nekTnyko. Kako je p cypjekTMBHa cyOMep3uja, TO je p* WH jJeKTUBHO M KOHAYHO, BaXU
Qiwps = Wrs, 3a cBako g € T2,
Jla 6ucmo oKazanu 1a je nejctBo XamuiatoHoBo, uzabepumo X € Lie(T?) = R? u
IIOCMATPajMO HeroBo noausame y Jlujey anreGpy og T, TO jecT BEKTOp X rakas ja je
(dm)e(X) = X. Kaxo T?-aejctBo uyBa S°, mupuHMTe3MMATHN TeHepaTop X # he Gurtn
BEKTOPCKO TMOJbe TaHreHTHO Ha S°. JlogaTHo, npema JeUHHLIMjK PeLyKOBaHOT JejCTBa
BaXHU P (exp(tX) * z) = exp(tX) * p(2) 3a cBe z € S°, na nupeperumparem y t = 0
no0ujamo

dp (X#> — X*, (1.2)
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Capna pauyHamo:

D" (txawrs) = tys (D wrs) = tgs (Cwo) = 1" (Lgpwo) = L* (—dﬁX) =—d (,&X o 1,) .
(1.3)
®dyHk1Mja ,&X Ol je MHBapMjaHTHA Y OAHOCY Ha JIejCTBO AjaroHajHe MoArpymne, na nocToju
jemuHCTBeHa raTka dynkumja H x na CPP? TakBa naje Hy op = /’lX ot. 3ameHom y (1.3)
nodujamo
P (ixrwrs) = —d (Hx op) = p* (—dHx)

Y TIOHOBO, KaKoO je p* WH JEKTUBHO, 3aKJbyUyjeMO
Lx#wrs = —dHx,

TO jecT CBaKO BEKTOPCKO mosbe X 7 je XaMuiaToHOBO ca XamMuaToHoBoM (yHKImjom H y.
HapaBHo, BaxkHa CTBap KOjy HE cCMeMO 3a00paBUTH jecTe Aa MPOBEPUMO Aa JI je TpH-
apyxuBambe X — Hx 1o6po aeduHMCcaHO, TO jecT [a JIU 3aBUCH Ol u300pa Moau3ama
X. Axo je X’ JPYro Noau3arbe BeKTopa X, OIHOCHO BaXu (dﬂ')e(X "y = X, rana je
X' — X € ker(dm). = span{(1,1,1)}, 10 ject X' = X + s - D, ako ca D 03HaunMO
Bektop (1,1,1). Taza je

,ZLXI :ﬁX+5D — <[],X+SD> :[]X_FS'/]D-
HaKJIC, JOBOJbHO je IIoKa3aTtu aaje [N,LD ‘55 = 0, a IITo jCI[HOCTaBHO I[O6I/IjaMO AUPEKTHOM
IIpOBEPOM

- - 1 1
i (z) = (=), (1,1, 1) = 5 (|2 + 2] + [2°) =5 =0, z€5”

KoHauHo, MHeapHo npuapyxuBambe X +— Hy nedunuine npecimkasame i : CP? —
(R%)* ca u® = Hx v ixswrps = —dp’, xoje je nnsapujanTtHO y oaHocy Ha T2-1ejcTBoO,
na je peaykosano nejctso T2 na (CP?, wpg) Xamunronoso. IIpeocTaje jour 1a ekcrm-
LIUTHO OJPEAUMO L.

Heka je X = (X1, X5) € R? npousBobHO U 01a0epUMO MOAU3AHE X = (0, X1, Xs).

PaHI/Ije CMO BUACIM Ja BaXHn

prop=p* o=

Kako je
- X - 1 1
i (2) = ((2), (0, X1, X5)) = §|Z2|2 - X1+ §|233|2 - X2

¥ pecTpHKIHMja Ha S° He yTHYe Ha caM oOJMK (pyHKIMje i, 100MjaMo 1a BaXH

% 1
[LXOL(Z): <§ (|22|2,|23’2>,X>, ZESE).

Haxne, Baxu ™ ([2]) = (5 (|22]% |23]%) , X ) 3a cBako X € R? u camum TiM je

p([z1: 22t 23)) = = (J22]?, 25]%) z€ S,

N | =
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TO jecT 3a HOPMHpAHOT TIpejcTaBHUKA Kiace [z] € CP? Jla GUCMO ce pelim OBOT

OrpaHMYeHa, 32 MPOU3BOJBHO z # () hemo mocmarparu Hj—” Y MOMEHTHO IPECIMKABAILE je

(o s zl) = = ( |22 |22 ) |

2 |21|% 4 [22]2 + |23]27 |21]? + |22]? + | 25/?

IITO CMO H XKEJICTINU Ja JOKAXEMO.

Tajga

KoHauHO, aKO yBEJEMO O3HAKE T := %|22 Puwy = %]23\2 3a HOPMUPAHOT PEJICTaBHUKA

KJ1ace, 1001jaMO MOMEHTHY CJIUKY

() = { @1,

1
120, zp >0, $1+$2§§}7

HITO je Tpoyrao miayctpoBaH Ha ciavuu 1.10.

€2
A
A
1
1 2
2
> T
1
2
. T
: 1 j
x
Ciuka 1.10 MomenTHa CJIUKa Cnuka 1.11 MowmenTHa CJIMKa
muoroctpykocT (CP?, wrg) mHoroctpykocTd (CP?, wrg)

Hanomena 7. [IpumeTuMo Ja ce Ha rOTOBO WJISHTUYaH HAYMH MOKEMO YBEPHUTH Y TO 1A je
CP" cuMIuIleKTHIKa TOPyCHAa MHOTOCTPYKOCT, 3a cBe . € N. Ha cymmu 1.11 je mpuka3ana

oarosapajyha MoMeHTHa cika 3a CP?,

CranaapaHe okouHe (PMKCHUX Ta4Yaka U Tpancdopmanmje

MOoJINTOIIA

[Ipen cam Kpaj oBOr NoIJIaBJ/ba, HaBeINEeMO JIBe 3HauajHe TEOpeMeE KOje OMKICY]y CTaH-

JapAHe OKOJIMHE (PUKCHUX Tauyaka, Yhju ce Moxe Hahu y [22].

Teopema 4. (Exsusapujanmua Japoyosa meopema) Hexa je (M, w) 2n-1umeH3n0OHATHA
CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT, CHaO/IeBeHa CUMILIEK THYKKM JIejCTBOM KoMmakTHe JIuje-

Be rpyne G ¥ Heka je ¢ (pMKCHa Tauka oBOT jiejcTBa. Tajga noctoju G-uHBapHjaHTHA KapTa
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(U,x1,...,Tpy Y1, -, Yn) HeHTpUpPaHa y ¢ U G-eKBUBApHjaHTHA y OJHOCY HA JIMHEAPHO

nejctBo GG Ha R?", takBa aa je

w|U == Zda@k N dyk.
k=1

Hanomena 8. JluneapHo aejcto G Ha R?" U3 npeTxogHe TeopeMe je 3alpaBo JejCTBO

I00UjEHO MOCMATPABEM
(deg)q : T,M — T, M, 3ag €G.

[pumetumo aa je (dg,), 3anpaso marpuua u3 GL(T,M) u nejcto Ha R*™ MokemMo
neduHcaru ca

p(g) := (dg)g-
JlomaTHo, MpeTXo/iHa TeOpeMa HaM Takohe rapaHTyje Jia je CBaKO CUMILIEKTHYKO JIEjCTBO

JIOKJIHO XaMUWJITOHOBO.

Teopema 5. Heka je (M?",w,T™, ;1) CUMIUIEKTUYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT M HEKa

je g dukcHa tauka nejcta topyca T™. Tama moctoju kKapta (U, xq, ..., Tn Y1,y .-y Yn)
nentpupana y ¢ u texune A, ... A" € Z™ raxkpe na Baku:
W|U :Zdask/\dyk (14)
k=1
1 n
plo = nl@) + 5 D20 (2} +u7) - (1.5)
k=1

Hanmomena 9. Teopema 5 Ham rapanTyje moctojame [lapOyoBe OKOJIMHE MPOU3BOJbHE
(pukcHe Tauke, y KOjOj MOMEHTHO IPECIMKABabe U3IJIE1a KAO MOMEHTHO MPECIIMKABAE
JMHeapHOT AejcTBa Ha R?", a 1ITO je HapaBHO crielMjasiaH CJIydaj OIUTH]er TBphemba Koje
cmo sugemn y nemu 8. Hopatro, AV ... A®) cy TauHo NMpUMUTUBHK BeKTOpM MBUIA
MOJIMTONA KOjU UCIyHaBajy [lesiaHoB yciioB, a caMUM THM M 4MHe 0a3y 3a Z" Koja ce
oaroBapajyhom G L(n, Z) tpanchopMariijoMm Moxe IPOMEHHUTH y CTaHIapaHy 0azy.

Jom jenHa BakHa mocieAMua OBe TeopeMe Koja ce Thue MopcoBux (a He camo Mopc—
BoToBux) (pyHKIMja KOje HacTajy U3 MOMEHTHOT NpecrKaBamwa he OUTH KjbydHa y I1aBU

3, Ipu pauyHamwy XOMOJIOTHj€.

Hanomena 10. IperxonHo momenyte G L(n, Z) cy Beoma 3HauajHe u u3 ciieeher pasinora.
Hauwme, G L(n, Z) TpaHcdopmarigja moamromna oAroBapa penapameTpusanuju Topyca. Kos-
kpeTHo, Heka je A € GL(n,Z). Mpumerumo na AT unaykyje ayromopguzam Topyca
AT T" — T™, na mokemo nepuHUCATH penapaMeTPU30BaHo ejcTBO tk 4p := (ATt)*p.
OHo je u asbe epeKTUBHO XaMIJITOHOBO /€jCTBO Ha UCTOj MHOrocTpykoctr (M, w). 3a

X € R, onrosapajyhu reneparop nejcTpa je Bektopcko nome X4 = (A7 X)#, na us
dps = TlypW = —lATX)pW = duATX = d<,u, ATX> =d(Au, X)
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cnemut pia = Ap, acamum tum u Ay = A(A).

JlakJie, MHOTOCTPYKOCT M CUMIUIEKTHYKA (pOpMa OCTajy MCTE, JOK Ce MEHha UCKJbYUMBO
napameTpu3aiyja Topyca, a MOMEHTHH TOJIUTOI ce TpaHcdopmuine matpuiiom A. Crora
je JenaHoBa KopecoHAeHIMja OujeKIrja Ha Kiiace noaurona, 1o Ha G L(n, Z) - TpaHc-
¢opmanje.

Ipumep 16. TTocmarpajmo noroso aejcto T? Ha (CP?, wrs), kKao y npumepy 15, nedu-
HHCAHO ca

(t1,t) % [21 1 20t 23] = [21 : t120 : tozs]

1 ofrosapajyhu MomeHTHM noauToI, Kao Ha cymiy 1.10. Jabe, Heka je

1 2
A= € GL(2,7Z)
01

¥ IOCMaTPajMO penapaMeTpu30BaHo JejcTBO Topyca T2, kao y Haromenu 10:

(t1,t0) %4 [21 1 20t 23] = (AT(tl,tz)) % [21 0 29 1 23] = (1, 2t1 + t2) % [21 : 29 ¢ 23]

= [zl tt129 t%t223]7

YyHje je MOMEHTHO IPECIMKABAHE

1
2\ ([Zl L2 23]) = |Zl|2 n |22|2 + |2’3|2 (%|Z2’2 + |Z3|27 %’Z3‘2) .

Haxkie, oaroBapajyha MOMEHTHa CJMKa MOJUTOMN ca JAeCHe cTpaHe Ha cymim 1.12, koju

MO3KeMO JOOWTH IPUMEHOM TpaHcopmairje A Ha MOYETHH MOJUTOTI.

N =
N[

ST
N|— 4
_ e — - - =

Cmuka 1.12 Tpanchopmanmja A € GL(2,7) npuMereHa Ha MOMEHTHH MOJIHUTOI
mHoroctpykoctd (CP? wig)

CuMILIeKTHYKO oayBaBamL€

VY oBoM ope/bky hemMo yKpaTKO OmuMcaTd CTaHAAPIHU MOCTYNAK CUMILIEKTUYKOT O-
JyBaBamwa ca (hOKyCOM Ha MMIUIMKALIMje OBAKBE KOHCTPYKIIMj€ HA MOMEHTHH HOJIUTOI Y

CJIy4ajy CUMILIEKTUYKMX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH.
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Heka je (M, w) cuMIUIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT JuMeH3uje 2n 1 Heka je p € M. Tlpema
ap6yoBoj Teopemu, nocroju koopauHatHa kapta (U, z1, . . ., 2, ) IEHTPUpPaHa y P Yy K0jOj
CUMITIEKTHYKA (popMa w M3IJIe/1a Kao CTaHAapHa cuMIUieKTiuKa (popma Ha C" 1 MOkeMO
nocMarpatu ckyn B.(p) C U koju y OBUM KOOpAMHATAMA OAroBapa OTBOPEHO] JIOMTH
NOJIyIIPEYHHKA € ca LUEHTPOM y p. Oodyeasarbe (eHT. blow-up) UM € - 00y8aéarbe MHO-
rocTpykoctd M y Tauku p je mocTymak y KoM mpBo u3 M wusBamgumo B.(p), a 3aTum

HOBOHACTAJTy PyIy ,,VIIHjeMO™ Tako IITO je moceyemo 1o ¢pudpama Xorndose dpudparmje
Sl ¢ Sanl CPn_l

[penwusnuje, Ha M \ B.(p) nedunuiiiemMo penaiujy eKBUBAJICHIHjE ca

0

T~y = =y, WM z,yE€S.uy=e"r3aHeko 0,

nipu uemy je S. = 0B.(p) = S?"~, u onyBaBarme nepuHUIIEMO KaO
M = (M\ B:(p))/~ .

OBako 1001jeHa MHOTOCTPYKOCT je IIOHOBO CUMIUIEKTUYKA — JOKa3 ce Moxe Hahu y [31].
Hcnocrasba ce 1a NPeTXOJHO OMUCAHU MOCTYNaK UMa CMMCJIA aHAIU3UPATU Uy KOHTe-
KCTY CUMIUICKTHUKHAX TOPYCHHMX MHOTrOCTpyKocTH. Heka je A JlenaHoB MOJMTOIN JH-
meH3uje n 1 Heka je (Ma, wa, T, ia) HbeMy npuapykeHa CUMIUIEKTUYKA TOPYCHA MHO-
roctpykocT. Jlame, Heka je ¢ (puKcHa Tayka jaejctBa topyca 1" Ha Ma. Ilpema ek-
BUBapujaHTHOj JapOyoBoj Teopemu (Teopema 4), moctoju T"-uHBapujanTHa [lapOyosa
KapTa LIEHTPUPaHa Y ¢ Y OJIHOCY Ha KOjy je JIeJCTBO JIMHEApHO U Koja oAronapa ,,homky”
nomrona A. 3a 0BojbHO Mano € > (), mOCMaTpajMo OlyBaBame MHOrocTpykoctu M
y OIHOCY Ha OBy KapTy, Koje he MoHOBO OMTH CUMIUIEKTUYKA TOPYCHa MHOTOCTPYKOCT.
CrierjajiHo je MHTePEeCaHTHO MHUTalke KaKo M3IJie/la MOJUTOI OBAKO J00MjeHe MHOTrO-
cTpykoctd. Haumme, kaxko je ciuka [JapOyoBe okonuHe horak mojaurorna, TO HOCTyHak
Bahema Jjonte B.(q) u3 MHoroctpykocti M y TepMHHHMAa MOMEHTHE CJIMKE OAroBapa

,;ofcenamy homika”. OBo popmanuzyjemo cienehom TeopemMoM.

Teopema 6. Heka je ¢ ¢ukcHa tauka T"-zmejctBa Ha (Ma,wa) 1 HeKa je p = ua(q)
oxrosapajyhe teme mommrona A. Jlambe, HeKa Cy U1, . . . , U, TPUMHUTHBHU BEKTOPU UBUIIA
HOJIUTONA Ca 3ajeJHUIKMM TEMEHOM p, TaKBU Ja je CBaka O n WBHIA p + t - u;, 3a
t > 0. Tana je e-onyBaBame o (Ma,wa) Y PUKCHOj TAYKKM ¢ CUMILIEKTHUYKA TOPYCHA
MHOTOCTPYKOCT MPHUIPYKeHA MOIUTOIy A, KOju off momTona A 1001jaMo TaKo IITO TeMe

P 3aMEHUMO Ca " HOBUX TEMCHA

I
-
S

p+€'ui7 {

IIpumep 17.
[IpumeTnMO 12 HOBOj MBHIM, MTOOUjEHO] OAyBaBalkheM y CTaHAapAHOM homiky (BUAETH

ciuky 1.13), oarosapa Bektop Hopmaine (1,1) = (0,1) + (1,0), To ject 36up BekTOpa
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HOpMaJla Ha CTPaHUIIE Yvja je 3ajeJHNYKA TayKa TEME Yy KOM CMO PaJWid OJyBaBame.
Kako cy G L(n, Z) Tpancopmariuje TuHeapHe, UCTO he BaXUTH yBEK, HE3aBUCHO O TOra

Y KOM TEMEHY IOJMTOIIA paJuMO OJyBaBamC.

A’O) /\ [[
(0,1) (0,1)
I
Il — — =

Ciuka 1.13 OnyBaBame y cTaHgapAHOM holiky

o — o

Cmuka 1.14 OnyBaBame y IPOU3BO/BHOM TEMEHY MOJUTONA
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I1aBa 2

Kuaacudukanmja CHMILIEKTUIKHX

TOPYCHHX MHOTI'OCTPYKOCTH

[TpupomHO MUTame Koje ce MOCTaBba MPU Pa3MUIIUbAY O CUMIUIEKTUYKIM TOPYCHUM
MHOTOCTPYKOCTHMa JIepMHUCAHUM Y TJ1aBH 1 jecTe muxoBa Kiacudukamuja. Oaropop Ha
OBO IMUTaKE j€ BeOMa KOHKPETaH 1 Aao ra je jour denan y ceom paay [14]. UcnocTtaBba
J1a OBaKBE MHOTOCTPYKOCTH MOKEMO Yy MOTITYHOCTH KJIACU(DPHUKOBATH 3HAYAJHO jeTHOCTA-

BHHjUM 00jeKTHMa Kao IITO Cy KOHBEKCHH nosmTonu y R™.

2.1 JleqmanoBa KopecnoHAeHIHja

Heduanmuja 21. 3a nomuron A y R™ kaxemo ja je
* KOHBEKCAH, aKO je KOHBEKCaH OMOTa4y KOHaYHOT Opoja Tayaka y R";
* npocm, ako je CBaKO TeMe 3ajeIHNYKO 32 TAYHO N UBMIIA;

¢ pauuoHanran, ako C€ CBC MBUILEC Ca 3ajeIIHI/I‘lKI/IM TEMCHOM p MOTr'y MpEACTABUTH Y

o0mKy p +t - u;,3au; € Z"ut > 0.

® 2ﬂa0arc, aKO C€ 34 CBAKO TEME p NPETXOAHO IIOMEHYTU BEKTOPU U; MOT'Y I/I3a6paTI/I

TaKo Ja unHe 0a3y ox Z".

[TonuTon Koju 3a/70BO/baBa CBE YETUPU MPETXOMHO AeduHUCcaHe ocoOuHe hemo 3BaTh
Jleayanosum noaumonom. Y HACTaBKYy TeKcTa heMO TEpMHUH cmpana noaumonda KOpu-

CTHUTH 32 CTpaHe AUMEeH3Hje n — 1, YKOJIMKO HUje JIpyrayuje HarlaleHo.

f’ // \\

Cnuka 2.1 [Ipumepu JleniaHOBUX NOIUTOIA
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Cmuka 2.2 Tlomutonu Koju HHUCY [lenmaHoBM — JIeBUM HMjE€ DJIAJIak, JOK JECHU HUje
palvoHanaH

Teopema 7. ([Jeauanosa kopecnondenyuja, [ 14]) llocToju OMjeK TMBHA KOPECTIOHACHIIN]a
u3Mely CUMIUIEKTUYKUX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH | [lenianoBux noimrona. KoHkpe-

THO, OMjeKIIM]jy YCIIOCTaB/ba YIIPAaBO MOMEHTHO NPECIMKABAE.

[MperusHuje, pev je o OMjeknMju u3Mely Kjlaca CUMIUICKTHUKUX TOPYCHUX MHOTO-
CTPYKOCTH, 10 Ha EKBUBAapHjaHTaH CUMILIEKTOMOp(pU3aMm, 1 Kjaca JleaHoBUX MOIUTOIA,
no Ha GL(n,Z) - tpanchopmanuje U TpaHciayje.Y HactaBky heMo M3JI0KUTH JOKa3
er3iCTeHIIYje U jeIMHCTBEHOCTH KopecnioHaeHuje u3 [Jenanose Teopeme. Ho, nipe Tora,
onBojuhemMo Majo BpeMeHa Jia OMCMO ce yIO3HAJM ca TeopeMoM Koja he OuTH KibydyHa 3a

pa3yMeBame NIABHOT JOKa3a — Teopemom 0 CUMNAEKMUUKO] peOYyKUUju.

CuMIuIeKTHUYKA peayKumja

i
Heka je w = 3 S dze ANdzg = Y o, prdpr, A df), cTaHmapAHA CUMIUIEKTHYKA

¢dopma Ha C" 1 nocmarpajmo zaejctso Jlujese rpyne S* nedunucano ca

e x (p1, 01, .., Py 0n) = (p1, 01+ 1, ..., pn, O0n +1).

JacHo, BEKTOPCKO MOJbe KOje reHepuIlie OBO AEjCTBO je

9 9
X# — ...
20, ~ T ag.

na JUPEKTHOM IPOBEPOM MOXKEMO 3aKJbYyUUTH A je OBO JI€jCTBO XaMMJITOHOBO, Ca MO-

MCHTHHUM IIPECIIMKAaBaAkbEM

pw: C" — R

z— 5 (21> + -+ + |20]?) + const.

Axo omabepeMo KOHCTaHTY —%, npumeTumo aa je i {0} = S*"~! zanpago jenuanuna

ccpepa. HpOCTOp 0p6I/ITa HYJITOI' HUBOA MOMEHTHOT IIPECJIMKaBama [ je JaJbe
ufl{o}/sl — S2n71/Sl o~ C]Pm_l.

BaXy ¥ BUINE: MPETXOHA KOHCTPYKIMja MHAYKYje ¥ CUMILIEKTHUKY (popmy Ha CP" !,

LITO je crienyjasiaH ciiyyaj ciejehe, 3HaTHO ONUITHjE TEOPEME.
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Teopema 8. Heka je (M,w, G, u) XamunronoB G-nipoctop u G kommnaktHa Jlujesa
rpyna. Heka je i: u~'{0} < M uHKIy3Wja U IPETIIOCTABMMO Ja je 1€jcTBO rpyne G

Ha p~ {0} cnodomuo. Tama Bakwu:
(1) Ipoctop opbuta M = 1~ {0} /G je mHOrOCTpYKOCT.
) 7 p {0} — Mje r1aBHO (G-paciiojerbe.

(3) Tloctoju cumriekTruka popma w Ha M Koja 3a10BOJbaBa

IMap (M, W) HA3UBAMO CUMNAEKMUUKOM PeOyKyujom MHOTOCTpYKoCcTH (M, w) y omgHOCY
Ha G U L.
CrienujasiHo, OBako JoOMjeHy CUMILIEKTHUKY opmy Ha CP" ! Hasusamo @yéunu—Cma-

OU CUMNAEKMUUKOM (POPMOM Y O3HAYABAMO CA Wrs.

2.1.1 Er3ucrenmnuja

[Tpena3umMo Ha 10Ka3 er3ucTeHIMje, OQHOCHO CYpjeKTUBHOCTH JlenaHoBe KOpecoH-
nennyje. [Ipenmsauje, n-auMen3unoHaHOM [lemianoBom nomuromy A hemo, kopuctehu
CHMILIEKTHUKY PeIyKIIH]jy, NPUAPYKUTH CUMILIEKTHUKY TOPYCHY MHOTOCTPYKOCT (Ma,
wa, T, pa) UMja je MOMEHTHA CluKa ynpaso A.

Heka je A Jlenmasos nonurorn ca d cTpaHa U Heka cy v, € Z", k = 1, d, npuMuTHBHH
BEKTOPU HOPMaJla Ha CTpaHe MOJIMTOoNa ycMepeHH Ka yHyTpa. Hekacy A\, € R, k = 1,d,
TaKBU J]a BaKU

A={ze@®R") | (z,00) >\, k=1,d}.

Ha npumep, nosimTon npukasaH Ha cJuiu 2.3,

Cnuka 2.3
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MOKEMO OIMMCATH KAaO0 CKYII

A={ze (R

(z,v) > Ny, i =1,2,3},

npu ueMy je A\; = Ao = 0u \3 = —%, JOK Cy oaroBapajyhut BEKTOpU HOpMaJia v; =
(1,0),v2 =(0,1) mvg = (—1,—1).

O3HauMMo ca e, . . . , €4 CTaHAapAHy 6a3y npoctopa RY, ca \ ypeheny d-Topky \ :=
(ALy---5Ag) € (RY)* m mocmarpajmo JMHeapHo mpecivkaBame m: RY — R™ koje je
3aJaTo ca e, — V. IIpMMeTHMO /1a je npec/MKaBare T CypjeKTHBHO U civka Z< na Z".
BaucTa, Kako je {ey, ..., eq} 6a3a ox Z<, T0 je IOBOLHO BUAETH J1a BEKTOPH {v1, . . ., Uy}
resepuity Z". Ako ¢puKCMpaMo TeMe MOJIUTONa U mocMaTpamo ctpase Fy,, . .., Fy, Koje
ce y BbeMy CeKy, MOKeMO IMPUMETUTH [1a BEKTOPU HOPMaa Vg, , . . . , U, TUX CTPaHa YMHE
6azy 3a Z", jep je A rmagak momaron. Crora, ckym {vy, ..., v} 3aucta rerepuiie Z".

[Tpema Tome, ™ UHAYKY]je KOJMUHUUKO MpecIMKaBame u3Mely Topyca
Rd/27TZd BRI R"/27TZ"

I Il

T — I — 1,
Koje heMo ¥ nasbe o3HayaBatu ca . Jdabe, Heka je N := ker 7 u neka je i: N — T¢
uHKIy3uja. Kako je N 3atBopena noarpyna ox T¢, to je N Jlujea moarpyna, ITo je
TBpheme Mmo3HaTe TeopemMe o0 3aTBOpeHuM mnoarpynama Jlnjesux rpyna (teopema 20.12 y
[26]). HonatHo, N je moBe3aHa U KOMIAKTHA (d — m)-JAMMEH3MOHAIIHA MOArPYIIa TOPYCa,

na je u cama Topyc. Ilpeuusnuje, Baxu N =2 T9~" u oznaunmo JlujeBy anre6py og N ca

n. YourMo kpaTak TauyaH HU3 JIujeBux rpymna
1—N-5T 51— 1,

KOjU MHAYKYje KpaTak TayaH HU3 JIujeBux anreOpu

(di)e

0—n > RY (dﬂ)e\R”—>0,

Kao0 1 BbCMY NyaJIaH KpaTakK Ta4aH HU3

die)*

(dme)* (Rd)* (

0 — (R")" n — 0. 2.1

. i d _ .
Habe, mocMaTpajMo ((Cd, Wo = 5 D gy A2k A dzk> , Ca CTaHJapAHUM XaMWJITOHOBUM JI€]-

ctBoM Topyca T¢,
(eitl, . eitd) * (21, ...,24) = (eitlzl, e eitdzd) .
Kao mro cMo BuaenM y npuMepy 9, MOMEHTHO IPEC/IMKAaBarhe OBOT JIEjCTBA je
w(zi, .oy 2q) = % (|zl|27...,|zd|2) + A, 2.2)
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y3 HallOMeHy Ja CMO 3a MHaye MMPOM3BOJbHY KOHCTAHTY M3abpasi yIpaBo paHuje aedu-
HHUCAHO .

[Ipema nemu 2, pecTpuKIIMja OBOT jiejcTBa Ha moAarpymy /N je Takohe XaMUITOHOBO jiej-
CTBO, Ca MOMEHTHUM HpeciuKaBameM (di.)* o p: C¢ — n*, ¥ youuMMo HeroB HyITH

HHUBO

Z = ((die)" o)~ {0},

(1) Cxyn Z je komnaxman noockyn 00 C?
Ckyn Z je, jacHO, 3aTBOPEH, I1a je JOBOJbHO JOKAa3aTH J1a je U OTpaHUYeH. Y Ty CBpXY,
npuMeTMo 1a Baxu ((Z) = (dm.)*(A). 3aucra, y € (Z) ako u caMo ako je y € im 4

u (di.)*y = 0. Jaspe, ako (2.2) ckanapHO IOMHOKUMO Oa3HUM BEKTOPOM €y, 1001jaMo

(1(2), ex) = Szl + A, (2.3)

OfIaKJie 3aKJbyUyjeMo Jia je Y y CJIMLM MPEeCIKaBama [ aKO U CaMo akKo je (Y, ex) > Ak,
3a cee k = 1,d. Jdame, u3 Taudoctu Huza (2.1) 3Hamo 1a je ker(di.)* = im(dr.)*, ma
je (di.)*y = 0 ako u camo ako noctoju z € (R™)* 3a koje je y = (dm.)*x, na ycioB

(y, ex) > A\ moctaje

((dme)*m,yer) > N <= (z,(dm)c(er)) > Mg
< <$,Uk> > >\k:

<~ x € A.

KomOuHOBareM cBera MpeTXOHOT KOHAYHO 1001jaMo j1a je y € 1(Z) ako U camo ako je
y € (dme)*(A), mro Ham je u 6uo nusb. Kako je A kommakTad ckym, 1o je u (dm.)*(A)
KoMIMakTaH. [laspe, mpruMeTUMoO J1a je 1 CBOJCTBEHO MPECINKABAE, LITO je JJAaKO JOKa3aTH,
najeu p ' ((dm.)*(A)) KOMIIAKTaH, a CAMMM THM M OrpaHuyeH cKyr. OBUM CMO JIOKa-

sam pajen Z C pu~ ' ((dn.)*(A)) orpanuuen.

(2) I'pyna N caob600no oejcmsyje na Z

N3abepumo mpousBobHO Teme p momutona A u o3Haummo ca [ = {kq,..., k,} ckyn
MH/IeKCa CTpaHa Koje ce ceky y p. Jlame, Heka je z € Z takBo ja je u(z) = (dm.)*(p).
Teme p je OMUCaHO CHCTEMOM Off 1 jeHAuMHA (P, V) = Ak, 32 k € I, ma Tako 3a CBaKo
k € I Baxu

P, (dm)e(ex)) = Ak

(p,vp) = A\, <=
<~
<~
< z,=0.

Hakie, Tauke z Koje ce cnukajy y (dm.)*(p) umajy koopauHate ca WHAEKcUMa u3 [

jeHaKe HyJM, JOK Cy MM IpeocTaje KOOpJAMHATEe pa3indute of Hyle. be3 ymamemwa
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OMIITOCTH MOXEMO npernocTaButu Aa je [ = {1,...,n} uy ToM ciydajy ctabuimsaTop

Tauke z npu T9-nejcTBy je
(T, = {(tr, - tn,1,...,1) € T}

Kako 7 cimka BekTope ey, ..., e, PeloM y BEeKTOpe vi, ..., v, Koju uyuHe 0a3y 3a Z",
pecTpUKLMja T : (’]I‘d)z — T" je 6ujexkuumja. Homatho, kako je N = kerm, onaBae
3aKJbyuyjemo na je N N (Td)z = {1}, 1o ject crabum3zarop Tauke z npu N-1ejcTBY
je TpuBujasiaH. OBUM CMO TBphewe JoKa3adu y ,,Hajropem’ ciyuajy, TO jJecT y ciayyajy
Tavaka z KOje O[IroBapajy TeMeHNMa MOoJIUTOIA U Yiju je cTabuu3arop Hajsehu. KoHkpe-
THO, CTAaOMJIN3ATOp CBaKe Jpyre Tauke 2’ € Z je MOACKYI CTabuiIm3aTopa HeKor z € 7
KOje oaroBapa TemeHy nosmrona. OBUM CMO JTOKa3anu Aa je [N-1IejcTBO Ha Z 3aucTa

CI000HO.

(3) 0 € n* je peeynapna epednocm npecauxasaroa (di,)* o

Heka je z € Z npousBosbHO. JUpeKTHUM pauyHOM jJo6Mjamo aa 3a w € C¢ paxku
(dp=(w), er) = Re (Zxwy) ,

OJIaKJIE CIIEN
imdu, = span{e}'; ‘ k=1,d, z # 0} .

Hame, kako je d ((die)* o p), = (di.)* o dp,, To je imd ((die)* o p), = (di.)* (imdp.)
1 JKeJIMMO J1a TIOKa)XeMo J1a je CBe TO jeJHako 1esioM n*. [lakie, 3a n € n* xeaumo aa
Hahemo £ € imdpu, TakBo ja je (di.)*¢ = n, wro je Moryhe yunHuta jep N cl000IHO

JejcTByje Ha Z, mTo cMo Bujean y 2.1.1, ma je n N span {ek ‘ k=1,d, z, = O} = 0.

Caja uMamo CBe IITO HaM je HEOMXOAHO J1a OMCMO OBY KOHCTPYKIIMjy MpPUBEIU Kpajy.
Ipema 2.1.1 u 2.1.1, Z je xomnakTHa ogMuoroctpykoct ox C%, mumensuje d + n. Tasme,
kako N ci0060qHO nejcTByje Ha Z, u3 Teopeme 8 nobdujamo aa je Ma := Z/N xommnaktHa

MHOT'OCTPYKOCT AUMEH3H]j€ 27 ca CUMILJIEKTUYKOM (DOPMOM wa KOja 3a10BOJbABA
% S
P wa =] Wwo,

npu yemy je p: Z — Ma KOIMYHMYKA npojekimja u j: Z — C¢ unknysuja. JonaTHo,
KakKo je Z moBe3aH, To je u M moBe3aHa.

I[Mpeocraje jour ga mokaxkemo na je (Ma,wa) 3aucta Xamunronos T"-mpocTop ca Mo-
MEHTHUM TIpEC/IMKaBambeM (i 3a Koje Baxu pa(Ma) = A. YV Ty cBpXy, Heka je z €
7 MOHOBO Tayka 3a Kojy je u(z) = (dm.)*(p), rae je p Teme nonurona A, U Heka je
o: T" — (']I‘d)z MHBEP3 paHuje mocMaTpaHe Oujekuuje 7 : (']I‘d)z — T". CneuujasHo,
KpaTak Ta4yaH HU3

l— N md Ty 51
e

ce 11erna, ma qooujamo uzomMopduzam
N x T" = T¢.
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JlejctBo paktopa T™ — npenusnuje noarpyne o (T") C T¢ — komyTupa ca N-zejcTBOM,
na WHIyKyje oaroBapajyhe nejcto Ha koimmunuky My = Z/N. Jamwe, mocmatpajMo

KOMITO3HUIIN]Y

7 « J N (Cd H N (Rd)* o D (Rn)*

npu yemy je (do.)* 3ampaBo camo Mpojeknuja Ha apyry koopauHaty. Kako je kommosu-
1[1ja XOPU3OHTAHUX NPEC/IMKaBaba KOHCTAHTHA Iyk [N-opOHTa, TO OHAa UHYKY]je mpe-

cikaBame pa: My — (R™)*, TakBo ja je
paop = (doe)" opoj.

Ha uctu HaumH kao y npumepy 15 modujamo 11a je jia YIpaBO MOMEHTHO MPECIIMKABabe
nejctea Topyca T" Ha (Ma,wa ). Konauwo, kako je u(Z) = (dm.)*(A) u kako je, 300r
noo =idwu (do,)* o (dn.)* = ((dm). o (do).)" = (d(7 o 0).)" = id, nobujamo

pa(Ma) = (pa op) (Z2) = ((doe)” o po j) (Z) = ((doe)" o (dme)") (A) = A,

unMme je mokaszaHo aa je (Ma,wa, T", pa) 3aucta TpakeHa CUMIUIEKTHYKA TOPYCHA MHO-

TOCTPYKOCT, MpUpYKeHa rnoiurory A.

2.1.2 JeauHCTBEHOCT

[TperxogHo cmMO Jokazanu Jeo [lenaHoBe TeopeMe KOjU Cc€ THYE €r3UCTEHLU]e, TO
JECT cypjekTMBHOCTH KopecnioHaeHuje. [IpeocTaje qa qokaxeMo U UH JEKTUBHOCT, IITO

hemo cana u npenusHo popMyaucaT.

Teopema 9. (Hnjexmusnocm Heayanose kopecnonoenuuje) Heka cy (My,wy, T™, py) u
(M3, wa, T™ 119) CUMILIEKTHYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH JTUMEH3Hje 21 KOje UMajy UCTe
MOMEHTHE CJIMKe, OQHOCHO Baku pu1 (M) = ps(Ms). Taga noctoju T™-ekBuBapujaHTan

cumIuiektomopguzam ¢ : My — M5 KOjU 3a/10BOJbABA 4o © (0 = [l7.

Hpyrum peunMa, CUMILIEKTUYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT j€, 10 Ha eKBUBApHjaHTaH CUMII-
nexktomopdusam, oapeheHa camo CBOjUM MOMEHTHUM mojmrtornoM. Mu hemo, npatehu
usnarawe y [14], npBo koHcTpyucatu nudeoMopdusaM Koju 3aJ0BObAaBA TPAKEHO, a
3aTuM heMo 06jaCHUTH KaKo ce OH MO3Ke KOPUIOBaTH 10 CUMILJIEKTOMOp(U3Ma.

Wneja mokasa je ciemeha: mpema jemu 7, Tadke mojmroma A oarosapajy opourama
JIejCTBa UMja je IMMEeH3Hja JeJHaKa HajMab0]j O/ JMMEeH31]ja CTPaHa MOJIMTOIA KOje cajipike
onrosapajyhy tauky. Mcrnoctapiba ce Aa BaKy M BUIIIE Off TOTa: HaJ pPeJaTUBHO KOMITAK-
THUM TOJICKYTIOM MHTEpUOpa CTPaHe MOJUTOMNA, MHOTOCTPYKOCT, CUMIUIEKTHUYKA hopma,

JI€JCTBO ¥ MOMEHTHO MpPECIUKaBabe Cy EKCIUTUIIMTHO ofipeheHrn MOJIeSIOM KOjU 3aBUCH
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UCKJbYUYHMBO O]] CTpaHe nojuTona. [IpekpuBameM moaurona A OBaKBUM CKYIIOBUMA, JIBE
MHOTOCTPYKOCTH €4 UCTOM MOMEHTHOM CJIMKOM MOKeMO UJIEHTU(UKOBATU JI€O IO JE0,
a 3aTUM OBE JIOKAJTHE UJICHTU(HUKAIIMje MOXKEMO ,,3aJIeMUTU UHAYKTUBHO, TI0 TUMEH3UjU
CTpaHe.

3a nmoyerak, HaBOJIUMO [IBE JieMe Ha Koje heMo ce y OTIYHOCTH OCJIOHUTH Y peasin3aliiju
NPeTXOIHO HaBejeHe uzaeje. Jlokas ode seme ce moxe Hahu y [14]. [TompazymeBamo na

je (M,w, T", 1) CUMIUIEKTHYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT Ca MOMEHTHOM CJIMKOM A.

Jlema 8. Heka je F' ctpana nomurona A gumensuje ¢, K C int F' OTBOpeH KOHBEKCaH
CKYII KOjH je peslaTUBHO KoMrakTaH y int F' u Heka je B(e) C C guck moiynpeyHuka &

ca nenrpoM y Hyau. [Tocmarpamo T¢ x K x B(g)"™* ca cumruiek TuukoM (hopmMom

o= Z daj/\daj—i— Z dxy A dy,

1<5<i i+1<k<n

IIpU Y4eMY CY «vy,. .., ; Koopaunare Ha T, ay,...,a; koopauHate Ha F' u 2, = x, +
iy koopauHate Ha B(e). Tama moctoju cumiuiekromMopdusam u3Mel)y okonmrHe ckymna

pwH(K)yMuT x K x B(e)"" koju T"-aejctBo Ha M TpanchopMmuiie y 00K
(01,...,0,) * (a;a;2) = (041 + 01, 05405 a; €Tz, ,ew"zn) ,
Ca MOMEHTHHM IIPECIIUKABAHEM
(a;a;2) —> (al, e,y %|zi+1|2, - %|Zn|2) + ¢,

3a HeKy KoHcTaHTy ¢ € (R™)*.

"
> (Stl x Ko x D2, dt Ada+ dx A dy)
K
F
Cimka 2.4 JlokaaHu Mofen y okonmuau ckyna p ' (K), npu demy je ¢ = 1, F uBuua

nosutona u K OTBOPCH UHTEPBAJI

Jlema 9. Osnauumo ca S(g)?"2~! rpanuny mucka B(g)" ™, y3 ocTaje 03HaKe U3 TIpe-

2n=2i=1 Koju YyBa MOMEHTHO

Txonue neme. Heka je ¢ qudpeomopduzam na T? x K x S(¢)
IpeCIMKaBambe U KOMYyTUpa ca JIeJCTBOM Topyca. Taja ce ¢ Moxe MPOAYKUTHU 10 Anudeo-

moppusma Ha T? x K x B(g)" koju 3a10B0/baBa UCTE JBE OCOOMHE.

[Ipe Hero miTo npehemo Ha caM J10Ka3 TeopeMe, HaBelheMo jeIHy HalOMEeHY Koja ce TU4e

TOra KakO KOOpAUHATE U3 JIEME 8 MOXKeMO MMpOYUTATH U3 CaMOT ITOJIMTOIIA A.
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Hanowmena 11. Heka je A C (R")* monuron onucaH Kao U paHuje,

A={ze®Y)

<$7Uk> > >\k7 k :L_d} :

Kako je A mpocrt, ctpana F' auMeH3uje ¢ JIe)KH Ha Ta4YHO N — i CTpaHa KOAUMEH3Hje
1. Osnaummo ca ¢ (z) = (x,vx) — A\, QyHKIHje KOje ce aHyIupajy Ha k-TOj O OBHX
CTpaHa; OHE Cy HEHeraTWBHe Ha A U CBe ce MCTOBPEMEHO aHyIMpajy TadHo Ha F. V
MOJIeTy KOju oAroBapa cTpaHu F', koopawHate aq, . ..,a; cy Oam KoopauHate ayx F',
JOK Cy KOOpJMHATe Ha JUCKOBMMa ojapehene ca %|zk|2 = {i(x), no jemHa 3a CBaKy
cTpay kogumensuje 1 koja caapxu F. [lakie, |z | 3anpaBo Mepu pactojarbe Off TauKe 10
oarosapajyhe ctpane noaurona. Mnentudukyjyhu Ha 0Baj HAUMH KOOpJUHATE MOJiEJIa ca
koopauHatama Ha (R™)*, MOMeHTHa ciMKa Mojesia — Koja ce, mpeMa JieMu 8, TmoKJiana ca

CJIMKOM IpH [ oarosapajyhe okonuHe y M — nocraje cKkyn
{zeA ’ (a1,...,a;) € K, 0 < l(z) < 12}

JIBe nocyieauiie oBakBe UHTEpIIpeTalyje he ce cBe Bpeme KOPUCTUTH y Joka3zy. Kao npBo,

n=2i~1 mucka 3 Mojena je 3amata ca y_, £|z;|* = 3¢%, ma je Ha

1B0j 6apeM jeHO ¢j; CTPOro MO3UTHUBHO, OJHOCHO MOMEHTHA CJIMKa OBe cpepe YOIIITe He

rpannuHa cdepa S(¢e)

aoaupyje ctpany F' u niexu Ha cTpaHaMa JuMeHsuje Behe on . JlomaTHO, Kao MITO CMO

paHuje HaroMeHYJ/IM, OBaj MOJIEJ 3aBUCH caMo of1 ¢, I U € — JAaKJje, camo off TIOJIMTOIA.

Hokasz meopeme 9. Heka je A = py(M;) = po(Ms) nonuron onvcan Ha CTaHAApAAH
HAuYWH U HeKa je J; ckymn crtpaHa nommrona A quvensuje ¢, 3a 0 < i < n. Omabepumo
orBopeHe ckynose {); ; C A unpaekcupane no 0 < ¢ < n u 10 j Koje oiroBapa CTpaHu

F; € F;, Tako fa cy ucnymeHu ciesiehn yciiosu.

(1) Cxkyn K; := Q;; N F} je pelaTUBHO KOMIIAKTaH NOJACKYN of int F; u Hapg €2, ;

Moskemo ugentudukosatu My u My ca T x K ;X B(s)"‘i, rpema Jiemu 8.

2) UZ_] Qi =AuQ;NQ,=03aj#kusF,.

(3) Qi N (Upsi Uper, Qap) canpxn momentry cimky ckyna T? x K; x S(g)* 271,

OBakaB 1300p je 3aucta Moryhe HampaBUTH UM TO heMO M J0Ka3aTu, MHAYKLHMjOM IO
IMMEH3UjU CTpaHe MOoJUTona. Y ciIydajy ¢ = n, CKyI §2,, MokeMo o1abpaTi Kao OTBOPEH
peJIaTMBHO KOMIIAKTaH MOJCKYT o1 int A, TakaB /1a ce ’heroB KOMIUIEMEHT Hala3u y 0, 1-
okonHM py6a nosmmrona 0A, 3a HeKo 6,1 > 0.

Haspe, mpeTrnocTaBUMO Jja CMO oroBapajyhe ckynose nzadpasm 3a CTpaHe JUMEH3Hje
Behe o7 7, Kao U Ja BUXOBa YHHja CaJpKHU CBEe Tauke nmoiurona A Koje cy yiabeHe 3a
BHIIE Of1 J; O] YHUje CTpaHa JUMeH3uje Hajsuie ¢. 3a I € F; uzabepumo K; C int Fj
KOJU je peJIaTUBHO KOMITAKTaH, 3aTUM U £ > () TakBO Ja je %62 > 6;, v 3a (); ; u3abepumMo

OKOJIMHY KOJy HaM jaje jema 8.
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Ciuka 2.5 WnycTpanuja nokpuBama 2 - nonurona A ckynosuma 2; ;

[TpumeTnMO 1a OBaKO KOHCTPYHMCAHU CKYIIOBH 3a7J0BOJbaBajy yciose (1)—(3). 3aucra,
ycnoBu (1) u (2) Bake MO KOHCTPYKIUjH, Y3 OUpame TOBOJBHO MAIMX € U €BEHTYAJHO
yBehaBame Beh KOHCTpyHCaHUX CKYIIOBa, Kako OUCMO 00e30e 1M IUCjyHKTHOCT CKYTIOBa
HaJ cTpaHama ucTe numensuje. Konauno, ycios (3) je Takohe WCIymeH jep MOMEHTHA
CJIMKa rpaHnyHe cdepe JIeKU Ha pPacTojarby %62 > ¢; on crtpaHe F);, mpema HanoMeHU
11, a Te Tauke CMO y KOHCTPYKILIMjU MOKPUJIA CKYTIOBUMA KOjJU OJrOoBapajy crpaHama Behe
JTMMEH3H]e.

HakoH mITO CMO yCIIeIIHO KOHCTPYHCAIA OBAKBE CKYIOBE, MOXEMO Ipehu Ha KOHCTPY-
kuujy apudeomoppusma usmehy My u M,. 3a nouerak, dpukcupajmo ¢ 4 j. Ilpema (1),

MIOCTOJ€ CUMILIEKTOMOP(U3MU

@y () — T x K; x B(e)"™

(I)QZ Mg_l(Qz,j) — Tl X K] X B(€)n_i

KOjU Cy €KBMBApHjaHTHU U TpaHC(OPMHUIIY OAronapajyha MOMEHTHa INpeC/IMKaBamba y
MOMEHTHO Tpec/IMKaBame JOKatHor Mozena. Kako je momuron A 3ajeTHMYKH 32 MHO-

roctpykoctu M u Mo, TO je
Oyt o @yt py (i) — pz ' (i)
€KBUBApHUjaHTaH CUMILTIEKTOMOPGHU3aM 3a KOjU BakHU
,u20<1)2_10(1>1 = U7.

OBo je yjeqHoO U jeIMHO MeCTO Ha KoM kopuctumo na M u M, uMajy uCTy MOMEHTHY
cimuky. Ilpeocraje join Ja OBY JIOKANHY WaAEHTH(UKAIM]Y YHAIPEAUMO JI0 IIodaiHe. Y

Ty CBpXY, Ae(pUHUIINMO CKYIIOBE

Ua = U U Qi,j

i>a F;eF;
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u npumetnmo aa je U, C U,y C --- C Uy = A, npema ycnoBy (2). CaudHO Kao y
NPETXOJHOM JIeNTy JJOKa3a, MHIYKIMjOM 1o a heMo rmoka3aTH Ja OCTOjU eKBUBApHUjaHTaH

nudeomopduzam
Pa - ,Ul_l(Ua) — N2_1(Ua)7

TaKaB J1a j€ [is O Py = 1.

3a a = n, OBO je ynpaBo MaJornpehaimy JTOKaTHA apryMeHT, puMereH Ha (,. Jlame,
NPETIIOCTABAMO JIa CMO KOHCTpyHMCalu ¢, U Heka je F; € F, ;. Ilpema ycioBy (3) n
VMHYKTUBHO] XUIIOTE3H, (0, je Beh gedpuHrucano HaJy MOMEHTHOM CJIMKOM rpaHu4He cdepe

MojieJia Koju oarosapa crpanu F;. Heka je

U, = (@2 0, 0 <I>1_1)

9
’]1‘1171 XK]' XS(6)2n72a+1

npu yemy cy ¢ u $, cumriekroMophu3Mu U3 JIOKaHe uaeHTHpuKanuje 3a nap (a —
1, 7). Huje teniko nposepuru aa je ¥; qudpeomopduzam ckyna T x K; x S(g)?n—2e+!
KOJU j€ EeKBUBAPMJaHTaH M YyBa MOMEHTHO NpeciMkabame. Ilpema nemn 9, W, ce moxke

n—a+1

nponyxutu 1o audpeomopdusma uestor mogena T x K ;X B(e) , KOjU KOMIIOHO-

BameM ca ®, ' u @, nocraje exBuBapujanTan audeomopduzam

7 (Qa1y) =tz (o)

KOjU 4yBa MOMEHTHO IpEC/IMKaBalkhe W KOjU Ce Cllake ca ¢, Ha 3ajeJHUIKO] 00JIacTh
JnepuHUCaHOCTH.

ITonasbameM OBOT MOCTYIIKA 3a cBe [ € F, 1, y3 BaKHy HalloMeHy Ja Cy CBH {1, ;
10 NApOBUMa JUCjYHKTHHU I10 YCJIOBY (2), a Cy CaMKUM TUM U MPOAYKEeHa 32 pa3Indura j
ne(puHUCaHa Ha JUC)YHKTHAM CKYTOBUMA, OJa3MMO 10 J0OpO eUHUCAHOT MpecIuKa-
Bama ©, 1 Ha f1; * (U,_1), ca TpakeHUM ocoOMHaMa.

Konauno, 3a a = 0 je Uy = A u ¢ := ¢, je T"-exBuBapujantan audeomopduzam
usmehy M; u M, koju 3a10BOJbaBa fip © ¢ = f41. [IpUMEeTUMO 1a OBUM HUCMO 3aBPIIUAIN
JOKa3, jep 1eMa 9 naje nponyxkewe audeomopdusma, aly He M CUMIVIEKTOMOp(dU3Ma, Te
3a JI0OWjeHO (¢ He 3HaMO JIa JIM YyBa CUMIUIEKTHUKY ¢opmy. [la GMCMO OBY HETPHjaTHOCT
OTKJIOHWJIY, 3aMEHHNEMO (0 FbeTOBOM 0JIATOM KOPEKIIjOM.

KOHKpeTHO, 03HAUMMO ca wy := *ws CUMIUIEKTUYKY hopmy Ha M U HeKa je w = wy,
(= p1. Kako je ¢ eKBUBapMjaHTHO U [ip © © = (i1, TO Cy W U Wy UHBapUjaHTHE popme
KOjrMa OJIroBapa UCTO MOMEHTHO TPEC/IMKaBabe, a 32 CBako X BaxkH Ly# (w —wg) = 0.
W3 Tora cienu 1a je w—wy = p*«, 3a HeKYy 3aTBopeHy 2-hopMy o Ha A, MITO je JOKa3aHO
y [14]. dame, kako je A KOHBEKCaH, a CAMMM TUM U KOHTPAKTHOWJIaH, TO je (v U TayHa
dopma, TO ject Baku o = dry, ipu Yemy opMy ¥ MOkeMO n3abpatu Tako ga [y Oyne
uHBapujanTHa. Cana MoxeMo nocmarpartu gopme wy := wo +t ', 3at € [0, 1], koje cy
WHBapUjaHTHE, HeJlereHeprcaHe U MMajy UCTe KOXOMOJIOIIIKE KJiace, a mpeMa Mo3epoBoj
TEOpPEMH MOCTOjU U30TONM]ja 1)y MHOTOCTPYKOCTH M TakBa Ja je Yjw = wy U 3a KOjy

ce MOJKe MPOBEPUTH J1a je eKBUBApHjaHTHA U Jla YyBa MOMEHTHO mpeciukaBame. Crora

44



TPEC/IMKABALE
\ ::goozpl_lz M, — M,

3agoBosbaBa W*wy = wy U e 0 W = pq, TO jecT ¥ je eKkBUBapUjaHTaH CUMILUIEKTOMOP(DH-

3aM, YMMe je J0Ka3 y MOTIYHOCTH 3aBpLUEH. ]

Jles11aHOB OPUTMHAJIHY J1I0Ka3 KOjU CMO MPETXOAHO U3JIOKUIM je JIOKAJIHE IPUpoJe —
MHOT'OCTPYKOCT PEKOHCTPYHIIEMO €0 MO A0 U3 JIOKATHUX (POPMU IPUAPYKEHUX CTpa-
HaMa TOJIMTOMNA, a IJ00AJHU 3aK/bydak J0OMjaMo JerubereM. [IpucTyn 3acHOBaH Ha
uzaejama Jlepmana u MajHpeHkeHa, uznoxeHuM y [28] u [32], nonasu ca apyre ctpaHe —
MOYETHH MOJIUTOI ce Ha ogpeheHr HauuH TpaHC(hOPMHUILE y MOJUTOII Ca JEAHOM CTPAHOM
Mame IpU YeMy oAronapajyha u3amMeHa MHOIOCTPYKOCTH IpaTy Ty PeAyKLUjy U TUME ce
J0Ka3 TBphewa CBOAM Ha MHIYKIMjy Mo Opojy cTpaHa MakcuMmaiHe aumeHsuje. OBaj
NPUCTYI JI0Ka3y je KOPUCHO pa3yMeTH jep NPeTXOJHO A0OUjeHH pe3y/TaT OCBET/baBa U3
CacBUM JIpyTe MepcreKkTuBe, a HeKe Of] Mjieja Ha KojuMa rmoyvrBa he ce u y HacTaBKy pajaa
MOHOBO T0jaBUTH, Yy MOIIaBby 0 YepHOBUM Kjacama. JloKa3 ersucTeHiuje 1 je JMHCTBe-

HOCTH U3JIOXKEH je y Aoaatky b.

2.2 Ilpumepu

VY HapenHa gBa nmpumepa wiyctpoahemo JlenaHoBy KOHCTPYKIM]Y HA KOHKPETHUM
MOJIMTONMMA OJ] KOJUX CMO JeJJaH U paHHje MOMUBbaJIM Y T71aBH 1, Te 3a wera Beh 3Hamo aa

j€ MOMEHTHa cliKa ofpeheHe TOpyCHe MHOTOCTPYKOCTH.

Ipumep 18. Heka je A C (R?)* nomron Ha cammy 2.6, KOju cMO Beh MMay IpUIMKe

J1a BUJUMO.

[N

Cnuka 2.6
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[Momuron A MOKEMO ONHMCATH KAo CKYI

A={ze (R

(z,v) > Ny, i =1,2,3},

npuuemy je A\ = Ao =0u A3 = —%, mTo cMo Takohe Beh Bunenn y okBupy Jlesnanose
KOHCTpPYKLIHjE.
Kao ¥ paHuje y oNmToj KOHCTPYKIMjH, ITIOCMAaTpajMo Hpecinkasame 7: R3 — R?, nedu-

HHUCAHO Ca

(1,0,0) =e1 v = (1, ),
(0, 1,0) =€y —— Vg = (0, 1),
(0,0,1) = e3 —> v3 = (—1,—1).

Beh cmo BugenM na 7 MHIyKyje CypjeKTMBHO TpecivKkaBame usmehy T2 u T2, Heka je
N = ker 7 JIujea moarpyna og T3. Kako y 0BoM KOHKpeTHOM ciiydajy usriena N ? Heka

je z € R? Takso na je 7(z) = 0,
x = aey + bey + ces,

m(x)=a-v1+b-vy+c-v3=(a—c, b—c).

Hakue, Bumumo ga Mopa outi a = b = ¢, 1j. ker m = span{(1, 1, 1) }. OnaBzue qupekTHO
3aKJby4yjeMO J1a Baku
N ={(t,t,t) |t € S'} = S*.

Hlasbe, mocMaTpaMo KpaTke TauHe HU30Be
11— 8 T T2,
0 — (R T w3y Y pe g,

. 3 _
Ka0 M CTaHHapAHO XaMUITOHOBO aejcTeo Topyca T Ha (C3, wo = £ >, _, dzy Adzy,) ca

MOMCHTHUM IIPpECIINKaBakbCM

il 22, 2) = Bl 2P o) £ A A= (0,0,—3)
JlejctBo N Ha C? je XaMUITOHOBO, ca MOMEHTHUM TIPECIIMKABAHEM
(dig)* op: C* — R*.
[Ipeocraje joiur ga pa3MOTPUMO KakO M3INIEJA CKYIN 4 = ((die)* o ,u)fl{O}. Kako je

i(z) = (x,z, x), npeciukaBame (di.)* je 3a1aTO MATPUIIOM [1 1 1} ,TIa je
N 1(1,.12 2 oy 1
(die)" o p(z) = 3 (|21]" + 2 + |28]%) — 3,
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OJlaKJie 3aKJby4yjeMoO

1
z€Z = (|l + |2+ |z%) = 3
= |al’+|znl+|nlf=1 1

Z =5,
Konauno,

Ma = Z/N = §°/S" = CP?,
IITO CMO U OYEKUBAJIH.
Ipumep 19. Heka je A € (R?)* momaron ca temennma (0, 0), (n + 1,0), (0,1) u (1,1)

3a Heko n > 0, Kao Ha cymnm 2.7.

U3

V4
U1 V9

Cnuka 2.7

Younmo Bektope HopMania v; = (1,0), vo = (0,1), v3 = (0,—1) mvy = (—=1,—n) u

nocMarpajMo A Kao CKyI

A={ze (R

<ZIJ,U¢> > )\i, 1= 1,_4} N

npu 4emy je Ay = Ay = 0, A3 = —1u )\, = —(n + 1), y mra ce HHje TEIIKO
yBepuTu. Jlajbe, nocMartpajmo npeciukapame m: R* — R? koje cimka 6a3He BeKTOpE €;
y BEKTOpe HopMana v;, 3a i = 1,4. Onpemumo N = ker 7. Heka je x = (a, b, c,d) € R*

TakBo ja je m(z) = 0. OaBae AMPEKTHO 3aKJ/bydyjeMo Ja je
ker 7 = span {(0,1,1,0), (1,7,0,1)},

a TOCJIEJUYHO U
N = {(s, ts", t, s) | s,t € Sl} =~ T2,

TTOHOBO MOXEMO TTOCMATPATH KpaTKe TayHe HU30BE
% T
1 —T2 5T -5 T%— 1,
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0 — (R2)* b (mtyr ek 2y 0,

. i _
Kao0 M CTaHJapaHO XaMUITOHOBO JejcTBO Topyca T na (C*) wy = 3 S dze A dZ ca

MOMECHTHUM IIPECIIMKaBakbeM
w(z) =5 (Il 12, |zl [2a®) + X, A=1(0,0, =1, —=(n+1)).
Jlejctio Jlnjese moarpyne N C T* je XaMUITOHOBO, Ca MOMEHTHHM IIPEC/IUKABABEM

o= (di.)" opu: C* — (R?)*.

. . 01 10 .
Kaxo je (di.)* 3amaTo MaTpuriom , TO je
1 n 01

fi(z) = (3 (I +12%) = 1, 5 (|aa]* +nlze* +]2]?) = (n+ 1)),

IITO Ce HAPABHO CJIAXKe Ca YUHHEHULIOM [ je pecTpuKHuja nejcta ca T4 Ha N eKCIUIMIUTHO
3ajaTa ca

(S,t) * (21,22,23,24) = (821, tSnZQ, tZg, 824) .

[Ipeocraje jom na ogpemumo ckyn Z = i~ {0}. lpumeTumo 1a Baku

2€7 = |nP+|nl>=2 u |z +n|nl?+|u>=2n+1).
Ckyn Z je 3aMcTa KOMIIAaKTaH U JigjcTBO noAarpymne N Ha Z je cioO0IHO, Ta je KOHAYHO
Mx=Z/N =H,

CHUMIUIEKTUYKA TOPYCHa MHOTOCTPYKOCT JUMEH3HWje 4 uuja je MOMEHTHa ClMKa A U by

Ha3UBaMo Xupuyeopyxo8om noepuil.
Hamnomena 12. IIpumeTumo 1a je y ciyuajy n = 0 gejcrso noarpyne N va C* 3agato ca
(s,t) * (21, 20, 23, 24) = (821, tza, tzs, S24),
mna je
Ho = (83/51) X (83/81) >~ CP' x CP* = % x S,

IITO je ¥ OYEKMBAHO, C 0O3UPOM Ha TO Ja je MOJUTON A y OBOM CJIy4ajy MpaBOyraOHUK
KOJU CMO paHMje Bujaeiu y npumepy 13. Wnak, npuMeTtumMo Aa A€jCTBO U3 MPETXOAHE
KOHCTPYKIIMj€ OAroBapa pernepameTpu3alliju JejcTBa U3 noMeHyTor npumepa. O oBome

he 6utu BuIIe peun KacHUje, y HaroMmeHH 10.
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I'masa 3

TomoJioniKe 0coomHe

Jlenora 1 3Hauyaj KOMIUIETHE TeOopuje U3JI0XkKEHE y MaBama 1 M 2 Jieku ynpaso y
pa3yMeBamy jeJHOT KOMIUIEKCHOT 00jeKTa, KaKBe Cy CUMIUIEKTUUKE TOPYCHE MHOTOCTpY-
KOCTH, M3 3HATHO jeJHOCTABHMjeT KOHBEKCHOT MOJIMTOIA. 3a MOYeTakK, NCIIOCTaB/ba ce /1a

CB€ OBAKBE MHOTOCTPYKOCTH Y TUMEH3U]U 4 MOKEMO J10CTa jeJHOCTABHO OIUCATH.

IIpumep 20. YV r1aBu 1 cMo ce cycpeli ca 0jMOM CUMILIEKTHUYKOT O/lyBaBama U HaBeIu
TeopeMy 6 Koja FOBOPM O TOME KakO Ceé OBa TpaHcpOpMaluja OYUTyje Ha MOMEHTHO]
cmuy.  ITpuMenuMo Teopemy 6 Ha MHorocTpykocT CP?, umju je MOMEHTHH TOJMTOI

1 1
tpoyrao A ca temenuma (0,0), (5,0) u (0, 3
p = palq) = (0, %) [IpuMUTUBHMA BEKTOPU MBHUIA Ca 3ajéJHUYKHUM TEMEHOM p Cy

), U TO y (PUKCHOJ Ta4yKU ¢ 3a KOJy je

u; = (0,—1) m ug = (1,—1), na ce mpu €-oayBaBamy TeMe p 3aMeibyje TeMEHHMa

(0, % — 5) u (5, % — 5) , TO jecT 1obujamo yeTBopoyrao A, ca TeMeHuma

00, (20). (e i-9. (019

CrienyjanHo, 3a € = 7 U y3 peckajmpame (pakTopom 4, 0BO je NOJUTOI ca TEMEHUMA

1
1
(0,0), (2,0), (1,1) u (0,1), a To je ynpaBo monuron u3 npumepa 19 3a n = 1. Kako mo
JleaHoBoj KOPECTIOHIEHIMjU MOJIUTOI Y MOTIYHOCTHU ofipelyje CUMIUIEKTUYKY TOPYCHY
MHOTOCTPYKOCT, 3aKJbyUuyjeMO Ja je OJlyBaBambe KOMIUIEKCHE NIPOjEeKTUBHE PaBHU y (DUKC-

HOj Ta4KH 3aIpaBo npBa XupiedpyxoBa NoBplIll (BUAETH cJUKY 3.1), TO jecT Baku

CP? = H,.

3a ocTajie BpeIHOCTH apaMeTpa € 100MjaMo UCTy MHOTOCTPYKOCT, Ca pa3IMYMTOM CUMII-
JIEKTUYKOM (POPMOM.

OnyBaBame HaM oMoryhasa U Jja y HOTIYHOCTH ONMIIEMO CUMIUIEKTUYKE TOPYCHE MHO-
roctpykoctu gumensuje 4. Ilpema JlenaHoBOj KOPECIIOHACHIIM]U, OBO je NMUTambe €K-
BUBAJIEHTHO Kiacupukanuju JdenaHoBux mnonuromna, 10 Ha GL(2,7Z)-tpancdopmariu-
je u TpaHcianyje, o 4yemy je o6usno peun y Hanomenu 10. Vcnocrtaiba ce na je u OBaj
KOMOMHATOPHU Npo0JieM y MOTIIYHOCTH pPelIeH: CBaku Jles1aHoB MOJUIOH ce KOHAYHUM
HM30M odceyarba howkosa nodvja WM Of TPOyIIa WIM Off HEKOr of Tpame3a Ay, u3

npuMepa 19, mro je gokaszaHo y [18]. IlpeBegeHo Ha je3UK MHOTOCTPYKOCTH, Tpema
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N[

Cmika 3.1 OmypaBame MHoroctpykoct CP? y (DMKCHO] TAaukd W TOJNUTOIN IIpBE
XupieOdpyxoBe MOBPIIN

IPETXO/IHOj TEOPEMH TO 3HAYM [ je CBaKa CUMIUIEKTHYKAa TOPYCHa MHOTOCTPYKOCT [I-
Mensuje 4 modujena 3 CP? umm u3 Heke of XuUpLEOPYXOBUX TOBPIIM H,, KOHAUHUM
HHM30M O/1yBaBama y (PMKCHUM TauyKama. .

3anpaBo, BaXy W BUIIE Off TOTa — jeduHe CUMIUIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH Y
mamersuju 4 cy Ho = S? x S?, CP? u muorocTpykoctn nodujene o CP? KOHaYHUM
HU30M oflyBaBama. Haume, cBaka H, je aucdeomopdua ca S? x S? um ca CP?, y
3aBMCHOCTH OJ TapPHOCTH Opoja n, a oayBaBama MHoroctpykoctu S? x S? cy Beh o-
nyBaBara MHOroctpykocti CP?. OBaj moce6HO 3HauajaH pe3yiaraT heMo U3IBOJUTH Kao

TeopeMy, Yiju ce Joka3 Moxe Hahu y [37].

Teopema 10. ([37, Teopema A.1]) Heka je (M,w, T?, 1) CUMILIEKTHYKA TOPYCHA MHO-
TOCTPYKOCT quMeH3uje 4 v HeKa je k Opoj TeMeHa ’eHOT MOMEHTHOT IMOJIUTomNa. AKO je
k # 4, onpa je M mudeomopdHa MHOTOCTPYKOCTH /n\o/61/1jeﬂoj onysaBameM CP? y k — 3
tauke. Ako je k = 4, ouna je M nudeomopdna ca CP? wm ca S? x S2, y 3aBUCHOCTH O[]
TOTa J1a JIM je IETePMUHAHTA MaTpPUIle Yhje Cy KOJOHe MPUMHUTHUBHHA BEKTOPY HEKOT Mapa
HeCyCeJHUX MBHILIA MOJIMTOMNA HerlapaH 0poj UM He.

OakBa kjacudukanyja je cnequpuIHoCcT AuMeH3uje 4 — Beh y numensuju 6 curyanuja

C€ 3HAYajHO KOMILIUKY]e.

3.1 Xomouioruja CUMIUIEKTHYKHAX TOPYCHHUX

MHOT'OCTPYKOCTH

VY HacTtaBky heMo M3JI0KHUTU JOKa3 TeOpeMe KOja TOBOPY O XOMOJIOIIKMM Ipynama

CUMIUICKTUYKUX TOPYCHUX MHOTI'OCTPYKOCTH.

Teopema 11. Heka je X € R” BekTop uuje Cy KoopAuHaTe JMHeapHO He3aBUcHe Ha Q.

JlMeH31ja XOMOJIOIIKe TpyIe pefa 2k CUMIUIEKTUYKe TOpyCHe MHOrocTpykocTH (M, w,
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T™, 1) je jennaka Opojy Temena momurorna A = (M) Koja cy 3ajeqHHUYKA 33 TAYHO
k NpUMUTUBHMX BEKTOpa WBHIA YMjU je CKaJapHu mpou3Bop ca X mosutuBaH. CBe

XOMOJIOUIKE Ipyre HEMapHOT pefa Ccy HyJa.

Jokaz. Hekaje (M,w, T, 1) 2n-1uMeH3UOHATHA CUMIUICKTUYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT.
Kenumo na nzabepemo norojas, ,,reHepudku’” npasai y R™, ogHocHO BekTOp X TakaB

Ja cy uctymeHa cieneha Tpu yciosa:
1. jenHomapamertapcka noarpyna 7% C T” renepucana ektopom X je rycray T".
2. X Huje napasesaH HUjeqHO] of cTpaHa moiutona A = pu(M).

3. Temena nonmrona A uMajy pasiuuute npojekuuje ayx X, to ject (u(qr), X) #

(11(q2), X) 3a cBe q1 # o KOje (pUKCHE Tauke JejcTBA TOpYCa.

Jla 6McMO MCIYHWIIM TIPETXOAHE YCJIOBE, JAOBOJBHO je m3abpaTu BeKTOop X ca KOOpIu-
HaTama Koje cy JIuHeapHo He3aBucHe Haj Q. Panuje cMo Buaenu ja cy (pUKCHE Tauke
T"-nejcTBa TauHO (PMKCHE Tauke pecTpHKLMje AejcTBa Ha T 3a oBako ogabpaHo X, a
caMKMM THM M BEKTOPCKOT mosba X7 Koje je reHepatop osor gejctBa. Heka je pu~ :=
(u, X) : M — R Xamuironosa (pyHKIMja BeKTOpCKor nosba X # . TIpeMa npeTxoaHoM,

KPMTUYHE Tauke (PyHKIMje 1~ cy TauHo pukcHe Tauke T"-nejcta. Ilpema Teopemu 3,

noctoju kapta (U, x1,...,2n, Y1, -, Yn) UeHTpupana y ¢ u AV ... AW € Z" taksu
J1a BaXHU
1 n
¥y = (i Xl = p (@) + 5 D (AW, X) (2 +35)
k=1

Kako cy kKoopiuHaTe BekTopa X JiMHeapHo He3aBucHe, To cy ¢ (A*)| X) = 0 u camum
TUM j€ ¢ HeJlereHeprcaHa KpUTHYHA Tauka (pyHkiwje 1~ . Tlopes Tora, U3 oBakBoT JIOKaJI-
HOT 3ammca (pyHKIHje (X TMPEKTHO YMTaMO U MHIEKC KPUTUYHE TauKe ¢ Kao JBOCTPYKH
6poj onux k 3a koje je (A*), X) < 0.

JlakJie, UHAEKC KPUTUYHE TauKe ¢ TEOMETPHjCKM MOKEMO OfIPEIUTU CaMO NIOCMaTpambeM
nosrona A 1 y3uMameM JIBOCTPYKOT Opoja BEKTOPA MBHUIIA MOJUTOIA YUjH je CKaJIapHU
npoussos ca X nosutusad. CrelldjaiHo, CBe KpUTHUHE Tauke (pyHKIMje (1~ cy mapHor
vHJeKca, 1a je npema nociaeauiu Al pX caspmena Mopcosa dyukiuja. Tepheme Teo-

peMe je caja AupeKTHa nocieauia Teopema Al u A2. ]

Iocaemuma 1. V3 nperxoane Teopeme 3ak/bydyjeMo na je k-tu BetrjeB 6poj MHOTO-
crpykoctd M TauHO jeHaK Opojy KpUTUUHKMX Tayaka uHjekca k Mopcose (yHKLuje 11~ .
Kako cy cBe XxoMoJOIIKe Ipylie HEMapHOr peja Hyna, To je OjnrepoBa KapaKTepUCTUKA
MHOTOCTpyKocTH M 3ampaBo jeqHaka YKYMHOM Opojy KpUTHYHHX Tadaka, TO jecT Opojy

TeMeHa noaurona A.
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Ipumep 21. M3zpauyHajMo xoMojomke rpyne MHoroctpykoctd CP? — Bpio cimdHo

nposnasu 3a CP" 3a npousBosbHO 1 € N.

®duxkcupajmo Bextop X = (1,/2)

¢ A:((0,1),(1,v2)) >0

0. ((1,0), (1,V2)) > 0
(07_1)
X (1,v2) Haxie, A onroeapa jeaHoj 4-hesuju.
(071) (_171) B : <<_170)7 (17 \/§)> < O
<<_17 1)7 (17 \/§)> >0
A (1,0) (-1,00 B C:((0,-1),(1, \/§)> <0

<(1a _1)7 (17 \/§)> < 07
To jecT TeMeHa B u C onroBapajy no jemanoj 2 u 0-henwju, pegom. 3ajenHo ca Hy =
H; = 0, nobujamo

2 Z, k=0,2,4
0, wHaue

xao u x (CP?) = 3, mTo ce HapaBHO crake ca TBphemeM U3 nocueure 1.

Ipumep 22. ITocmarpajmo (S? x S? x S?, aw; + bw, + cws) ca nejctBoM Topyca T2 Koje
nedunrcano panuje y npumepy 14. Beh cmo ce yBepuiau aa je oaroBapajyha MoOMeHTHa

CJIMKa KBaJap, Kao Ha CJIMIIA UCIIOM.

Do , PukcupajmMo BEKTOp

X = (1,V2,V3)

JeIHOCTaBHUM  payyHOM JIOJIa3UMO  JIO

SRR R R b (' cienehux 3akibydaka:

.’ D, je jenuHO Teme Koje oaroBapa henuju

A, B, numensuje 6.

D, A; n Cy onrosapajy hemjama mumensuje 4, nok Ao, By u Cy onrosapajy hemmjama
auMeHsuje 2 u By oarosapa jeauHcTBeHoj 0-henuju. OBUM MO Y OTIYHOCTU OJPEIUIn

XOMOJIOIIKE TPyIie MHOrocTpykoctu S? x §% x S2:

7, k=06
Hp(S? x S x S3Z) =473, k=24

0, wuHaue,
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kao u x(S? x S? x S?) = 8. OBaj pe3y/ITaT HAPABHO MOKEMO U POBEPUTH, Ha IPUMED

kopuithewem Kunerose popmysie.

JIpyru norJje Ha XOMOJIOTHjY

Hcnocrassba ce Ja hennjcky JEKOMIIO3ULIM]Y CUMILIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKO-
CTH KOjy CMO TNPETXOJHO TOOMIM MOXEMO KOHCTpYHCATH Y MOTIyHOCTH 6e3 Mopcose
¢dyrkumje . OBa KOHCTPYKIIMja Ce yMHOTOME OCJIalba Ha 3aKJbydke U3 JieMe 7 U MU

heMmo je cipoBecTH Ha KOHKPETHUM MPUMEPUMa U3JI0KEHUM Yy IIPETXOAHOM JIeJly paja.

Hanomena 13. Civike y HacTaBKy TEKCTa Cy WIIYCTPAaTHBHE IPUPOJIE, Y CMILTY J1a CY, pajn
NPEerJIieIHOCTH, OKOJIIMHE KOje IMPTaMoO Ha CIMKaMa HellTO Marbe Ol CKYIOBa OMHCAHMX
y Tekcty. OBO He yTWYe HM Ha je[laH Of 3aKk/byuyaka Koju ciielie, jep cy oiarosapajyhe
WHBEP3HE CJIMKE MPU MOMEHTHOM IPEeC/IMKaBamby eKBUBapUjaHTHO audeomopdHe, na je

1 jooujeHa hemjcka Iekomrosuija y oda cirydaja ucta.

Ipumep 23. TTocmaTpajmo noHoBo MEOrocTpykocT CP? 1 beHy MOMEHTHY CIIHKY.

Cnuka 3.2

[Ipema Teopemu 4, 3HamMO J1a OKO CBake (PUKCHE Tauyke MOCTOjU KOOPAMHATHA OKOJUHA
YKja je MOMEHTHA CJIMKA YIIPaBO CTanaapiauu ,,homak”. Hekaje U := ! (V), npu uemy
je V okoiMHa TeMeHa MOJMTONa Koja CaAp U KOMIUIETHY YHYTpPAllHOCT, Ka0 U MBHLIE
AC u BC 6e3 temena C u B. Tlpumerumo aa je okomuna U y oBoM ciyuajy yrnpaso D*

(o ject, henmja qumensuje 4).

[Ipeocraje ma pazymeMo KOjUM Taukama ojaroapa weuia BC, mro caga HUje MOCeOHO
temko. Haume, Beh 3Hamo Ja je nHBEp3Ha ciiMKa TeMeHa Taudka (To ject, 0-heauja), Jok
uBHLA O€3 Kpajibe Tauke OAroBapa yInpaBo JBOAUMEH3MOHAIHOM JUCKY, IITO je UITyCTPO-

BaHO Ha cymu 3.4.
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B

Ciuka 3.3

DO D2

O
o — "

B
Cnuka 3.4

Bunumo 1a cMo 100WIM UCTY JIEKOMITO3ULIM]Y Kao paHuje y nmpuMepy 21 u caMum TUM,

HAPABHO, MCTH 3aKJby4aK 0 XoMoJoruju npoctopa CP?2,

IIpumep 24. ITocMaTpajMo MOHOBO MHOTOCTPYKOCT S? X S? x S% ca MOMEHTHUM 10JIH-

TOIIOM Kao Ha CJIULHN 3.5.

Al\ Bl

Cnuka 3.5
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Kao un y nperxonHom npumepy, npBo hemo U3BOjUTH CTaHAAPAHY OKOJIMHY TEMEHA — Ha

npumep A, — umja he UHBep3Ha CiIMKa y OBOM CJly4ajy Outu auck DO.

I)(i

Ciuka 3.6

I[ajbe, YOUMMO Ha OCTATKY IIOJIMTOIlA IMPUKA3aHOM Ha CJIMIHN 3.7 CTaHAapAHE OKOJIMHE

TeMeHa A,, By u D, 4nje he uHBep3He cJMKe caja oAroBapaTh heimjama numensuje 4.

D*

Cnuka 3.7

Konauno, nnBep3Ha ciuka temena Cs je jeana 0-henuja, TIOK 3a mpeocTalsie TpU MUBHLIE
no6ujamo Tpu 2-henmmje. IlpumeTnmMo MOHOBO Ja je noOujeHa henvjcka KOMITO3UIIMja
WJICHTUYHA Ka0 OHa JIoOujeHa y mpumepy 22.

Onmityja nocieauia MocTojamba OBakBe hesujcke AeKOMIO3UIUje je oapehuBame Xo-
MOJIOIIIKUX TpyMa caMO Ha OCHOBY Opoja CcTpaHa MOJMUTONA y CBAaKOj AVMMEH3Wju. 3a
MHOTOCTPYKOCTU quMmeH3uje 4 Huje Temko npumetutu aa he dim Hy(M;7Z) 6utu k —
2, ako ca k o3HaunmMo Opoj WBUIIA MOJAWTONA (TO jecT, CTpaHa AuMeH3uje 1), MoK je
Hy(M;Z) = Hy(M;Z) = 7Z. Mebytum, Beh y ciydajy MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Hje
6, cuTyanuja je J0cTa CJIOXeHUja. leHepaim3anyja 3a MHOTOCTPYKOCTH IPOU3BOJbHE

nuMeH3uje 2n Moxe ce Hahu y [13].
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3.2 UYepHosBe kiace

[TpeTx0qHO CMO BUEIM KAKO CE XOMOJIOLIKE TpyIle MHOTOCTPYKOCTH MOTY OfIpEAUTH
nocMaTpameM w0j oaropapajyher nomurona. OBo je caMo jeAHA Of BEJMKOTr Opoja mpe-
JHOCTU KOjé HaM JOHOCH OBAaKaB IOIIEJl Ha CUMILJIEKTUUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH.
Jom jepan BeoMa MHTEpecaHTaH W TOJ jeJHAKO 3HayajaH pe3yirar jecte oapehuBarbe
ToTanHe YepHOBe Kjlace JUPEKTHO U3 nonuTona. Llub oBor morsaeska je 1a JOKaxXeMo

cienehy Teopemy.

Teopema 12. Heka je (Ma,wa, T", pta) CUMIUIEKTHYKA TOPYCHa MHOTOCTPYKOCT YHja je
MomeHTHa cimka A = pa(Ma) demanos nomurorn ca d ctpana Fy, ..., Fy v Heka je

up = PD [ux'(Fy)]. Tana je Totansa YepHoBa Kj1aca MHOTOCTPYKOCTH Ma

=

k=1

Crienmjanso, ¢y (Ma) = uy + ug + - - - + ug = PD [u,' (OA)] u 3a cBako j = 1, n Baxu
¢;(Ma) = > [ Jwss
\I|=j kel
npu yemy [ mponasu napTutuBHA cKym of {1, ..., d}.
N3naramwe he yrmaBHOM npatutu oHO y [4], y3 To 1mTo heMo ce y 11e/10M 1I0Ka3y ocjiambaTh

Ha Jle/IIIaHOBY KOHCTPYKIIM]y U3 IJ1aBe 2, Ka0 U TEPMUHOJIOTH]Y ca KOjOM CMO ce 0 cajia

YIO3HAJM Y OBOM pajy.

3.2.1 Jlunujcka pacjojema NpuapykKeHa cTpaHaMa MmoJuTrona

Heka je A C R” JlenmaHoB moymToll ca d cTpaHa JiepuHUCaH ca
A = {%ER” ‘ <$,Uk> > Ak, ]{j:l,_d},

IIpU YeMy Cy vy, € 7" NPUMUTUMBHU BEKTOPU HOpMaJia Ha CBaKy OJf CTPaHa, YCMEPEHU Ka
yHyTpa. Jlajbe, HeKa je ca
Fk =AN {<$,Uk> = )\k}

O3HauyeHa k-ta cTpaHa nomutona u Heka je (Ma,wa, T, ua) CUMIUIEKTHYKA TOPYCHA
MHOTOCTPYKOCT npuapyxeHa noiutomny A. Ipeuusnuje, Ma = Z/N, npu uemy je Z
HYJITH HUBO MOMEHTHOT TIpeCciIMKaBama i* o ji, 10K je N (d — n)-IMMEeH3UOHAIHHA TOPYC
n06ujeH Kao jesrpo npojekimje m: T — T, kao mTo cMo Buaemn y 2.1.1. JlogaTHo,
Heka je ca p: Z — M, o3HaueHa KOJMYHMYKA IPOjeKIIMja Koja je yjeAHO U IJIaBHO

N-pacnojemwe, ITO CMO Takohe umanu npuiuke aa suaumo y 2.1.1.

JMedpunnuja 22. Heka je x: N — S kapakrep rpyne N, To ject, xoMomopduzam
rpyna N — S, koju je pectpukumja npojexuje pry.: T¢ — S! Ha k-Ty koopaunaty ca
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nesor Topyca Ha JIujey noarpyny N, 3a k = 1,d. Heka N nejctByje Ha Z x C ca

Heka je Ly, := Z xy C,, xomunnuku npoctop o Z x C 'y ofgHocy Ha OBO /I€jCTBO, TO
jecT cKyI Kjaca eKBUBAJICHLIH]e [z, w] y oqHOCY Ha penaudjy (z,w) ~ (t * z, xx(t) - w),
t € N, npu yemy o3Haka C,, ykasyje Ha To 1a /N Ha Apyrom ¢aKkTopy JA€jCTBYje IPEKO
KapakTepa Xy, JOK je mpojekimja m: Ly —> Ma nara ca mp([z,w]) = p(z), rme je
p: Z — M A KOTMYHWYKA TIPOjeKIIMja — IITO je 100po Ae(pHUHUCAHO jep je p KOHCTaHTHO
nyx N-opbura. KomruiekcHo pacnojemwe 7y Ly —> Ma je aunujcko pacaojerbe npu-

opyaceno cmpanu Fy, v ieroBy npBy YepHOBY KJiacy 0O3Ha4aBamo ca
ug := c1(Ly) € H*(Ma;Z).

[Tojam npuapyKeHOT paciojera je 3HauajaH U y JOKa3y MHjeKTUBHOCTHU JlenaHoBe Ko-
pECHOH/IEHIIM]e KOjU je u3JIoxkeH y noaatky b. OBa gedunuiivja, nako onepaTuBHa, HaU3-
IJ1e]] HeMa MHOT'O Be3e ca reoMeTpujom camor noiurona. Husb cienehe Hanomere je na

Hac yBEpH y CYNpPOTHO.

Hanomena 14. Heka je Dy = px'(F,) C Ma. Tpema nemu 5, Dy je 3aTBOpeHa
CHMILIEKTHYKA MTOJIMHOTOCTPYKOCT KOJMMEH3Hje 2 — OBO je yIpaBo S Koje ce MojaBJbu-
BAJIO y JI0Ka3y WHjEKTMBHOCTH y miaBk 2. [Ipumerumo aa je Z N {z, = 0} = p~1(Dy).

3auncra, 3a 2 € Z Baxu cieaehu HU3 eKBUBAJICHIIN]A
p(z) € Dy <= u(p(z)) € Fr < (u(p(z)),vr) = \p <= 2z, =0.

Kako je npojekuuja py: Z — C Ha k-Ty KoopauHaty N-eKBUBapHjaHTHA, TO MOXEMO

no0po meduHKMCcaTH ceueme s, M — Ly ca

si(p(2)) = [z, pi(2)].

OBako epUHHUCAHO CeUeHE Sy je TPAHCBEP3ATHO Ha HYJITO ceYere. 3ancTa, MPeTXOAHO
je eKBUBAJIICHTHO ca TuM J1a je () peryiapHa BpefHOCT MPeC/IMKaBamba P|z, TO jecT aa je
(dpy).: T.Z — C cypjeKTHMBHO 3a CBaKo z € Z TaKBO Aa je zx = 0, IITO HUje TeHIKOo

Jokazatu. JloqaTHo, NPUMETUMO Ja BaXU
sk(p(2)) =0 <= pr(2) =0 < p(z2) € Dy,

TO JeCT 81;1(0) = Dy. Ilpema no3Haroj nocieauiy TomoBe TeopeMe 0 U30MOppuU3IMy
(TBphemwe 12.8. y [7]), Kako je S TpaHCBEP3aJHO HA HYJTO CEUeHe KOMILIEKCHOT JTUHHU]-

cKor paciojewa Ly — Ma, Baxu
U = Cl(Lk> =PD [Dk],

TO jecT uy je IloeHkapeoB qyan MHBEp3HE CJIMKE CTpaHe moyiuTorna Fj nmpu MOMEHTHOM

MpeCIKaBamy. I[aKne, Uj 3aBUCHU CaMO O MHOT'OCTPYKOCTH U Fb€HE MOMEHTHE CJIMKE.
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BakHO je HaracUTH Ja KOXOMOJIOIIKE KJlace U, ...,U; HUCY MehycoOHO He3aBHCHe.
Meby w1Ma OCTOjU 1 JIMHEAPHUX peJlaliija Koje ce Takohe MOry MpPOUYUTaTH JUPEKTHO

13 MOJIUTOTMA U YIIPABO TO je MpeaMeT cienehe Jieme.

JIema 10. 3a cBako £ € R" Baxu

d
D (& vy u =0,

k=1

y H*(Mn;Z). Dpyrum peunma, ako ca vy, = (vg, . . ., v}') 03HAYUMO KOOPJMHATE [PUMU-

TUBHUX BEKTOpA HOPMAJIC, 3d CBAKO j = 1, 7 BaXH

d
g vl u = 0.
k=1

Hoxa3z. Jlokazahemo nemy y ciayuajy { = e;, JOK TBpPheHe y ONIITEM CIIydajy CIIEIu
IMPEKTHO U3 JuHeapHocTu. [locmarpajMo Kpatak TayaH HU3 JIMjeBUX anreOpu Koju cMO
Bugen y 2.1.1
0—n-2L R TR 0,
Kao ¥ BheMy JlyajlaH KpaTak TayaH HU3
0 — (R")* 5, (R 400, 00 0, (%)

Kako je xj = pry o i, rae je i: N < T4, To Baxku

(dxr)e = d(pry)e o (di).
= e o (di)e
= (di)"(ep,)-

IIpBO, MIpUMETUMO Ja BaXKU

ILITO Ce JIAKO IPOBEepaBa eBallyalljoM 00e cTpaHe Ha Oa3sHUM BekTopuMma e;. Kako je (k)
KpaTak TayaH Hu3, To je im (dm)* = ker(di)*, ogrocto (di)* ((dm)*n) = 0 Baxwu 3a cBako
n € R". Crora,

d

d
D (& we) (dxw)e = (i)™ | ) (& o) e
k=1

= (di)*((dm)"€) = 0

y n*. IIpeTxoaHO HaM rapaHTyje aa je u3Bog xomoMopgu3mMa HZ=1 X;i V) Hyia. Kako je

N noBe3aHa rpyna, T0 je 0Baj XoMOMOp(]ur3aM KOHCTaHTaH, TO jeCT TPUBHjaJlaH KapaKTep
. . ®(Evk)
rpyne N ¥ caMMM THM je NpujpyskeHo paciiojere @), L, KOje oJroBapa 0OBOM Kapa-

KTepy TPUBUjATHO (TEH30PCKU MPOU3BO/] NPUIPYKEHUX paciiojerha OJroBapa mpou3BO1y
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kapakrepa). KonauHo, kako npBa YepHoBa KJlaca Mpojia3y Kpo3 TEH30PCKU NPOM3BOJL

JIMHUjCKMX paciiojera Kao 301p, BakU

0=c ®L§<§’U'“> = (Euer(Li) =Y (& o) u,
K

k k

HITO je ¥ TpeOaso J0Ka3aTu. [

Hanomena 15. IlpumeTmo J1a cMO ce y MPETXOAHOM JOKa3y OrpaHWYMIM Ha Oa3He
BeKTOpe & Kako OM MMajo cMHCIa IOoCMaTpaTH XoMoMopduzme Xxi ) Y caMHUM THM ¢

BbUXOB IIPOU3BOA.

3.2.2 Ilename TaHreHTHOT pacjiojermha

Teopema 13. Heka je A C R" JlenuanoB nomuror ca d ctpana u M mweMy npuapykeHa
CUMIUIEKTUYKA TOPYCHa MHOrocTpyKocT. Taza nocroju nzomopduszam nzmely komriie-

KCHUX BEKTOPCKUX paciiojewa Haja Ma,
L1@"’@LdgTMA@Cd_n,

npu uemy je ca C 9" o3naueHo TpusHjatHo paciojeme Ma x C", nox T'Ma cMaTpamo
KOMIUTEKCHIM PAacJIOjelheM y OIHOCY Ha TIPON3BOIbHY CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYpPY KOM-

naTuOUJIHY ca w.

Joxas. Tocmarpajmo Ha C¢ cranpapine koopauHate (21, ..., 24) ¥ CTaHIApIHY KOM-
IUIEKCHY CTPYKTypy Jo. Kao mTo Beh 3Hamo, oxnroeapajyhe TaHr€HTHO paciojeme je

TPUBHjAJIHO U MOKEMO I'd IOCMATPATHU Kao CyMy
4 d
Dec -
A
k=1 k

Jlejeteo Topyca T? na C? je KOMIUIEKCHO JTMHEApHO, Te MHAyKyje aejctBo Ha T'C? u To ca

I

TC

(dgpt)z = ¥,
p¥ KaHOHCKOj uaentudukaimjy TC? = C?. Ilpenmsnuje, ako je v = (vy,...,Vq)
TAHTEHTHU BEKTOP U 4 (21, ..., 2q) = (t121,...,tqzq) 32t = (t1,...,tq), BaXu
0 0
kil ki lpn(z)

JlakJjie, UHOYKOBAHO [I€JCTBO MOIITYje IeNambe TAHTeHTHOT paciiojera U JejCTBO Ha k-
TOj TIPaBOj U3IJe/la Kao MHOXeme ca t;. [locMaTpaMo pecTpHKIjy cBera JOOHMjeHOTr Ha
Z = (i*o u)‘l{O} C C¢. JlomaTHO, ceTumo ce aa je nejctBo N Ha Z cii000IHO U Ja je

p: Z — Ma tnaBHO N -paciojeme.
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[ocmarpajmo k-tu unan cyme T'CY nag Z, To jecT nompaciojeme

0
By = C-—| 22x (C,
ZIEZl 3zk 2
. . 8 . .
Ipu 9emy je OL[FOBapaJth/I I/I3OMOP(1)I/I3aM w- D2r }z — (Z, w) Haxo OBO JE€CTC TPUBU]JATTHO

paciojeme Haj Z, OHO je CHaO/1eBeHO HeTpuBUjaTHUM N -/1ejCTBOM,

OfIaKJIe MOKeMO MpuMeTuTH 1a je Fy /N = Lj u, name,

d

(rci|,) /N = @Lk.

k=1

Jla 6ucMo 3aBpHIMIIM J0Ka3, MPEOCTaje Ja UCTU NpocTop uaeHTudukyjemo ca T'Ma &
Ce™. ¥V 1y cBpXY, ukcupajMo 2 € Z u o3Haummo ca V, := T,(N x z) TaHTeHTHU
MPOCTOpP Ha OpOUTY Tauke z, (peanHe) nuMmensuje d —n. Kako je Z perynapaH cKymn HUBOA
MOMEHTHOT NpeCIiKaBama i *ou, 10 je T,Z = ker d(i*opu), a panuje y rasu 1 cMo Bujien
na takohe Baxwu ker d(i* o u) = (V,)“. HomatHo, npumetumo na je JoV, N1, Z = {0}.
3aucTa, ako ou Baxkuio Jou € 1,7 3a xeko 0 # u € V,, umanu 6ucmo wy(u, Jou) = 0,

ITO HapaBHO HUje Moryhe. Caja MOKEMO YOUUTH LieTambe

T.C =V, J)V.)® (T.ZN JT.2),

= ICZ = Hz

npu yemy cy u K, u H, Jy-uHBapUjaHTHU, KOMIUICKCHUX JIUMEH3Uja d — n | N, PEIOM.

(1) K/N je TpuBHjaHO paciojerse
duxcupajmo 6azy Xy, ..., X4, Jlujee anrebpe n. MNHPUHUTE3UMATHU reHepaToOpu
X f& yeees Xf_n cy N-MHBapHjaHTHA BEKTOPCKa MoJba Koja pazanumy V ayx Z. [locnenu-

4yHO, X f , JoX fﬁ yee ,Xf_n, JoXjf_n pazanumby K u Jy je N-unBapujantaa. Crora, Baxu
K=Zx (T‘l Qr C) s

npu uemy je n ®r C kommuiekcudukanmja Jiujere anredpe n. JJomaTHo, 0BO paciojeme je
N-exBUBapHjaHTHO KOMILJIEKCHO PacJiOjehe, IIPU YeMy je AejcTBO /N Ha Jpyroj KOopau-

Hatu TpuBHjasiHO. KoHayHoO,
K/N = Ma x (n®g C) = Co™,

HITO CMO H XKEJICTIN Ja JOKAXEMO.

) H/N = TMx

3a noverak, npumeTuMmo ja je V, N H, = 0. 3aucra, Kako je Jy uH JeKTUBHO, TO BaXU
J(] (Vz N J()TZZ) - J()VZ N JSTZZ - Jovz N TZZ - 0
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HonatHo, kako je dim 7,7 = dim H, + dim V., Baku
T.22V,dH..
Hae, kako je p: Z — M cyOMep3uja u Kako cy ciojeBu [N -opoure, TO je

ker (dps|, ,) = V-

W3 cBera npeTxoqHO AOOH]EHOT, 3aKJbydyjeMo Ja je
dpz‘»Hz : Hz — Tp(Z)MA (*)

nzoMopduszam, To jecT Aa je H jeaHa XOpu30oHTaTIHA AUCTpuOynja. Jlame, kako je H —
Z N -eKBHBapHjaHTHO MOAPACIIOjetbe, KOMMUHUK H /N — Ma je BEKTOPCKO paciiojere

numensuje 2n. Konauno, uzomopdusam usmehy H /N u T M MoxkeMo 3a1aTu ca

[z,v] — dp,(v)
¥ TO 3aBpIaBa JOKas3. O
Cajia IMaMo CBe INTO HAM je€ HEOIMXOIHO Jia OMCMO J0Ka3ajd IJIaBHy TEOPEMY y OBOM

aesy paja.

oka3z meopeme 12. Kako je ToramHa YepHoBa KJjlaca TPUBUJAJIHOT paciiojewma 1, TO U3

Teopeme 13 modujamo

c(Ma) = c(TMp) — ¢ (CT™) =c(TMa®C4™") = @Lk

d d
= [Tt =TT+ w0
k=1 k=1

IIPU YEMY CMO Y NIOCJIe/IHh0] jeIHAKOCTU UCKOPUCTUIIM J1a 32 JIMHU]CKO paciiojerwe Ly Baku
c¢(Ly) = 1+ ug. 3axmpyuak 3a YepHoBe Kiace oxmpeheHor peaa go0ujaMo ITUPEKTHO,
U3/IBajabeM ejieMeHTa oJrosapajyher pena uz totajiHe YepHoBe Kjace U KOpUlThemheM

yumeHulle na je 0A = Fy U --- U Fy. O

Ha 6ucmo mnpeTxoaHy ¢opMysy y MOTIYHOCTH CBeJM Ha KOMOMHATOPHE TEpMHHE

IIOJIMTOIIA, HpCOCTajC caMo Ja paBjaCHI/IMO KaKO C€ KOXOMOJIOMIKE KJIaC€ Uy MHOXKCE.

Jlema 11. Heka je ky < ky < --- < k; pactyhu nopezak unjekca. Taga Baxu

Uy -+, = PD [pa! (Fy NN )],
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IIpH YeMy ca JJeCHe CTpaHe y3uMaMo HyJIy aKo je mpeceK cTpaHa rnojuTomna npasaH. Cre-

LIMjaJIHO, 32 j = T BaXW

1, ako Fy,,...,F}, uMajy 3ajeIHUUKO TeMe

(Upy + - uk,, [Ma]) =
0, wuHaue.

Hamnomena 16. Kaxo je Ma 3aTBOpeHa, OBE3aHa U OPUjEHTACAHA MHOTOCTPYKOCT AM-
MeH3uje 2n — opujeHTanujy 3aaaje popma 3anpemuHe wik — 10 je Ho,(Ma;Z) =2 7Z, a
KaHOHCKH reneparop [Ma] oBe rpyme 30BeMo ¢pyrdamenmantom kaacom. Crnapuparbe
(-,-) je eBanmyalja KOXOMOJIOIIIKE KJIace Ha XOMOJIOIIKOj; CBaKOj KOXOMOJIOIIKOj KJIaCh
pena 2n OHO MPHUIPYKY]je jedaH meo Opoj. [eoMeTpHjcKku, ako ce 3aTBOPEHe OpHjeHTUCAHE

MOIMHOTOCTPYKOCTU A 1 B KOMIUIEMEHTapHHUX TUMEH3Hja CeKY TPaHCBEP3aJHO, BAKHU
(PD[A] — PD[B], [M4A]) = A" B,

npu uemy je A - B unoekc npeceka, TO ject Opoj Tauaka KOHa4yHOT ckyna A N B 6pojaHux
ca 3HakoM —+1 wim —1, y 3aBUCHOCTU O[] TOra Jla JI C€ Y TayK! p OpHUjeHTaluja CyMe
T,A ® T,B noknana ca opujeHtauujom of 1,Ma nm He. Kako cy cBe nogmHoro-
CTPYKOCTH ca KOjuMa ce oBlie cpeheMo MHBapWjaHTHE y OAHOCY Ha T"-MHBapvjaHTHY
KOMIMATUOWIHY CKOPO KOMIUIEKCHY CTPYKTypy J u3 jieme 3 (BUIETH AoKa3 Jieme AS),
IUXOBE TaHTeHTHe npoctope opujeHtumie J. [Hame, 36or T,A © T,B = T,Mn, J-
opHjeHTalMja CyMe ce Mokjana ca J-opujeHtauujom ox 1, Ma, a oHa ca OpUjeHTaLu-
joM 3agatom ¢dopMoM wR, jep je J komnatuOmiHa ca wa. [lakie, cBaka Tauka mpeceka

JonpuHocu ca +1.

Hoxaz. ®Pukcupajmo ungekce by < - -+ < k; ¥ IOCMaTpajMo CEeYeHe

g = (skl,...,skj)

pacnojewa E := Ly & --- @ Ly,, Ipu 4eMy Cy ceuema sy, AepUHUCaHa KO paHuje y

Hariomenu 14. IIpumetmo f1a je o ceueme Hacneheno on F: Z — CJ,

F(z) = (pkl(z),...,pkj(z)) = (zkl,...,zk].),

Takohe aHajorHo kao y HaromeHu 14. CIMYHO Kao paHuje, HUje TEIIKO AOKa3aT Aa
je 0 perynapHa BpeJHOCT MpeciuKaBama F'|z, omakie cliequ Jia je o TPaHCBep3alHO Ha
HYJITO ceverbe paciojema F. Jlonato, kako je o {0} = Dy, N--- N Dy, 3arBOpeHa
MOJMHOTOCTPYKOCT o1l M KoauMeH3uje 27, 1Mo MCTOj nociaeauiii TomMoBe Teopeme O
130MOp(HU3MY KOjy cMO KopucTiin y Haromenu 14, ¢;(E) = PD [0~1(0)]. Konauno,
J
Cj (Lk1 b---D ij) = Hcl(Lkl) = U, " 'Ukj,

=1
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TO JeCT BAXM Uy, -~ - Uy, = PD [Dkl N---N ij}. CrieuyjanHo, y ciayvajy j = n
U3 YMEbeHHIE 12 je A MPOCT MOJUTON MOXKEMO 3aK/byuuTu ja je Fi, N --- N Fy wnm
npas3aH CKyI WK TAYHO jeJHO TeMe MmojuTona A, 4ija je MTHBep3Ha CJIMKa P MOMEHTHOM

IpecvKaBamwy jejHa Tauka. [lakie,
(U, -+ ug,, [Ma]) = (PD [pt], [Ma]) =1,

y cllyyajy Ja je MpeceK Herpas3aH U Hyjla UHayve. [

IHocnequna 2. 3a CUMIUIEKTUYKY TOPYCHY MHOTOCTPYKOCT M nuMeH3uje 2n uuja je

MOMCECHTHaA CJIMKa I[GJII_IaHOB rmoymron A Baxu

(cn(MA), [MA]) = 6poj Temena nonmromna A.

Jloxas. Ilpema Teopemu 12, unaH pena 2n y npou3Boay HZ:1 (14uy) je Z|I|:n [Lies -
Hare, mo nemu 11, cBakm o1 0BUX caOupaka y CrapuBamy JONMPUHOCH ca 1, ako cTpaHe
MMajy 3ajeIHNYKO TeMe WM MHauye HyjaoM. Kako je monurorn mpocT, CBako TeMe je 3a-
jeTHMYKO 3a Ta4yHO N CTpaHa, rna he camMum TMM OMTH M30pOjaHO TAYHO jEJHOM, ILITO

3aBpIllaBa JOKa3s. O]

Hamnomena 17. Y3 nosHaBame ynmeHuLe 1a je YepHoBa Kiaca pena n 3anpaso Ojieposa
KJIaca MHOTOCTPYKOCTH M A, IPETXO/IHA NOC/IEMLIA HAaM Jjaje jOUI je/laH JOKa3 YMHEeHULE
na je OjnepoBa kapakTepuctuka X(Ma) ynpaBo Opoj TemeHa moiurona A, IMTO CMO

paHuje BUAeM y nocjaeaunu 1.

3.2.3 Ilpumepn

VY HapenHUM mpumepuma miycTpoBahemMo TeopeMy O TOTaiHO] YepHOBOj Kjacu Ha
noymTonuMa Koje cMo Beh cperamu y oBom pany. Iloctynak he y oba ciydaja 6utu
UCTU: W3 MOJMTONA OYMTAMO NPUMHUTHBHE BEKTOpPE HOpMalla, IOTOM U3 OBUX BEKTOpa
nobujemo penanpje Mehy Kiacama uy, 3aTUM OIpeJrMO MPOU3BO/IE Kiaca MoMohy jeme

11 1 KOHAYHO MPOCTO MOMHOXHUMO (hakTope (1 + wuy).

Ipumep 25. ITocmarpajmo Beh 106po MO3HATH NOIUTON MHOTOCcTpykocTH CP?, Ha commm
3.8. TIpumMHTHBHU BEKTOpPU HOpMaJsia Ha werose ctpane cy v; = (1,0), vo = (0,1) u

vg = (—1,—1). ¥V ckiamy ca TUM, HOJUTOI MOXEMO 3aIMCATH Y OOJIHKY

A= R?
U :

1
<IE7U1> 2 07 <.’L‘,Ug> Z 07 <IE,U3> 2 __}7

HITO CMO W paHuje uMaii npuirke na suaumo. [Ipema nemu 10, mocroje aBe penaiuje

Mehy Kjiacama uq, Us U Ug:

52611 u; — uz = 0,

E=ey: uy—uz=0.
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Cnuka 3.8

Jlakiie, 3aK/bydyjeMo 1a Bakd u; = Uy = Uz =: u. [IPpUMETUMO Ja OBaj 3aKJby4aK
HHje HEOUEKMBaH — CBakKa oJ] Kjaca uy je [loeHkapeoB yan MOAMHOTOCTPYKOCTH Dy, =
,ugl(F i), a MHBEp3HA C/IMKA CBAaKe OJl TPU CTPAHMIE Tpoyria je jeana mpasa y CP?, to
ject jenan npumepak CP'. Mlakne, u = PD [CP'] € H?(CP?;Z) = 7.

TlokakuMo f1a je u renepatop on H?(CP?;7Z), npu 4eMy 3HaMO Ja je KOXOMOJOMIKH
npcren ox CP? jennax Z[h]/(h®). 3a nouerax, Heka je u = mh, 3a Heko m € Z u

reneparop h. 13 neme 11 gobujamo
1 = (ujuy, [CP?]) = (u?, [CP?]) = m® (h®,[CP?]),

na je m = +1 u camuMm TUM Mopa outr u = +h. Kako ce cBake JiBe pa3ivuuTe Mpase y
CIP? cexy TpaHCBep3aJlHO Y je/IHOj TAUKH, PeMa HATIOMEHH! 16 BIXOB HHIIEKC Ipeceka je

+1. CnapuBaweM v U h KoHa4HO o6ujamo u = h, a He —h. [lame, pauyHamo

3
c(CP?) = H(l +ug) = (14+u)® =1+ 3u + 3u® + .
k=1

Kako je H(CP* Z) = 0, 10 je u® = 0 u Baxku

c1(CP?) = 3u, co(CP?) = 3u?.

CnapuBame apyre UepHoBe kiace ca pyHaamenTanHom kinacom [CP?] jomm jeHom notephyje

panuje no6ujen 3akmbydak — y(CP?) = 3:
(c2(CP?), [CP?]) = 3 (u?, [CP?]) = 3.

IIpumep 26. Iocmatpajmo caga MHOTOCTPYKOCT (S% X S% aw; +bws) ca aejcTBOM TOpyca
T? kao panuje y npumepy 13, unja je MOMEHTHA CJMKa TIPABOyraoHuk A = [—a,a] x

[—b, b], Kao Ha CIIUIK UCTIOA.
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Fy b

V1 v2

Fy Fy
TUg

—b P

Cnuka 3.9

[TpUMUTHBHY BEKTOPH HOpMaJia KOj MOKa3yjy Ka yHyTpa cy y oBoM ciy4ajy v; = (1,0),

v = (=1,0),v3 = (0,1) mvy = (0, —1), 10k A MOKEMO BUIETH KAO CKYTI
A={zeR| (z,01) > —a, (x,v5) > —a, (x,v3) > b, (x,v4) > ~b} .
Oppenumo penanuje usmely uq, us, Us 1 Ug:

E=e1: U —uy =0,

E=ey: uz—uys=0.

Jlakne, u; = uy =: o U ug = uy =: 3. IIpuMEeTMMO MOHOBO Ja NOOHjeHe pesaluje
1Majy cMHCJIa U TeomeTpujcku. Haumme, MHBEp3HE CIMKE CTPAHMILIA UMjU Cy HOPMAJHU
BEKTODH U, U Uy, TO jecT cTpanmua Iy m Fy, cy {pt} x S?, 1ok cy uHBEep3HE CIMKe
ropme U nome ctpanuie S? x {pt}. Crora Huje HEOUEKMBAHO Jia U; W Usg, OAHOCHO
Us ¥ U4, OATOBAPAjy UCTUM KOXOMOJNOIIKUM Kjiacama. Jlakie, a u 3 cy KOXOMOJOIIKE
KJIace JiyasHe noamMHoroctpykoctuma {pt} x S? u S? x {pt}, penom, u oxe uune 6azy o
H2(S? x §%,7) = 72

Jlame, kako cy F| u F, HacnpaMHe CTpaHUIle PaBOYTaOHMKA, HUXOB IIPecekK je Mpa3aH,
na no jemu 11 Baku o = ujuy = 0 1, moTIyHO aHaNorHo, 32 = wusuy = 0. Ca apyre

cTpaHe, Kako crpanuie F) u F3 jecy cycene, 1o je
(aB,[$? x %) = (uius, [S* x §7]) = 1.

OBO je MOHOBO CarjiacHO ca reOMETPUjCKOM HHTYHUIIMjOM, jep C€ MOJMHOTOCTPYKOCTH

{pt} x S? u S? x {pt} cexy TpancBep3aIHO U TO Y jeaHO] Tauku. KoHauHo, pauyHamo

(8 x 8% =[](1 +w) = 1+ )’ (1 +B)*.

k=1

Kakoje o> = 8> =0,10je (1 + )? =1+ 2au (1 + B)* =1 + 243, na gobujamo
c(S? x 8% = (1+2a)(1+28) =1+ 2(a+ B) + 4ap.

65



Jakne, no6umu cMo u ¢; (S? x S?) = 2a + 243, kao u cp(S? x S?) = 4a3, wTO MOHOBO
noTBphyje panuje uzBeeH pesyntar o OjIepoBoj KapaKTEPUCTULI MHOTOCTPYKOCTH S? X
S, jep je

(e2(5% x §%),[S? x S%]) =4 (ap, [S* x 5%]) = 4.
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I'1aBa 4

CuMILIeEKTHYKE TOPYCHE
MHOT'OCTPYKOCTH Ca KOHTAKTHOM

I'PaHAIIOM

CBe MHOTOCTPYKOCTH ca KOjUMa CMO Ce JI0 cajja Cpejid y OBOM pajy Ouiie cy 3aTBO-
perHe. VY m1aBu 2 cMo BUenW jAa JlesaHoBa KOPECIOHJeHIMja YCIoCcTaBba OUjeKLunjy
u3Mel)y 3aTBOPEHUX CUMIUIEKTUUKUX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH M JIeJI1aHOBUX HMOJUTO-
1a, Te je MPUPOHO 3aNMTATH Ce IITa Ce JielaBa Kaja Taj ycJioB ocinadbumo. Lnm oBe riase
je ma ykaxemo Ha O6oraty TeopHjy Koja ce Ha OBaj HAUMH OTBapa W Ja (hpopMy/HUIIIeMO
HEKOJIMKO OTBOPEHMX IMUTama Koja Ce y O] MOCTaBbajy. Y JabeM H3jarawy hemo ce
npe cBera ocjamatu Ha [27] u [20] u Behuny pesyartata hemo camo (opmyaucaTa Uan

WIYCTPOBATH Ha MpUMEpUMa, 0e3 J0Ka3a.

4.1 KoHTaKkTHe MHOTOCTPYKOCTH KAa0 I'PaHMIIE

CUMILNICKTHYKHX

[TopceTMo ce Hajupe OCHOBHMX IOjMOBa M3 KOHTakTHe reomerpuje. Heka je V
IJIaTKa MHOTOCTPYKOCT nuMeH3uje 2n — 1. [luctpudynuja komumensuje 1 Ha V' je riaTka
ammmja xuneppasuu { C T'V, 1o jecr, €, < T,V je nornpocrop qumensuje dim V' —
1 u nonemuBame p — &, je marko. Cpaka TakBa AUCTpPUOYLMja CE€ JIOKAJTHO MOKE
npuKaszaTi Kao & = ker « 3a Heky nudepeHnjaHy 1-gpopmy . AKO IPUTOM 3a TaKBO

. BAXH

A (da)NmY £ 0,

aucTpulyuujy & Ha3uBaMo kowmaxkmuom cmpykmypom, a nap (V, &) konmaxmnom mmo-
2ocmpyxowhy. YKoOIMko je ¢hopma « T7100aJTHO NepuHUCaHa, HA3UBaMO j€ KOHMAKMHOM
¢opmom Ha V', a KOHTAKTHY CTPYKTYpY & koopujenmabunnom. Tlogcetumo ce Takohe na
KOHTaKTHE CTPYKType Ha 3aTBOPEHUM TPOJVMEH3UOHATHUM MHOTOCTPYKOCTHMA JI0J1a3e

Yy ABa pas3jituniTa TUlla.
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Nedpunnnuja 23. Heka cy (V3,&) u (V5, &) KOHTaKTHE MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Hje

2n—1wumnekaje ¢: Vi — V5 mudeomopduszam. 3a ¢ KakeMo J1a je KOHmaKkmomopghuszam

aKo je dip(&1) = Ea.

Nedpnnnnuja 24. Hexka je (M, w) CUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT. Bektopcko mobe X

Ha M (Wm Ha HEKOM OTBOpPeHOM noackyny on M) je Jluysunroso ako Baxu
Lxw = w,
WM, eKBUBAJICHTHO, d (Lxw) = w.

EKBHMBaJIeHTHOCT J1Ba yCJIOBA U3 IPETXO/AHE JepUHuUIIMje HerocpeaHo cienu u3 Kapranose

¢opmynie u 3aTBOpeHOCTH (hopMe w:

Lxw=d(txw)+ ixdw =d(txw).

KoHTakTHe (hopMe ce MpupoaHO jaBibajy HA IPAHUIIAMA CUMITIEK TUYKUX MHOTOCTPYKOCTH,

HITO je caap:kaj cieneher TBphema.

Tephemwe 7. Heka je (M, w) cUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT Ca TPAHHUIIOM U Heka je X
JInyBrI0BO BEKTOPCKO NOJbe JiepuHmcaHo 03y rpanurie og M. Ako je X TpaHCBep3aHO
Ha OM, oHpia je

a:= (1xw) ‘8M

KOHTaKTHa popma Ha M. Y TOM citydajy, KakeMo Ja je TPaHUIA KOHMAKMHO2 Mund.

Jokasz. Kako je da = wlgp, TO je

1
aA(da)" ' = (xw) ANw™h = = ixw™,
n
mTo je ¢hopma 3anpemuHe Ha O M ympaBo 3ato mro je w” ¢opma 3anpemune Ha M u X

TpaHCBep3aJHO Ha OM . []

Ipumep 27. Ha (R*", Y}, dxy, A dyj,) mocMaTpajMo BEKTOPCKO HOJbe

1 — 0 0
X == 7 ).
2 ;; Gk@fﬂk I 0yk>
JIMpeKTHUM pauyyHOM npoBepaBaMo 1a je X JInyBHI0BO BEKTOPCKO 0JbE, OJHOCHO /1A je

d (txw) = w. AKO MOCMATPaMO PECTPUKIIM]y CTaHIapAHE CUMILIEKTHYKE popMe Ha

n

D*" = ¢ (z,y) € R*™ Z (z7+yp) <1,
k=1

D?" nocTaje CUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT €a IPAHULIOM JMMEH3HUje 21 U IIPU TOME je
OD* = §?"~1 Jlame, Heka je mara pynkimja f: R* — R,

n

fla,y) =Y (ar + 7).

k=1
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Hpumerumo aa je f~'{1} = S?"~! ma xako je 1 perynapua Bpemsoct ¢yHkimje f,
10 je 1,5*" 1 = kerdf, y cBakoj tauku p € S**~!. JlogatHo, BeKTOpPCKO moke X je

TpaHcBep3aiHo Ha S2"~! jep y cBakoj Tauku p € S?" ! paknu

n n

dfy (X,) =Y (2zp - 3o +2yp - 3us) = > (2 +yi) = 1 #0.

k=1 k=1

Tlakie, npema tBphewy 7, S?"~1 = OD?" je KOHTAKTHOTI THUIIA, CA KOHTAKTHOM (POPMOM

n

1

Qst = [/Xw’S}n—l ~ 95 Z (k dyr — yr day)

k=1

KOjy hemo 3BaTu cmandapoHoM, a BeHO Je3rpo CMAaHOapOHOM KOHMAKMHOM CMPYKmMy-

pom Ha S 1L,

Nedunnmuja 25. Heka je (M,w) KOMIAKTHA CUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT ca rpa-
HuoM V. = OM, neka je X JluyBWIOBO MoJbe AE(PUHUCAHO y OKOJMHH TPAHUIEC U
TpaHCBEP3aJIHO Ha rpaHuily ox M u Heka je o = (1xw) |v MHIyKOBaHa KOHTaKTHa (hopma
Ha V.

* Axko X mokasyje ka cnosa 'y ogHocy Ha V', opujeHTanuja Ha V' 3agaTta hopMom o
MIOKJIala ce ca OpPMjeHTaljoM Ha rpaHuuy HacjaeheHoMm u3 M u Tajza KaxkeMo Ja
je rpanmuiia MHOroctpykoct M konsexcrna, a (M, w) 30BeMO jakum (KOHEeKCHUM)

CUMNACKMUUKUM NONYHerbem KoHTakTHe MHOroctpykoctH (V) ker «v).

* Ako X mokasyje ka yHympa y OgHOCY Ha V', Kaxkemo Ja je IrpaHuila MHOTOCTPY-
koctu M konkaena, a (M,w) 30BEMO KOHKAGHUM CUMNAEKIMUUKUM NONYHEHEM

KOHTaKTHe MHoroctpykoctH (V, ker «v).

Hedunummja 26. 3a KOHTaKTHY CTPYKTYpy £ Ha 3 — MHOTOCTPYKOCTH V' KakeMo Jia je
3aeépHyma (eHr. overtwisted) ako TocTOju 3aBpHYTH AUCK ynoxeH y (V, £), To ject muck
Yyja je rpaHulla y CBaKOj TAYKM TaHTE€HTHA Ha . 3a KOHTAKTHY CTPYKTYpPY KaXeMo Jia je

3ameznyma (€Hr. tight) yKOJIMKO HUj€ 3aBPHYTA.

Hanomena 18. IIpema Teopemu kojy Empambepr nokasyje y [16], mocrojame jakor mory-
HBEHha KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3HUje 3 MOBJIauM 3aTETHYTOCT KOHTAKTHE CTPY-
KType, a UCTHU 3aKJby4aK je KacHHje JOoKa3aH U y BehuM aumensujama. Jlakie, KOHTaKTHa
CTPYKTypa Ha MHOTOCTPYKOCTH KOja jé KOHBEKCHA I'PaHMIIa CUMIUIEKTUYKE j€ HYKHO 3a-
TErHyTa, JOK KOHTaKTHE CTPYKTYpe Ha KOHKaBHMM I'paHUIIaMa MOTY OMTH U 3aTE€THyTE U

3aBpHYTE.
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4.2 TopycHa nejcTBa HA CUMILIEKTHYKHM

MHOI'OCTPYKOCTHUMA Ca I'PAaHUIIOM

Crnenehe TBphemwe, Koje je y CYIITHHM CIIelMjasiaH cJIydaj TBphewma 7, Ham oOjalnmbaBa
KOje MMILUIMKAlUje TOPYCHO /IeJCTBO Ha CUMIUIEKTMYKO] MHOTOCTPYKOCTH MMa Ha HEHY

paHUlly KaO KOHTAKTHY MHOI'OCTPYKOCT.

Tepheme 8. Heka je (M?",w) KOMIAKTHA CUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT ca e(heKTH-
BHMM, XaMUJITOHOBUM JejcTBOM Topyca 1™ u HempasHoM rpanuniom V = OM u Heka
nocroju Jlnysmioso nose X, aeduHucano y okonuHu rpanune V' = 0M u TpaHCBep-
3aJIHO Ha rpanuiy. Taga je (V, ker (L XW ‘ V)) KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT ¢a KOHTaKTHOM

CTPYKTYPOM MHBApHjaHTHOM Y OJJHOCY Ha J1ejCTBO Topyca T".

Joxa3z. Topyc T" nejctByje Ha M cumiuiekToMopdu3MuUMa U, MOCIeINYHO, YyBa IPaHu-
iy V. JInyBuI0BO BEKTOPCKO Mosbe X He Mopa OMTH MHBApHjaHTHO y OHOCY Ha AEjCTBO
TOpyca, ajli yBEK NOCTOjU HEKO JIMyBUIOBO BEKTOPCKO IOJbE KOj€ TO jECTE U IIPU TOME je

ycMepeHo Kao X M Takohe TpaHCBep3aJHO Ha IpaHuIly. 3aucTa, MOKeMO MocMaTpaTH

X = / dp (Xt

[Mokaxxumo Hajrpe aa je cBako of moba (dip;) (X ) JlnyBunoBo. 3a MpoU3BO/baH TAHTEHTHH

BEKTOP v y TaYKH D BaXKU
w((der) (X), v) = w((dgr) (X), (der) ((der) ™ (v))) = () (X, (der) " (v))
a KaKo JIejCTBO 4yBa CUMIUIEKTUYKY (hOpMY, TO jeCT BAXH p;w = w, J0OUjaMO
Ldpy (X)W = (@;1)*@)(00)-
Kako je X JInyBrJI0BO BEKTOPCKO MOJbE, CIIEIN
d (tapxw) = (o7") d (ixw) = (¢") w =w,

na je (dy;) (X) JuyBunoBo mnosbe 3a cBako t. OmaBiie MOXKEMO 3aKJ/byUUTH U 712 je X

JInysuiioBo. KoHkpeTHo,

1) =a (o [ e coa ) ) =a( [ wtae 0o, ar).

a KaKo CroJballllbh U3BOJ KOMYTHPA ca MHTErpalujoMm Mo ¢, 1o01jamo

d(z,)?w) :/ d(Ad%(X)w) dt:/ wdt:w/ dt = w.

Jabe, Kako dy; 4yBa TPAHCBEP3ATHOCT Ha IPAHMILY, CBAKO O] BEKTOPCKuUX mosba (dp;) (X)

je TpaHcBep3aJHO Ha V M TMoKa3yje Ha UCTy cTpaHy kao X. Heka je f medunumnyha
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(pyHk1Mja rpanuue, TO jecT rarka pyHKIMja JepMHUCaHA y OKOJIMHY TPaHULIE 32 KOjy je
V = f10)udf # 0naV. Tana je T,V = ker df,, na je BeKTOp w TpaHCBep3alaH Ha
V' u nokasyje Ha ucty ctpany kao X TauHo Kaja je df (w) uctor 3Haka kao df (X ). Cana

MOKEMO 3aKJbyIUTH
4 (X) = [ arttag) ()de 20

jep je nmoauHTerpaiHa (pyHKIIMja HeTIpeKUIHA, HUTIe HyJla U CTAJTHOT 3HAaKa Ha KOMITAKT-
HOM Topycy. [akie, u X je TpaHcBep3aTHO Ha V' ¥ mokasyje Ha UCTY CTpaHy Kao X.

Heka je caga a = (L)?w) ‘V. [Ipema TBphewy 7, cv je koHTakTHA popma Ha V', a Kako cy
X uw VMHBapWjaHTHU, NHBapUjaHTHa je u opMa «, na JejctBo Topyca T Ha V uyBa
¢ = ker a. lomatHo, aejctBo Ha V' je Takohe epeKTUBHO, jep TOK MHBAPUjaHTHOT MOJba
X eKBHUBAPUjaHTHO HEHTH(UKYje OKOJMHY TpaHuile ca mpousBogoMm (—&,0] x V, ma
eJIEMEeHT TOopyca KOju TPUBHU]AJTHO JIejCTBYje Ha V' TpUBHjaJIHO AEjCTBYje U HA TOj OKOJIMHH,

a OHJIa, 300T MOBE3aHOCTH, M Ha 11€JI0j MHOTOCTPYKOCTH M . [

Cana moxemo aeuHHUCATH LIEHTPAJHU 10jaM y OBOj IVIaBU. YCIIOB 3a AWUMEH3U]Y

. . . . n l .
Topyca y ciejiehoj eduHUImju TOTIyHO je aHangoran yciaopy dimT" = 5 dim M w3
JnepuHMIIMje CUMILIEKTUYKE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH — U 'y JEJHOM U Yy APYroM Ciyy4ajy
ped je 0 ToOpyCy MaKCUMaJlHE AUMEH3HM]je KOjU YOIuTe MOXke €()eKTUBHO JI€JCTBOBATH Ha

MHOT'OCTPYKOCTH, UyBajyhul JaTy CTPYKTYpY.

HNedmaummja 27. Konmakmna mopycHa MHO20CMPYKOCH jeé KOOPUjEHTHCAHA KOHTAaK-
THa MHOrocTpykocT (V27~1 ¢) 3ajenno ca epekTuBHMM J€jcTBOM Topyca T™ Koje 4yBa
&. Tpeuunsnuje, 1ejcTBO je e(peKTUBHO U ¢; : V' — V je KoHTakToMopdu3am, 3a CBaKO
te T

Kao mro Bunumo u3 aeduHUIMje, KOHTAKTHE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTHU CY 00jeKTH KOjU
MI0CTOj€ HE3aBUCHO O] CUMIUVIEKTUYKUX U UMajy Pa3IMYUTy IPUpPOAY, ITO heMo nokymatu

Jla WIyCTPYjeMO y HAaCTaBKYy.

Nedunnnuja 28. Momenmno npecauxasarve H,: V. — (R™)* je npecnukaBarme 1e-
(puHMCaHO ca
(Ho(p), X) == q, (XF), X eR",

npu yemy je X MH(pMHUTE3UMAJTHU TeHEePaTop JejcTBa IPUAPYXKeH eleMenTy X .

Hanomena 19. 3a pa3nuky o1 3ameopeHux CUMIUIEKTHIKIX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH,
3aTBOpEHE KOHTAKTHE TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTH Ha MOpajy [a MMajy OCOOMHY Aa je MH-
BEp3Ha CJIMKa CBaKe Ta4yKe ITPYU MOMEHTHOM MPECIIMKaBamby MoBe3aH CKyI. OBy YHEHHUITY

uiyctpyje npumep 28.

Ipumep 28. Iocmatpajmo 1ejcTBo Topyca T? Ha KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH

(T?, ker (cos(2mnb) df; + sin(27nd) db,))
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neduHrcaHo ca
(€",e") % (0,01,02) = (0, 01 +t1, O +12) .

: ) 0 0 .
BekTopcka mosba koja aeUHUIILY OBO AEJCTBO CY Xf’E = 20, u Xf = 20 na je
1 2

oliroBapajyhe MOMEHTHO MPECIUKaBabe
H(0,01,60;) = (cos(2mnd), sin(27nh))

Y MOMEHTHA CJIMKA je KpyT, Kao Ha cyuiy 4. 1.

N

Ciuka 4.1 MomenTHa cika aejctsa Topyca T2 na T2,

Axo n3zabepeMo Mpou3BOJbHY TaukKy A ca OBOT Kpyra, MOkeMO MPUMETHTH J1a je UHBEp3HA

cmuka tauke A npu H ckyn

1 2 -1
0+ e+l
n n

H'(A) = {9, 0 + - } X Tgh%,

KOjI/I nMa 1 KOMIIOHEHTHU IMOBE3aHOCTMU.

Hanomena 20. BaxHo je HarnacuTy Ja NpeTXoAHa HaIllOMEHa BaXU U 32 CUMIUIEKTHUKE
TOPYCHE MHOTOCTPYKOCTHU Ca TPaHULIOM. JelaH Takas IpUMep WIyCTPOBaH je Ha CIIMLU
4.5, rie je HBep3HA ClIMKa Tayke A 3ampaBo yHHja aBe opoute. HapaBHO, UCTO Baku 1

3a MMPOU3BOJbHY TAUKy KOja Ipunaja mpadupaHoj odi1acty Ha ciauiu 4.5.

IIpumep 29. Bpatumo ce Ha npumep 27. JInyBHUIOBO BEKTOPCKO mosbe X je pajujaiHo
¥ MOKa3yje ojl KOOPAMHATHOT TI0YeTKa Ka Crojba, a iuck D* nexu ynpaso ca oHe cTpaHe
cepe ca koje je koopauHaTHM moderak. JMaxne, X nokasyje u3z D*, na je rpanuua

KoHBeKcHa U (D% wy;) j€ jaKo CUMILIEKTUYKO TIOMyHherbhe MHOrOCTpyKocTH (53, &4t ).
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Cnuka 4.2 MoMmeHTHa ciuKa 1 cMep JInyBUJIOBOT BEKTOPCKOT T10Jba.

Hanomena 21. Maxko je MoMeHTHa cvka aucka D* ucTu Tpoyrao Koju cMo y rjiasu 1
Buen Kao JlemanoB nommron mMuoroctpykoctd CP?, jacHo je 1a ce He pajm O MCTOj
MHOTOCTPYKOCTU. [leniiaHoBa KOpeCHOHACHIIMja U3 TJiaBe 2 yCIocTaBba OUjeKIHjy ca
3ameopeHUM CUMIUIEKTUUKUM TOPYCHUM MHOTOCTPYKOCTUMA, Ia MOJUTOIY Kao TaAKBOM
onrosapa CP?, nok auck D* nma rpanuiy u Huje oOyxBaheH OBOM KJIacH(DHKAIOM.
Pa3uka ce BUaM y TOMe 1ITa je MHBEP3HA CJIMKa XUIOTEHY3€ TP MOMEHTHOM IPEC/INKa-
Bamy: y ciydajy CP? 1o je cpepa koja capsku (pUKCHe Tauke, JIOK je y cilydajy aucka D*
XMIIOTEHY3a MOMEHTHA CJIMKa TPAHMIIE, 1A je HheHa MHBep3Ha cmka cepa S° Ha K0joj
TOopyc AejcTByje Oe3 (puKCHUX Tadaka. Takohe, y ciydajy mpuKa3zaHOM Ha ciaumu 4.2,
JEIMHO KOOPIAMHATHU MOYETAK je TeMe MOJIMTOMNA KOje oaropapa (pMKCHOj TauKU [1€]jCTBa,
JIOK TIpeocTala JBa TeMeHa ofroBapajy S'— opbutama, 3a pasmuky ox CP? u, yormire,
3aTBOPEHUX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH, IJIe 3HAMO Jla CBAKO OJ1 TEMEHA MOJUTONa yBEeK

0JroBapa jeJHOj (PUKCHOj TAUKH.

Hanomena 22. On6anuBameM NPeTIIoCTaBKe O TOME /1A je€ CUMIIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT
KOjy TIOCMAaTpaMo 3ameopera TyOrnMo u MH(GOPMAIFjy O TOME KaKo y OMIITeM CIydajy
U3IJe/1a ’heHa MOMEHTHA CIIMKA — KOJ MHOTOCTPYKOCTH KOje HUCY 3aTBOpEHe, MOMEHTHA
cika He Mopa Outu nonmtorn. Beh mehy obnactiuma y (C™, wy), ”HBApUjaHTHUM y OHOCY
Ha ctangapaHo T" - nejcTBO, KOje ce HAa3UBAjy mopycHu 0OMeHU, MOMEHTHE CJIUKE MOTY
O6UTH pa3iInuuTe 00J1aCTH y IPBOM KBAJPAHTY, YMjU KPUBOJIMHU]CKH €0 IPAHUIIE OJrOBa-

pa rpaHUYHO]j XMIIEpHOBPIIM. Je/laH TakaB NpUMep MpUKa3aH je Ha cauiu 4.3.

IIpumep 30. [Mpuvepu CUMIUIEKTUYKMX TOPYCHMX MHOTOCTPYKOCTH Ca TPAHHUIIOM KOH-
KaBHOI' THINa J00Mjajy ce JMHeapHUM MHCTajauujama (EHI. .auHeap naymOuHzc) ITUCK
paciojera Haj JABOAMMEH3MOHATHUM cdepama. JleTasbaH OMMC M KOHCTPYKIIMja OBUX
MHOTOCTpPYKOCTH Mory ce Hahm y [30], 1ok cy nmpumepu oaroapajyhnx MOMEHTHHUX CJIMKA

WIyCTPOBaHU Ha ciaukama 4.4 u 4.5.
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n(OM)

Y

a u

Cmuka 4.3 MoMeHTHa CIrKa TOPYCHOI' IOME€HA Ca KOHBEKCHOM KOHTAKTHOM I'PAHHULIOM Y

(C2

\S3

Cmuka 4.4 CuMIuleKTHYKa TOpPYCHA
MHOTOCTPYKOCT Ca KOHKAaBHOM I'DAHUIIOM,
npu uemy je rpanuna cdepa S° ca
3aTErHyTOM KOHTAaKTHOM CTPYKTYPOM

Cmuka 4.5 CummiekTdyka ToOpycHa
MHOTOCTPYKOCT Ca KOHKAaBHOM I'DaHULIOM,
npu uyemy je rpanuna cdepa S° ca
3aBPHYTOM KOHTaKTHOM CTPYKTYpOM

Hanomena 23. [TocmaTpajMo MOMEHTHY CJIMKY WJIyCTpoBaHy Ha ciuiu 4.4. Tpu temeHa

IIPaBOYraOHMKA y OBOM CJIy4ajy OAroBapajy (pMKCHUM Tauykama JI€jCTBa, JOK CBE OCTaJle

TauKe Koje TpUIajiajy IIaBUM MBUIIaMa OfiroBapajy S'-opOurama, a TauKe y YHy TPallibo-

CTU IBOAUMCH3UOHAJIHUM TOpYyCHUMA. HaKIIC, IOCeOHO je 3aHUMJBUBO IIOCMATpPATH HPBEHU

JIE0 TPAHMIIE TIONMTONA, YMj KpajeBH OiroBapajy S'-opbutama, a cCBe yHyTpallbe TauKe

Topycuma T?. CrenujanHo, MOKeMO NPUMMETUTH [a CE HA OBAKO HALPTAHO] CJIULY BUIU

Kako cepy S MoKeEMO TOOUTH JIETUbEHEM JIBa MyHa Topyca, ST x D? u D? x S, mro

j€ WIyCTpoBaHO Ha cymiu 4.7.
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Ciuka 4.6 Cmuka 4.7

4.3 OTBopeHa nIUTaka

Pan hemo 3aKkJbyddTH KpaTKUM TIPETJIeIOM THTama Koja Cy y ONMCAaHO] O0JIACTH U

Iajbe OTBOpEHaA M KOja OMCMO UCTAKJIM Kao Moryhe mpaslie faber HCTPaKUBaba.

1. Kaacugpukayuja cumnaekmuukux mopycHux MHO20CMPYKOCMU Cd 2PAHULOM.
JenaHoBa TeopeMa M3 IlaBe 2 y MOTIYHOCTH OIHUCYje Clly4yaj 3aTBOPEHUX MHO-
TOCTPYKOCTH, JIOK y CJIy4ajy MHOTOCTPYKOCTH ca I'PaHMLIOM Kjacuukanuja Huje
no3Hata. KOHKpeTHO — Koje ce CBe MOMEHTHE CJIMKE jaBibajy y Ciy4ajy MHO-
TOCTPYKOCTH Ca KOHKaBHOM WMJIM KOHBEKCHOM rpaHunioM? [la mm ce u'y ciyuajy
CUMIUIEKTUYKUX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH Ca I'PAHHULIOM MOXE YCIOCTaBUTH KO-
pecrionieHIja u3Mel)y OBUX M HEKUX jeJHOCTABHHjUX T€OMETPHUjCKUX OOjeKarta,

Kao 1ITo je To 0o ciyuaj y denanoBoj Teopemu?

2. Mely npumeprmMa CUMIUIEK THYKMX TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH Ca KOHBEKCHOM I'pa-
HHIIOM C€ UCTUYYy TOPYCHHM JOMEHH. TOpycHM AOMEHH Cy BeoMa dyecTa TeMa ca-
BPEMEHHX UCTPaKMBaha — UCTIUTY]y Ce CUMIUIEKTUYKA y/larama jeJJHOT JOMeHa Y
APYTH, Kao ¥ CUMILUIEKTUYKHY KallallUTEeTH, KOjU CE Y OBOM CJIy4ajy MOTY U3padyyHaTH
U3 MOMEHTHe cimke. buio 6u Beoma 3aHMMJBMBO CBE OBE OCOOMHE WCIMTHUBATU
Ha NPOM3BOJbHO] CUMILJIEKTUUKO] TOPYCHO] MHOTOCTPYKOCTH Ca KOHBEKCHOM WJIU
KOHKaBHOM I'PaHMIIOM, I/Ie 10 caJia FOTOBO HUIITA HUje IO3HATO. Mory Ju ce u Taja
CHMIUICKTHYKH KaraluTeTd IPOYNTaTh U3 MOMEHTHE CJIMKE M KaJia jeJHa TakBa

MHOTOCTPYKOCT MOKE YJIOKUTU Y APYTr'Y CUMIIVICKTUYKUM ynaraH)eM?

3. Kao mro cmo Beh noMeHy M, TOPyCHU AOMEHU CY IIPUMEP CUMITJIEKTUUKUX TOPYCHUX
MHOT'OCTPYKOCTH Ca KOHBEKCHOM I'paHMLIOM. Kako onucatu CUMIUIEKTUYKE TOPYCHE

MHOTOCTPYKOCTHU Ca KOHBEKCHOM I'PAHUIIOM KOj€ HUCY TOPYCHU JAOMEHU?
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4. 'V nquMmeH3uju 3 cBaka KOHTAKTHa TOPyCHa MHOTOCTPYKOCT jaBjba C€ Ka0 KOHKaBHa
I'PaHMLIa CUMILIEKTUYKE TOPYCHE MHOIOCTPYKOCTH, IITO je JoKa3aHo y [29] . [a i

IIOMEHYTO TBpheHe Baku U 'y AUMEH31jaMa Behum of Tpu?
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HomaTtak A

MopcoBe u Mopc-boroBe (hyHKIHje

A.1 Mopcose hbyHKIHjE

Heka je M riaTtka MHOTOCTPYKOCT AUMEH3U]E N.
Hedunnmuja Al. 3a rmatky pykumjy f: M — R xaxemo na je Mopcosa pynkyuja

Ha M ako cy CBe BeHe KpUTUYHE TauKe HeJereHeprcaHe.

[loncetnmMo ce mMojMoBa KOjU ce jaBibajy y NpeTxonHoj aepunuumju. Tauka p € M je

kpumuuna mauxa dyHkugje f ako je df, = 0. Kpurudna tauka je nedezenepucana ako

_&r
ﬁxiamj P

HECUHTYyJIapHa, [IPU YeMY CY T, . . . , Ty, JIOKAJTHE KOOPAMHATE Y OKOJIMHU Tauke p. [Ipu-

je MaTtpuiia XecujaHa

METHMO J1a YCJIOB HECUHTYJIAPHOCTU MaTpHile XecHjaHa He 3aBUCU O] U300pa JIOKAJIHUX
koopnuHata. Heka je f: M — R rnatka ¢yHKIMja Ha IJIATKO] MHOTOCTpYKOCTH M 1

Heka je p € M kputnuHa Tauka pyHkimje f.

Hedunnnmuja A2. Xecujan dynkumje f y Tayku p je CUMETPUYHO OMJIMHEAPHO MPeCciIu-
KaBame
df(p): T,M x T,M — R,

neduHrcaHo ca
C )V, Va) = Vi (V) |
IIpY YeMY je Vs IIPOM3BOJBHO ITIATKO BEKTOPCKO MoJbe Ha M TakBoO Aa je 172(p) = V.

Huje Temiko 1oka3aTv ja je npeTxoaHa aeuHUIMja 3aucTa 100pa, Kao 1 J1a OBaKo Jaedu-
HUCAHOM IpeciMKaBaky Yy KOOpAMHAaTamMa 3aucTa oJroBapa MaTpuua XechjaHa Kojy cMO

paHuje MOMeHYJIH.

[ToxceTnMO ce MO3HATE YMILEHUIIE U3 JIMHEApHe aareOpe — CBAaKO CHMETPHYHO OMJIMHE-
apHo npeciukaBawe V X V. — R Moxe ce qujaronammszoBaru. llltaBuiie, Moxemo ra

NpeACTaBUTH AWjarOHaJTHOM MAaTPHULIOM Koja Ha aujaroHany uMa camo 0, 1 mim —1.

Hedunmmmja A3. Hnoexc cuMeTpUIHOT OMJIMHEApHOT MpeC/IMKaBama je Opoj jeJuHUIIA

Ca 3HAKOM - y IIPETXOAHO HABEJEHOM AMjaroHaJTHOM 3aluCy.
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Hedunumuja Ad. Unoexc kpumuune mauxe p pyHkuuje f je MHOEKC BeHOr XecHujaHa
d*f(p).

Jlema Al. (Mopcosa aema) Heka je f: M — R rnatka (yHKIMja Ha I71aTKO] MHOTO-
ctpykoctu M u Heka je p € M HenereHepucaHa KPpUTUYHA Tauyka PyHKIMje f MHOEKCa

A. Taga noctoje koopauHate Ha M y OKOJIMHU Tauyke p y KojuMa pyHKIUja f uMa 00JuK

f@)=fp) = (@) = = (@) + (@) + - + (2m)”.

CHCI_[I/IjaJIHO, u3 MOpCOBC JIEME HENOCPEOHO CJIeAU da CY HEACTCHEPUCAHE KPUTHUYHE

Ta4yKE HYXHO U30JI0BaHE.

Heka je f Mopcosa ¢ynkuyja Ha M. 3a a € R o3Haunmo

M* = ' (~o0,a] = {p € M| f(p) < a}.

Teopema Al. (Mopc [36], Muanop [34])

(a) Heka je a < b u npeTnocTaBumMo aa je ckyn [~ '[a, b], koju unHe cBe Tauke p € M
3a koje je a < f(p) < b, KOMIIAKTaH U J1a HE CAAPXKU HUjeHY KPUTUUHY TAUKy
dynxuuje f. Taga je M* qudeomopduo ca M. ltasume, M je nedopMaoHu

perpakt o M, na je unknysuja M < MP xoMoToINCKa eKBUBAJIEHIIN]A.

(6) Heka je p HenereHepricaHa KpUTUYHA TauKa UHAEKca A u Heka je f(p) = c. Ilper-
TIOCTABUMO J1a j€, 3a HEKO € > 0, ckyn f~![c — &, ¢ + €] KoMITakTaH u 1a He caapxu
HUjeJHy KpUTUYHY Tauyky (yHKUMje f ocuM Tauke p. Taaa, 3a CBe 1OBOJbHO Maje

e, ckym M“T¢ uMa XOMOTOICKH Tull ipoctopa M ¢ ca 3anermbeHoM \-henujom.

(1) Axko je cBaku of ckynoBa M ? KOMIaKTaH, OH/Ia MHOrOCTpykocT M 1Ma XOMOTO-
ncku Tin CW-KoMIieKkca Koju 3a CBaKy KpUTUYHY TauKy MHJEKCA A UMa 10 jeAHY

hennjy numensuje .

Hexka je by (M) := dim Hy (M) k-tu Betujes 6poj maoroctpykoctu M.

Teopema A2. (Mopcoge nejeonakocmu, [36]) Heka je M kKoMmakTHa MHOTOCTPYKOCT, f
MopcoBa ¢yHkuja Ha M u Heka je C), Opoj KpUTHYHUX Tavyaka (pyHKUMje [ uHAeKca A.

Tapa Baxu:
(@) ba(M) < Cy,

() Z(—l)/\b,\(M) = Z(—l)/\a\, u
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HNedpuaummja AS. Caspuwerna Mopcosa ¢pynxuuja je Mopcosa pyHKIIM]ja 3a KOjy y MIpeT-

XOJIHOM TBphewy CBE HEjeIHAKOCTH MOCTa]y jEJHAKOCTH.

IMocaequma Al. Ako cy cBe KpuThuHe Tauke MopcoBe (pyHKIMje f MapHOT WHEKca,

oHja je f caBpuiena Mopcosa (pyHKIIHja.

A.2 Mopc-boroBe hyHkumje

Hedunmmmja A6. 3a ratky dyHkumjy f: M — R kaxemo aa je Mopc—bomosa ako
je ckymn kputniHux Tadaka Crit f yHHMja HOAMHOTOCTPYKOCTH MHOTOCTPYKOCTH M ¥ ako

je 3a cBako p € Crit f MHAYKOBaHO NpecMKaBambe
d*f(p): T,M/T,C x T,M/T,C — R

HeJlereHepucaHo, npu yemy je ca C' 03HaueHa KpUTHYHA MOJIMHOTOCTPYKOCT KOja CaApKu
TauKy p.

Kputnune nogmuorocrpykoctd Mopc—bortoBe (pyHKLIMjE 30BEMO U KPUMUUHUM MHO20-
cmpykocmuma. ITpumerumo aa je Mopcosa yHkumja crienujanan cirydaj Mopc—botose
— TO je yNnpaBo CJIyyaj y KOM Cy CB€ KpUTUYHE MHOTOCTPYKOCTU AMMEH3Hje HyIa, TO jecT

M30JI0BaHe Tauke, na je komnunuk 1, M /T,C neo npoctop 1, M.

Hedunnmuja A7. Hnoexc nosezaHe KputuuHe MHoroctpykoctu C' je JUMeH3uja He-
TaTHBHOT COIICTBEHOI MOTIpocTOpa XecHujaHa (yHKIMje f Ha HOPMAJTHOM pacjojerby
on C, y osHai n~. CiuaHo, koundexc ox C' je AUMEH3Mja TIO3UTUBHOT COTICTBEHOT
noTIpocTopa XecujaHa Ha HOpMAHOM paciojery oa C'. OBe OUMeH3Hje He 3aBUCE O]l
u3zbopa Tauke r € (', Ma UHAEKC W KOWUHJEKC MPOM3BOJbHE KpUTHUHE Tauke z € C

ne(pUHUIIEMO Ka0 UH/IEKC ¥ KOMHAEKC MHorocTpykoct C'.

Heka je (M, g) 3aTBopeHa noBe3aHa PumaHoBa mHoroctpykoct u f: M — R ratka
dynkmja. I'padujenm pyHknyje f je BeKTopcko nosbe V f jeAMHCTBEHO oapeleHo yciio-
BOM

df (v) = g(v,Vf), veTM.

Xecujan yHkumje f y Tauku p je cumerpuuHa OunmneapHa dopma d?f(p): T,M X
T,M — R, xao mro cmo Beh Buzem. OBoj popMH MOKEMO NPUAPYKUTH JIMHEAPHH
oreparop

V2 f(p): T,M —s T,M,

JeIuHCTBEHO ofipeheH ycaoBoM
9(V2f(p)u, v) = Ef(p)(u,v),  w,v € T,M,

Koju hemo Takohe 3Batu XecujaHoMm y Tauku p. Ilpumerumo na je omeparop V2f(p)

CaMoa/I JyHTOBaH y OIHOCY Ha METPUKY ¢, IITO OJIroBapa CUMETPUYHOCTH OWJIMHEApHE

dopwme d* f(p).
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Ckyn kpuTnyHHUX Tayaka Mopc—botoBe ¢yHKIM]je ce cacTOju Ofi KOHAYHO MHOT'O NOBe-
3aHUX KPUMUYHUX MHO20CMPYKOCcmU. 3a CBAaKy KPUTUYHY MHOroctpykoct C' M CBaKo

p € C TaHTeHTHH MPOCTOP Ce I1eTa Ha IUPEKTHY CyMy

T.M=T,CoE®E,,

xT

Ipu 4emy cy E;r n E; pa3aleTt NMNo3MTUBHUM, OJHOCHO HCTATUBHUM COIICTBCHUM IIOT-

npoctopuma oneparopa V2 f(x).

Hexka je ¢;: M — M HeraTMBHU IpajdjeHTHU TOK, TO JECT BaXHU %cpt = —Vfo
v, o = id. Ckyn Tauyaka yuje TpajekTopuje KoHBeprupajy ka C kaga t — +oo je
noamuoroctpykoct W#(C'), kojy 30BeMo cmabuarnom mrozocmpykouthy on C' v Koja je
nyx C tanrentHa Ha T'C' & E+. AHanorto, Tauke umje TpajeKTopuje Konpeprupajy ka C'
Kaga t — —oo uuHe Hecmaouany muozocmpykocm W4(C'), Tanrentny Ha TC @ E~.
Kako ¢yHkimja f omajma Jyx) TpajeKTOpHja TOKa (;, @ MHOTOCTPYKOCT je 3aTBOPEHa,

CBaKa TPajeKTOpHja KOHBEPTrupa HEKOj KPUTUUHO] MHOTOCTPYKOCTH, 12 BaKU

M= Jw )= Jw(©).
C C

3a MHZIeKC ¥ KOMHJEKC KpUTHYHe MHOroctpykoct C' Baxe cieznehe jeHakocTH:
n (C) =dim W*(C) — dim C = codim W*(C),
nt(C) = dim W*(C) — dim C = codim W*(C).

Jlema A2. (Mopc-bomosa saema) Heka je f: M — R Mopc—boroBa ¢yHKIHMja Ha
1aTtkoj MHOrocTpykoctu M mumensuje n, Heka je p € Crit(f) u Heka je C' kpuTuuHa
MHOTOCTPYKOCT KOja CaapXH Tauky p, kogumeHsuje m, ungekca n~ (C) = k. Taaa

NOCTOje KoopanuHate Ha M y OKOJIMHY Tauke ' y KojuMa (pyHKIHMja f uMa 00K
_ 2 2 2 2
f=Ff@)—ai——aptaa+ o+,

CriertujasiHo, 3a m = n qooujamo yrnpaBo MopcoBy jiemy Al.

Jlema A3. Heka je f : M — R Mopc — boroBa (pyHKIMja Ha 3aTBOPEHO], TOBE3aHO]
MHOTOCTPYKOCTH M 4Mje KpUTUYHE MHOTOCTPYKOCTH CBE MMajy MH/IEKC M KOMHJEKC pa3-

maumt ox 1. Taja je ckyn HuBoa f ! (c) moBesan 3a cBako ¢ € R.

Jloka3. O3naunmo ca Cj yHH]y CBUX KPUTHMYHMX MHOTOCTPYKOCTU MHAEKCa Hyna. 3a
wux je dim W*(C) = n, na je W*(Cj) orBOpeH CKyIl. 3a CBe TpeocTtajie KPUTHYHE
MHOT'OCTPYKOCT MHJIEKC j€ pa3JIMuuT Of HyJe, a M0 MPEeTIOCTaBUU U of 1, Te je MHIEeKC
Oapem 2. Crora je xommiemeHT ckyna W*((Cj) kOHauHa yHHja MOAMHOTOCTPYKOCTH
KomuMeH3uje 6ap 2, ma je orBopen ckyn W¥(Cy) mose3an, a kako je Cy mweroB aedop-

MAaIlIOHU PETPAKT, OH je U cam noBe3aH. [IpenusHuje, MOCTOju TauyHO jeJHa KpPUTUYHA
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MHOTOCTPYKOCT MHAeKca Hyna. Kako je C\ noBe3aHa, pyHKIMja f je Ha HOj KOHCTaHTHA,
a Kako Cy TayKe MHJAEKca HyJa YIpaBo JIOKAJHM MHUHUMYMH, Ta KOHCTaHTa je min f u
Baxku [~ (min f) = Cy. Hakne, f~!(min f) je nosesan. [IpuMeHOM HCTOT aprymMeHTa Ha
— f, uMju Cy MHIEKC ¥ KOMHJIEKC 3aMebeHH, J00UjaMo J]a MOCTOjU TAYHO jeIHA KPUTUIHA
MHOTIOCTPYKOCT KOMHJIEKCa Hysia 1 1a je f~!(max f) mose3an. Jloka3 y OIIITEM CIIyYajy

ce moxe Hahu y [31]. O]

V cBakoj ofi HapeJHMX MOMONHMX JieMa TpeTrnocTaBbamo aa je (M>™ w) 3aTBopeHa,
MOBE3aHa CUMIUIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT Ha K0joj je Ae(pMHUCAHO XaMWITOHOBO JI€jCTBO

¢: T" — Symp(M,w) ca MOMEHTHUM nipeciiuKaBamweM L : M — R™.

Jlema A4. [TocToju ckOpo-KOMITJIEKCHA CTpyKTypa J Ha M Koja je KoMnaTuOuiIHa ca w
Y KOja je MHBapyjaHTHA Y OJIHOCY Ha JejCTBO TOpyca, TO jecT Baxu dp; o J = J o dyy, 3a

cee t € T" (unu, ekBUBaJIeHTHO, ¢, JJ = J 3acBet € T").

/Jloka3z. Kako yBek IocToju CKOpO-KOMILUIEKCHA CTPYKTypa KoMIaTuOUIIHA ca w (TBphere

4.1.1y [31]), moxemo uzabparu Jy: T'M — T'M Ttako na Baxu Jg = —idmu
w(Jou, Jov) = w(u,v),

3a cBe u,v € TM u w(u,Ju) > 03au # 0. HoaatHo, uzpas go(-,-) = w(-, Jo*)

nedunuie PumanoBy metpuky Ha M. Kako je Topyc T" KoMIlakTHa rpyIa, TO je u3pa3om

Ginw = / ©rgdu(t)

n06po nedunucana PumanoBa metpuka Ha M Koja je MHBapUjaHTHA y OIHOCY Ha /1€jCTBO,
a I1ITO je AMPEKTHA MocjIeI1lla UHBapujaHTHOCTH XapoBe Mepe 1 Ha T". KoHauHo, ckopo-
KOMIUIEKCHA CTPYKTypa KOjy Ha CTaHJap/iaH HauuH Aooujamo nonasehn o mHBapujaHTHE

MeTpuKe (BuaeTH TBphemwe 2.5.6 y [31]), he u cama 61Ty MHBapujaHTHa. [

Jlema AS5. Heka je G C T" noarpyma. Tanma je ckynm (pMKCHUX Tayaka peCTPUKIIHjE

nejeta G na M, Fix(G) = (),c Fix(¢;), cumnuextuuka nogmuoroctpykoct ox M.
Jokaz. Hexka je p € Fix(G) u nocmatpajmo
dei|,: T,M — T,M, sateQG.

Kemumo na nokaxemo 1a je Fix(G) mogmuoroctpykoct o M WHBapUjaHTHA y OHOCY Ha
CKOPO-KOMIUIEKCHY CTPYKTYpY J KOMIIaTHOMJIHY ca w, OJaKJie AMPEKTHO 3aKJbydyjeMo /1a
je cumIIekTnuKa, npema Jiemu 1. [Tocmarpajmo Ha M CKOpPO-KOMIUIEKCHY CTPYKTYpY U3
neme A4. Kako je 1ejCTBO CUMIUIEKTUYKO U CKOPO-KOMIUIEKCHA CTPYKTYpa MHBApUjaHTHA
y OIHOCY Ha [IejcTBO, TO dip; yyBa M ofarorapajyhy WHBapujaHTHY MeTpuky g. asbe,
IIOCMaTPajMO eKCIIOHEHIIMjaJIHO TpecinkaBawe exp: 1,M — M y omHOCy Ha OBY

METPUKY, KOje je Takohe eKBUBapHjaHTHO, Y CMUCITY Aa BakU

exp,, (dgpt|p(X)> = ¢i(exp, (X)), sateGuXeT,M
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(u30MeTpuje ciuKajy reogesujcke y reogesujcke). Ogadepumo okomny U on 0 € T, M
Ha K0joj je exp, qupeomopdusam u Heka je V' := exp,(U). [la GucMo nokasamm ja je

Fix (@) 3ancra nogMHOroctpykoct of M, TOBOJBHO je YOUHTH [a BaXu

exp, (Fix(G) N V) = U N () ker <I - m\p) .

teG
3a 10 je JoBOJBHO MpuUMeTUTH ciienehe: ako je X € U, Taga Baxu

exp,(X) € Fix(G) <= ¢;(exp,(X)) = exp,(X), 3zaceteG.

13 eKBUBApHjAHTHOCTH EKCIIOHEHIIMJAIHOT MPECINKaBalba 3aK/bydyjeMo Ja MPEeTXOLHO
3HaYM MCTO ITO H exp,(X) = exp, <d<,0t ‘p(X)) ,3acBet € G.

Kako je pectpukimja exp, Ha U MHJEKTUBHA, OBO je /la/be CKBUBAJICHTHO Ca
ddl,(X) = X,
3a cBe ¢t € (G ¥, KOHAYHO, ca

X e t@ker([ —dial,)

OpaBze nocieInyHo 3aKJbyuyjeMo U Ja je

T, Fix(G) = (] ker (I - d¢t|p> .
teG

Kako je ker (I — dpy |p> VMHBAaPHUjaHTHO y OIHOCY Ha CKOPO-KOMIUIEKCHY CTPYKTYpY, TaKBa

je u noamuoroctpykoct Fix(G) u To 3aBpinaBa qokas. [l

Jlema A6. Oyuxumja X = (u, X): M — R je Mopc-BoroBa ¢yHkumja unje cy
KPUTHUYHE MHOTOCTPYKOCTH TapHE AWMEH3Wje W MapHOT MHjeKca, 3a cBako X € R™.
HonatHo, ckyn KputuunuxX Tavaka dynkmmje 1~ , Crit(u™) = (,ep, Fix(er), je cumm-

JIEKTUYKA HOJMHOTOCTPYKOCT, IPH YeMy je
Tx={s-X+k|seR, keZ"}) /2nL"
3aTBOpPEH MOATOpPYC reHeprcaH ca X .

Jlokas. Kako je w Hemerenepucana, dyu™ (p) = 0 ako U camo ako je p Hyjla BEKTOPCKOT
nomba X7, Koje je reneparop Aejctea. Jakiie, CKyll KDMTUUYHMX Tadaka (yHKLMje i~

MOXEMO BUJETH Ha ciiefiehn HauuH:
Crit(u*) = {pe M | X#(p) =0} = Fix{exp(tX) | t € R}.

HPCTHOCTaBI/IMO 3a [Io4Y€CTaK Jga X uma JIMHCAPHO HE3daBUCHC KOOPAWHATC HA/l Q Taz[a je

ckyn {sX + k| s €R, k€ Z"} rycty R". Axo je p (puKcHa Tauka jeHONapaMeTapcKe
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noarpyne {exp(tX) |t € R}, oHIa n3 HENMpPeKUAHOCTH JIejCTBA 3aKJbydyjeMo Ja je p

(pukcHa Tauka 3aTBOpeHa OBE MOATpyIe, a WTo je 1eo Topyc T". lakie, Baxu

Crit(u™) = [ Fix(¢r).
teTn
Ipema temu A5, moctaBmbajyhu G = T, Crit(u™) je cumIuiekTHIKa MOJAMHOTOCTPYKOCT
on M. Jla GucMo KOMIUIETUpAIHU J0Ka3, MPeocTaje Aa ce yBepuMoO y JIBe CTBapuh. 3a
noyeTax, fa 6u ;X 6una Mopc—Borosa yHkIMja, Tpeba qoKa3aTh ga je XecujaH PyHK-
umje 4~ HeslereHeprcan y cBakoM npabily TpaHcBepsaasom Ha Crit(u~). 3atum hemo
TIOKa3aTH JIa Ce HOPMAJIHO pacJiojere noamuoroctpykoct Crit(u~) nemna Ha aupekTHy
CyMy CTaOMJTHOT M HECTAOMITHOT MOAPACIIOjerha, Kao U /1a je CBAKO OJl HhHX IMAapHOT paHTa

y cBakoj Tauku. Pukcupajmo tauky p € Crit(u”~) n mocmarpajmo Xecujan dynkumje 11~
ViuX(p): T,M — T, M.,

[TpumeTrumo fa 3a T" -uHBapyjaHTHY CKOPO-KOMIUIEKCHY CTPYKTYPY -/ U B0j oArosapajyhy
PumanoBy metpuky g Ha M Baku X7 = JVu*. Ca jemne crpane, u3 mepunuimje

rpaaujenta gyHKImje 4~ 3Hamo ja 3a cee v € T, M Baxu
dp (v) = g(Vpt,v) = w(Vi, Jv) = —w(J V¥, v),

MIPU YeMY CMO y OBOM HHU3Y jeTHAKOCTU KOPUCTWIM KoMnaTuOmiHocT J ca w. Ca npyre
cTpaHe, Kako je p~ XaMMJITOHHjaH BEKTOPCKOT mo/ba X7 (1o aepUMHMLIMjK), Bakd U
—dpX (v) = w(X#,v). Konauno, 3akbyuak X # = JV X cnemm us neserenepucanocty

CUMIUIEKTHYKE (popMe w. [larbe, NpUMEeTUMO /1a BaKu

d (X*(p)) = d (S, V™ (p))
= dJ, VNX(p) +Jp - d(V,uX) (p)
0

= J,- V2™ (p),

¥ O3HAYHUMO
O = exp(tJ, V1" (p)) = d (Pexpix)) |-

Cajia Mokemo ipuMeTuTH ja je ker V2uX (p) ynpaso ckyn (pukcHuX Tauaka nmpecivka-

Bama ®;°. Kako cy koopmuHate BekTopa X JMHEapHO He3aBucHe Haa Q, mpeTxomHO

MOMEHYTHU CKYI OAroBapa CKyrny (pUKCHUX Tadyaka MaTpHilia d(pt‘p 3acee t € T" u,

[IOCJIEAUYHO, BaXU

T, Crit(u~) = ﬂ ker([ - dgot‘p> = ker V21 (p),

teTn

YKMMe cMO JoKasam 1a je pynkumja 4~ Mopc—Botosa. [lame, mpumetnmo na X uysa g

U KoMmyTupa ca Jp, 3a cBako t € R, To jecT Baku
(2) 9o =g,y xaom @OFJ, = J,0F.
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HudepeHuupameM Apyre jeIHAKOCTH N0 ¢ ¥ eBalynpamweM y ¢t = 0 qonazumo 1o cieaeher

3aKJ/by4Ka:

O}, = 1,0 [ 4

dt

t=0
(JpVQHX(p)) Jp = Jp (Jpvgﬂx(p))
BV (), = SN (p) = =V () [ -,
T,V (p) = V2uX(p)J,,

TO jecT Xecujan (yHKLMje 1~ KOMYTHpa ca CKOPO KOMIUIEKCHOM CTpPyKTypoMm. OBa
ynbeHnIa he Ham OUTH KJby4YHa y JOKa3y J-MHBapHjaHTHOCTHU COTNICTBEHUX MOTIIPOCTOPA
on V21X (p), a omaksie hemo 3ak/byunTH U 1a je CBaKM OfI HHX NapHe JuMensuje. Kako
je XecHjaH camoa/IjyHroBaH y ofHocy Ha PumanoBy meTpuky, 1, M ce 1iena Ha JUPEKTHY
cymy peamsux nornpocropa Ey = ker(V2uX(p) — AI). Ako je v € E) concrsenn

BCKTOP, OHJIa BaXu
V2t (p) (Jpv) = J,V2 X (p)v = J,(Av) = A (Jv),

TO jecT J,v je Takohe concTBeHu BEKTOp U F\ je MHBapHMjaHTaH y ogHocy Ha .J,. OBuM
CMO 3aBpLIWJIM JOKa3 y cllyuyajy Ja cy KoopauHaTe BeKTopa X JIMHEApHO HE3aBHCHE
nan Q. Ipumernmo aa cmMo OBae MoHOBO fokaszam aa je 1), Crit(u~) cummieknaku
notpocTop o 1), M, anu Ha Apyrauujyu HaYMH y OIHOCY Ha JJOKa3 U3JI0KEH Y IPETXOIHO]
aeMu. Jloka3 y OIILITEM Cllyyajy ce W3BOIY HAa UCTH HAYMH, IOCMATpambeM PeCTpPUKLIMje

JiejcTBa Ha 3aTBOpeH noaTopyc 1. ]
Jlema A7. Cxyn HuBoa 4~ ' (7)) je IOBE3aH 3a CBaKy pery/apHy BpeaHocT 7) € R™.

Jloxa3z. Jloka3 u3BOAMMO MHAYKIUJOM IO 7, TO JECT MO AUMEH3UjU Topyca. Y ciyyajy
n = 1, TBphewe cienu AUPEeKTHO u3 jeme 5 u jeme A3. Jlasbe, MpeTrnocTaBuMo Ja
TBpheme U3 TeopeMe Baku 3a XaMUJITOHOBO JIejCTBO Topyca Aumensuje n — 1. JlomatHo,
MPETIOCTaBUMO J1a je MOMEHTHO TpeciiKaBame JiejcTBa Topyca T" HecBOIbUBO (Y CIy-
Yajy JAa je (4 CBOAJbMBO, OHO HEMA PeryjJapHUX BPeJIHOCTH).

Oyukumja p* = Z?Zl Xt; HUje KOHCTaHTHA HU 3a jeqHo X € R™ u y oBoMm ciyyajy
Z =Uy £0 Crit(u*) je y cTBapu npebpojuBa yHHja paBUX TIOJAMHOTOCTPYKOCTH o1 M.
[pema BepoBoj Teopemu o kareropuju, ckyn M \ Z je rycty M. Oonatao, p € M \ Z
aKo M caMo ako ¢y duy(p), ..., du,(p) TMHEApHO HE3aBUCHHM, OJAKJIE 3aK/byUyjeMo 1a je
ckyn M \ Z oTBOpeH.

Jlabe, MOKaXKUMO J1a je TIpeceKk CKyIMa peryJapHuX BpeJHOCTH MpecvKaBarba (i U CIUKe
on pryct y pu(M). OBo je nupekTHa mocienuia unibenune aa je M \ Z ryctry M u
Capmose teopeme. CinMuaH apryMeHT TapaHTyje aa je ckym Ttadaka 1 € u(M) takBux
naje (m,...,My—_1) peryiapHa BpeJHOCT MpPEeCIUKaBamwa ([iq,. . ., [l,_1) Takohe TycT y
w(M). Hame, Heka je n = (n1,...,7,) perylapHa BpeJHOCT O /i ¥ JOAATHO MPETIIO-

cTaBuUMO 12 je (11, ..., Ny—1) peryaapHa BpegHocT of (i1, . . ., fp—1). TIOKakUMO 1a je
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n—1

w1 (n) nosesan. [IpeMa MHIYKTUBHO] XUIIOTE3H, MHOTOCTPYKOCT @ := () i1 u;l(nj) je
noee3aHa. [locmaTtpajMo pectpukiujy dpyHKuje p, Ha (). Tauka p € () je KpuTUYHA

Tauka (PYHKLHjE [i,]o QKO ¥ CaMO aKO MOCTOje Ty, . .., T,—1 € R TakBH Ja je
n—1
> X du(p) + dpa(p) =0. (x)
j=1

[IpumeTMMO 1a (*) 3anmpaBo 3Ha4M Ja je p KpUTHYHA Tauka pyHkumje pu~ : M — R,
rie je X = (Xy,...,X,_1,1) € R™. Tlpema nemu 5, CKylmoBH KPUTHYHHX Tadyaka
dynkuuje 1~ cy mapHO-IMMEH3MOHATHE MHOTOCTPYKOCTH MapHOT MHaekca. Heka je
C C M kpuThyHa MHOTOCTPYKOCT (pyHKIMje 4 KOjoj NMpuIaza Tayka p U JOKaKHAMO
na ce C' 1 () ceKy TpaHCBEP3alHO y p, To jecT ga Baxu 1,M = T,C' + T,Q). IIperxogHo
BaXXM aKO M CaMO aKO Cy PecTpHKIUje JuHeapHuX yHKuMoHana du;(p) : T,M — R
Ha T,C, 3a j = 1,n — 1 quneapHo He3aBucHe. Ilpema snemu 5, C je cumIieKTHYKa
nogMHorocTpykoct of M. Kako XaMUITOHOB TOK Of1 11X KOMyTHpa ca TOKOM BEKTOPCKOT
noba X;, U3 MPETXOJHOI MOXKEMO 3aK/byUHTU a OH 4yBa KPUTUYHY MHOIOCTPYKOCT
C. Ako TOK 4yBa moAMHOrocTpykocT C', OHJIa je BEKTOPCKO TOJbe KOje ra IeHepHille
tanreHTHo Ha C'y cBakoj Tauku p € C. Jlame, ako ca X; 03HaUMMO BEKTOPCKO II0JbE
unju je XamunrtonujaH p;, Baxu X, (p) € T,C,3aj = 1,n — L u3sacee p € C. Ilpema
HPETIOCTABIH, KAKO Cy dit1(p), . . . , dpt,—1(p) TMHEAPHO HE3ABUCHHM U W HEJIeTCHEPHCAHA,
10 cy 1 X1(p), ..., X,_1(p) mmueapno nesasucun y 1,M, a 3atum u 'y 7,C. Kaxo je
C' cuMIJIEKTHYKA MOIMHOTOCTPYKOCT, TO jé w7, HeJereHepucaHa M 3a CBaKH HeHyna

Bektop A € R"! moctoju nenyna sekrop & € T,C Takas 1a Baku
n—1 n—1
0#w( Y NX;(p), &) == Ndu;(p) &
j=1 i=1

Konauno, muueapuy ¢yskimonam dy;(p) : 1,C — R cy JMHeapHO He3aBUCHH, TO jecT
C u () ce ceky TpaHCBep3aHO y p. JomaTtHo, Kako je C' CUMIUIEKTUYKA TIOAMHOTOCTPY-
koct ox M, o Baxu u T,M = T,C & (T,C)“, rae je

(1,C) ={veT,M|wy(u,v) =0, 3aceeu € T,C'}

cumIuieKTuuku optoronan on 1,C. Opasie nabe 3akibydyjemo na je 1,Q N (TpC’ )
komruiement on 7,C N T,Q = T,(C N Q) y T,Q. Kako je T,C' = ker V2u*(p), MokeMO
saksbyunti na je V2u®(p) = 0 na T,(C' N Q), aim Ha T,Q N (T,C)“ Xecujan octaje
HeslereHepucal u C' N () je KpUTHYHA MHOTOCTPYKOCT MApHOT MHJEKCAa U KOMHJEKca 3a
wX|o. Kako ce i, |g n p* pasmukyjy camo 3a KOHCTaHTy 22:11 X ltj, NICTH 3aKJby4aK
BaXH U 3 [i,,|o. OBUM cMo Jokasam 1a je dyHkumja p, : Q — R Mopc—borosa
(yHKIMja yMje cy KPUTUYHE MHOTOCTPYKOCTH TMAPHOT MHJEKCAa U, JOJATHO, KaKo je 7)
peryJapHa BpeJHOCT Of /4 TO je U 1), peryJiapHa BPeIHOCT Of i, |q. [IoHOBO 1o siemu A3

crenum ja je ckyn HuBoa p~ ' (n) = Q N p, ' (n,) nosezan. OBUM CMO 3aBpIIMIIA JJOKA3
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y ciydajy Kaja je 7) peryiapHa BPEeOHOCT Of 4 U (1)1, ...,7,_1) PerylapHe BpPeaHOCT
Ot ({41, -+, ftn_1). Y OIIITEM CIIy4ajy, 3aKJby4aK CJEIHU U3 TOra IITO je CKYI OBaKBUX

Tavyaka ryct y R". []
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JlomaTak b

M pyru npuctyn aokasy /leanaHose

KOpeCIIOHAEHIH]je

J{oka3 er3ucTeHIuje

Hexka je A JlenmaHoOB MOJMTOIT KOjH je, CTAaHJApAHO, ONMCAH Kao CKYII

A= {ze R

<'/I:7Ui> Z >\ia 1= m}v

pu yemy cy v; € Z", i = 1,d, IDUMUTHBHH BEKTOPH HOpPMaJle Ha CBaKoj o d CTpaHa
nosmrona A Koju nokasyjy ka yHyTpa u \; € R, i = 1, d. JIonaTHO, 03HAUYNMO MIOHOBO
ca A ypeheny d-topky (A1, ..., Aq).

Kako je cBaka Jlujea rpyna napajen3aOuiHa, TAHTEHTHO paciiojere Topyca T™ je Tpu-
BujasiHo M Baxu T'(T") = T™ x t", ako ca t" o3Haunmo oxrosapajyhy JlujeBy anreopy.
Onaszie jeTHOCTaBHO 3aK/byuyjemo na Baxu u T*T" = T x (")* u va T*(T") nocma-

TPajMO CUMILIEKTUUKY (pOpPMY Ha Koja ce y JIOKaJIHUM KOOpAAMHaTaMa U3paxana Kao

we = Y dgi A dpy.

k=1
Jlasjbe, IpUMETHUMO J1a ce MHOXewe Yy rpynu T" moamxe 10 CUMIUIEKTOMOp¢U3Ma Ha

KOTAaHI'€HTHOM pacnoje}by U TO Ha CHeHChI/I Ha4MH.

Axoje ¢ T" — T, ¢ (x) = x - t, oHpA je
o T*T" — T*T"
Spf’é(xvv> = (Sot(l'% <(dg0t)w>_1)*v)7

cumiuiektomoppuszam. [lejctso Jlujese rpyne T" na 7*T" nedunucano ca t — @fﬁ

30BEMO CMAHOAPOHUM 0€jCIE8OM U OHO Y JIOKAJIHUM KOOpAMHATaMa U3Iiea Kao

(plla"'apgz)*(pla"'vpn7QI7"'7Qn) — (pl +p/17"'7pn+p;17 q17"‘>QTL)~

Jlako ce MOkeMO yBEpUTH y TO Ja je CTaHJapJHO [€jCTBO XaMWJITOHOBO, CA MOMEHTHUM

HPECIMKABABEM Pry: T X (17)* — ()%,
pr2(p17 -5 Pny 415 - - - aQn) = (Ch, s 7qn)
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Heka je pa: T¢ — T" xomomopgusam JlujeBux rpyna aepMHUCaH ca

. . - —d 1 - d n
(61917 e e%9d) 5 <€Z2k:1 WOk 7622k:1 ak-”k) .

[ [

[pumetumo 1a je (Dpa).: R = t4 — 7 = R”™ ynpaBo npecimKapame 7 ca MoYeTKa

OPUTMHAJIHOT J10Ka3a er3UCTeHLHje, jep BaXu

d 4
(DPA)e(ek) = d_ pA(l,...,€Zt7...,1)
t t=0
d itvl ity
- k PR k = .
dt t70<6 ) , € ) (%>

[ocmatpajmo siejcTBo d-numensronanHor Topyca T na T*(T") pedpuHUCaHO KOMIIO3H-
IIUjOM pa ca cTaHaapaHuMm aejctBoM T Ha T T" koje cmo panuje nedunucami. OBako

neduHrCcaHo 1ejCTBO je XaMUATOHOBO Ca MOMEHTHHUM TPECTUKABAHEM

= (Dpa)” o pry,

JI0 Ha KOHCTaHTY, nipu yemy je (Dpa)*: (£°)* — (t4)* anjynrosanu onepatop oft (Dpa)e,
TE BakU

((Dpa)e)€ser) = (& ((Dpa))eler)) = (& k),

U, TIOCJIEINYHO,
d

(DPA):f = Z<£7vk> " €k,

k=1
3a mpou3BosbHO £ € (t")* = R". ®PukcHpajMO MOMEHTHO NpeciukaBamwe va @ T*T" —

R4 neduHMCaHO ca

VA(ph ce ey Pnyqay - 7%1) (DPA) OprQ(ph <oy Pnyqay - 7Q7z) - A

Ako o3Hauumo (pq,...,p,) capu (qi,...,q,) ca g, 1ooujamo

d
Z Qavk €L — )\17---,>\d)-
k=1

Younmo siejcto Topyca T? Ha CHMILIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH (Cd7 % 22:1 dz A dzk)
nepurmcano ca (e, ... %) x (z1,...,29) = (e7z,...,e %iz,;). Comuno Kao y
paHujeM nipuMepy (oBAe ca OOPHYTHUM 3HAKOM), OBO /IejCTBO je XaMUITOHOBO Ca MOMEH-
THUM TIpECIMKaBambeM (21, ..., zq) — —3(|z1[%, ..., |za4]?).

KoHauHO MMamo cBe IITO je HEONMXOAHO Ja OucMo (opMmynucany U Aokaszaimu cienehe
TBphewe:

Tephemwe Al. Heka je A C R” [lenanoB noauron koju uma d ctpana. [locmartpajmo

npou3Boz MEOrocTpykoct 7*T" x C? ca cummiekTuakoM (popMoM

n . d
1
Zko A dpy + §Zd2k A dzp,

k=1 k=1
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nejcteoM Topyca T¢ Ha cBakom ofi ¢akTopa neUHUCAHUM KAaO PaHUje U MOMEHTHUM

MpeCIMKaBakbEM

d
w: ((p,q),2) — Z(q,vk>ek — (M, A) = 2z 2.

Tana je nejctso Topyca T¢ co6oaHO Ha HYJITOM HMBOY IIPEC/IMKABaMba L, I je IPOCTOP
JIOOMjeH CUMILICKTUIKOM PeIYKIMjOM CUMIUIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT. Baxu u Buie —
TO je 3alpaBO CUMIUIEKTUYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT JUMEH3Hje 2n uhja je MOMEHTHa
CJIMKA yTpaBo nojmror A.

CHMIUIEKTHYKY TOPYCHY MHOTOCTPYKOCT JIOOMjeHYy Ha OBaj HauMH heMo O3HayaBaTH ca
(E?,w?) u 3Bahemo je Jlepuaroea cumnaeKmuuxa mopycha MHO20CHpPYKOCH npuopy-

HCEHA noaumony A.

Jokasz. Hexaje ((p,q), z) € p~'({0}), 1j. Baku

d
Z<q7 vi)er = A+ 51z, 2al).
k=1
Axo je z, # 0, k-tu daxrop y T¢ cakako cnobomHo aejctsyje Ha ((p, q), z). Jakie,
Tpeba NpoBEepUTH IITa ce JellaBa Ha OHUM k 3a Koje je z; = 0. Heka je I ckyn cBuX

TaKBMX Kk ¥ IIOCMATpPajMo
T[:{(tl,...,td) E']I‘d|tk:13ak:§éf}.

[To aHaMOrHOM apryMeHTy Kao paHHje y HOKa3y ersiCTeHIje, PEeCTPHKLHMja pa|r, je
WH jJeKTHBHA, Na kako T" cimobomHo nejctByje Ha 1T T", ucto pagu u 1. Jlakie, nejcTBo
T na u=({0}) je cno6omHo, Na IPEMEHOM TeopeMe 8 JoOUjaMO CUMILIEKTUYIKY MHOTO-
crpykoct (B2, w?).

Hobujena MHOrocTpyKOCT Hacsiehyje u T"-/1ejcTBO MHIYKOBAaHO CTaHAApIHUM J€jCTBOM
T™ na T*T" umje je MomeHTHO npecimkasame [((p, q), z)] — ¢. IlpumeTnMO 1a je OBaKBO
nejcTBo 106po nedpunncano jep T?-nejcTBo yBa ¢. Konauno, ¢ € (7)* je y MOMEHTHO]

coim 3a Heko ((p, q), z) € u~1({0}) ako u camo ako moctoju z € C¢ TakBo 1a Baku

d
Z<Q7vk>ek =+ %(|Z1‘27 L) ’zd|2>7
k=

1
j.
<q7 Uk) Z )\lm 3ak = 17_d7

a IITO YINpaBo 3HauH q € A. O
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Jloka3 jeIMHCTBEHOCTH

VY npeTxomHOM OlieJbKY je AoKazaH jeo lenaHoBe Teopeme KOju ce OJHOCHU Ha er-
3UCTEHITN]Y CUMIUICKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH Koja oarosapa momuromy A. Kao u'y opu-
rMHAJTHOM /[lenaHoBOM JI0Ka3y, JI0Ka3 MH JeKTUBHOCTH jé JOCTa CJIOKEHUJU U 32 Hera
he HamM OMTH HEONMXOAHO Aa JAe(HUHUILEMO jOoIl HEKOJIMKO MOjMOBa. JelaH of HHX je

NPUPOJHO yoriuTewe [enanoBor noaurona — /eayarnos noaueoap.

Hedunummja A8. Kongexcan noauedap y R" je ckym obmka

d
P:ﬂ{xER" | (z,v;) > ¢},
i=1
3a KoHayHO MHOTO v; € R" \ {0} m ¢; € R.
Onmax M3 aeduHMLIMjEe BUAMMO [a MOJIMEAAp MMa UCTY MPE3EHTAlM]y MPEKO KOHAYHOT
npeceka MojynpocTopa Kao U MOJMUTOI, ¢ TUM LITO y CJIy4ajy KOHBEKCHOT MOJIMepa CKYI
P ne mopa 6utu orpanmyeH. 3a KOHBeKcaH nosimenap A kaxemo ja je Jeayarnos axo je
IIPOCT, pallMOHAJIaH U ITIalaK, [IPU YeMy ce OBe OCOOMHe JIe(PUHHUIIY UCTO Kao Yy Cilydajy
nomutona. OBakBU 00jeKTH ce MPUPOIHO MOjaBibyjy Y KJacu(]pHKalMju HEKOMIIAKTHUX

TOPYCHUX MHOTOCTPYKOCTH.

Hedunumuja A9. Heka je A n-nuvensnonannu JlenanoB moavenap ca d cTpaHa M HeKa
je (M,w, T", n) Xamunronos T"-nipoctop. IIpocmop 0obujen ceuervem (M, w, T", )
y ogHocy Ha A je XamunroHoB T"-mpocTop AOOMjeH CUMIUIEKTUYKOM pegyKLMjoM Ha
HYJITOM HUBOY Ipou3BoA MHoroctpykoctd M x C¢ ca cummiekTHukoM (hOpMOM w +
% ZZ:1 dzy, \ dZy, nujaronannuM aejcteom Topyca T¢ nedpunucanom Kao y JoKa3y ersu-

CTCHLII/Ije, Ka0 1 MOMEHTHHUM IIPECIIMKABALEM

d
(,2) > S (o) e — A= 3 (12 Jeal)
k=1

CrienjanHo, IpUMETUMO /1A je IPOCTOpP 100UjeH ceuemheM

(T*T",) _ dgy, A dpr, T", prs),

k=1
y ofHOCy Ha monurton A ympaBo JlepMaHOBa CUMIUIEKTHUKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT
(E2,w?).
Cajia cMO KOHAYHO CIIpEMHU J1a ripeheMo Ha T0Ka3 IIaBHOT TBphemwa.
Teopema A3. Heka je (M*",w,T™, ;1) CUMILIEKTHYKA TOPYCHA MHOTOCTPYKOCT UMja je
momenTHa ciuka A := p(M). Tapa je (M*", w, T", 1) eKBMBapHjaHTHO CUMILIEKTOMOP-

Ha JIepMaHOBO] CHMILIEKTHUKOj TOPYCHOj MHOTocTpyKocTH (E2, w?), mpuapykeHoj
p i ] TOPYCHO] Py punpy ]

noymrony A.
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Hokas. Heka je A = {z € (R")* | (z,vx) > Mg, K =1,...,d} u pukcupajmo k; €

{1,...,d}. O3naunmo ca A; cTpaHy MOJMTOINA KOja OAroBapa UHAEKCY k1, TO jecT
Ap:=ANn{xe R")" | (x,vp) =\, } -

Hame, Heka je S := p '(A;) C M. Tlpumerumo na je S KOMIIOHEHTA MOBE3aHOCTH

CKyIla KPUTHYHUX Tauaka (1"F1, OJTHOCHO CKyIa (PUKCHUX Tayaka IOArpyIe
T := {exp(tvy,) | t € R},

Y Ka0 TaKBa jeé CUMILIEKTHUKA [IOJIMHOTOCTPYKOCT o7 M, ipema jieMu 5, ¥ TO KOJUMEH3H]e

2. Ilpema ToMme, y cBakoj Tauku p € M Baxu
T,M =1T,S & (1,5)”

¥ MOXEMO T'OBOPHUTH O CHMILIEKTHYKOM HOpMajHOM paciojewy (1'S)Y — S umju je
ceaku cioj (7,5)“, e je pacnojewe numensuje 2. Ha (T°S)¥ MmoxeMo 3agatu CTPyKTypy
XEPMUTCKOT JIMHUJCKOT paciiojewa U To Ha cienehu HauuH. [lo nemu 3, moctoju Kom-
natuOuwiHa T"-uHBapHjaHTHA CKOPO KOMIUIeKCHa ctpyktypa J : (T'S)Y — (TS)“ y
ofHOCY Ha Kojy cBaku cioj (7,,S5)” moxemo upeHtudukoBatu ca C, a HocneandHo u
(T'S)¥ mMoxeMO mocMaTpaTH Kao jeIHOAMMEH3HOHATHO KOMILUIEKCHO paciojere. Jambe,
yKOJMKO (pukcupamo PumaHoBy metpuky ¢(u,v) := w(u, Jv), CKaJapHU MPOU3BOJ HA
paciojery MoxeMo AeduHHucaTH 1o ciojeBuMa ca hy(u,v) = g,(u,v) — i - w(u,v),
3a u,v € (1,5)%. Hdedunucann ckagapHu NPOU3BOJ NPUPOIHO AepUHUIIE HOPMY Ha
cgakom cnojy (7,5)* ca ||vl, == \/hp(v,v). Cama MOXeMO MOCMATpaTH jeMHUIHO
cepHo paciojeme () — S Koje je moapaciojewe ox (1'S)Y — S. IpenusHuje,

Q= {ve (TS)" ||l =1}.

e Ilg:Q — S je T"-exBMBapujaHTHO [MIABHO S -paciojeme
Q|, je jenmnnunn kpyr ynytap (7,5)¢ = C Ha KOM MOXEMO IIOCMATpaT! CTaHJAPAHO
Sl-nejctBo MHOKEREM, Tj.

v e 0.

Kako 0oBO [1ejcTBO UyBa HOpMY MHIYKOBaHy ca h, TO ce MOCMaTpaHo [IejCTBO PECTPUKYje
Ha JejcTBo Ha (Q|,. Ha jemuanmunom kpyry y C oBo zejcTBO je 3ampaBo poranmja, ma
je OHO cJIOOOJHO U TPAH3UTHBHO YMME CMO JIOKa3aim Ja je () — S 3aucTa I1aBHO
Sl-pacnojeme. [la GucMo mokasam aa je pacnojerse T"-eKBMBAPUjAHTHO Tpeba BUIETH
kako T" nmejcTByje Ha (). 3a moyverak, Kako je u T"-MHBapHjaHTHO, TO Ce JCjCTBO MOXeE

pectpukoBatu ca M Ha S, TO jeCT MOXeMO MocMaTpaTH
Yilg: S — S, 3zateT".

Hasbe, Mmoxkemo nocmarpatu deoyl, : T,M — Ty,M,3ap € S. Kako ¢, cuka S'y S,

10 dipy|, cuka 1,5 'y T}, S ¥ 1OAATHO, KAKO je ¢; CUMILIEKTOMOpdu3aM, TO dyy |, cuka
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(T,5)“ y (T1.pS)“, OMHOCHO Baxu
dgily (1,5)°) = (TipS)”
Konauno, gejctBo T" Ha (71'S)* Moxkemo neduHHCaTH Ca
txv:=dp,(v), 3ave (1,5)".

OBako JeuHMCAHO AEJCTBO CJIMKA CJIOj Haj p JMHEAPHUM M30MOP(U3MOM Y CJIO] HAJl
t % p. JlogaTHO, Kako ¢; uyBa w, J u g, T0 dpy|, Takohe uyBa w, J u g. Creuujanto,
dpy|, ayBa HOpMY || - ||, 1 ympaBo je To pasior 360r kor ce T™-nejctso ca (1°S)“ mMoxke
pecTpUKOBaTH Ha ().

. n . 1 .
Jla 6ucmo nokazamm aa je (Q — S 3ancta T"-ekBUBapHjaHTHO IIIABHO S™-paciiojeme,

Tpeda NpOBEepUTH JBa yCJIOBA:

1. Hg(t*xv) = txIlg(v),3at € T", v € () — Baku AUPEKTHO U3 AepUHHUIIK]E [€jCTBA
T" Ha Q,

2. tx(s*xv) =sx(txv),3at € T", s € S, v € ), OMHOCHO JIEjCTBO KOMYTHpA Ca

Sl-nejcteom Ha Q

Axo dukcupamo v € Q|,, t € T" u s € S', npumeTnmo aa 3anpaso Tpeda K0Ka3aTH

dpilp(s - v) = s - (deilp(v)

IITO je eKBMBAJEHTHO Ca TUM Ja je dy; KOMIUIEKCHO JIMHEApHO MpPEC/IMKaBambe, a MITO
cienu u3 T"-uHBapUjaHTHOCTH CKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKType J.
Jaibe, mocmaTpajMo paciiojermhe pUIpyKeHo raBHOM paciojewy Ilg : ) — S, koje

nedpunumemo Ha ciaenehu Haunn. Tlocmarpajmo St gejerBo Ha Q % C,

e x (v,2) = (" v, e 2)

TotanHu MpocTop NMpHIPYKeHOT paciojema je @ x s1C = Q xC / S, nok je onrosapajyha
npojekimja 7w : @ Xg1 C — §

m([v, 2]) = Ts(v)

Kako ce cBaku Bektop 0 # v € (7},5)“ Moke Ha jeAMHCTBEH HAUMH 3aIUCaTH y OOJHUKY
v=r-u,3ar =|v]| >0nu € Q|, jenuHnuHN BeKTOp, TO Tauke U3 (1'S)* oxrosapajy
ypehenum naposuma (u, 2) y3 nomatHy uaeHtuduraumjy (u,z) ~ (e'u, e z). Us
IPETXOAHOT MOKEMO 3akJbyunTH ja Baxu (1°5)Y = @ x g1 C.

Harr cnenehun s he 6utu ma (7°5)Y cHabaemo 3aTBopeHoM 2-hopMoM. Y Ty CBPXY,
Moskemo onadbpatu T"-uHBapujaHTHY (popMy KOHEKCHje o Ha (), To jecT T"-uHBapUjaHTHY

1-dpopmy Ha () Koja 3a10BO/baBA
ixa=1 m ixda=0,
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pu yemy je X BEKTOPCKO MOJbE Koje je reHepartop S -nejctsa Ha Q. KOHKpeTHO, OBakBa
(opma yBek mocToju 3a IJ1aBHa paciiojerha, a eKBUBAPUjaHTHOCT OCTHKEMO Ko U paHuje,

kopuihemeM KommakTHocTH Topyca. Ha Q x C nedpunuiemo 2-popmy w ca
~ * 1 2
w = Miws + we + §d (Jz]*c) .

JacHo, w je 3aTBOopena opma. [a 6ucmo Morm aa TBpauMo aa (@ X g1 C —a camum tum
u (T'S)" — Hacnehyje oBy dopmy u3 mpocropa () X C, HeonxoaHo je npoBepuTtu cieneha

JBa yCJIOBA.

1. @ je unBapujanTHA y ogHOCy Ha S'-nejetBo Ha Q x C — jacHO BaxH jep je cBaka

on ¢popmu ITiwg, we u d (]z2|>«) nHBapujaHTHA Y OMHOCY HA HOCMATPAHO [IEjCTBO.

2. W ce aHy/IMpa Ha BEPTHKAJIHOM MPaBIly, TO jeCT Baku iw = 0, mpu yemy je ca X

o3HaueH redeparop aejctsa S a Q x C

Jla 6ucMmo ce yBepuiM Ja je UCIyHEH YCJIOB 2, OipeIMMO IPBO ojroBapajyhu renepatop

nejctea. Beh cmo Bugemm ga S* pejeryje Ha (Q x C ca
e % (p,z) = (" p, e"z)
Axo Ha C nocmatpamo mnojiapHe KOopauHate, OBO JI€jCTBO UMa OOJIHK

eit*<p7r76) = (eit'pa r, 9_t>7

9
90"

Haxue, 3arpaBo Tpeda Jokazatu i o w = 0. [TocmaTtpajMo w y nonapHUM KOOpANHATAMA:
00

13 KOT jaCHO BUIUMO J1a Baxku X = X —

- 1
w:H§w5+TdrAd9+§d(r2-a)
1
:H§w5+rdr/\d«9+rdr/\a+§r2da

Ako ca m o3Hauumo mpojekijy m : Q@ x C — S, (v,z) — Ilg(v), Mmoxemo
npumeTuTd aa Baxu dm(X) = dm (%) = 0, a caMUM TUM U ixf%ﬂgws = 0. Hame,
Kako je iy (rdr Adf) = 0 wu i_a (rdr Adf) = rdr, nobujamo ix_owe = rdr.
[Ipeocraje ma u3pauyHamo KOHTpakiyje popmu rdr N\ o 1 %TQda. Kako je ixa = 1,
o Baku ix (rdr A a) = —rdr ams ixdo = 0 gooujamo u ix (ir’da) = 0. Konauso,
U3 i _ 8 (rdrha)=0=1i_ 8 (%rzda) 3ajeJJHO ca CBUM IIPETXO/IHO JOOUjEHUM 3aKJby-
JyjeMo J1a BaXu

iy ow=rdr—rdr=0,
o0

TO jJeCT W Ce 3auCTa aHy/IMpa Ha BEPTUKAJTHOM IIPaBILY.

AKO ca p 03HAUYNMO KOJUYHUYKY IPOjEKIIH] x C — xq1 C & (T'S)¥, nocroju
p s

jenuHcTBeHa (hopMa w(rs)~ TAKBA J1a BAXH P*w(Ts)» = W U 0Ba (popma je Takohe 3aTBo-

pena. JlonatHo, w(rs)~ j€ HeJleTeHEPUCaHa — & CAMMM THM U CUMILIEKTUYKA — Y OKOJIMHM
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Hy;Tor cevewa y (7'S)“. Jla OMCMO ce yBepWIH y MPETXOIHO, MPBO Tpeba YOuuTH 1a je
JOBOJAHO HEJIETEHEPUCAHOCT MPOBEPUTU Y OKOJIMHU HyJITOTr ceuewa y () X C. Heka je
Hy/ITO cevuere y () X C o3HavyeHo ca Sy. Y cBakoj Taukw Koja npurnana Sy je z = 0, na je

pectpukimja hopMme w Ha Sy 3arnpaBo
&}SO = HE'WS + we

¥ JIOJIaTHO, KAaKO Cy wg M we HenereHepucane ¢opme, TO je U W|g, HeJereHeprcaHa.
3ancra, Kako je HeJJlereHeprucaHOCT OTBOPEHO CBOjCTBO, TO he hopma w OMTH HeaereHe-
pucaHa ¥ y HEKOj OTBOPEHOj OKOJIMHM HYJTOT ceuema y (Q X C, a MCTO BaxM M 3a W(rg)w
y OKOJIMHH HynTOT ceverba y (1'5)“. Jakie, okonmHa HynTor cevera y (1'5)" 3ajeHo ca
(bOpMOM w(75)~ j& CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT.

[Ipema TeopemMu 0 cUMILIEKTUYKO] OKOJIMHM (Teopema 3.4.10. y [Mu/l-C]), noctoju cumn-
nekTomopduzam P uzmely neacte okonune o S'y M u o Hyaror cedewa Sy y (1T'S)™.
HomatHo, y3 oaroBapajyhe u3dope, oBaj cuMiuieKToMopduzaMm mMoxkeMo yuuHutu T7-
€KBHBapWjaHTHUM.

o (T'S)“ moxemo pekoHcTpyucaTh ceuemeM (Q X R, woxr = [Twg + d(ta)) ca S*-
nejcTBoM y ofgHocy Ha [0, +00)

IMocmatpajmo S'-nejcreo Ha Q x R Koje poTupa NpBy KOOPAMHATY:
e’ x (v,t) = (e" v, 1)

BekTopcko nosbe Koje reHepuilie OBO JI€jCTBO j€

X =(X,0)
Ha ciMyaH HaumH Kao ¥ paHuje, 100UjaMo i;woxr = —dt, a je OBaKO 3aJaTo J€jCTBO
XaMUJITOHOBO, Ca MOMEHTHUM NPECIIMKABABEM (L = PT'y, TO JECT fi j€ MPOCTO MpOjeKILrja
Ha JIpyry koopauHaty. [IpuceTnmo ce KOHCTpyKIIMje MHOTOCTPYKOCTH JOOUjEeHE CeUYeHheM

y ogHocy Ha nomuenap. Kpenyhemo on @Q X R x C ca cummiektuukom opmom €2 =

WQxRr + wc M nocMaTpaheMo JiujaroHanHo S 1—,£IejCTBO,
e’ x (v,t,2) = (v, t, e 2).

CaMyHO Kao M paHuje, MOXe ce IPOBEPUTH 1A jeé OBAKO 3a/1aTo /1ejCTBO XaMUJITOHOBO, ca

MOMEHTHHM IPECIIMKABABEM
1
v(v,t,z) =t — §|z|2

Cana nac untepecyje ckyn nugoa v~ '(0) = {(v,t,2) | t = §|2|*}. Tlpumernmo na je
cBaka Tauka u3 v~ 1(0) y moTmyHocT oipeheHa KoopaMHATaMa v U 2, OJHOCHO BaXH
Q x C = v71(0). Y3umamwem komusuka v~ (0) /S* nodujamo Q x g1 C = (T'S)“, wro

je 1 TpedaJio moKa3aTH.
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* Tlocroju T"-exBuBapujautan audeomoppuzam uzmelly Q@ x R u (T'S)¥ \ Sy koju
yyBa 2-opme

[TpumeTHMO 3a MOYETAaK Ja je KOMIUIeMeHT HyaTor ceuewsa y (71°5)* uzomopdat ca @ X g1
(C\ {0}), e je caka Tauka Kjaca ekBUBaIeHIHje [v, z], z # 0. Kako cBaka oBakBa
KJlaca MMa TavyHO jeHOT MPEeJCTABHUKA KOM je z KOOPAMHATA MO3WUTHUBAH peajaH Opoj,

MOXEMO ,Ile(bI/IHI/ICB.TI/I Cneﬂehe MMpECJIMKaBambhe:

U2 Q x (0,00) — Q xg (C\ {0}) = (TS)*\ S,
(0,6) — [0, V2]

Hokaxumo fa je oBako nedunucano ¢ tpaxenu qudeomopduzam. 3aucra, HUje TEHIKO
yBeputu ce y To aa je ¢ T"-exkBuBapujantan nugeomopduzam. Jokaxumo u na ¢ 3aucra

dyBa oarosapajyhe gopme, oqHOCHO 1a Baxku V*w(rg)w = woxr. ¥ Ty CBPXY, yOUUMO

5:Q x (0,+00) — Q x C\ {0}
(0,1) —> (U, \/27) .

Kako cmo ca p o3Haunam KommuHUYKYy rpojekuujy () x C — @ x g1 C, npumeTrmo n1a

W MOkEMO BUAETH Ka0 KOMIIO3ULIM)Y W =po s

Q % (0,00) ——— @ x (C\{0}) —— Q xg (C\ {0})

\—/

14

Haxkie,

U* (wirsy) = (po 8)" (wirs))
= 5" (p'wirs)y~)

*
= S WQxC;

OJIHOCHO TpeOa A0Ka3aTu Ja je S woxc = WQxR, LITO CE jeTHOCTABHO MPOBEPU.

[Tpe Hero mTO U3OKUMO KOHCTPYKIIM]Y KOja je CYIITHHA OBOT JOKa3a, Ouio 61 KOpUCHO
MOJICETUTH CE CBera IITO CMO JI0 cajia nocturii. Haume, koHctpyucanu cmo T"-ekBuBa-
pujantan cumiuiekromopduzam &: U — Uy C (T'S), npu yemy je U C M okonuHa
on S, nok je Uy okonHa HyaTor cedewa Sy C (71'S)%. 3aTum, KOHCTpyHCaIu CMO Takohe
T™-exBuBapujantan audeomopduszam ¥ uszmely Q@ X Rt u (T'S)¥ \ Sy, koju gomatHo
yyBa u oarorapajyhe 2-¢gopme. KomOmHOBame OoBHX pe3yiaTaTa Ham oMmoryhaBa 1a, 3a
J0BOJBHO MaJio €, uaeHtudukyjemo @ x (0,¢) ca U, \ S, npu yemy je U. MOHOBO OKOJIMHA

on S'y M. KOHKpeTHO, MOXEMO MOCMaTpaTh KOMITO3UIIU]Y
X =0 1oW:Qx (0,e) — M\ S
\(0,8) = 71 (o, V32
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Ogako nedunncano x je T"-ekBuBapujanTan cumiuiekromopdusam usmehy @ x (0,¢) u
npoOyiete nepacte okonune U, \ S C M \ S.

Konauno, nocmaTtpajMo mpocTtop

M, := <(M\S) U (Q x (—5,5)))/ ~,

npy YeMy Bpimmo upeHtudukaunjy @ x (—e,¢) 3 (v,t) ~ x(v,t) € M \ S. Kako
je x mudeomopduzaM Ha CBOjy CIMKY, TO jé OBaKO AOOHMjeH MPOCTOp 3aucTa IaTKa

MHoOroctpykoct. lasbe, Ha M7 MO)eMo Ae]HrHUCATH CUMIUIEKTHUKY (hopMy w; ca

w, Ha M\ S

w1 =
WQOXR; HaQ X (—6,5)

Kako je x*'w = wQXRlQX(O,s)’ TO je wy 100po AepUHUCAHO, a KAKO CY W U WQxr CUMII-
JIEKTUYKE U Wi je 3aucTa cuMIiuiekTuuka. Kako je x Takobe T"-exkBuBapujaHTHO, Ha M
mMoxkemo nedunucatu T"-mejcTBO Oall OHAKO Kako OucMO u odekuBanun — Ha M \ S
TOpyC AejcTBYje Kao Ha M, ok Ha Q X (—¢, €) mejcTByje kao Ha () X R. TogatHo, oBaKo
neduHUCaHO 1ejCTBO je XaMUITOHOBO, CA MOMEHTHUM IIpeciMKaBambeM Koje je Ha M \ S
Gam (1, 10K Ha () X (—&,€) MOCTOjU jeIMHCTBEHO MOMEHTHO IMPECIMKaBamke TAKBO 12

Baxe cienehe Tpu ocoOuHe
(M) (a0, 8),0,) = My +1, (0,1) € Q X (=¢,¢)
() m(v,0) = ps(Ms(v))
3) Ml‘{bo} = [LoX.

VYV 0BOM TpeHyTKy Yy JI0Ka3y MPUPOAHO C€ MOCTaB/ba MUTAKkE IITA CMO 3aUCTA MOCTUIIN
IPeTXOJHOM KOHCTpyKLHjoM. OroBOp Ha OBO MUTAaE ce KpHje y ciegehem 3anaxamy.
3a rauky (v,t) € Q x (—¢,¢), crabuwmsarop y oqHocy Ha T" = {exp(s - vy, ) | s € R}
je TpuBHjanaH, jep T Ha () nejctByje cnodoano. CrienujanHo, Tauke o6uka (v, 0) HUCY
(pvkcHe Tauke OBOT [I€jCTBA, 3a pa3jIMKy of oaroapajyhux Tayaka y M Koje cy uMHuUIE
ckyn S. Jakie, Ha MHOrocTpykoctu M Buille Hema (PUKCHMX Tayaka y OJHOCY Ha
aejctBo noArpyne 7'. OHO HITO je MoceOHO JIeNo KOJ| OBE KOHCTPYKIIM]jE je YHbeHHUIA J1a
M wmoxemo pekoHcTpyucatu u3 M ceverem y omHocy Ha Hy = {x € (R")* | (z, vg,) >
Ak, }» IITO HHUjE TEIIKO POBEPUTH.

[IpeTXoaHM MOCTYNAaK MOXEMO HACTaBUTH 32 CBAKY O/ CTpaHa rnoiuTona A 4ume 1o61jamo
Hu3 npoctopa My, . .., My ca cBOJCTBOM Ja je 1eJCTBO TOpyca Ha KOHAYHOM nipoctopy My
c1000/IHO, Kao U 11a je cBako M;_ | mobujeHo ceyeweM M, y omHOCy Ha oAroBapajyhu

MOJTyNpocTOp, ako cMo M o3Hauwmm ca M. [Ipenusnuje, 1o cMo HU3

M = (M), = (M) pnm, = -+ = (Mg)a.
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Kako je nejctBo Topyca Ha M cno6oaHo, To je M, eKBUBapHjaHTHO CUMILIEKTOMOpPghaH
oTrBOopeHoM nojckyny U C T™T" koju caipky CBE TauKe 4uja CJIMKA IPU MOMEHTHOM
npecivKaBamwy npunanga nomurony A. Kako y KOHCTpYKIMjy cedema y ogHoOCcy Ha A
3Ha4aj MIMajy camMo TaKBe Tauke, IpocTopu AooujeHn ceueweM o U u ox 1T*T" ce moka-
najy, na je

M = (Mg)a 2 Up = (T*T"), = (E®,w?),

IITO 3aBplIaBa AOKa3.
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