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IIpearosop

[IpBu U3BOpPU 3HaWa O KOHMKaMa Ce jaBjbajy y 4. BEKy IIpe HOBE epe
y ctapoj I'pukoj. MeHexMo ce cMaTpa IPBUM I'PYKUM MaTeMaThdYapeM
KOju je y3y4daBao KOHUKe. PemtaBajyhu nmpodiemM ygBoCcTpydema KOIIKe,
OTKPHUO je enulicy, xurnepdony u napadosny. EyknugoBo mesno 0o KOHU-
KaMa je HallMCaHo, ajid HHUje cadyyBaHO. AniosioHHuje u3 [lepre y 3. BeKy
IIpe HOBe epe je Halrcao 4yBeHO geno "KoHnuke”. Y ToM feny je TeMers-
HO pa3BHjeHa TeopHja KOHYCHUX IIpeceKa U yBeleHU Cy II0jMOBU KOje U
ODaHaC KOPHUCTUMO eJIuIica, xurnepodosna u nmapadona.

TokoM obOpa3oBamal(cpenme IIKOJe U PpaKyITeTu cpogHu MaTtema-
TUYKOM) Y IIOYETKY KOHUKE U3y4YyaBaMO y aHaJIUTUYKOj TeOMETPUjHU, THe
Cy OHe Be3aHe 3a KOOPOVHATHU CUCTEM U CBaKa KOHUKA je IIpeacTaBibe-
Ha CBOjOM jeOHAYMHOM Yy oapeheHOM 3amnucy.

Y npojekTUBHOj reOMEeTPHUjU CIIMKa je OocTa apyradyvja. OHa HaM 10-
HOCH HOBe DUTHe 0COdMHe KOHUKA U BakKHa TBphemwa Koja cMo feduHuU-
canu u nopmenunu y 4 rimaBe. CBe Kao IeJivHa HaM KOMIIJIEHTHO Aedu-
HUIIle TeOMEeTPUjy KOHUKA U BbUXOBUX [IPAMEHOBAa, IITO je U TeMa OBOT
pana.

Y npBoj rnasu je geduHMCAH II0jaM KOHHKA, IPeIcTaB/beHe Cy OCHOB-
He 0CObUHe KpUBUX APYror peda M Ha OCHOBHY TOra BUXOBa IIOHesIa.
H3Benu cM0O UM KaHOHCKe jemHauyuHe W KinacudpukoBanu ux. HaBenu
CMO jaKO BakKHa 2KHWJKHa CBOjCTBa euIlice, xumnepdose u mapadose, Kao
U OIITHYKa CBOjCTBa YCKO IoBe3aHa ca PepMaoBUM IPUHITUIIOM.

IIpyra riaBa je Be3aHa 3a KJIaCU4YHe U Jielle pe3yJiTaTe KOHUKA Yy
IIPOjeKTUBHOj reOMEeTPHUjH, KOja Cy HaM HallpaBusa godpy da3y 3a gaby
pa3pany riaBHe TeMe. OBIOe cMo meduHUCAM IIPOjEKTUBHO IIPECiINKa-
Bame, oKa3asnu [le3aproBy TeopeMy U BeH odpaT, gedpuHucaiu gBopa-
3Mepy, Kao jegHy OJ OCHOBHUX WHBapHjaHTH(IIPOjeKTHUBHAa IIpeCiuKa-
Bama He MeHlajy ABOpa3Mepy) IPOjeKTHUBHE reoMeTpuje, IIpeacTaBuin
IPOjeKTUBHA NIpecInKaBamka U KOHUKE Y ’bMa U OOIUIU O0 3HaYajHuX
3aKJby4daka.

Y tpehoj rmaBu ce baBUMO IpaMeHOBHMa KPyroBa, KOju HaM IIpaBe
BeJINKY, JIell ¥ 3HayajaH yBO[ 3a IIpaMeH KOHUWKa. [eduHumemo Io-
JTapHy KOpPEeCIIOOeHIINjy Kpyra(Iloal U Iojiapa), IIOTeHLUjy TadKe Yy Of-
HOCY Ha KpPYyT, paguKajHy OCy U pajguKaJiHU [IeHTap KPyroBa, IpaMeH
KpyroBa(xunepdonInyKy, eJIMITUYKY U napabonuuku). [IpencraBmamo
U noka3yjeMo I[lackanoBy TeopeMmy, a IIpe UCTEe U IBe TeopeMe, KOje HaM
ciyXKe y goka3ly. Takobe, mpeacraBkaMo U fOKa3lyjeMO bpuaHIIIOHOBY
TeopeMy u [ToeHcesieoBy TeopeMy 3a KPyroBe.



YeTBpTa I'y1aBa cafgpKu HajBaXKHUje pe3yJiTaTe 0 KOHUKaMa U BbUX0-
BUM IIpaMeHOBUMMaA, IIITO je IrIaBHa TeMa OBOT paga. OBme cMo geduHU-
caJid II0oJIapHy KOpPeCIIOAeHIIjy KOHWKA, TUIIOBe IIpaMeHOBa KOHUKA U
[loeHnceneoBy TeopeMy Koja HaM IIpHKa3yje BaXKHa CBOjCTBa IIpaMeHa
KOHUKA U BbUXOBY IIOBE3aHOCT.

Keaum ga uspa3um 8enuKy 3axeaaHOCli c8OM MeHIopy Upog. gp
Mupocaasu AHluuh Ha OIpoMHOj UOMOKhU y u3pagu paga, cuupiusbery,
U3JgB80jeHOM 8peMeHYy ga gelld/bHO U 8PJ10 jaCHO Upegaodcu ugejy, Ko-
PeKuUujy Kao u clupy4Hy cyiectiujy.

3axeasnHocwl gylyjemM u ocludaaum 4aaHo8uMda Komucuje gp Muaowy
‘hopuhy u tpog. gp MeaHy Tumuilipujesuhy Ha capagreu, ClUPYYHUM
cageliumMda u u3geojeHOM 8peMeHy 3d peaau3auujy ogbpaHe maciiep
paga.

Beauko xeasaa u MOM mMaiaom Kpyly gpaiux /bygu.

ITocebHy 3axsaaHoclu u3pascasam ocobama Kojuma je pag u tuocee-
heH 3a ceaku 8ug llogpwke Ha MOM HCueoliHOM Uyiuy go caga.



I'maBa 1

OcHOBHe 0CODHMHE KPUBHX IpY-
ror pega

1.1 KoHuke

Y oBOoM mornaBiby yBeutheMo I10jaM KOHMKAa U KPUBUX OPYTOT pefa,
U IIOKa3aTH [a Ce y HelereHeprucaHoM ClIy4ajy pagu 0 UCTUM KpHUBaMa.
[Tokazahemo Takobhe 1 HEKe of BUXOBUX OCOOMHA.

Heka cy i ¥ s IBe IpaBe y IPOCTOPY KOje ce CEKY y TauKu S. KpyxKHU
KOHYC ca TEMEHOM S je MOBPII Koja ce moduja poTaliyjoM IIpaBe i OKO
oce s.

Crnuke mpase i IpU poTaljijaMa OKO IIpaBe s Ha3uBajy ce U3sogHuue,
a IIpaBa s je oca KoHycd.

KoHyCcHU @pecek je IIpecek KOHyCa ca IPOU3BOJPHOM paBHU 7. Ko-
HUKa je creuyjajiaH CJly4yaj KOHYCHOI IIpeceKa, Tj. KOHUKa je Ipecek
KOHYyCa ¥ pPaBHU 7 KOja He cafpzKu TeMe KOHYyca.

Ykonuko paBaH 7 cagpXku TeMe S KOHyCa, KaXeMo [a je KOHYCHU
IIpeceK mereHepucad. Taj npecek je Taga WX Tadyka S, UM jeJgHa U3-
BOOHUIIA, aKO Ce paBaH 7 U KOHYC JOOUPY]Yy, UJIU Ce IIPeCeK CacTOoju Of
IBe IIpaBe, U3BOOHUIIE KOje Ce CEeKy Y TauKu S.

Mu cMO0 3auHTEpPEeCOBaHM yIIpPaBo 3a HeleTeHepUCaHU Cily4daj — CIIy-
4aj KOHUKaA.

Heka paBaH 7 ceue CBe U3BOOHUIIE KPYXKHOI' KOHyCa Ca BPXOM S.
[IpeTnmocTaBUMO Oa 7 HHUje HOpMajlHO Ha s. [locmaTpajMo chepy ynu-
CaHy y KOHYC KOja Jmomupyje paBaH 7 y Tauku F;. Heka je ¢ paBaH Koja
cagpzKu Tayke moaupa cepe u KoHyca. Heka je | mpaBa npeceka paBHU
7 1 o. Heka je X Tauka y IpeceKy KOHyca 4 paBHU 7. Heka je Y npecek
npaBe SX ca paBHHU o, a Z IpojeKnuja Tauyke X Ha npaBy /. [lokazahemo
Oa je ogHOC XY M X7 KOHCUWAHWaH, Tj. a He 3aBHUCHU Of U3dbopa Tauke
X.

Heka je T npojekuuja Tauke X Ha paBaH o. OgHoc XT u XY He 3aBU-
cu 0f X U jedHaK je KOCUHYCY yIrja u3Meby u3BogHuIle KOHyCa U lberOBe
oce (03HAYMMO Taj yrao ca «). Ogaoc XT u X7 Takobe He 3aBucu og X
U jeIHaK je KOCUHYCY yria u3Meby paBHU 7 U 0Cce KOHycCa (03HAa4YMMO



Taj yrao ca (). [Ipema ToMme,

XY XY XT cosp
XZ XT XZ cosa

[TomTo cy XF, u XY jegHake (Kao TaHTEeHTe OyXKM Ha chepy U3 Tauyke
X), cnegu ga je omHOC X F| 1 X7 KOHCTaHTaH.

Teopema 1.1. 3a ceaky KOHUKY Uoculoju Uipaea | wwakea ga je 3a ceaky
la4yky Ha KOHUUU 0OgHOC pactiojarba go tayke F; u go e upase KOH-
cluaHwaH. Taj ogHOoC Ha3uea ce ekcueHWpuyuwew KoHuke. IIpaea [ je
gupekiupuca, a wavka F; je scudca uau pokKyc KOHUKe.

Cnuka 1.1: EKCOUEHTPULIUTET

Heka je paBaH ;, HOpMaJiHa Ha IIpaBy s y Ta4ku S. Heka paBaH 7 ceue
CBe M3BOMHUIIE KOHYCa TaKo [la Ce IpeceK Hajla3¥ ca UCTe CTpaHe pasB-
HU ;. Taga IocToje oBe cepe Koje Cy yIucaHe y KOHYC U KOje DOOUpyjy
paBaH 7, 1a KOHUKaA MMa [IBa IIapa Xuxa-gupekrtpuca (Fi,l) u (Fy,ly).
Moxke ce moKa3aTH Ja Cy OAroBapajyhu eKCIEeHTPUIUTETH jeQHAKU U
Mamu of jeguHuIle. OBa KOHUKA Ce Ha3WBa eJIMIICA.



Cnuka 1.2: Enurnca

ITocedHo, ako je paBaH m HOpMaJiHa Ha s, PpaBHU ¢ U 7 Cy IlapaJjiejiHe,
na HeopMasHO MOXKEMO CMaTpaTHU Aa je IpeceK DeCKOHa4YyHO JaeKa
IIpaBa; KOHYCHU IIPECEK je KPYT, a paBaH o momupyje chepy y LeHTPy
Kpyra. 3aTo MOXKeMO [ja CMaTpaMo [1a je KPyr I'PaHUYHU CJly4daj eJIUIICe
roe je eKCUeHTPUIUTeT e = 0.

YKOnIuKO paBaH 7 cedye CBe U3BOJHUIIE KOHYCa, aIlui KOHMKa UMa Tau-
Ke ca 0be cTpaHe paBHU 7, TaKOhe mocToje aBe chepe Koje DOaupyjy u
paBaH ¢ U KOHYC, Ia OodHjeHa KOHMKa TakKOhe MMa [OBa Imapa XKHxXKa-
nupekTpuca (Fi,l;) u (Fy,ly). Moxe ce 1oKka3aTu [ja je U Y OBOM CIlIy4ajy
eKCIIEeHTPULIUTET YBEK UCTU U Behu opx 1. [lodrjeHa KOHUKa Ce Ha3uBa
xunepodoia.

o ol g

Cnuka 1.3: Xunepbdona



YKONMuKO 7 He cede CBe U3BOOHUIIE KOHYCa Beh je ca HEKOM of BbUX
raparsejiHa, OHJla IIOCTOju caMo jemHa cdepa Koja je TaHTeHTHa U Ha KO-
HYC 4 Ha paBaH o, I1a [IOCTOjU CaMoO jeflaH Ilap Xuxa-gupekrpuca. Taga
ce MOKe II0OKa3aTH [a Cy YIJIOBU a U  jeJHaKHU U [1a je eKCLUEeHTPUIIUTET
1. OBy KOHUKY 30BeMO nmapadoia.

/S

+

Cnuka 1.4: Ilapabona

1.2 AHaauTHYKaA de(pHuHHIIHja U KTacudHUKa-
IIMja KPUBHUX IPyror peaa

Heka cy (z,y) mpou3BosbHEe [leKapToBe KoopavuHaTe y paBHU 7. Caga
hemo Hahu jegHauMHE KOHUKA.
Heka cy (fi, f2) KOOpOvHaTe XWUXe U HeKa OUPeKTpuca uMa jeqHa-
YUHY
[: cosyx+sinyy+a=0.

Kaxko je pacTojame Tauke ca KoopguHaTaMa (z,y) OO IIpaBe | jeqHaKo
lcosyx +sinvyy +al,
BUAMMO [a Cy ejuIlica, napadosna u xurepdosna onucaHe KBagpaTHUM
jeoHaynHaMa
(= f)P+(x—fo)* o2

(cosyx + sinvyy + a)?

Takobe u Kpyr uMa KBagpaTHY jeqJHa4YUHY.

Hedununmuja 1.2. KpuBa gpyror pefa je CKyn Tadaka 4duje KOOpPOU-
HaTe y HEKOM (M caMHuM THM y 010 KoM) [leKapTOBOM KOOPOHWHATHOM
CUCTEeMYy 3al0BOJbaBajy jedHaYMHy OPYTOor pefa:

a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2()137 + 21)2y +c=0. (1 ].)
Moxe ce 11oKa3aTH fa, ako je JeTepMUHaHTa MaTpulle

a1 a2 by
a1z Qg by

b1 b2 C
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jenHaKa Hy/Id, OHOa jegHauyuHa (1.1) npencraBrba mpa3aH CKYII, Ta4-
Ky, OBe apaJiejiHe IIpaBe UJIM [OBe IIpaBe KQje Ce CEKY.

Y TomMm cnydajy KaxkeMo [a je KpuBa OPYror pefa mereHepucaHa.

3a cBaKy HefereHepucaHy KPHUBY IIOCTOjU KOOPOWHATHU CUCTEM Y
KOMe IheHa jegHauyrHa MMa IIPUJIMNYHO jegHocTaBaH 0bnuk. Cama hemo
onucaTy OCHOBHY HIejy KOja CTOju M3a OBOT pe3yJiTara.
Hajnpe, poTrpajM0 KOOpAMHATHU CUCTEM 3a yrao . To 3Hayu ga y jen-
HauuHu (1.1) KoopaouHaTte x U y Tpedba 3aMeHUTHU pegoM ca

¥ =xcosp+ysing u y =-—zsiny+ ycosy.

HN3bopom oarosapajyher yria ¢ MOXKeMO YYUHUTHU Ja KOePUIUjeHT y3
xy IIOCTaHe jedHaK HYJIU.

3aTuM TpaHCIUPaMO KOOPOMHATHU MIoYeTak y TaudkKy (zo,y), Tj. 3a-
MEHUMO z Ca = + xp, & y ca y + yo. A30opom oxnrosapajyher napa (xg, yo)
MO2KeMO TpaHchopMmucartu jegHaumHy (1.1) y jeman om Tpu KaHOHCKa
obnuxka (I), (IT) umu (III).

3a e < 1 gobrjaMo KaHOHCKY jeqHa4YUHY eJIuIICe

1.2 y2
(I) — t5 =1 a>b>0, (1.2)
a b
ca IeHTPOM Y KOOPOUHATHOM II0YETKY, Ca XKUxkKama y TaukaMma (++v/a? — b2,
0), IMpEeKTpUCcaMa AaTUM jefHaYMHaMa z = £¢ U Ca BEJIMKOM U MajioM
rmoiyocoM (Tj. ITOJIOBUHaAMa OyKMHA OAroBapajyhux oca) jegHaKUM pe-
OOM ¢ U b. Y cnenujajHoOM ciyd4ajy a = b, enurca (I) je Kpyr.

l
1 Iy

Cnuka 1.5: Enurnca; F, u F, XKuxe, [ 4 l, QUPEKTPUCeE, a U b oce

3a ¢ > 1 godbujaMo KaHOHCKY jefHa4YMHY Xumnepodoae

ZE2 y2
OHa cede CBOjy peajiHy OCy y OBe Tauke MehycobHo ymarseHe 2a. Benu-
4vHEe o U b Ha3UBajy Ce, PeIoM, peajiHa ¥ UMaruHapHa I10JIyoca Xumnep-
bone. I[IpaBe



Cy acuMnToTe xumnepdoine(ripaBe KojuMa ce xurepdosa nmpudiauKkasa
Kaga r — +oo U x — —o0), a Tayke (+va? + b%, 0) Cy BbeHe XKUuXKe, JOK
Cy OUPEeKTpHuce AaTe jemHayWHaMa r = £2. Y clydajy Kama je a = b,
xunepdomna (II) je jemHaKOCTpaHUYHA.

Cnuka 1.6: Xunepbdomna; F; u F, XKuXKe, [| U l, TUPEKTpPUcCe, a 4 b oce, x| 1
T9 ACUMIITOTE

3a e = 1 godbujamM0O KaHOHCKY jefHAYMHY mapadoie

(I11) y? = 2px, p >0, (1.4)

4YMja ce oca IIOKJlalla ca r-OCOM, JKWXKa Ce Hajal3u y Tadku (p/2,0), a
OUpPeKTpHuca je JmaTa jeIHaYuHOM = = —p/2.



Cnuka 1.7: [Tapabona; F XKuxa, | IUPEKTpUCa

1.3 2KuiKHa CBOjCTBa KOHHKAa

[Tokazahemo capa jemHO 3aHMMJBUBO CBOjCTBO KOj€ UMajy €JIUIICE U
xunepdonie. OHe UMajy OBa Hapa Xuxa-gupekrtpuca (Fi, ) u (Fy,ly) 1
IIpU TOM Cy OUPEKTPHUCe IIapajiejiHe IIpaBe. MoxeMo pacTojama IIpou-
3BOJbHE TAUKe Ca jeJHe TaKBe KOHUKeE [la 3allUIlIeMOo

d(P7 Fl) = €d<P, ll)

d(P,Fy) = ed(P,1).

Heka je nmpaBa p nIpaBa IapajiejiHa r—O0CH U HeKa Cy HbeHU IIpecelu ca
oupeKkTpucama penoMm A; u A,. Taga je d(P,l;) = PA,.

Y cnyuajy enurce, rge ce Ipou3BOJ/bHA TayKa eJIUIICe Hajla3u u3Me-
by nBe mupexkTpuce, cabupameM NPETXOOHUX jedHa4YnHa JodHujaMo

d(P, Fl) + d(P, FQ) =€ (d(P, ll) + d(P, lg)) = €(PA1 + PAQ) = €A1A2 = 2&,

d JeCHa CTpaHaje)IHaKOCTI/I je KOHCTaHTa.

Teopema 1.3. 36up pactuojarea ipousgosbHe Wavke eaulice 0g HeHUX
JHCUDHCA je KOHCUWAaHWAaH U jegHAdK 8e/1uKkoj ocu eautlce 2a.



Cnuka 1.8: F| u F, cy XKuxe; [, 4 |, OUPEKTPUCE; a U b BeJIMKa U Malla
mojayoca

Y cnyuajy xunepdorse, ;beHe TayKe ce He Hajla3e y Oejly PaBHU U3-
Meby qupektpuca. Ogy3uMameM IPETXOOHE OBe jegHadYnHe nodujaMo
d(P, F1) — d(P, F3) = e (d(P, 1) — d(P,12)),

OOHOCHO

‘d(P, Fl) — d(P, FQ)‘ = €d(ll,l2) = C‘PAl — PAQ‘ = 2a.
3aTo Baxu TBphemwe:
Teopema 1.4. AliconyiiHa s8pegHOCll pa3iuke pactiojarba Upou3eo.sb-

He WayKe xuliepbose 0g HeHUX JHCUdHa je KOHCWAaHWHA U jegHaKa 8e-
AUKOj ocu xuuiepbose 2a.

Youuwmo, ripu ToM, Oa pasnuuu d(P, Fy) — d(P, F») = 2a ogrosapa jegHa
CTpaHa xuriepdose, a pa3nuuu d(P, Fy) — d(P, F,) = —2a gpyra.

Cnuka 1.9: F| u F; cy XKuXe;l; U |, JUPEKTPUCE; 1 U T9 aCUMIITOTE; a U
b peajlHa U UMarvHapHa oca
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HatiomeHna 1.5. 3dup pacTojatba of OUIO KOje TayKe yHyTap eJuIlCce
oo XKH1XKa je MamH, a o OUJIO Koje TauKe BaH enurce Behu og gyxkuHe
BeJIMKe OCe.

HatiomeHna 1.6. Heka je d pa3nukKa pacTojama of OMIIO KOje TadKe Ha
xunepdonu mo xkKuxa F, u F,, 1 HeKa je G rpaHa xurepdose yHyTap Koje
nexu F;. Taga 3a Tauke X BaH(yHyTap) G BenudyuHa X F, — X F} Mama
je(Beha) of d.

Y cnyuajy mapabdorie, Koja ©UMa jeqHY XKUXKY U jeOHYy OUPEKTPUCY, 3a
Ta4dyKe KOje ce Hajla3e Ha B0j, BaXu cieaeha jeqHaAKOCT:

d(P,F) =ed(P,l)
[TouiTo je eKCLeHTULIMTET ITapadoiie jeqHak 1, Baxku:
d(P, F) = d(P.1)

Teopema 1.7. Pactuojarve lipou3gobHe tavyke tUapabosie go reHe Hcu-
Jice je jegHak pacluojaryy We Wadyke go weHe gupekiuipuce.

Cnuka 1.10: F je xXuxa; | gUPEKTpPUCa

HatiomeHna 1.8. 3a Tauke yHyTap napadojie pacTojame 00 XKUXKe je Ma-
e Ofl pacTojama A0 OUPEKTPHUCe, a 3a Ta4yKe BaH Iapadoie Baxu Cy-
IIPOTHO.

[TocmaTpamMo ¢paMuInjy eIuIiCu ca XKHUXKOM y (PUKCHO] Ta4yKU KOje
Ipojia3e Kpo3 Opyry 3agaTy TaukKy. AKO OO3BOJIMMO [a Ce Opyra Xu-
XKa beCKOHa4YHO yfasrbaBa, Taja he Te enunce TeXXuTu rapadosnm ca uc-
TOM XKHWXKOM U OCOM IlapajieJITHOM H3adpaHoM mpasily. CiuyaH eKcle-
PHUMEHT Baxku U 3a xumnepdomne. [lakie, mapadora je TpaHUYHU CIIy4a]j
U eJIhIce u xuriepodore.

11



1.4 Onruuyka CBOjCTBAa KOHHKA

Kao 1m1To je mo3HaTo, akoO Ce CBETJIOCHU 3pakK ofduja of orjenasna,
OHJa je yrao ogdujama jenHak yriy ynaga. OBo je I0Be3aHO ca TaKO3Ba-
HUM Pepmaosum UPUHUULUOM, KOjU TBPOU Ha Ce CBETJIOCT YBEK Kpehe
oy Hajkpaher nyTta. Caga hemo mokasaTu fa je Taj IyT 3aucTa HajKpa-
hu.

Heka je maTa npaBa [ U HeKa Cy Ta4yke F) u I, ca UCTe CTpaHe Te IIpa-
Be. 2KenmuMmo ga HabeMo Tauky P Ha ITpaBOj [ TaKBy Aa je 3dup pacTojama
oo P oo Iy uon P oo F, MUHMMAaJIaH.

Cnuka 1.11: ®epMaoB IIPUHIIUII

Heka je Tauka F, cuMeTpu4Ha Ta4yKu F, y OOHOCY Ha IIpaBy /. JacHO
je ma 3a cBaky TauykKy X Ha IIpaBOj [ BaXu

[Ipema ToMe, moTpedHO je Hahu TaykKy P TakBy Ha je 30up pacrojama
or P mo F), m of P mo F) 1IITO Mamu.

OuurienHo je oa ce MUHUMYM IIOCTUKE Kafja TauKa P j1eXXU Ha OyXKU
F\F) y Ta4KU HEHOI IIpeceKa ca npaBoM /. Tama BaXu Oma Cy yIJIOBU
(F,PX n /X PF,) jeqHaKU.

Teopema 1.9 (OnTu4ko CBOjCTBO enuIice). Heka je tipasa | waHieH-
lia enutce y wavyku P. Taga je upaea | cumetllpana cuoseaulivel yiid
/F\PF5.
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Cnuka 1.12: OIITUYKO CBOjCTBO €JIUIICE

Ioka3. Heka je X mpou3BOJbHA Ta4yKa IIpase [, pa3nuyuTta of P. Ilomto
je Tauka X u3BaH eJIUIICe, BaXu

XFy+ XFy, > PF, + PFy,

OOHOCHO, O[] CBHX Ta4daka IIpaBe [, TauKa P MMa HajMawu 30up pacTto-
jama [mo Tavaka [y u Fy. To 3Ha4u Oa Cy yIJIOBU KQje 3aKJallajy InpaBe
PF, u PF, ca IpaBOM [ JeJHAKHWU. ]

Teopema 1.10 (OnoTuuko cBojcTBO xumepdone). AKo je Upaea | WaH-
leHlla Ha xulepboay y Wauku P, oHga je | cumetupanaa yiaa /[ FPF;, ige
cy F| u Iy sorcudice xuuepboane.

Cnuka 1.13: OOTU4YKO CBOjCTBO Xurepbdoie

Ilokas. TlpeTtnocTaBUMO fa cuMmeTpaa I’ yrina /F; PF, cede xunepdomy
y jOII jemdHOj TayKu () (KOja IeKM Ha UCTOj rpaHu Kao u P). Pagu jemHo-
CTaBHOCTH, IPETIIOCTABUMO [a TauyKa P JieKM Ha IrpaHu OIHUK0j KUXKHU
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F). Heka je F| Tauka cuMeTpu4Ha [ y ogHOCY Ha 1nipaBy /'. Taga Baxu
PF, = PF}, QF, = QF].
[lopen Tora, Tauke Fy, F| u P yiexxe Ha uUCTOj 1pasoj. [Ipema Tome,
P — PFy = F>Q — QF,

ITIa cijiegn
Ry F| = F,P — PF = F,Q — QF).

Anu, 10 HejeqHaKOCTHU TPOYIJIa, Y TPOYyTIiy FrQF| BaXu
F2F1,>F2Q_QF1,7
IIITO je IPOTUBPEYHOCT. N

Teopema 1.11 (Ontuuko cBojcTBO mapabdone). Heka je tpasa | tuaH-
leHWla Ha Uapaboay y wiauku P. Heka je P’ Upojekuuja wauke P Ha
gupekuupucy. Taga je | cumetupana yina /FPP'.

Cnuka 1.14: OniTU4YKO CBOJCTBO I1apabdorie

Ilokas. TlpeTnocTaBUMO Oa cuMeTpasa yria /F PP’ (o3Haduumo je ca )
cede napadoJly y jollI jegHOj Ta4KU, PEeUMO y (), YHja je IpojeKirja Ha
oupekTpucy ('. I[1lo gedpununmju napadbone Baxu

FQ =QQ"
C gpyre cTpaHe, Tpoyrao F PP’ je jeflHaKOKpaKy, I1a je cuMeTpasa yria

IIpu P yjeOdHO M Cpefulllkha HOopMaJla oyXu FP’. IIpeMa ToMe, 3a CBaKy
Ta4yKy () Ha TOj CUMeTpaJu BaXu

QP =QF =QQ"

MebyTtum, TO je HEMOTYhe, jep je ' jeonHa TauykKa Ha OUPEKTPUCH Iia-
padorsie Koja je HajbnmuKa Ta4yKM ().
O
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Teopema 1.12 (OnucaHa Kpy>KHUIa U TeTUBa enuice). Heka wetiusa
PQ enutice cagpacu ocudcy Fy, a Heka je R wayka Upeceka waHieHu
Ha eautcy y wavykama P u Q. Taga je R ueHwap ouucaHe KpyxcHuUue
Wpoyina F,PQ, a F, je WWayka gogupa e KpydHcHUUe ca CUUpaHuuom

PQ.

Cnuka 1.15: OnucaHa KpyKHULA U TeTUBA €JIUIICE

Iokas. TIpeMa ONTUYKOM CBOjCTBY efnuIice, PR u (QR cy cuMeTpare CIIO-
JhallllbUX YIJIOBa Tpoyryia FyPQ. Ilakse, TayKa R je LleHTap jegHe CIIoJba
onrcaHe KpyxHuile. Tayka mogupa (03Ha4YUMO je ca F)]) Te KPpyKHUIE
U oAroBapajyhe cTpaHuile, Kao U Tadka Fy, meile 00uM Tpoyria Ha jeld-
Hake [eJioBe, Tj.

F/P+ PFy, = F|Q + QF5.

MebhyTumMm, Tauka F; ©Ma TO CBOjCTBO U TaKBa TadKa je jeOUHCTBEHA.
[Ipema TOoMe, F| u F; ce mOKIaIajy. O

IMTocnemuna 1.13. IIpasa Koja claja scudicy eautice u Wayvky upeceka
aHIeHWU Ha eAulicy y KpajrwuMm Waykama Welduse Koja cagpacu Wy
orCudKCy, yupdsHa je Ha Wy wetuusy.

3a xunepdony, Teopema 1.11 Takobe Baxku, aiu ce omnucaHa Kpy-
XKHUIA 3aMelyje YIIMCaHOM KPYKHUIIOM.
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I''maBa 2

KIaCHM4YHH pe3yjiaTaTH Be3aHH
3a KOHHKE

2.1 IIpojeKTUBHa paBaH

Y oBoM mornaBspy heMo meduHHUCATV NIPOjeKTUBHA IIPECIMKaBamka,
Kao OHa KoOja CIIHKajy mpaBe y ImpaBe. IIpu TakBOj TpaHchopMalHju ma-
pajsiesiHe IIpaBe He MOpajy OCTaTu IIapajlejlHe.

MebyTuM, ako mocMaTpaMo OOUUYHY €yKIUACKY paBaH, IlapajejiHe
nmpaBe he ce mpecnukaBaTu y mapajiejiHe, jep je TpaHcopMaluja du-
JEKTUBHA.

W3 Tor pasnora yBoOu ce TaKO3BaHa O@CKOHAYHO gadJjeKa upasd.

Tauke Te IpaBe, KOje Ce Ha3uBajy U OeCKOHAYHO gaaeke wavke, 10-
cMaTpajy ce Kao IIpecelu MapalieJIHUX IIpaBUX, a CBaka ODeCKOHayHO
majieKa TadykKa cMaTpa Cce 3ajeIHUYKOM CBUM IIpaBaMa UCTOT Ilapajsejl-
HOT IIpaMeHa IIpaBUux.

Tako monymeHa paBaH Ha3UBa Ce MPOjeKTHBHA paBaH.

2.2 JIle3aprosa reopeMa

Teopema 2.1 ([le3aprosa teopeMma). Heka cy ABC u A,B,C, gsa tipo-
yina wakea ga cy upase AA;, BB, CC; Upase jegHol UipameHa. Taga cy
uauke (KoHauHe uau beckoHayHe) {P} = BC N B1Cy, {Q} = AC N A4,
{R} = AB N A, B; KoAUuHedapHe.
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Cnuka 2.1: [le3aproBa TeopeMa

Hoka3s. IIpeTnocTaBUMO HajIpe Oa Tpoyriosu ABC u A, B;C, npunapajy
Pa3Iu4YUTUM paBHUMA 7 U 7.

C 0b3upomM Ha TO ga cy npaBe AA; u BB, KOMIJIaHapHE, TaKBe Cy U
npaBe AB u A;B;, TIa ce CeKy y Tadku R (KOHa4YyHOj Uik DeCKOHA4YHOj).

Tauka R mpuliaga ¥ paBHU 7 U PaBHU 7, [1a IIPUIlajia BUXOBOM IIpe-
CEKY.

CnuyHO, ¥ Tauke P U () IpUunagajy IpeceKky paBHU 7w U 7.

YKOnMuKO paBHU 7 U 7m; HUCY MTapaliejiHe, Taj IIPeCceK je KoOHayHa IIpa-
Ba paBHU 7, a MoTryhe je fa je jemHa o Tadaka P, (Q, R leHa becKoHayHa
TadkKa.

AKO Ccy paBHU 7 U 7 Iapajiejiie, Tayke P, (), R npunanajy beckoHau-
HO [JaJieKoj IIpaBOj paBHMU 7.

[IpetnnocTaBUMO cafia ga Ccy TpoyriaoBu ABC' U A; B, y UCTOj paBHU
7. Heka ce mpaBe AA;, BBy, CC, ceKy y Tadyku O (KOHaA4YHO] Uiu HecKo-
Ha4vHOj). Heka je O; Tauka u3BaH paBHU 7 U O, Ta4Ka TakKBa ma cy O,
0., O, konuHeapHe. [IpaBe 0,0, u AA; Cy KOMIIJTaHAPHE jep Ce CEKYy Y
Ta4yku O. 3aT0 Ccy u n1paBe O; A u O, A, KOMIIJIaHapHeE, I1a Ce CEeKy y TaUuKu
AQ.

CnuuHo, noctoje u npeceuu O;B N Oy,B; = {By}, O:C N O,C = {Cy}.
[Tpu ToMe Tpoyrao A;B,C,; mpullafa HEKOj paBHU 7 # 7.

[IpaBe AA,, BB,, CC, npuliajajy jeIHOM IpaMeHy, IIa Ce, Ha OCHOBY
OpPBOr HOejla moka3sa, nmpaBe BC u By(Cy, AC u AyCy, AB U Ay;By; CEKy Y
KOJIMHEeapHUM Ta4ykKama P, (), R, KOje IIpu TOM IIpUIiangajy Ipeceky mNmy,
OOHOCHO IIpeaCcTaBibajy IIpeceke nmpaBux ByCy, A;Cs, AyB, Ca paBHHU 7.

CnuuHo, u npase AA,, BB,, CC, ipuliagajy jeJHOM IIpaMeHYy, Iia ce
npaBe BC'u B,C,, ACu A,C,, ABu A, B, peooM CeKy y TaukaMa IIpogopa
ByCsy, A3Cs, A3B, ca paBHHU 7. 3aTO ce u nipaBe BC u B;C,, AC u A,Cy, AB
U A, B; ceky y TadkaMa P, (), R, KOje Cy KOJIUHeapHe. ]
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Teopema 2.2 (Odbpuyta [e3aproa Teopema). Heka cy ABC u A,B,C,
gea wipoyiaa takea ga cy upeceuu {P} = BC N B,Cy, {Q} = AC N A (Y,
{R} = ABN A1 B, KonuHeapHe wwauyke (KOHa4yHe uau beckoHauHe). Taga
upase AA,, BBy, CC, Upuuagajy jegHoMm UpamMeHy.

Loka3. Heka tpoyrnosu ABC u A, B;(C) nIpuniagajy pa3jinuyuTUM paBHU-
Ma 7 ¥ ;. Taga Tayke P, (), R npunagajy npeceky pasHu »Nr. [IpaBe AB
U A;B; Cy KOMIIJIaHapHe, I1a Cy KOMILJIaHapHe U IipaBe AA; u BB;. Heka
ce OHe CeKy y Tadku O (KoHa4yHOj unu deckoHauyHoj). Heka je mpecek
npaBe OC u paBHU 71, Tayka Cj.

Tapa, Ha ocHOBY [le3aprose TeopeMe, npasa A;C, cagpKu TadkKy (),
a mpasa B;C, cagpxu Tauky P. Ilpema Tome {Cy} = A;Q N B P, ODHOCHO
Cy = C}, Te TBphewme Baxu.

Ykonuko tpoyrinoBu ABC u A,B;C, Ipullagajy UCTOj paBHU 7, HEKA
je O; Tauka u3BaH paBHU 7. Heka je A, Tauyka npaBe O; A, ¥ HeKa je m
paBaH KoOja cafpxku npaBy PQ u Tauky A,. OHa ceue npaBe O;B u O,C
y TauKaMa B; 1 (3 (KOHaQUHUM UJIU ODEeCKOHAYHUM).

TaJ:[a Cy IIpecenu AlBl N AQBQ, B.C N By, AlCl N AQOQ KOJIMHeapHe
Tayke, I1a Cy, IO IPBOM [eJly OoKa3a, npaBe A;A;, BB, C;C,; npase
HUCTOT IIpaMeHa.

Hexka npaBa O,0, nnpogupe paBaH 7 y Tauku O. [IpaBe AO, u A,0, Ccy
KOMIIJIaHapHE U [IpUliafajy HeKOj paBHU o, 1a Ta4yke A, A, A, mpumnanajy
U paBHU o U paBHU 7, OOHOCHO A, A;, O cy KoluHeapHe. CIIUYHO, U IIpaBe
BB; u CC, cagpXxe Tauky O. O

2.3 IIpojeKTHBHAa INpecjIHKaBalba

Hedbunaunuja 2.3. Tpanchopmalidja IpPOjeKTUBHE paBHU KOja CBakKy
npaBy (yKiby4dyjyhu u becKkoHaYHO faieKy MpaBy) IpeciIuKasa y IIpaBy,
Ha3WBa Ce lUpojekliusHa WpaHchopmavuja.

W3 medununyje cienu ma IMpojeKTUBHE TpaHchopMalidje odpa3syjy
rpyny, OOHOCHO [a je KOMIIO3HIlFja IBe MPOjeKTUBHE TpaHCchopMalilje
OIleT INpOjeKTHuBHa TpaHchopMalyja.

[TpumetrMo ma cy Meby moarpynama oBe rpyne U rpyne apuHUX
TpaHCopMalMja Koje 4yBajy mapajieJlHOCT IIpaBux (OOHOCHO TpaHC-
popmanyje Koje yyBajy beCKOHa4YHO JajeKy IIpaBy), Kao U rpyle CIud-
HOCTHU U KpeTama.

[TokasaheMmo fa je cBaka IIpojeKTUBHA TpaHchopMalija KOMIIO3UII-
ja LeHTpaliHe IIPojeKIdje U KpeTama IIPOoCTOopa KOje paBaH IIpojeKIiiuje
IIpecjnKaBa y [10Jla3Hy paBaH.

CBaka IIpojekTuBHa TpaHCHopMalrja MOXKe Ce IIpeaCTaBUTH Kao KOM-
MMo3uli¥ja ABe TpaHcdopMaldje, o KOjuX IpBa KOHHKY IpeciiKaBa y
KpYT.

[Ipyra TparcdopMalja Kpyr MOXKe IIPECINKaTHh CaMO Y KOHUKY.
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OBo MOKa3yje ma Cy NpojeKTUuBHe TpaHchopMalldje BeoMa IOTroaHe
3a pap ca KoHuKamMa. OOQHOCHO, Ia TIPOjeKTUBHA MpeCIuKaBamba CIUKajy
KOHUKE Y KOHUKE.

[TpumeTuMoO Oa xunepdosia ceye dHeCKOHa4YHO AajieKy IIpaBy y OBe
TadkKe.

Te Tauke ogpehyjy npaBue acuMIToTa Xuiepdore.

[Tapabona gmopupyje beCKOHA4YHO fajieKy IIpaBy Y Ta4KU Koja onpe-
byje npasaii oce mapadore.

KonauHo, enunca HeMa 3ajeJHUYKHUX TadakKa ca beCKoHa4yHO Hase-
KOM ITPaBOM.

2.4 TIIpeacraB/balbe IMPOJEKTHBHUX IIPECIIN-
KaBama

Heka cy 7 ¥ 7, pa3nuyute paBHU U O TayKa BaH BUX. YOUUMO [a ce
LeHTPaJHUM IIPOjeKToBameM U3 Tauyke O paBHU 7 Ha paBaH m IIpaBe
(koHauHe UM DeCKOHa4YHe) CIUKajy y npaBe. KoMno3uiyja IpojeKTUB-
HOT IIpecCIuKaBamka U U30MEeTpHje IIPOCTOpa KoOja CIIUKa paBaH 7; Ha
paBaH 7 je IPOJeKTUBHO IIpecivKaBake paBHU 71 y cede.

Heka cy E,F,G u Fy, F1,G; OBe TpOjJKe KOJIMHEapHUX TayaKa PaBHU
7. Heka je m; IpoU3BOJbHA paBaH pa3jiuyuTa of 7.

[Ipou3BOJPHUM ILIEHTPAJIHUM IIPOjEeKTOBAaKeM paBHU 7w Ha paBaH 7,
Ta4yke F, F,G ce cnukajy y Es, F»,G,. PaBaH 7m; MOXeMO ogadpaTu Tako
oa F»,G, HUje mapa’siejIHO PaBHU 7.

Heka je ¢ paBaH KoOja cagpXu TadkKy F, U npaBy FyGs.

Tpaucnanyvja paBHU 7 KOjOM ce E, ClIMKa y F; 4yBa KOJIMHEApPHOCT
Tayaka U clIukKa F, u G, y F; u (G3, TOe npaBa F;G5; cedue paBaH 7wy L.

Heka je

{O} = F1F3 N G1G3.

Tama LleHTpaIHO MPOjeKTOBawke paBHU ¢ Ha 7 Ca LEeHTPOM y O CJIMKa
Tauke F, F,Gy Ey, I, Gy.
INakie Baxu cineneha nema.

Jlema 2.4. Akocy E,F,G u FE, F|,G, gee Wipojke KoAuHeapHux Wavaka
pasHu w, Uocioju (bap jegHo) UpojeKliuHO UipecauKasare Koje caukda
E, F,G_y El,Fl,Gl.

Ilokas. Heka cy A, B,C,D u A, By,C}, D; 1Be 4eTBOPKe TayaKa 0f] KOjux
HUjeHe TPU V jeIHOj YeTBOPLIM HUCY KoJInHeapHe. Heka ce penoM mpa-
Be ABu (CD, AiBy u C1D, cexyy F u F,, npase AD u BC, AiD, u B,C}
Cekyy Fu Fi, aupaBe AC u A,C, cexy npaBe EF u E1F1 'y G u G.

300r npeTxonHe jleMe MOXKeMO IIPeTIOCTaBUTU fja je £ = F,, F = F},
G = G,.ITocmaTtpajyhu Tpoyrnose ABC u A, B,C}, u3 0dpHyTe [le3aprose
TeopeMe godujamo ga npase AA,, BB;, CC, npunagajy UCTOM IpaMeHYy.
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CnuyHO, npruMeHOM 00pHYTe [le3aprose TeopeMe Ha Tpoyriiose ACD
u AC1D, BUOUMO [a Ccy u npase AA,, CCy, DD, U3 UCTOI IpaMeHa, Te
CBe YeTHUpPU [IpaBe NpUMlafiajy jeqHOM IpaMeHY.

Youumo Hajupe ma, yKOJIMKO KpeHeMO of Tadaka A, B,C U IIpPOu-
3BOJbHOT IPOjEeKTUBHOT IIpeCcInKaBama, IPeTIoCcTaBbajyhu ga cy Tad-
Ke E, F,G Ha npaBaMa AB, BC u AC KonuHeapHe M (QUKCHe (IIITO MO-
JKeMO ITpeTnocTaBuTu 300r neme 2.4), civka D, IPpOU3BOJbHE Tadyke D
npaBe AF ompeheHa je Ha jeqUHCTBEH Ha4duH, jep DD, mpumnaga OOro-
BapajyheM nmpaMeHy a Ta4dka D; Ipunana u ImpaBoj A, F.

Heka je X nmpou3BoJbHa Tayka IpaBe F(G, a D npecek npaBux AF u
CX. Kako cy nipase AA,, CCy, DD, u3 uctor npameHa, 36or [le3aprose
TeopeMe IIpecek Ipasux C'D u ) D, npunaga npasoj £G, ogHOCHO, C'D
u C1D; ce ceky y X, na je u X GUKCHa Tadyka. O

IHakie, Baxu ciaeneha nema.

Jlema 2.5. Heka cy A, B, C, D u Ay, By, C1, D, gee delugopke wayaka
0g KOjux HujegHe Wpu y jegHOj YeluBopuu HUCY KoauHeapHe. Taga uo-
clioju jeguHcuiBeHO UpPOjeKIiuBHO UpecauKasarbe paeHu Koje cauka A,
B,C,Dy A, By, Cy, Dy.

Ca gpyre cTtpaHe, ako cy A, B, C, D u A,, By, C;, D; OBe 4eTBOpPKe
Ta4yaka O KOJUX HUjeOHe TPHU Yy jeqHO] YeTBOPLIM HUCY KOJIMHEapHe, a
IIpUTOM Cy npaBe AA,, BB;, CCy, DD, nipaBe jeOgHOI IIpaMeHa, OH[a,
CJIMYHO Kao y Joka3ly obpHyTe [le3aprose TeopeMe, IIOCTOjU YETBOPKa
Tayaka A, By, Cy, D, KOje IIpuliagajy HeKOoj paBHU 7; ¥ [Ba LieHTpaJiHa
IIpOjeKTOBamka KOjuMa ce IIPBO 4YeTBOpKa ABCD cnukra y A;B,CyDs, a
3aTuM Ay ByCyDy v A1 B1C D;.

Ilakie mMOCTOju KOMIIO3UIIHja eHTPaJlHUX IIPOjeKToBama U U30Me-
TpHUja IIpoCcTopa KOjoOM Ce jelHa YeTBOPKa CIIUKa y OpYyry.

[Ipema TOMe, CBaKy IIPOjeKTUBHY TpaHCchHOpMalijy paBHU MOKEMO
IIpefCcTaBUTU Kao KOMIIO3ULIM]y LIEeHTPaJIHUX IIPOjeKToBama U U30Me-
TpHja IpocTopa.

2.4.1 KoHHKEe y IPOjeKTMBHHM IIpeCIHKaBalbuMa

[IpBO YOUMMO [1a je CBaKU KOHYCHU IIpeCeK IPOjEKTUBHO eKBUBAJIEH-
TaH KPyry (IIpeceky KOHyCa U paBHU OPTOTOHAJIHE Ha OCY), jep Ce OAro-
Bapajyhu Kpyr u KOHyCHHU IIPeCeK CIHKajy jeJaH y APYyr¥ LEeHTpaIHOM
IIPOjeK1joM U3 BpXa KOHycCa.

3aTo Cy ¥ CBakKe [Be KOHUKE IIPOjeKTUBHO €KBUBAJIEHTHE KPYTry, IIa
cy u MehyCcodHO ITPOjeKTUBHO €KBHUBAJIEHTHE.

[TokaxxuMo fa he ce MPOM3BOJPHUM IIPOjEKTUBHUM IIPECINKaBakbeM
KOHUKAa CJIUKATU y KOHUKY. [I0BOJBHO je II0Ka3aTu U [a Ce LeHTpaJIHUM
MIPOjeKTOBakeM jeqHe paBHU Ha OPYTYy, KOHUKA CJIMKa Y KOHUKY.

Heka je S 1leHTap IpojeKToBama U HEKa je JaTa IIPOMU3BOJbHA KOHUKA
Yy paBHU 7 KOja He canpxku Tayky S. [IpaBe Koje cagpzke TauKy S U Ta4Ke
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KOHMKe 4YWHe KBafgpaTHU KoHycC. [loka3zahemo ga je To mOBpII Apyror
pena, OOHOCHO [a je olrcaHa KBaJpaTHOM jeqHa4YWHOM.

[IpBO mocMaTpajMO KOHUKY y PaBHU 7 U TadyKy S KOja He IpuUIlazga
TOj PaBHU.

MoxeMo nmocMaTpaTy KOOPOUHATHU CUCTEM IIPOCTOpa TakaB [Ja je
Tayka S KOOpPOVHATHY [I0YeTakK, a paBaH 7 JaTa jeJHaYUHOM

z = zg = const, 29 # 0.
Tapa je jenHaYMHa KOHUKE
anz® + 2a157y + a0y’ + 2a137 + 2a93y + ass = 0. (2.1)

[locmaTpajMO Tauke IIpaBUX KOje campxXe S U Tauke KOHUKe. OHe
4yrHe KBaJlpaTHU KOHYC, a lberoBe Tayke Cy JaTe ca

(X,Y, Z) = (tx, ty, tzp), t € R,

roe Baxu (2.1).
EnuMuHanujom rapamMmerpa t godbujamo
Z o XZ()

t=—, z ,
20 Z

. YZO

Y 7

Ia je jeqHaYMHa KBaJpaTHOT KOHyca(Kao ¥ OUII0 KOje MOBPIIU APYIror

pena)
A X2 4205 XY + ahyY? + 20, X Z + 2ad,Y Z + ayy Z° = 0.

3 - 2 - 2 - 2 r_ /o I
ass.
AKo je
() _ AT
A= (aij)a A=A,

Tagada MaTPHUYHO MOZKEMO 3alluCaTHu HpeTXOJIHyjeJIHaqHHy
(XY Z2)AXY Z)' =o0.

YKO0/IMKO NpOMeHUMO KOOPAWHATHU CUCTEM Y IIPOCTOPY (OOHOCHO
IIOCMAaTpPaMO paBaH 7 3a44Ty OpPpyromMm je)IHaqHHOM), Ta IITPOMEHa Ceé MO-
2Ke 3alluCaTu Kao

(XY 2)' =M(X, Y1 Z))T,

roe je M opTOrOHa/IHA MaTpHUIlla, OOHOCHO
MM" = E.
Tapma je jemHauyrHa KBaZpaTHOI KOHyCa
(X1 Y1 ZO)MPAM(X, Y, Z)F =0

OOHOCHO IIOHOBO KBaJIpaTHajeI[HaqHHa.
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Iakie, jegHaYMHa KBaJpaTHOTI KOHyCa Ca BPXOM Yy KOOPAMHATHOM
IIOYETKY je

D11 X2 + 2015 XY + oo Y2 + 203X 7 + 2b93Y Z + b33 Z2 = 0. (2.2)

Capma mpojekTyjeMo IIoOYeTHY KOHUKY Ha paBaH m; Ca LIEHTPOM IIPOo-
jekToBama y Tauku S. TpaxeHU CKyIl TayaKa je Ipecek nodujeHe KBa-
OpaTHe KOHUKE U PaBHU 7.

[ToHOBO MOXKeMO MPETIIOCTAaBUTHU [a je JaT KOOPOUHATHU CUCTEM Yy
KOM je TaykKa S KOOPOVWHATHU IOoYeTak, a paBaH 1 JaTa jeJHa4YMHOM

Z =1

KoHuKa y paBHU 7 U TadKa S oapehyjy KBagpaTHU KOHYC Ca jeqHa-
YVHOM (2.2), a ’beT0B [IpeceK ca paBHU Z = | ©UMa jeJHA4YUHY

b11. X2 + 2015 XY + byo Y2 + 2013 X + 2b93Y + bsg = 0,

Ia je TpaXeHa IIpojeKIija Ha paBaH m; TakKohe KOHUKA.
[Tokazanu cMo fga Baxu ciepneha TeopeMa.

Teopema 2.6. [IpojekitiusHum lipecaukasarbem pagHuU KOHUKA ce CAU-
Ka y KOHUKY.

[TokaxxuMo ga O1JI0 KOjUX IMEeT TadaKa y OIIIITEM II0JI0Kajy, OOHOCHO
TaKBUX [Ja HUKOje TpU O BUX HUCY KOJIMHeapHe, oapehyje jequHCTBEeHY
KOHUKY. [IpecnukajMo IpojeKTUBHUM IIpECIUKaBakbeM YEeTUPHU O BbUX
y TeM€Ha KBaJpaTa ca KoopAauHaTaMa =+1.

Jlako ce mpoBepaBa Oga Cy KOHUKe KOje IIpojia3e Kpo3 Ta TeMeHa
obnuka

ar® + (1 —a)y* = 1.

Capa je jacHO Oa Ta4yHO jegHa KpHBa OBOT 0bJIiMKa MOXe fda mpobe
KpO3 JaTy Ta4yKy y PaBHU.

KacHuje heMo moka3aTu fa IOCTOjU jeJUHCTBEHa KOHUKA KOja je TaH-
TeHTHAa Ha IeT OJaTUuX IIPpaBUX y OIIITEM I10JI0XKajy.

2.5 JIBopa3mMmepa

Heka cy A u B gBe IpOjeKTUBHE Ta4yKe U p IIpaBa KOjy oHe ofapebyjy.
Tapa mpousBospHa IPOjeKTUBHA Tavyka (' IpUIlajia Npasoj p aKo U caMo
ako je BexTop C nuHeapHa KoMOMHalMja BEKTOpa Au B, OJIHOCHO aKo
IIOCTOje a ¥ 3 TAKBU fia je ( C' = aA + B. [Tpu ToM Baxu 1a je o2 + 52 # 0.
Youuwmo u fa je kaA + kﬂB TaKohe BEeKTOp Koju oaroBapa Tadyku C, of-
HOCHO fa Cy o U [ oapebeHu go Ha KoeuLMjeHT cpa3sMepHOCTH. AKO
_]eoz—OI/ITII/Iﬁ—O Taga je B = C ogHOCHO A = C. AKOa;«éO OHJla 3a
k== JIOﬁI/I_]aMO Ia je jedaH of BeKTOpa KOJIMHeapHUX ca CJeJIHaK A+ 6B

Heka cy capga C' # D Tauke IIpaBe p pasnu4uTre of A ¥ B, 1 HeKa Je
C=aA+ ﬁB ub= VA +6B. Tapma je cBaku of KoeduiijeHara «, 3, v, 0
pas3Iu4YUT of HyJe, a ¢ 003upom fa je C' # D BaXKu U 1a je g # i
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Hedbunaunuja 2.7. bpoj (A, B;C,D) = g : % Ha3uBaMO geOpaA3MepoM
Tadaka A, B, C, D.

Teopema 2.8. [IpojexkiiusHe WipaHcghopmauuje uysajy geopasmepy a-
Yyaka Ha Upasoj.

JIema 2.9. Heka ce lpojeKlIuBHOM WPAHCHOPMALUjOM KOAUHEdAPHEe
wwayke A,B,C u D caukajy y wiauke A',B',C" u D', tuaga sas#cu:

(A,B;C,D) = (A",B;C", D).

Iloxka3. Kao m1To je paHUje moKa3aHO, CBaKa IIPOjeKTUBHa TpaHchopMa-
I¥ja MOXKe Ce mocMaTpaTy Kao KOMIIO3UlYja [eHTPpaJIHUX IIPOjeKToBa-
Ha ¥ KpeTamwa IpocTtopa. JOBOJBHO je IToKa3aTUu TBphemwe 3a leHTpasHa
npojekToBama. Heka je P 1ileHTap Te IIpojeKiiuje

Tama Baxwu:

AC-BD _ Sacp - Sepp
AD-BC ~ Sapp - Spcp’

jep je moBplIKHAa CBAKOI Of TUX TPOYIJIOBA jemHaKa IIOJIOBUHU IIPO-
M3BOJOa OyXKUWHE OAroBapajyher cerMeHTa U yOaJb€HOCTH Tadke P Of
IIpaBe Koja CapXKu Te TadkKe.

C mpyre cTpaHe, OBPIIXHA TPOyIJla Ce MOXe U3Pa3uTU Kao MI0JIO0-
BMHa IPOM3BOJa CTpaHUlla ¥ CUHyca yria usmeby sux. Pagu nipernen-
HOCTH, HeKa je yrao usmehy PA u PB jegHak «, uameby PB u PC jegHak
$, ausmehy PC u PD jemHax +.

Tama modujamo:

Sacp - Sppp = (AP -CP -sin(a+ 3)) - (BP-DP -sin(3 + 7)),

SADP . SBCP = (AP -DP - Sin(Oé + ﬁ + ’}/)) . (BP -CP- Sinﬁ).
OpaBpoe cnenu:

Sacp - Spp _ Sil’l(Oé + B) sin(ﬁ + ’}/)
Sapp - Spop sin(@+ﬂ+’y) Sinﬂ .

[TomiTo OBaj OMHOC HE 3aBUCHU O IIpaBe Ha KOjOj] Ce TaukKe Hajlase,
nodujamo:
(A,B;C,D) = (A",B;C", D).
O

OBO CcBOjCTBO oMoryhaBa AeduHHCamke ABOpa3Mepe YeTHUPU IIpaBe
KOje ce CeKy y jedHOj Ta4KU Kao JBopa3dMepe BUXOBUX IIpeceKa ca IIpo-
M3BOJBHOM ITpaBoM. OUHUTIIEIHO, OBa BPEOHOCT je TaKohe nHBapujaHTHa
Yy OOHOCY Ha IIPOjeKTHUBHE TpaHcopMalyje.

I[IBOpa3Mepa nIpaBux a, b, ¢, d 03Ha4YaBa ce Kao (ab; cd).

Hedbunaunmuja 2.10. YeTtupu paznuuuTe KojamHeapHe Tauke A, B, C
U D Cy XapMOHUjCKU clUpeliHylle u/aiu XapMOHUjCKU KOHjyloBaHe akKo je
(A, B;C,D) = —1. Taga numiemo H (A, B;C, D).
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Jlema 2.11. Axocy A, B, C, D yellupu xapMOHUjCKU cUpelHylle WaykKe,
OHga 8adkcu:

H(A,B;C,D) = H(A,B;D,C), H(B,A;C,D), H(C,D;A,B).
3aMeHa MecTa TadakKa yYHyTap jeJHOr ITapa MeHa BPeOHOCT ABOpa-
3Mepe, OOHOCHO Baxu (A, B, D,C) = (A, B,C,D)~'. ¥ cnyd4ajy ma cy Tauke

XapMOHUjCKU KOHjyroBaHe H(A, B,C, D) noBnauu H(A, B,D,C). 3aMmeHa
caMUX MapoBa He Mela BPeJHOCT OBOpa3Mepe.
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I''maBa 3

IIpaMeHOBHM KPyroBa

3.1 Iloix m mosiapa

Hedununuja 3.1. ITo1apHa KOpeCmOHAEHIIMja Yy OOHOCY Ha KPyT ca
HeHTpoM O M HONYIIPEYHUKOM r CBAKOj TAUYKM paBHU pa3nuduToj oxg O
IIPUOPYXKYje IpaBy a KOja je HOpMayiHa Ha OA U Koja cede MOJIyIIpaBy
OA y Ta4yKHu KOja je UHBEpP3Ha TauyKu A y OOHOCY Ha aTy KPYyKHUILY.

[IpaBa a ce Ha3uBa lio1apa Wayke A, a TadyKa A ce Ha3UBa U0/ IIpaBe
a.

[Tonapa Tauke O geduHHIlle ce KaoO DeCKOHaAa4YHO yOajbeHa IIpaBa,
IOK ce IToJlapa Tauyke Y O€CKOHAYHOCTU gedHUHUIIe Kao npaBa Kpo3 O
HOpPMaJIHy Ha I1apaJiejiHe IIpaBe Koje IIpojia3e KPo3 Ty TayKy.

Hedununuja 3.2. Heka cy A 1 B oBe TayKe U k KOHUKa y paBHU. Heka
InpaBa AB ceue KOHUKY y TauKaMa P ¥ (). AKO BaXu

H(A,B; P,Q),

OHIIa KaXXeMo [1a Cy TaukKe A U B XapMOHUjCKU cUpelHylle y OOHOCY Ha
KOHUKY.

Heka je xpyr
k: o+ =12
U HeKa je A TayKa paBHU TOI Kpyra. be3 ymamema ONIITOCTA MOXKEMO

IPEeTHOCTaBUTHU [a je
A = (a,0).

Tapma nHBep3Ha TaykKa A’ ©UMa KoopauHaTe

a= ("
a bl )
a jeqHaYMHA IoJjlape Tadke A je

r = —.
a

[TokazKUMO [a Iojiapa cCagpzKu CBe TauKe KOje Cy XapMOHMjCKHU CITPET-
HyT€e Ca TaYKOM A Y OJHOCY Ha KpYT k.
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Heka je

2
(&)
a

IIpOKM3BOJbHA TauyKa Iojiape. Tama Ccy mapaMeTapcKe jelHa4YWHe MIpaBe
AX

a A€ R.
y=At,

TaukamMa A 1 X omromapajy BpegHOCTU mapaMeTpa A = 0, OGHOCHO
A=1.

[IpaBa AX MoxXKe cehu Kpyr y OBe pa3/iMuuTe Tadke, HJOOUPUBATHU
KpyT (Kaja je TaHTeHTa) UIu He cehu Kpyr. Y mociegmeM CIIy4dajy Mo-
2KeMO cMaTpaTH Oa IIpaBa cede KPyT y ABe UMarvHapHe Tadke.

[IpeceuyHe Tauke godUjajy ce 3a BpEOHOCTHU lTapaMeTapa A\, U \y, Koje
Cy pelllerwa jeqfHauYuHe

r2 — g2 2
(/\ + a) + N2 =2,
a

2 2\ 2
32 [(r a) L
a

PememwymMa A\, U )\, OOroBapajy IpeceyHe Tayke npase AX U Kpyra
k. AKO cy pelllelma peajiHa M pas3jInduTa, Oodujajy ce OBe pa3jiuduTe
Tayke P u (). AKO je pelllelme IBOCTPYKO, TayKe P U () ce IOKJIaIlajy, HOK
y CJIy4ajy KOMIIJIEKCHO-KOHJyrOBaHUX pellewma A00ujaMo uMarvHapHe
IIpeceke.

Tauke P, ), Au X Ccy XapMOHUjCKHU CIIPETHYTE aKO U CaMO aKO BaXu

Pi Py
4 X¢
0—XA  1-Xx

Xo—0 A —1
IIITO je eKBUBAJIEHTHO YCIIOBY

>\1 + )\2 == 2)\1)\2.

OOHOCHO

4+ 2X(r? — a®) + (a®* — 1) = 0. (3.1)

OOHOCHO

W3 jemgnauuHe (3.1), npuMeHoM BujeToBux dhopmya, modujamo

2(r? — a?
A+ A= — 2( 5 2) ,
r’—a
( ) e
a
H a2 — g2
Aty = 2 2\ 2
r’ —a
) 12
a



[TomiTo je
2 2

HEMOCPEeOHO CJIedu Aa BaXku
A1+ Ay = 21 Ag.

Iakiie, mojapa je reOMeTpPUjCKO MECTO CBUX TayaKa paBHU KOje CY
XapMOHUJCKHU CIIPETHYTE Ca MOJIOM Y OOHOCY Ha KpYT.

Teopema 3.3. Hekacy A ua, 0gHOCHO B u b, pegom tiaposu tios-uoaapa
y 0gHOCy Ha gatuu kpyl. Taga wauyka A uputiaga uoaapu b ako u camo
ako wavka B Uputaga tuoaapu a.

Youumo u cnepehe.

AKo Tauka A npunaga Kpyry k, OHOa je BbeHa Iojlapa YjeIHO U TaH-
reHTa Ha KpyT y TadyKu A.

AKo Tauka A mpunapa CHoJkallllbOCTU KpPyTa, HeKa cy P U () JOgup-
He TayKe TaHTeHTU IOByYEeHHUX U3 Tadyke A Ha KpyT k. Tajga MHBEpP3HA
Tayka A’ mpunafa npasoj P@Q, a camMa moJjiapa je yIpaBo IIpaBa PQ).

Hedununuja 3.4. Heka je P TayKa paBHU Kpyra k ca IeHTPOM y Tad-
K1 O U HONyIpPedYHUKoM r. IlolleHyuja wayke P y OOHOCY Ha KpyT k
jedHaKa je BeJIMYUHU

OP* — 2.

YouumMo fa Tauke KOje npuliagajy CrosballllbOCTU Kpyra k uMajy I1o-
3UTHUBHY IIOTEHIHjY, TaYKe KOje Ipuaaajy yHyTpalllkboCTU Kpyra UMajy
HeraTUBHY IIOTEHIIN]y, JOK Ta4yKe KOje Ipurnagajy caMoM Kpyry umajy
IIOTEHLW]Y jeqHaKy HYJIU.

Ha moTtnyHO aHanoraH Ha4yWuH MOXe ce meduHHCATH M HOTEHLUja
Tadyke y OOHOCY Ha cdepy.

JIema 3.5. Heka Upasa Koja liposna3u Kpo3 wayky P ceve Kpyly Wayka-
Mma X uY. Taga upoussog PX - PY He 3asucu og u3bopa lupase u jegHak
je aticonyuiHoj 8pegHocilu UolieHyuje wayke Py 0gHOCY HA KpYI.

Iloka3. Heka 1mmocToje OBe IIpaBe Koje IIpojia3de Kpo3 TauyKy P Tako Ha
IIpBa cedye Kpyr y Taykama A U B, a gpyra y Tadkama C' u D. JI0BOJbHO
je mokasaTu Ja BaXu

PA-PB=PC-PD.

OuurmnegHo cy Tpoyrinosu PAC u PDB CIU4HY, I1a BaXU:
PA  PC
PD  PB’
OLaKJie Clenu:
PA-PB=PC-PD.

[ToTpebHO je mMoOKa3aTH Oa OBa BPEOHOCT jegHaKa allCOIyTHOj Bpe-
HOCTHU IOTEHIIMje Ta4yKe P y OOHOCY Ha KpPyT.
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ITocMaTpajMo TIpaBy Koja cafpxu Tauke O u P. Taja je Ipou3BOL
pacTojama Ol Tauke P [0 IpecedyHHX TadakKa Te IIpaBe ca KPyroM jef-
HakK:

(OP +1)(OP —r),

rge je O LleHTap Kpyra, a r beH MOJIYIIPEeYHUK.
OuurienHo BaXKu:

(OP +7)(OP —r) = OP* —r*.
]

Ananorso TBphemwe Baxu u 3a chepe. Heka je X mporu3BoJbHa TadyKa,
a p 4 ¢ OBe IIpaBe Koje cagpxke TadyKy X U ceKy chepy y TadykaMma A U B,
ogHoCcHO C'u D.

PaBaH K0ja cagpzKu IIpaBe p U g cede chepy 1o KPyry, a ce Ha OCHO-
BY MIPETXOOHO OOKa3aHOT AUPEKTHO OodHja [ma IPOU3BO[

XA-XB

He 3aBHCH o[ ©3dopa mpase p.

Ako nmocmaTtpaMmo npaBy OX, rage je O 1eHTap chepe, nodujamo ga
je TpaXxkeHU u3pa3l jegHaK alCoJIyTHOj BPeOAHOCTHU IIOTEeHLYje TauKe X y
OOHOCY Ha gaTy cdepy.

TeopemMma 3.6. CKyl Wauaka jegHe pagHU Koje umajy ucuiy uotwieHuujy
y OgHOCY Ha gea galia HeKOHUEeHUWpUYHa Kpyla je Upaea.

Loka3. Heka ce gBa Kpyra cexy y Taukama A u B. [TokaxxuMo f1a je CKyIl
CBUX TayakKa KOje ¥MMajy UCTy IIOTEeHLV]y y OOHOCY Ha OBa [OBa Kpyra
yIIpaBo IIpaBa AB.

Heka je P mpou3BOJ/bHa TadyKa Ha npaBoj AB. Tama je amcojiyTHa
BPEOHOCT MOTEHIUje Tayke P y OOHOCY Ha oba Kpyra jegHakKa IIpPOU-
3BOLY

PA-PB.

ITakiie, cBaka Ta4ykKa Ha IpaBoj AB UMa UCTy IOTEHIIU]Y Y OLHOCY Ha
oda Kpyra.

Heka je X mpou3Bo/bHa TayKa Koja He Ipunaga mpaBoj AB. Ilpet-
IIOCTaBUMO fa Tadyka X MMa KUCTy DOTEHLHWjy y OOHOCY Ha odba Kpyra.
[IpaBa X A HUje TaHTEeHTHa Ha dap jegaH O ABa Kpyra Ila I'a cede y joIIl
jemHoj Tauku M. Heka cede Opyru Kpyr y Tadku N. YKOJIHKO je TaH-
reHTHa Ha APYTrd KpPyr cMaTpamo fda je A = N. AKO je IOTeHIMja TauyKe
X y ogHOCY Ha IOBa Kpyra duja ucTta tTaga d0u Baxuiao XM = XN, ogHO-
CHO X je cpemuiute ayxku M N. Tauka A Takobe npunapa gyxu MN. C
003UpoOM fa ce TaukKa X pasjiukyje of A, OHa IIpuIlajia jegHOj Of OTBO-
peHux nyxu MA unu NA, Ha ipuMep, HekKa npunaga M A. Taga je X y
VHYTPAILIKBOCTU IIPBOT KPyra, a y CHOJbAlllEbOCTU OPYIoT, IIa je IOTeH-
nyvja Tayke X y OOHOCY Ha IIPBU KPYTr HeraTUBHA, a Y OOHOCY Ha OPYrHU
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MMO3UTHBHA, IIITO HUje Moryhe. [lakie, Tauke ImpaBe AB Cy jeduHe Koje
“Majy UCTy MOTEHIIUjy Y OOHOCY Ha oba Kpyra.

Heka cy O; u O, LIeHTpU OBUX KPyroBa. YOUKMO [a je npaBa AB HOD-
MaJsiHa Ha npasy O,0.

Capa moka3syjeMO TeopeMy y ClIy4ajy Kaja KpyroBU HeMajy 3ajef-
HUYKe TayKe UJIU Ce OOOUPY]Y Y JeOHOj Ta4yKu. Y Ty CBPXY KOPUCTUMO
KOPUCTaH TPUK.

[TocmaTpajMo ABe cdepe Koje CeKy maTy paBaH II0 KpyroBHUMa Koje
ImocMaTpaMo U KOje ce IIpU TOM CeKy. YKOJIUKO je Y IIpOu3BOJbHA Ta4yKa
BaH paBHU KPYyroBa, chepe Koje campxke TadyKy Y U gaTe KPyroBe UCILY-
HaBajy oBaj ycioB. [Ipecek cdepa je Taga KPyT KOju CaAgpKU TadKy Y U
punaga paBHU o KOja je OPpTOroHasIHa Ha IIpaBOoj Koja cafpKu LeHTpe
chepa S; 1 S,.

HcTtuM apryMeHTHMa JIaKO [00MjaMO fa je CKyIll CBUX Tadaka IIpo-
CTOpa KOje uMajy UCTy MOTEHIUjy Y OOHOCY Ha [aBe cdepe paBaH KoOja
cagpzKu IpecevYHu KPyT | ABejy chepa.

Tauke KOje UMajy UCTY IIOTEHIU]Y Y OOHOCY Ha JaTe KPyroBe uMajy
U UCTYy NOTEHLHUjy Y OOHOCY Ha cdepe, a nmpunagajy paBHU Kpyra I.
[akre, y nuTamy Cy TadyKe IIpecedyHe IIpaBe paBHU 7 ¥ PaBHU KpyTa I.

O

[IpaBy U3 IpeTXOonHe TeOpeMe Ha3UuBaMO PAgUKAAHOM OCOM TUX KPY-
roBa.

Heka cy O; u O;, OGHOCHO S; U S, IEHTPU OArOoBapajyhux Kpyrosa
u chepa. IIpaBe 0,5, u 0,5, Cy mapajelHe ¥ OPTOrOHAJIHE Ha paBaH T,
Ila Ipunanajy jeqHoj paBHU « KOja je HopMaJlHa Ha paBaH .

C 0b3upoM Ha TO Ja paBaH « caApKu mpaBy S;5;, KOja je HopMaJiHa
Ha paBaH IIPECeYHOor Kpyra /, CJlequ Ja je paBaH o HOpMaJlHa U Ha Ty
paBaH, I1a caM¥M TUM U Ha HEH IIpeCeK ca paBHU 7, ODHOCHO Ha pagu-
KaJIHy OCy ABa Kpyra.

Opatne crnenu fga je u npaBa O;0, HOpMaJiHa Ha paguKajiHy OcCy.

CrienyjanHo, y ciy4ajy Kajla ce KPyrOoBU OOOWDPY]Y V jeOHO] TayKy,
pagvKajiHa Oca cagpzKyU BUXOBY OOOWPHY Ta4yKy U HOpMaJiHa je Ha IIpa-
By 0;0,. IlpyruMm pedyumMa, pagukajHa Oca je BbUXOBa 3ajefHMNYKa TaH-
reHTa.

Heka cy gaTta Tpu Kpyra. AKO BbUXOBU LIEHTPU He JIeXXe Ha jedHO)]
IIpaBOj, OHAA IIOCTOje OBa Ilapa TUX KPyroBa 4Hje Ce paguKajiHe OCe
ceky. [loTeHIIUje BUXOBE MIpecedyHe TauyKe Y OOQHOCY Ha CBa TPHU Kpyra
Cy jemHake, mma 3aTo M Tpeha pagukanHa oca Takobhe mposia3u Kpo3 Ty
TaQuKy.

Ta Tauka ce Ha3uWBa paguka/aHU UeHWap TPpU Kpyra.

AKO LIeHTpU KpyroBa JiexKe Ha jeJHO] IIpaBOj, OHOa Cy paguKajHe
oce mnapanenHe(Tj. CeKy ce y DeCKOHaYHO [ajieKOj TauyKMu) UJIU Ce IIO0-
KJjlanajy. Y mocuegmeM Ciiy4dajy, Kafa KPpyroBu y IapoBUMa UMajy UCTY
paguKaHy OCy, KaXXeMO Aa Cy KOdKCUjd/aHU.
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Hedununmuja 3.7. CKyn cBUX KPyroBa KOju Cy KOaKCHjaIHM ca OBa [a-
Ta Kpyra Ha3uBa ce lipaMeH Kpyload.

AKo ce KpyroBu Koju ogpebyjy mpamMeH ceKy y OBe TauKe, OHIa IIpa-
MEeH YMHe CBU KPYTrOBM KOjH IIpoOJjia3e KPOo3 Te ABe Tadyke. TakaB IIpaMeH
ce Ha3uBa xuluepboauuyku UpameH.

Cnuka 3.1: Xunepdbonnuku IpaMeH Kpyrosa

AKoO cy OBa Kpyra TaHT€HTHa, OHIIa je CBaKU KPyT U3 IIpaMeHa TaH-
TeHTaH Ha BbUXO0BY 3ajeJHUYKY TAQHTeHTY Y UCTO] Ta4yKU. Takas IpaMeH
ce Ha3uBa Uapabosiuyku UpamMeH.

Cnuka 3.2: [Tapabonuyku mpaMeH Kpyrosa

KoHauHO, IBa Kpyra Koja ce He CeKy oapebyjy eautitiuuku UpameH.
Y enuntuykoM mpaMeHy OBa Kpyra Ce OeTeHepully y Tadke, Koje ce
Ha3WBajy IpAHUYHe Wayke UpamMeHd.
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Cnuka 3.3: Enuntryku npaMeH Kpyrosa

3a cBakKy TauyKy Ha pajuKaliHOj OCU KOja Ce Hajla3Uu M3BaH KPYTroBa,
TAaHTeHTe Ha KPyroBe IIpaMeHa M3 Te TadyKe HMMajy jeqHaKe OyXKHUHE.
30or Tora Kpyr ca LIEHTPOM y TOj TAYKU U IOJIYIIPEYHHUKOM jeJHaKUM
OyKVHU TaHT'eHTe je HopMaJjlHa Ha CBe Kpyrose npameHa. CBU TakBu
KPYyrOBU UWHEe [OpPYyru IIpaMeH, a OMUJI0O KOja ABa Of HUX jeQHO3HA4HO
ompebyjy moueTHU IIpaMeH.

W3 oBora cnenu ma WHBep3Uja y OOHOCY Ha MPOU3BOJBPHU KPYT IIpe-
CIMKaBa IIpaMeHOBe y ITpaMeHoBe. CBaKM IIpaMeH KOju CagpXKu KpyT
WHBeP3Kje IpeciIuKaBa ce y camor cede.

['paHUYHEe TayKe eIUIITUYKOr IIpaMeHa Ce Yy UHBEP3Uju Y OOHOCY Ha
OUJI0 KOju KPyT TOI IIpaMeHa IIpeciiuKaBajy jeqHa y Opyry.

Takobe, nHBep3HUja ca IIEHTPOM y TPAaHMYHOj TAYKHU IpeCcInuKaBa Kpy-
roBe HOpPMAaJIHOT IIpaMeHa y IIpaBe. [Ipema ToMe, IOYETHU IpaMeH ce
IIpeciiKaBa y IpaMeH KOHIIeHTPUYHUX KPYyToBa.

3.2 IIlackajsioBa TeopeMa

[Ipe Hero miTo HaBegeMoO U JoKaxeMo [lackanoBy TeopeMy, HaBe-
nrhemMo HeKONIUKO noMohHux TBphemwa. [IpBo HaBoguMO YeBaoBy Teo-

peMmy.

Teopema 3.8 (HeBaoBa). Heka cy A, B u C Wipu HeKoAuHeapHe wwavke
uX,Y uZ pegom tuauke tipasux BC, CA u AB. Taga tipase AX, BY u
CZ Uuputiagajy jegHoMm UpamMeHy dKO U camo dko je
BXCY A7 3.2)
XCYAZE '
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Iloka3. Tokasahemo TBphewme KopuiithemweM 0CodrHa IPOjeKTUBHUX IIpe-
cinukaBama. O3HauuMo ca A’, B’ u (' beCKOHa4YHO fJajieKe TauyKe IIpaBux
BC, CAu AB.

[IpeTtiocTaBUMO Hajupe ga npase AX, BY u C'Z npunapnajy jeZHOM
IIpaMeHy, OOHOCHO HeKa Ce CeKy y Tauyku P (KOHa4yHO] uiu deckoHay-
HOj). U3 meduHUIMje fBOpa3Mepe DUPEKTHO CIeOu a je % = (B,C; X, A,

G~ (C,AY.B)u A2 = (4,B; 2,C").

Hexka mpaBe Kpo3 P, mapa’snenHe penom ca BC' u AB, ceky npaBy AC
y Tadykama A} u C]. LleHETpanmuuM IpojekToBawkeM IIpaBe BC' Ha IpaBy
AC ca ueHTpoM y P, Tauke B, C, X u A’ ce pegoM ciukajy y Tauke Y, C,
A n A}, a KaKo IIPOjeKTUBHA IIpecinKaBamba 4yBajy OJBOpa3Mepy, BaXu
(B,C; X, A") = (Y,C; A, A]). CIUu4HO, IeHTpaJIHUM IIPOjeKTOBameM IIpaBe
AB Ha npaBy AC ca umeHTpoM y P modujamo (A, B; Z,C") = (A,Y;C,CY).

Tapma ce neBa cTpaHa jegHakKocTH (3.2) cBOOU Ha

(KGAAWCAYBMABZCq

YA vA AC AC
:3 AC oY oy (3.3)

ac oy
- e
Yy Al AC!

IIpeTIocTaBUMO [a je TaykKa P KOHayHa (CIMYHO ce JIOKaSy'Je Uy
ciy4ajy Kama je beckonauHa). 3 TamecoBe TeopeMe cienu ma je ? =

Y%B; %7 = =},; na nodujamMo ga je nmeBa cTpaHa jegHakKocTH (3.2) jemHaKa

1.

ObpryTO, Heka Baxu (3.2). Heka ce npaBe AX u BY CeKy y HEKOj
Tayku P (KoHa4YHOj unu beckoHauvHOj). Heka npaBa C'P cedye ABy Ta4kKu
Z,. Taja, Ha OCHOBY IIPETXOOHOT, BaXKU

BXCOY AZ,

=1,
XCYAZ,

Ia Tayke Z U Z; MOpajy OUTU UCTOBETHE. O

Heka je P Tayka paBHU Tpoyria ABC Koja He IIpuliaga npasama AB,
BC u CA. IIlpetrnocTtaBuMoO fna ce npase AP u BC, BP u C'A, ogHOCHO C'P
U AB cekKy penoM y TaukaMma X, Y u Z.

W3 cuHyCcHe TeopeMe IIpUMEHEeHe Ha Tpoyrao ABX uMamo fa je
BXsin/AXB = ABsin/BAP, a CIU4YHO, IPUMEHOM CUHYCHE TeopeMe
Ha Tpoyrao ACX, gobujamo XC'sin /AXC = AC sin /PAC.

. . . . _ ABsin /BAP
Kako je sin /AXB =sin/AXC, cnepu naje = AC sin /PAC "

Yxonuko, Kao y ucka3dy HeBaoBe TeopeMme, HOCManaMO BEKTOpe BX
‘5 OOBOJBHO je Ia ITocMaTpaMo OpUjeHTucaHe yriose /BAP u /PAC.
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[TomiTo ce npaBe AX, BY u C'Z CeKy y jedHOj Ta4yKu, JUPEKTHa II0-
cienulla YeBaoBe TeopeMe je

sin/BAP sin/CBP sin/ACP B

. . N = (3.4)
sin/PAC sin/PBA sin/PCB

Teopema 3.9. Heka je P wauyka pasHu wipoyiaa ABC pa3auvuiua og
A, Bu C u Heka cy pegom pa, pg U pc Upase cumeuipuuHe tipagama AP,
BP u CP y ogHocy Ha cumewipanae yinoea /BAC, /CBA u /BCA. Taga
upase pa, pp U pc Upultiagajy jegHom upameHy.

Iloka3. YKOIUKO Ce HHjeOHe OBe Of IIPaBUX p4, pp U pc HE CEKY, TBPhHeme
TPpUBHjaJIHO BaXxu. [IpeTrmocTaBUMO 3aTO HOa Ce IIpaBe py U pp CEKY VY
(KoHA4YHOj) TaYKHA (.

Cnuka 3.4: Teopema 3.9

C ob3upoM Ha TO Aa Cy ps ¥ pp CUMeTpUUYHe IpaBaMa AP u BP'y
OOHOCY Ha CUMeTpaJie yrioBa y TeMeHuMa A U B, TUPEKTHO CJiequ Oa
cy cnemehm mapoBU OpUjeHTUCAHUX YTJIOBA jeHAKU:

/PAC = /BAQ,  /PBA=/CBQ,

/BAP = /QAC,  /CBP = /QBA.
3aTo ce jegHakocCT (3.4) cBOOU HaA

sin /QAC sin /QBA sin LACP

sin /BAQ sin /CBQ sin /PCB (3-5)
[Tpumemnyjyhu jegHakocT (3.4) Ha TadyKy (), modujamo
sin /QAC sin /QBAsin /QCB 1 (3.6)

sin /BAQ sin /CBQ sin L/ACQ
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W3 jegrnakoctu (3.5) u (3.6) cnenu ga je

sin /ACP  sin/QCB
sin/PCB  sin/ACQ’

AKO 03HAQYUMO
a=/ACP, 8 =/PCB, o = /QCB, B = LACQ,
“UMaMo fa je

Oé—l-ﬁ:Oél—i-ﬁl:ZACB

Sin o, sin 8 = sin a sin f;.

Opaspe crnenu
cos(aq — ) — cos(ay + ) = cos(f1 — o) — €cos(fy + «),
OZHOCHO
cos(a; — ) — cos(f; — a) = cos(ag + 3) — cos(f; + ).

N3 agunmoHux popmyna godujamo

—2sin /ACBsin (al_OMLﬁ_BI) — —2sin /ACBsin <a12_a+6_51>.

2 2
(3.7)
Kako Baxu a + 5 = ay + 1, odbujamo
a—a=L0-—p03=0¢.
3aTo ce mpeTx0OHa jeJHAaKOCT CBOOU Ha ¢ = ), OGHOCHO
a=a, 5= b

Iaxkne, npase C'P u C'() Cy CUMeTpUYHe y OOHOCY Ha CUMeTpaly yria
/ACB. Cnengu ga npaBa pc IIpoJjia3u KpPOo3 TAauKy (), I1a IIpaBe p4, pp U po
puIangajy jeqHoM IIpaMeHy. O

Hedunaunmuja 3.10. 3a Tauke P u () KaxkeMo [a Cy U30TOHAJIHO KOHjy-
rosaHe y Tpoyriny ABC.

Teopema 3.11 (IlackanoBa TeopeMa). Heka wwauke A, B,C,D,E u F ne-
oice Ha KoHuuu. Taga ce upeceuyHe wayke upasux AB u DE, BC u EF,
Kao u CD u FA, Hana3e Ha jegHoj Upasoj.

Ioxkas. TTlocmaTpaheMo jemaH ciydaj peaTHBHOI pacmopefa Tadaka
Ha Kpyry (ogHOCHO KOoHHULIM). OCTanu ciy4ajeBu ce JOKa3yjy Ha CIn4YaH
Ha4UH.

[Tomohy mpojekTuBHe TpaHCPOpPMalije MOXKeMO INpPeCIUuKaTh JaTy
KOHUKY y Kpyr. [TocmaTpajMmo ciiy4daj pacunopena tadyaka A, B,C, D, E, F
Ha Kpyry Kao Ha ciauiu(3.5).

34



Cnuka 3.5: [TackanoBa TeopeMa

Hexka cy:
{X}=ABNnDE, {Y}=BCNEF, {Z}=CDnNFA.

[ToTpedHO je goKa3aTu Ja cy Tauke X, Y, 7 KOJIMHeapHE.

Yrnosu /BAF u /BCF Cy jegHaKM Kao NepudepujcKu yrjioBU Haf
UCTOM TeTuBOM. CniuuHO, yriosu /CDE u /CFFE Cy jeqHaKu.

Haree, Tpoyrinosu AZD u CZF cy cnudHuU. [locMaTpajMO CIUYHOCT
KOja mpeciukaBa Tpoyrao AZD y Tpoyrao CZF. Ta4dka Z je pUKCHa y TOj
CJINYHOCTH, a C 003UpPOM Ha TO fJa Cy TpoyrjioBu AZD u CZF CynIpOTHO
OpHUjeHTHUCAaHHU, Y IUTAKYy je UHOUPEKTHa CcIM4YHOCT. [IpaBa DFE ce ciuka
y IIpaBy KOja cagpXu [’ u ca F'Z 3akiana yrao /EDZ. 3Ha4u, CJIUKa ce
y IpaBy KOja je CUMeTpUYHa IIpaBoj F'E y OOHOCY Ha cuMeTpally yria
(CFZ.Cnu4yHo, IpaBa AB ce CIIUKa y IIpaBy CUMETPUYHY IIpaBoj CB y
OOHOCY Ha cuMeTpany yria /FCZ. 3aTo ce TaduKa X, KaO BbUXOB IIPECEK,
CJIIMKa y Ta4yKy X' KOja je U30TOHaJIHO KOHjyroBaHa Ta4ykKu Y y TPOYIILy
FCZ.

30or jemHakoCTH OOroBapajyhux yrioBa godujamo:

I ZAX = /7CX = /FZY.

OpaTtne cnenu ma Cy Tadke X, 7 U Y KOJIUHeapHe, IITO U Tpeda mo-
Ka3aTH. L

Hanomenumo na [TackanoBa TeopeMa BaXKU U y CIIelIAjajIHUM, ,Iere-
HepucaHuUM", clly4yajeBUMa. YKOJIMKO [TocCMaTpaMo IIeT Ta4akKa Ha KOHU-
uy, A, B, C, Du E, u yMeCcTo Ipase F'F y ucka3dy TeopeMe rnocMmarpamo
TQHTE€HTY Ha KOHUKY Y TauyKu F, TBphewe onet Baxu. Haume, ako 1o-
cMaTpaMo IIeCT TadakKa Ha KOHUIY, YKJby4yjyhu F, Tako fga ce F' ,1Ipu-
bnuxxaBa“ F, Tafa U ceuulla FF ,TeXu" TAHTeHTU Ha KOHUKY Y Ta4YKU
E. Cu4HO, MOXKEeMO IIocMaTpaTu U Apyre cily4yajeBe I'le ce yMeCTo Iia-
pa Ta4Yaka U ceuulle BbUMa ofgpebeHe nmocmaTpa Tayka U TaHTeHTa Ha
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KOHUKY y TOj TaykKy, IIa ce [lackanoBa TeopeMa MOXe NPUMEHUTU U
Ha IIeT TaYakKa U TAQHTEeHTY Y jeqHO] Of BbHUX, YeTUPU TayKe Ha KOHUIU
U 2 TQHTEHTe y HEeKWMa Of BUX, KaO ¥ Ha TPU Tayke Ha KOHULU U 3
TAHT'eHTE y CBaKOj O[] BbUX.

Teopema 3.12 (ObpuyTa IlackanoBa TeopeMa). 3a dusi0 Kojux wecid
wavaka X;, 1 = 1,...,6, aKko ce upeceuyHe waydyke upasux X, X, u X4Xs,
Xo X3 u X5X4, Kao u X3X, u X¢ X, Hasnase Ha jegHoj Upaesoj, aga uociuoju
KOHUKA Koja Upoa3u Kpo3 ceux wectl wayvaka X;.

Hoka3. KopuCctumo yumeHUIly fa 3a OMUjio KOjux IeT Tayaka y OIIITeM
I0JI0XKAajy IIOCTOjU jeAMHCTBEHa KOHUKa KOja Kp0o3 BbUX IIposyia3u. Heka
jeé a TaKkBa KOHHMKA KOja mpoJjia3u Kpo3 Tayke X;, i =1,...,5.

Heka cy A, B u C npeceyHe TauykKe IpaBUX

X1X2 ﬂ X4X5 - {A}, X2X3 ﬂ X5X6 - {B}, X3X4 ﬂ XﬁXl — {C}

U HeKa je Y Opyra IIpecedyHa Tadka IIpaBe BX; ca KOHHUKOM « (pa3niu-
qyuTa of X;x).

[Ipema ITackanoBoj TeopeMu, IIpeceyHa Tayka npaBux X3 X, u X Y
JIeXX¥ Ha IIpaBoj AB, OOHOCHO IIOKJIala ce ca Ta4ykoM C.

Opatne cienu ga ce Tadka Y IIOKJalla ca TA4yKoM Xg.

Ilakiye, CBUX LIeCT Tayaka X, ..., X¢ JI€2KU Ha UCTOj KOHULIH. OJ

3.3 bpuaHIIOHOBa TeopeMa

Y oBoM nornaBiby heMo npeacTaBuTH bpraHIIOHOBY TeopeMy. Y IIpo-
JEKTUBHOj TeOMETPHUjU BaxKU NPUHIUI OYaTHOCTU: YKOJIMKO BaXU TBP-
beme Be3aHO 3a TaukKe U IpaBe, YKOJIMKO Ce ped ,Tadyka“ 3aMeHU ca
»IIpaBa“ ¥ 0OpHYTO, a OOHOCU UHIUAEHIIMje Ce He MeHajy, IIOHOBO Ce
modbuja TBphemwme npojekTuBHE reoMeTpuje. IlojaM gyanaH KpUBOj OPY-
ror pefa je KpuBa Apyre Kiace, OHA je CKyIl CBUX TAHTE€HTH Ha HEKY
KpUBY Opyror pepa. bpuaHIioHoBsa TeopeMa je y TOM CMUCILY OyaslHa
[TackanoBoj. MehytuMm, ¢ 063upoM ga HUCMO Oyb/be KOPUCTUIU alla-
paT IIPOojeKTUBHE reoMeTpuje, moKaldahemo bpuaHIlIoOHOBY TeopeMy Ha
OPYT'U Ha4yUH.

Teopema 3.13 (bpuanmionoBa TeopeMa). Heka cy upase k;, i =1,...,6,
laHIeHWHe Ha uclly KOHUKY, U HekKd je A;; upecek upasux k; u k;. Taga
ce upase

A12A457 A23A567 A34A61
ceky y jegHoj liauku.
Ilokas. TTomohy mpojekTuBHe TpaHCdoOpMallFje MOXKEeMO IIPEeCIUuKaTU
maTy KOHHKY y KpyT. Taja npeTmocTaB/kaMo fa je JaT XeKCaroH OIMKUCaH
OKO KpyTa, Ipu 4eMy Cy HaBeleHe IIpaBe HheroBe IIaBHEe OujaroHarse.

Heka je mat onucanu xekcaroH ABCDEF. Tpeba goka3aTu Ha ce
npase AD, BE u C'F CeKy y jeJHOj Ta4KHU.
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[TocMmaTpajMo KPYroBe wy, wy U w3, KOjU Cy TAHTE€HTHU Ha IIapoBe IIpa-
BUx ABu DE, BC'u EF, CD u FA, pegoM, Tako Ja Cy BbUXOBe TaykKe
mogupa Ha pacTojamy a Of OArOoBapajyhuMX Tadaka OOAWpa CTpaHHUIla
XeKcaroHa u Kpyra (03Ha4yuMo ux ca Aj, By, ..., F1).

Cnuka 3.6: BpuaHIlloHOBa TeopeMa

Tapa je nmoTeHIWja Tayke A y OOHOCY Ha KPYyroBe w; U ws jedHaKa
(AA; + a)?®. OpaTie cregu Oa Tadyka A JIeXY Ha pafguKalHOj OCU Ta OBa
Kpyra. McTo Baxu u 3a Tauky D. [Ipema ToMe, npaBa AD je pagukajiHa
oca Kpyra w; ¥ ws.

CnuuHo, modujaMo fa je npaBa BFE pagukKaljiHa oca KpPyroBa w; ¥ ws,
a fa je npaBa C'F paguKaliHa oCa KPyrosa ws U ws.

[TomTo ce paguKalHe OCe TPU KpyTra CeKy y jedHOj TauKu (paguKari-
HOM LIEHTPY), KOju MOXKe dUTU KOHayHa uilu becKkoHayHa Tauyka, Cjlenqu
oa ce ripaBe AD, BE u C'F CeKy y JeqHO] TaYKU — y PafuKaJIHOM LIEHTPY
KPyToBa wi, wy U ws. O

Teopema 3.14 (ObpuyTta bpuaHmonoBa Teopema). Heka cy gaiue upa-
se k;,i=1,...,6, U HeKa je A;; upecek upasux k; u k;. AKo ce iipase

A12A457 A23A567 A34A61

ceky y jegHoj Wayku, Waga tocioju KOHUKA Koja je WaHIeHWHa Ha cee
upase k;.

Iloxka3. Jloka3 je ciu4daH Kao y IPeTXoOgHOoj TeopeMu. MebyTum, oBae
je mpBO HOTPedHO MMOKa3aTH Ha IIOCTOjU jeOUHCTBEHa KOHUKA Koja je
TQHTeHTHA Ha IleT OaTuX IIpaBUX.

Kopucrtehu BpruaHIIOHOBY TeopeMy, MOXKEeMO KOHCTPYHCATH TadKe
mogupa TUX IpaBUX ca KOHUKOM. AW KpO3 IIeT TavakKa IIpoJjia3u caMo
jemHa KOHHUKA, 11a je OHa TUMe jemHO3Ha4YHo ompeheHa. O
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3.4 IloHce/1eoBa TeopeMa 3a Kpyrose

Teopema 3.15 (IloHCceneoBa TeopeMa 3a Kpyrose). Heka cy Kpyiosu
w; U3 ucliol UpameHa u Heka je Ay Wayka Ha Kpyly wy. TaHleHla Ha w,
u3 wauke Ay UOHOBO ceue wy y Wavyku A,, WaHleHlad HA w, U3 WWayke A,
IOHOBO ceue wy y Wayku Ay, u WakKo gase, WAaHIeHWa Ha w;,, U3 WWaukKe
A; TOHOB0 ceyve wy y Wauku A;yq.

Ilpetutioctuasumo ga 3a HekKo n 8adxcu A, = Ay. Taga 3a ceaky uo-
yeluHy ta4ky By HA wy, AHA/0IHO KOHCUWpYyucaHa wwayka B, WWakohe ce
tuokaata ca By.

Cnuka 3.7: [ToHCeleoBa TeopeMa 3a KPyroBe

Lloka3. IIOBOJbHO je IIOKa3aTu Oa Cy CBe AYXKU A;B; TaAHT€HTe jeqHOT
(puKCHOT Kpyra U3 mocMaTpaHOI IIpaMeHa KpyTroBa.

3ancTa, ako ce JOoroau Ia ce Tauke Ay, U A, IMOKJIOIle, OHOa Ce IOoKJIa-
Iajy U TaHTeHTe Ha KpPyr IIpaMeHa Koje Ipojia3e Kpo3 Te Tauke (y3 of-
rosapajyhu n3dop opujeHTanuje tanreHTu). [lpema Tome, BUXOBU IIpe-
cely ca wy, MOpajy ce IIOKJIONUTH, a TO Cy yIIpaBo Tayke B, U B,.

[IpeTnocTaBUMO fa Cy ipaBe AyA; U ByB; TaHTe€HTe Kpyra w; y Tad-
KaMa X u Y, pepom. Heka je

{Z} = A()Al N B()Bl.

Tpoyrao XZY je jegHaKOKpax, jep Cy ZX u ZY TaHTeHTe Ha KpPyI w;
IoBy4yeHe u3 Tauke 7. OTyna cienu

(XY = /ZY X.
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[Topen Tora,
ZBlAlAO - ZBlBvo,

na cy Tpoyriosu XQA, u Y PB, CIU4YHYU, T'Oe Ccy P u () IpeceyHe Tayke
npase XY ca gyxuma AgBy, OGHOCHO A, B;.
W3 cIu4YHOCTH Clienu

/PQA, = /QPB,,

I1a IIOCTOjU KPYT w’ KOjU je TaHTeHTaH Ha OyXu AgBy, U A;B; y TauKaMa
PuQ, peooM.

OcTaje ma mokaxeMo Oa Kpyr ' Ipullaja nocMaTpaHOM IIpaMeHy.
IIOBOJBHO je mOoKa3aTu Aa KpyT w, Ipullafga IpaMeHy ogpeheHoM Kpyro-
BHUMaA w; U w'.

[TokasaheMmo ma Ccy KOMMYHUIM IIOTEeHIHWja Tadaka Ay, A;, By U B
Yy OOHOCY Ha KPYroBe w; U ' jegHaku. O4urieqHo, OB KOJIUYHULIU CYy
penoM

A X? A X? B,Y? B,Y?

AgP?’ AQ% ByP?’ B,Q?%

W3 cnuyHOCTHU TpoyriioBa Ao X P u BY(Q moduja ce
ApX? B Y?
AP BQ?

OOK U3 CJIIMYHOCTHU TpoyriioBa ByY(Q u A, X(Q crnenu

BpY? A X’
BoP? ~ AQ?

[IpeocTaje ma ce mmokaxe

AoX By
AgP  ByP’

MebyTumM, npeMa CUHYCHO] TEOPEMH,

A()X . sin ZA()PX o sin /ByPY o ByY
AgP  sin/A\XP sin/By)YP ByP’

Ha notniyHo aHasnioral Ha4yuH II0Ka3yje ce gaCcy U AyXKu A;B; U A; 11 B; 11
TAaHT€HTEe UCTOT Kpyra u3 IIpaMeHa.

Kako jemHa myxX A;B; MOXKe OUTH TaHTeHTa HajBHUIIlE jeJHOI TaKBOT
Kpyra, ClIegu Oa je Taj KPyr UCTH 3a cBe OyxKu A;B;. To je ynpaBo Kpyr
w. O
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I''maBa 4

ITpaMeHOBH KOHHKA

4.1 Iloa u moi1apa 3a KOHHKE

Hedununmuja 4.1. Heka je I' KoHMKa U A TauKa HheHe paBHU. [Tomapa
Tauke A y OOHOCY Ha KOHHKY I jecTe CKyIl CBUX TadakKa Te PaBHHU KO-
je Cy XxapMOHHjCKU CIIPETHYTe ca TadykoM A y omHocy Ha I'. [Ipu Tome
IIpUXBaTaMo ¥ CJIy4aj Kafla Cy IIpecedHe Tayke oaroBapajyhe mpaBe u
KOHUKE UMarvHapHe.

Heka je I' mpou3Bo/bHa KOHUKA. [[0CTOjU ITPOjEeKTUBHO IIpeCInKaBa-
e KOje IIpeciiuKkaBa KOHUKY ['y KpyT k, a Tayky A y Tauky A;. Kako
IIpOjeKTUBHA IIpeciiMKaBawa 4yBajy ABOpa3Mepy, Iiojlapa Tauyke Ay of-
HOCY Ha KOHUKY [', OTHOCHO CKYIl Ta4aKa XapMOHUjCKYU CIIPErHYyTUX ca
TAQ4YKOM A, IpecjivKaBa Cce y Iojlapy Taduke A; y OOHOCY Ha KpyT k. CTora
je u nmonapa Tauyke A y OGHOCY Ha KOHUKY [’ I1paBa.

YKoMKo U3 Tauke A I0CTOje TAHT'€HTE Ha KOHUKY [, KOje je Doaupyjy
y TaykKaMa P u (), Tafa je mojapa Tauyke A ympaso IIpaBa PQ.

AKo Tauka A nipunaga KOHULU [, OHIIa je ¥lbeHa [10Jlapa TaHIr'eHTa Ha
KOHUKY [' y Tauku A.

Y onmteM cnydajy mmojiapa Tadke A MOXe ce KOHCTpyucaTH Ha CJie-
nehu Ha4yuH.
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Cnuka 4.1: Ilon u monapa

Heka je maTta KOHUKa ¥ Tayka A. [locMaTpajMo IpOU3BOJbHY IIPOjeK-
TUBHY TpaHcopMallidjy KOja JaTy KOHUKY IIpecrnKaBa y Kpyr. Heka je
A’ cnuka Tadke A y TOj TpaHCchopManujy, « mojapa Tadyke A’ y OOHOCY
Ha KPYT, a a CJIMKa IpaBe ¢’ y UHBEP3HO] TpaHCPOpMaluju.

[TocmaTpajMo OBe IIpaBe Koje IIpojia3de KPo3 Ta4yKy A U CEKYy JaTy KO-
HUKY y TauKaMa X, X, ¥ Y7, Y. Heka je X nipecek TaHreHaTa Ha KOHUKY
y TaukKaMa X; U X5, a Y IIpecek TaHreHaTa y TauykKaMa Y; U Y. Taga ce
npaBa XY HOKJIala ca TpaXXeHOM IIPaBOM a.

3aucra, npuMewnyjyhu 0By KOHCTPYKIUjy Ha TauyKy A’ U Ha KpPyT OO-
dujamo mmpaBy «'. [TomTo mpojeKTuBHE TpaHchopMaliije dyBajy Impeceke
1 TQHTE€HTHOCT IIpaBUX M KOHHUKA, 3aKJby4dyjeMoO [a IpaBa ¢ He 3aBUCHU
on n3abpaHe npojeKTUBHE TpaHchopMalyje.

[TocToju U gpyra KOHCTpPYyKIYja Ipase a: TO je IIpaBa Koja cIiaja mnpe-
ceke npasux X 1Y) U XyY;, Kaou X Y, u X,Y].

[TocedHO, aKo je A 1leHTap euIice unu xunepdorie, noduja ce decko-
HA4YyHO faJjieKa IIpasa.

Moxe ce moka3aTu [1a Ce OBa KOHCTPYKIMja MOXKe IIPUMEHUTHU U Ha
oereHepucaHe KpUBe OPYror pela; nopern Tora, nodujeHa mpasa Ipo-
J1a3u Kpo3 3ajeqHUUYKy TaukKy O IIpaBux /; U [, KOje YWHe OaTy KOHUKY,
a gBopasMepa (ly,[l3; OA, a) jegHaxK je 1.

IedbuHNCaHa KOpeCcloHAeHIIMja n3Mehy Tagaka 1 npaBux Ha3uBa ce
llonapHa KopecluoHgeHUuja y ODHOCY Ha OaTy KOHUKY. [IpaBa « Ha3uBa
ce Uosapa Tayke A, OOK ce TayKa A Ha3uBa U0/ IIpaBe a.

JacHo je ma cBe ocoOuHe moJjlapHEe KOpPECIOHIeHIVje Koje Cy IIpeT-
XOOHO HaBe[eHe U Jajbe BaxKe.
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AKoO je mIpaBa p moJjilapa Tayke P ¥ aKO IIPOM3BOJbHA IIPaBa Koja IIpo-
jla3u KpoO3 TauykKy P cede IIpaBy p Yy TA4KU (), @ KOHUKY V TaYykKaMa A u
B, oHOoa Baxxu

H(P,Q; A, B).

4.2 IIpaMeH KOHHKa
Hedbunrunnuja 4.2. Heka cy gaTte OBe KOHHKE UHje Cy jeJHAUYUHE

flz,y)=0 u g(z,y) =0. (4.1)

Tapma je UpameH KOHUKA CKyII CBUX KOHHKA 4Uje Cy jefHa4YuHe 00/Iu-
Ka

af(z,y) +bg(z,y) =0, (4.2)

roe Cy a U b IPOU3BOJbHU peasiHy OpojeBy, IIpU YeMy HUCY UCTOBPEMEHO
jemHaKu HYJIN.

JacHo je ma je mpaMeH y IOTIIYHOCTU ogpebeH ca duno Koje gBe Ko-
HUKe Koje My npunafajy. lllTaBuiie, ako ce ABe KOHUKe Koje oapebyjy
IIpaMeH CeKy y jeJHOj Ta4KW, OHJIa CBe KOHUKe TOI IIpaMeHa IIpoJjia3e
KpO3 Ty Ta4yKy. AKO Cy Te IBe KOHUKe TaHT'eHTHe Y 1aToj Ta4Ku, OHJa Cy
U CBe OCTajie KOHUKe U3 IpaMeHa MebycobOHO TaHTeHTHE y TOj TAa4YKHU.

KpyXHU paMeHOBU IIpeaCcTaB/bajy NocedHe ciiy4yajeBe IpaMeHOBa
KOHUKa. Haume, ako ce npaBa KoOja CafpKu [IeHTpe Kpyrosa mocMarpa
Kao z-0Ca, a pafuKalHa oca Kao y-0ca, Taja jefHauyuHe Kpyrosa godu-
jajy obnuk

2+ +ar+c=0,

rae je ¢ IoTeHIja KOOPOAUHATHOT IT0YeTKa y OAHOCY Ha KPyroBe JaTor
ImpaMeHa, OOK je a IPOMU3BOJbaH peajiaH Opoj. JacHO je ma oBa jemHaYMHa
mpeacTaBiba mocedan cnydaj jeqHaumnHe (4.2).

OcHOBHa TeopeMa ajredbpe mMIJIKMLKMpa OJa ce ODUIIO KOje OBe ajre-
bapcke KpuBe pemoBa m U n CEKy y YKYIHO mn Tadaka, IIpU 4eMy Te
TadykKe MOTy OMTH MMarmHapHe UJIM ce MOry IokiamnaTtu. [locedHo, 3a
m = n = 2 CJIeOu Ja ce dUJI0 KOje IBe KOHUKE CEKy Y YeTHPHU TaukKe.
CBaka KOHMKAa KOja IpuUliajga oagroBapajyheM npaMeHy Takobhe mposnasu
KpPO3 Te 4YeTUPHU TadkKe.

Baxu 1 00pHYTO TBphemwe: 3a cBaKy KOHUKY KOja ITpojia3u KpPo3 4e-
THUPU IIPecevHe TadkKe KOHMKA YHje Cy jedHadYnHe

flx,y) =0 u g(z,y) =0,

II0CTOje peaslHu dPOjeBHU a U b, KOjU HUCY UCTOBPEMEHO jeJHaKU HYIIH,
TaKO Jla Ce jefHaYVHa Te KOHUKE MOXKe 3alucaTu y 00IUKy

af(r,y) +bg(z,y) = 0.
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OBo TBphewe MMO3HATO je Kao TeopeMa O IpaMeHOBHMAa KOHHKA.

Huje Telmko moka3aTu fa je xunepdosa jeqHaKOCTpaHWYHA akKO U
caMoO aKO BaxXu
a11 + G99 = 0.

[ITTaBuIlle, TOTOOHO je TIOCMaTpaTy U fereHepucaHy KpUBYy Koja ce ca-
cToju o ABe MehycodbHO HOpMayHe MpaBe Kao jefHAaKOCTPaHUYHY XU-
nnepdomny. U3 TeopeMe 0 IpaMeHOBUMa KOHMKA caja CJlIedu Oa, ako ce
IIBe jefHAKOCTpaHUYHe XUlepdosie CeKy y YeTUPHU TauyKe, OHJla je CBakKa
KOHUMKAa IIpaMeHa ogpeheHoOr TMM TaykaMa Takobe jeqHAKOCTpaHWYHA
xuriepdoa.

Teopema o mpaMeHOBMMa KOHHMKa oMoryhaBa fa ce IpaMeH gedu-
HUIIIEe Kao CKYII CBUX KOHUMKa KOje IIpoJjia3e KPo3 YeTUPHU JaTe Tadke A,
B, C'u Dy onmrteM nnonoxajy. llltaBuiiie, 3a cBakKy Tauky X, pa3iuduTy
of Tayaka A, B, C u D, IOCTOj¥ Ta4HO jefHa KOHUKa TOI IIpaMeHa Koja
IpoJia3y KPO3 TAUKy X.

Hexke o Tauaka Koje onpebyjy mpameH mory dutu umarvnHapae. Ha
IIpUMEpP, CBaKM KPyr cede DeCKOHAYHO HajieKy IIpaBy y OBe (pUKCHE
KOMIIJIEKCHE Ta4yKe, TaKO [a je XunepdoIudKu IIpaMeH Kpyrosa ofpe-
ben TuMm TaukamMa ¥ gBeMa 3ajeIHMYKUM TadkKaMa Kpyrosa. Ca gpyre
CTpaHe, eJIMNTUYKU IIpaMeH Kpyrosa oapebeH je ca 4yeTupu KOMILIIEK-
CHe TaudkKe, OJ KOjUX Cy IBe KOHa4He, a Be Ce Hajla3e Ha DeCKOHayHO
OajieKkoj mmpasBoj.

Takobhe je moryhe ga ce Heke of TadyakKa Koje ogpebyjy npames mo-
KJjlarajy. AKO ce OBe Tadyke IIOKJIallajy, OHIa Cy CBe KOHUKe IIpaMeHa
MebhycobHO TaHTeHTHe y TOj ABOCTPYKO] Ta4KH, Kao IIITO je ciIydaj Kof
napadonmykor mpaMeHa Kpyrosa. AKO ce TpU O 4YeTUPU TauyKe I1OKJIa-
rajy, OHJa je CTEIleH Joaupa y TOj Ta4KU jeHaK OBa. AKO Ce CBe YeTUPHU
Ta4yKe II0KJIanajy, OH/a je CTeIleH foaupa jeqHak Tpu. Ha npumep, ckym
KOHIIEHTPUYHUX KPyTroBa IIpefcTaBba IpaMeH oapeheH ca nBa napa Ta-
Yaka KoOje ce IIOoKJalajy.

AKoO cy cBe 4eTHUPHU TadKe Koje oapehyjy nmpamen mehycodHo pa3nu-
4yuTe, OHAA Taj IpaMeH CagpzKU TpU JereHepucaHe KOHUKe:

ABUCD, ACUBD, ADUBC.
Capma heMo meTaspHUje OMMCATH PA3IUYUTE TUIIOBE ITPAaMEHOBA.

1. [TpamMeHOBU KOju ITpOJia3e KPOo3 YeTUPHU Pa3IUUYUTE TadkKe.
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Cnuka 4.2: (1)

ENMUnTUYKYA U XUTIepOOJIMYKY ITpaMeHOBU KPyTroBa MpUIanajy OBoM
tuny(cnuka 3.1 u 3.3).

. [IpameHOBU KOju IIpoJia3e KPO3 YeTUPHU TadyKe, O KOjUX Ce [IBE I10-
KJlalajy, ODHOCHO IIpaMeHOBY KOHVWKA TAHT€HTHUX Ha OaTy IIpaBy
y puKCcHOj Tauku(cnuka 4.3).

Cnuxka 4.3: (2)

[Tapabonmuykyu nmpaMeHOBH KPyroBa MIpHUIIajiajy OBOM THUITY(CJIMKa
3.2).
. IIpameH ompebheH ca gBa mmapa Tadaka KoOje ce IIOKJalajy.

OBaj mpaMeH ce caCTOju Of KOHUKa KOje Cy TaHTeHTHEe Ha [Be [a-
Te IIpaBe y ABe JaTe Ta4dke. [I[paMeHOBU KOHIIEHTPUYHUX KPyroBa
unu rmapadona yuje Ccy jemHadMHE y = ax’ IPUNAOAjy OBOM THITY.
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Cnuka 4.4: (3)

Cnuxka 4.5: (4)

4. TlpameH ogpeheH ca yeTupu Tadyke, of KOjUX Ce TPHU MOKJIAIajy.

MozxkeMo rnocMaTpaTé KOOPOUHATHU CUCTEM TaKaB fja Cy OBE KOHU-
Ke TaHTeHTHe Ha x-0Cy y Tauku O(0,0). Taza ce OHe JIOKaJHO, Y OKO-
nmHYU O, MOTY IPeACTaBUTHU jeqHaUYMHaMa y = fi(x) Uy = fo(x). C 00-
3upoM fa UM je O TPOCTPYKa 3ajeJHUYKa Tauka, ciuenu f1(0) = fo(0)
(Tj. O UM je 3ajegHUYKa Tadka), f;(0) = f1(0) (Tj. z-oca uM je 3ajen-
HU4YKa TaHreHTa), u f/(0) = f7(0), Ia UMajy ¥ UCTy KPUBUHY Y TOj
Ta4yK¥, OOHOCHO IIOCTOjU KPYT KOjU HOOUPYje CBe KOHUKE OBOT IIpa-
MeHa (Ha3uBa Ce OCKYJIaTOPHU KPYT).

5. TIpaMeH Ko[ Kojer ce cBe YeTHUPU TauykKe Koje ra ompebyjy nmokna-
najy.
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[IpuMep OBakKBOT IIpaMeHa IIpefcTaBsbajy Iapadose uuje cy jen-
HayuHe y = 22 + a.

Cnuxka 4.6: (5)

AKo OBe KOHUKe ['; U [, UMajy UMaruHapaH Ipecek, C 0d3upoMm ma
Cy HBUXOBE jeJHaAUMWHE Ca peaJHUM Koe(UIlMjeHTHMa, OHOa UM je ca
TUM MMarvHapHUM IIPECEKOM 3ajefHUYKO U HeMy KOHjyrOBaHO KOM-
IIJIEKCHO pellewne. [lakie, Taga uMajy UM OBa peajiHa pellema U rmap
KOHjyrOBaHO KOMIIJIEKCHUX, WJIX OBa IIapa KOHjyrOBaHO KOMILJIEKCHUX
pellemna.

AKoO uMajy OBa peajiHa pellema, IocMaTpajMo nap Kpyrosa KoOju ce
CeKy y TUM (peaslHUM) TayKaMa (M jOIllI y mapy KOHjyrOBaHO KOMILJIEK-
CHUX). AKO HEMajy peasiHUX pellleka, IocMaTpaMo OBa OUCjyYHKTHa Kpy-
ra (Koju ce oHAa CeKy y OBa llapa KOHjyroBaHO KOMIIJIEKCHUX Tadaka).
IupekTHUM padyyHOM IodujaMo fga cy y odba ciydaja tauke M; = (1:4:0)
U My = (1:—i:0) map KOHjyroBaHO KOMIIJIEKCHUX IIpeCceKa Kpyrosa.

Y oba cnydaja mocToju (peasHO) MPOjeKTUBHO IIPeCIiMKaBame Koje
IIpeceKe OBe KOHUKE CJIMKa y IIpeceKke OBa Kpyra. [Ipu ToM npecnuka-
Bawy, KOHjyrOBaHO KOMIIJIEKCHE IIpeCceKe KOHMKAa CIIMKaMO y Tauke M
u M,. Y OBOM IIpeciuKaBamby, IpaMeH KOHUKa ogpebenux ca I'y u I,
CJIMKa Ce y IpaMeH KOHUKa Koje CBe cagpxke M; u M.

U3 jeprauuHe (1.1) Tapa cinequ ga 3a jefHAYUMHY IIPOU3BOJbHE KOHU-
Ke U3 TOT IIpaMeHa BaXu a; — 2a120 — ays = 0 U ayy + 2a121 — aze = 0. 3aTO
je a;x = 0 ¥ a3 = agy, I1a CYy CBe KOHUKE TOT IIpaMeHa Kpyrosu. [lakiie,
aKO [Be KOHUKe MMajy Iap KOHjyroBaHO KOMIUJIEKCHUX IIpeceKa, OHIa
IIOCTOjU IIPOjEeKTHUBHO MpeciinKaBakhe KOjUM Ce IpaMeH buMa ogpeheH
CJIMKa y IIpaMeH Kpyrosa.

[Topen mpamMeHoOBa ogpeheHUx ca YeTUpPHU Ta4yKe, MOT'Y Ce pa3MaTpa-
TH U OyaJIHU IIpaMeHOBH, OOHOCHO CKYIIOBM KOHHKA KOje Cy TaHT€HT-
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He Ha YeTUpU gaTte npase. [lyaqTHU IpaMeHOBU Ce 3aTUM KIaCUPUKY]y
npeMa dpojy mpaBux Koje ce IIOoKJIaIajy.

AKO ce OBe mIpaBe IIOKJIallajy, OHIa Cy CBe KOHUKE TOI [IpaMeHa TaH-
TeHTHe Ha ’BbHUX, a CaMUM TUM U MehycobHO, y jeHO] Ta4KH.

KopumtheweM TeopeMe 0 IpaMeHOBUMa KOHHKa MOXKEeMO NOoKa3aTu
cneneha gBa pesyrnTarta.

Teopema 4.3 (Teopema o yueTupu KOHUKe). Heka cy galtie tipu KOHUKe
a1, o U a3. Heka cy Py, 1, P{, Q| UpeceyHe WWayke KOHUKA oy U az; P,
Q2, P, Q) UpeceuHe Wayke KOHUKA a; U as; U P3, 3, P}, Qy UpeceuHe
iayke KOHUKA oo U .

AKo wayke Py, Qq, P, Qs, P3, Q3 €31CE HA jegHOj KOHUKU, OHga ce Upa-
e P/Q, PR, PiQ% ceKy y jegHoj uavku.

Teopema 4.4 (Teopema o Tpu KOHUKe). Heka cy gauie Wipu KOHUKe Koje
umajy gee 3ajegHuuyke wavke. Taga ce wuxose 3djegHuyKe weluuse,
Koje Uposase Kpo3 Upeociuase lipeceyHe Wavyke c8aKol Uapa KOHUKA,
CeKy y jegHoj tayvku.

4.3 IIoHCeleOBa TeopeMa

[TocmaTtpajMo caga npamMeH ogpebeH Taukama A, B, C, D u npasy !
KOja He IIpoJla3y HU KPO3 jeJHY Of THUX TadakKa. AKO jedHa KOHUKA TOT
IIpaMeHa cede IIpaBy [ yV Ta4yKu P, OHIA je ce4ye U y OpPyroj rayku P’
(koja ce MOXKe MOKJIalaTH Ca TauKoM P).

[IpecnukaBame

P+—— P

Ha3HMBa Ce UHB0./yUUja Ha Upasoj | ogpebeHa UpameHoM.

[Ipumenom IlackanoBe TeopeMe Ha Liectoyrao ABCDPP' pnobuja ce
IIOCTYyIlaK 3a KOHCTPYKILM]y Tauke F’'.

[TomwrTo ce oBa KOHCTPYKIUja MOXKe IIPeaCcTaBUTU Kao KOMIIO3UIIKja
IIeHTPaJIHUX IIPOjeKIlirja, MHBONYyIHja YyBa OBopa3Mepy. Takohe, Kako
HEUOEHTUYKO IPOjeKTUBHO MpeCIKaBamke IIpaBe MOXKe UMaTh HajBU-
e ABe (UKCHe TadykKe, IpaBa | MOXKe OMTH TaHTeHTa Ha HajBUIIIE OBe
KOHHUKe 13 nmpaMeHa. [lITaBullle, MHBOJIyIIMja je jeJHO3HaYHO oOgpebheHa
nmomMohy mBa Imapa oAroBapajyhmx Tadaka.

AKO cBe yeTupHU TauKe Koje ompebyjy mpaMeH HHUCY peajHe, CBOj-
CTBa UHBOJIyLIMje MOTy Ce UCIIUTATU U De3 ynoTpedbe KOMIIEKCHE paB-
HU; OOBOJBHO je IPUMEHUTHU IIPOjeKTUBHO IIpeCIMKaBake KOjUM Ce faTu
IIpaMeH IIpecjIuKaBa y IIpaMeH Kpyrosa.

Heka je P ripece4yHa Ta4dKa IIpaBe | 1 paguKajiHe oce mpaMeHa. Taga
je uHBOJIyLMja Ha IpaBoj [ yIIpaBo MHBEP3Kja ca EHTPOM y TauyKu P.

[Tomohy uHBONyLuje mokalyje ce IloHceneoBa TeopeMa y OIILITEM
CclIy4ajy, OODHOCHO 3a IIPOM3BOJbaH IIpaMeH KOHUKaA.
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Teopema 4.5 (IToHceneoBa TeopeMa). Heka KOHUKe oy, ay,...,q, UPU-
tUagajy upameHy I'. U3 tipou3gomHe wWayke Ay Ha KOHUUU oy Uosyuutue
aHIeHWYy HA KOHUKY «1 U HeKd je A; gpyla UpeceyHa avka e wWaH-
leHlle ca KOHUKOM «qy. M3 Tuauke A, Uosyuuiue WaHIeHWY HaA KOHUKY
as U HeKa je A, weHa gpyla UpeceyHa wadyka ca KOHUKOM o, U WAaKo
pegom.

AKO ce 3a HeKy wauyky A, godbuje ga ce tuauka A, Uokaaua ca Ay,
OHga ucllio 8adHCu U 3d c8aAKy gpyly Wiayky KOHUKEe «.

IIoKa3 ce M3BOOM MaTeMaTH4YKOM HHAOYKLHjoM II0 dpojy n. Hajope
hemo mokasaTu crnenehu pesynrar, KOju je M caM I10 cedu of caMoCTal-
HOT UHTepeca.

Jlema 4.6. 1. Heka wauke A, B u C sedce HA KOHUUU oy, HeKd je
lipasa AB WaHIeHWHA HA KOHUKY «; Y Wayuku K, a Upasa AC WaH-
IeHUWHA Ha KOHUKY «s y Wauku L. Taga tioctuoju wayka D Ha KOHU-
Uu oy llakea ga je KOHUKA oy WaHleHWHA Ha upasy C'D, a KOHUKA oy
laHleHWHA Ha Upasy BD y UpeceyHuM WWaykama osux Upasux ca
tipasom K L. llItuasuwe, toctioju KOHUKa upameHa I' koja je WaH-
lIeHWHa Ha upase AD u BC y wuxo8uMm lUpeceyHuM Wavykama ca
upasom KL.

2. Heka tuauke A, B, C u D aedce HaA KOHUUU oy, d HeKAd je KOHUKA o
luaHleHWHA Ha Upasy AB y wuayku K u Ha upasy CD y wa4ku M.
Taga toctioju KoHUKa UpameHa I' Koja je WiaHleHWIHa Ha tUpase AC
u BD y wuxo8um UpecedyHuUM Wadykama ca upasom K M.

Cnuka 4.7: Jlema 4.6

Ioka3. Heka je M pgpyra mpecedyHa TaykKa KOHUKe «; U npase KL, a
HeKa je Q IpaMeH KOju cafpXKU KOHUKY «; U JereHepucaHy KOHUKY
cacTaBJbeHy of nmpaBux CM u AB.

Ha nmpaBoj AC nipameHoBu I' u Q oxapebyjy ucty uHBONyLUjy, nedu-
HHCaHy TaykKaMa A u C' ¥ IpeceyHUM TauykKaMa IipaBe AC ca KOHUKOM
a; (Koje He Mopajy dbutu peanHe). [Ipema ToMe, Tauka L je BOCTPyKa
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TayKa MHBOIyIHUje ogpebeHe npamMeHoM Q, OOHOCHO ITpaMeH Q cagpXu
OBOCTPYKY IIpaBy K L.

Crnenu ma Ccy CBe KOHUKe IIpaMeHa Q, ITa CaMUM THUM U KOHUKA «,
TAaHT€HTHEe Ha npaBy CM y Tadyku M.

Heka je D gpyra npece4yHa Taudka IipaBe C'M U KOHHUKE «,. [IpuMemny-
jyhu npeTtxogHO pa3MaTpame Ha Tadyke B, C'u D, godujaMo fa je KOHUKa
a, TAHTEHTHA Ha IpaBy BD y BbEHO] IIPeCevyHOj TauKu ca IIpaBoM K L.

3aTuM oOgpenuMO IIpecedyHy TadkKy IIpaBux AD u KL u mocMaTpaMo
KOHUKY IIpaMeHa [’ Koja nmposa3u Kpo3 Ty TauKy. cTuM pa3MaTpameM
noduja ce ga je Ta KOHMKa TaHT€HTHa Ha mnpaBy AD.

YumeHuIla a je 0Ba KOHMKa UCTOBPEMEHO TaHT€eHTHa U Ha IIpaBy
BC, ka0 u foKa3 Opyre TBPAmeE jieMe, foKa3yje ce Ha aHaJloraH Ha4YuH.

]

Ilocnemumnia 4.7. HekKa je lipaga AB tUaHIeHWHA HA KOHUKY «; Yy Wa4ku
X, atupasa AC WWaHleHWHA HA KOHUKY «s Yy Wwavku Y. Taga uoctuoje wadu-
HO gee KOHUKe UpameHa I Koje cy WaHIeHWHe Ha Upasgy BC'y Waykama
Zy U Zo.

HItuasuwe, tuauke X, Y u Z, nedxce HA jegHOj Upaasoj, a Upase AZ,, BY,
CX ceky ce y jegHOj luavku.

Capa moxkeMo goka3aTu [IoHCceneoBy TeopeMy 3a Ciiy4daj n = 3.

Hexka cy ipaBe ApA;, A1 Ay, Ay Ay TAHTEHTHE Ha KOHUKE a1, (o, (r3 Y TAU-
Kama X, X,, X3, npu yemy Tadke X, X, X3 He JIexKe Ha jeJHO] IpaBoj.
Heka je mpaBa B,B; TaHT€HTHa Ha KOHUKY « Y Ta4KH Y.

[Ipema Jlemu 4.6, moCcTOju KOHUKA ) U3 IIpaMeHa [ Koja je TaHTeHT-
Ha Ha npase AgBy 4 A B; y BUXOBUM IIpECEYHUM TayKaMa /, U 7, ca
npaBoM X;Y;. Takohe nmocToju Tauka B, Ha KOHUIU «, TaKBa [a je KOHU-
Ka a, TAHTeHTHAa Ha [IpaBy BB, @ KOHUKA o) TAHT€HTHa Ha IIpaBy By A,
Y BBUXOBUM IIPECEYHUM TaykaMa Y, U Z, ca IIpaBoM Z; Xs.

Iasee, IIOCTOjU KOHUKA o KOja je TaHTeHTHa Ha IIpaBe A, Ag 1 A By ¥
BUXOBUM IIpEeCeYHUM TauyKaMa X U Y; ca IIpaBOM Z,7.

[IpumenoMm [le3aprose TeopeMe Ha TPOyrioBe AgA A, U ZyZ,Zs, 00-
bujamo ma tauyke X;, X, u X He JIexXe Ha jegHOoj npaBoj. [Ipema ToMe,
X = X3, a caMuM TUM je o’ = as.

Capma mpeTIIoCcTaBUMO [a je n npou3BoJbHO. Kopuctehu tauke A, A;
U A;, KOHCTPYHUILIEMO KOHUKY Q' KOja je TAHTe€HTHa Ha IIpaBe AgA; U
ByBs.

[Tomrto cy cTpaHulie MHoroyria ApAs... A, ; TAaHTeHTHEe Ha KOHUKE
aly,as, ..., a,, MOXKEMO U3BPIIUTH KOPaK UHAYKIIKje ca n — 1 Ha n.
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Anekcanpgpa CtojanoBuh pohena je 06.09.1996. roguHe y 3BOPHUKY.

OcHoBHy mikony "CBetu CaBa” y pogHOM MecCTy 3aBpiuaBa 2011. ro-
OUHE Ca OOJINYHUM YCIIeXOM.

Cpenmwy mikony “Iletap Kounh” Ha cMepy eKOHOMCKM TexHUYap 3a-
BpiuraBa 2015. roguHe Kao Hocuall Bykose gumniome.

Hcte rogune ynucyje MatemaTtudku ¢pakynret y beorpagy Ha cme-
py IIpodecop matemaTuke um padyyHapcTBa. OCHOBHE akKaJeMCKe CTy-
ouje je 3aspiumia 12. centembdpa 2024. roguHe. OgMax 3aTUM YIIUCYje
U MacCTep CTyAuje y OKTODpy Te roguHe.

PagHO MCKYyCTBO y OCHOBUM M CPEOIbUM IIIKOJIaMa je Beh modena ma
cTU4e Ha 4. TOOUHU CTyOHja.

TpeHyTHO pagu y OCHOBHO]j KoM “Majka JyroBuha” u cpenmoj Me-
ounuHCKOj mKonu “"Hapgexkna [TetpoBuh” y 3emyHy.

[To3uB K0ju je ogadpasia BOJIY U UCHIYEK-aBa je paf ca LelloM.

[Topen mMaTeMaTukKe, BOIU [a M3OBOjU MY3HUKY, TOILUTY Kady, mana-
4VHKe, IJIUBame, Oyre HMIeTHhe U Ayre TOIJle pa3roBope Kao BeJIuKe XKU-
BOTHE IIOKpeTaue.

Majka joj je y30p U BeJIMKa IIOLPIIKA Y CBEMY.

50



JIuTeparypa

[1] AkomjaH, A. B. u 3acnaBckyu, A. A., Geometry of Conics, American
Mathematical Society, Mocksa, 2007.

[2] Iykunosuh, T. u Bykmuposuh, C., ['eometipuja 3a uH¢popmatuuua-
pe, Matematuuku ¢pakynret, beorpan, 2023.

[3] Auppejuh, B., Huoica ieomeiipuja, MaTtemaTtudku ¢akynret, beo-
rpang, 2024.

[4] ArTuh, M., Heeykaugcke leometlipuje (matiepujaau 3a iipegmeil
,0gabpaHa tioinasma ieomettipuje”), MateMaThudku PaKyTeT.

[5] Oumutpos, H., KoHuke y lipojekiiugHoj leomelipuju u KOHCUPYK-
uuje y ajpuHoj pasHu, macTtep pan, MaTteMaTudku QakKynaTeT, YHU-
Bep3uteT y HoBom Capny, Hosu Cap, 2021

51



