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YBOI

XwunepbonydKa reoMeTpHja IMPeJICTaB/ba JeJIHO OJl HAj3HAYAJHUJUX W HAJILIOJ-
uujux Hayununx orkpuha XIX Beka. Hacrasa kpo3 BekOBHE MOKYyIIaje MaTeMaTH-
Japa Ja W3BOJJHUBOIINY U3 OCTAIUX AKCHOMa JIOKaXKy IeTu EykKimjioB mocrysar
0 TIapaJieJIHUM IIpaBaMa, OTKpuhe HeeyKJujCcKe reomerpuje oi crpane Hukosa-
ja Jlobauesckor, Janoma Bospaja u Kapiaa @punpuxa ['ayca dynnamenTaHoO je
M3MEHUJIO CXBATahe IIPOCTOPA M aKCUOMATCKOT METOIA.

3a pas3nuKy oJ eyKJIHJCKE TeOMETPpHje Vv KOjOj KPO3 TadKy BaH MpaBe y HUMA
ofpeheHoj paBHU TIOCTOjU TAYHO jeHA IpaBa Koja je He cede (jeIMHCTBEHA mmapa-
JIeJia), y XunepOboJMYKOM IIPOCTOPY TOCTOju GECKOHAYHO MHOTO MPAaBUX KOje He
ceky nary mpaBy. /lyro HaKOH WbeHOr (POPMAaJIHOT 3aCHUBAMA, JIOTUYKA HEITPOTHU-
BPEYHOCT OBE HOBE T'€OMETPHje OCTAJIa je OTBOPEHO muTame. Konayna morsp/a aa
je xurepbomdKa reoMeTpHuja jeITHAKO MaTeMaTUIKA BaJIUIHA KAO U EYKJIHUICKA
cTuryia je TeK Kaja cy bearpavu, Kimaja n [loerkape KoHCTpyucaan meHe Mojese
YHyTap CaMor eyKJIMJCKOT TpocTopa. TuMme je goKa3aHa peiaTUBHA KOH3UCTEHT-
HOCT — CBaKa €BEHTyaJIHa KOHTPAJIUKINja y XUIMEPOOJIUIKO] NeOMETPUjU HYXKHO
OM UMILIAIPAJIAa KOHTPAJIUKIINA]Y Y KJIACUIHO] eYKJIMICKO] Te€OMETPH]jU.

Meby cBum mojenuma xunepbosntike reomerpuje, Iloenkapeos chepuu mo-
et (Koju je y TPOJMMEH3NOHATHOM cirydajy passuo Aupu [loenkape) 3ay3uma 1mo-
cebno mecro. Fberosa ryiaBua npemgHoCT Jieku y KOHPOPMHOCTH — OCOOUHU J1a
IIpeC/INKAaBabe IyBa yIiIoBe Mehy KpuBaMa je/ITHaKUM OJIroBapajyhuM eyKJInJIcKuM
yriioBuMa. 360r oBe ocobure, [loenkapeos Moies je m3y3eTHO BU3YEJTHO MHTYUTH-
BaH M aHAJUTUYKM TIOTOJIAH 3a paJi. Mako je pasBujeH Ipe BHIIE O]l jeJIHOT BEKA,
0Baj MOJIeJI JAHAC JIOYKWBJbaBa CHAYKHY PEHECAHCY y O0JIACTH BEIITAauYKe WHTEeJIH-
PeHIUje W MAIIMHCKOT y4Yerba, I/ CE IheroBa CIenuduyuHa MEeTPUKA KOPUCTHU 3a
CyIepHOPHO yiaraibe (eHrI. embedding) XujepapxujcKux CTPYKTypa momaraka [b].

Cepxa oBOr MacTep pajia jecTe cUCTEMCKa U puroposna mpesentanuja [loen-

KapeoBor Mojiesa Jjonte y Tpu gumensuje (B?). Paj je crpykTypupan Kpo3 met
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I'JIaBHUX IIOIJIaBJba:

e YV INpPBOM MOTIJIABJBY YBOJIUMO HEOIXOJAH MATEMATUIKU allapaT WHBEP3UB-
He reomerpuje, nedunuinyhu eykiaucke pediiekcuje, cchepuy mHBEp3Ujy u
IIPOIIUPEHY CTepeorpadCKy MPOjeKIHjy, y3 KJbyUHU JIOKA3 O OUyBakby YOII-

mreHux cdepa.

e Y Apyrom IorJiaBJby Iipesjas3umo Ha caMm lloenkapeoB cdepHu momern, ie-
dunnmyhn amnconyry u ocnoBte xurnepbosinake ejiemenre (h-rauke, h-ipase,

h-paBHu), K20 u wuUxoBe MeljycobHe mosioKaje.

e V TtpeheMm moryiaBiby IpoydaBaMo TPYILy XUIEPOOTUIKUX U30METPHU]a, T10-
Ka3zyjyhu Kako ce oHe TeHEepHUIIry KOMIO3UIjoM h-pedJieKcuja U MoBe3yjy ca

MebujycoBum TpancdopMalijama.

e Y YeTBPTOM IIOIJIABJbY AHAJIUTUYKH U3BOJIUMO XUIEPOOIUIKY METPUKY U
dyukujy h-pacrojama Kpo3 pPasjuyuuTe MaTeMaTH4IKe IIPUCTYIIE, TIOBE3Y]y-

hu nx ca xkmacuaaoMm dyskimjom JlobadeBcKor.

e V II€eTOM IOIJIABJbY AHAJIU3UPAMO CIeIuUIHEe XUIEPOOTUIKE ITOBPIITNT —
enncodepe, kinacudukyjyhu nx Ha xunepbosmiake cdepe, EKBUIUCTAHTHE TI0-
BpInu 1 oprcdepe, ca MOceOHIM aKIEHTOM Ha JTOKa3 eyKJIUJICKe (paBHe) yHY-

Tpalllibe reoMeTpuje opucdepe.



I'maBa 1

NuBep3uBHaA reomMmerpuja

VY oBoM mornasiby nzydasamo mnpocrop E? u rpymy TpaHcdopManuja y memy
KOja je reHepucaHa paBaHCKUM pedJieKcrjaMa 1 WHBep3HUjaMa Y OJTHOCY Ha cdepe.
[Tokazahe ce ma je oBa rpyma uzomMopdHa rpymnu K30METPUja TPOIUMEHIUOHATHOT
xunepbosmakor mpocropa H?. OBo he HaMm GUTH KIby9HO Ka JIy0/beM pasyMeBarby

XUTepoOOJIMIKe TeoMeTpHje, IMOCeOHO MOJIesIa JIOITE.

1.1 Pediekcuja y paBau npocropa E?
Hexka je a jequHuYIHE BEeKTOp y eyKauackoM npoctopy E? un t € R. Pasan
Pla,t)={z €E*:a-z =t} (1)
j€ paBaH ca jeJMHUYHUM BEKTOPOM HOpMAaJe a KOja CaJap:KU TadKy ta.

Hedbunnnuja 1.1. Pednexcuja p npocropa E* y ommocy na pasan P(a,t) je
npecnKaBambe Koje TMpOM3BOJbHOj Tauku ¥ € E3 gonemyje tauky p(z) € E? mno
PaBUITY:

p(z) =2+ sa (2)

I7e je S peaJlHW CKajlap TakKaB Jia CPEJMINTE JIYKU KOja cllaja TadKy T W IbeHy

ciuky p(z) nexu y papau P(a,t).

S
Jakse, Kako Tadka x + §a qexku y pasau P(a,t), JaKO J0JIA3UMO JI0 €KCILIH-

UTHE aHaJUTHIKe hopmysie 3a pediiekcujy p y oaHocy Ha pasan P(a,t):

px) =x+4+2(t —a-z)a. (3)
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p(z)

LR

Cunka 1.1: Peduiekcuja p Tauke z y onnocy Ha paBan P(a,t). Tauka p(z) ce mobuja
TPAHCJIAIIjOM TauKe T 38 BEKTOP Sa, IIPU YeMy ce KpelieMo mapaJie;THO HOpMAJHOM
BekTOPY a. Cpeauiire oBe JIyKu JIEKU y CAMO] PABHH.

Hedununuja 1.2. Bujextusao npeciukasame [ : E3 — E? masmpa ce msome-
TPHjOM eyKJHICKor mpocTopa E? yKommko 3a mpousBosbHE JBe Tauke T,y € K2

BaKMU:
1 () = F@ = [l = yll- (4)
Ckyn cBUX m30MeTpuja IpocTopa E? uuHu rpyly y oJHOCY Ha OHepaIijy KOMIIO-

3uIMje mpecInKaBama u o3HadasaMo ra ca [(E?).

Teopema 1.3. Hexa je p pedaexcuja upociuopa E> y ogrocy na pasan P(a,t).

Taga easrcu:
1. p(z) = x axxo x € P(a,t);
2. p*(x) = 3a ceaxo v € E?;
3. p je eyxaugcra u3ometpu)a.

Teopema 1.4. Ceaxa usometlipuja upoctiopa E? je xomumosuvyuja najsuwe 4 pa-

sancke pedaexcuje.

/oxas. Heka je f nmpousBosbua nuzomerpuja. /lokas crrpoBo MO KOHCTPYKTUBHO Y
JeTUpPHU Kopaka, nparehu cimke koopuHaTHOr movyeTKa () U BEKTOpa OPTOHOPMU-

pane 6a3e (eq, ez, €3).
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Kopak 1 (TpancianuoHa KOMIOHEHTA - (DUKCUPAIbe MOYETKA):
Heka je vy = f(0). Ham nmsb je ma mponabemo msomerpujy p; (pediekcujy nim
UJICHTUTET) TAKBY J1a KOMIIO3UIIUja p10 f (PbUKCHpa KOOPJAUHATHU TIOYETAK, OJJHOCHO
na Baxu p1(vg) = 0. Yroamko je vg = 0, 0Baj KOpak MOXKEMO IPECKOYUTH jep CMO
OCTaJIM Y KOOPJAMHATHOM IOYETKY Te (DyHKIMja p; HEMA ,IITa Jia Bpaha” - oHa je

unenTuaHa GyHkimja (p; = id).

Ykoauko je vy # 0, meduHUIIEMO BEKTOP HOpMAJIE (1 = ”z—g” " CKaJiap

t1 = 3|lvoll. Heka je p; pedrekcmja y onmocy ma pasam P(ay,t;) Ipuvenom pe-

daekcuje p; HA BEKTOD y:

1 Vo Vo
pr(en) = wo-+2 (Sl = 2 5)
2 [[voll [[voll
u 3uajyhu na je vy - vo = ||vg||* mobujamo:
1 Vo
pl(UO) :Uo+2 ——HU()“ —_— :?JO—UOZO. (6)
2 [[voll

Hedunumumo caza noBy uzomerpujy fi = p; o f. Byayhu na je
f1(0) = p1(vg) = 0, oBa uzoMerpuja dbukcupa KoopauHATHY ovYerak. [lomro cBaka
wsoneTpuja ypa pacrojama, mmmo g e |fu(z) — fi(y)[2 = ||z — yll%. Taxobe,
360r (PUKCUPAHOT TIOYETKA, He MEHha Ce HU HOPMa CBAKOT II0jeJIMHAYHOI BEKTOPA,
onuocHo || f1(z)]| = ||z||. PacnucuBamwem kBajpara pacrojarma MPEKO CKaJapHOD

IpOU3BOJIa JI00MjaMo:

LA @)1 = 2f1(2) - fuly) + 1AW = ll2]* = 22y + [|y]|*. (7)

360or ovyBama HOpME JUPEKTHO CJIEIM Ja Ce 9yBa CKAJAPHU IIPOU3BOI:
fi(z) - fily) = = - y. U3 oBora ciemu na je f; oproronajiHa JimHeapHa TpaHCchOP-
Mallja, YAMe Cy CTBOPEHH YCJIOBU 3a Jajbe (PUKCUPamhe BEKTOPa OPTOHOPMUPAHE
base.

Kopak 2 (Pukcupame npBor 6a3HOr BeKTOpa €1):
Heka je v; = fi(e;). Kako uzomerpuja f; uysa nopmy, Baxku [[v1] = |let|| = 1.
VYkoJmko je v; = e, JaTi BEeKTOp je Beh dukcupaH, ma jeJHOCTABHO JePUHUIIIEMO
P2 = id.

Y cynporHoM, 3a v; # e1, JepUHHUIIEMO jeJUHUIHM BEKTOP HOPMAJe (y =

e1—v1
ller—v1l

u ckamap to = 0. Heka je py pediekcuja y omuocy Ha pasan P(as,ts).
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Cimka BeKTOpa v MPHU 0BOj pedIeKCUju Taaa je:

pa(v1) = v1 — 2(as - vy)as

e;-vy —1
= T — _
(%] ||61 _ U1||2(€1 Ul)
—(1 — €1 U1>
= 9~ - 7 _
U1 2(1 — e - Ul) (61 /Ul)

=uv+1-(e;—v)

= €1.

Hedwunumumo cama mzomerpujy fo = pg o fi. Bynyhu na f; dukcupa xoop-
munarau noderak (f1(0) = 0), a paBan pediiekcuje py MpoJIa3u Kpo3 mwera (300r
to = 0 Baxku po(0) = 0), caenu Ja BUXOBA KOMIO3UIMja Takohe dukcupa mo-
gerak: fo(0) = p2(f1(0)) = 0. Ca mpyre crpane, mo camoj KOHCTPYKIUjU BazKu
faler) = pa(fier)) = pa(v1) = e1. Tume cmo ocurypanu ma m3omerpuja fo uCTO-
BpeMeHO (pUKCHpa KOOPJAMHATHU IIOYeTaK W IPBU BEKTOp Hase.

Kopak 3 (Pukcupame apyror 6a3HOr BEKTOpa €3):

Heka je vy = fa(eq). Kako fy wyBa ckajapHu nmpousBo u dbuKcHpa €1, BaxKu:

Vg - €1 = fg(@g) . f2(61> — €2 €1 = 0. (8)

Jlaxiie, BEKTOp Vs je OPTOroHAJIaH Ha €1 (OJaKJie JaCHO CJIEJU U Jia Uy HE MOXKE
6utu jemHak ep, jep je e; - eg = 1 # 0). Takobe, kako fo dyBa HOpMY, BaxKwu
[v2] = l[ez]] = 1.

YKOJIMKO je v = €5, 0Baj KOpaK IpecKadyeMo u jedunuiineMo ps = id.
€9 —v2 _
fea—va]] 11 PP

HocT ckasapa tz3 = 0. Heka je p3 peduiekcuja y omnocy Ha pasan P(as,t3). IIpu-

Y cympoTHOM, 3a vy # €3, JeMDUHUIIEMO BEKTOP HOPMAJIE A3 =

METHUMO /I3 je BEKTOP HOpMaJe a3z OPTOTOHAJIAH Ha €1, jep BaXKu:

1

m(eg c€1 — Vg - 61) =0. (9)

as - €1 =

30601 0Be OpTOroHAJIHOCTH, pedDJIEKCHja p3 HE PEMETHU IIPETXOIHO (PUKCUPAH BEKTOP
€1:

,03(61) = €1 — 2(@3 : 61)&3 = €1 — 0= €1. (10)

NaenTtuanuM ajarebapcKuM IIOCTYIIKOM Kao y Kopaky 2 moka3syje ce ja je
p3(va) = ey. Hedunmmmumo cama HOBY mzomerpujy fs = ps o fo. Byayhu na pa-

BaH pedyieKcrje mposia3u Kpo3 KoopauHaTHu modyerak (i3 = 0), Baxku p3(0) = 0.
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Ha ocnoBy cBera m3BejieHOr Baxku Jia f3 pegom pukcupa KoopauHaTHHU modeTak (),
Kao u 6a3He BEKTOPE €1 U €.

Kopak 4 (Pukcupame Tpeher 6a3zHor BekTopa €3):

Heka je vz = f3(e3). Kako f3 gyBa ckasapHu npousBoj u HOpMY, a Beh dukcupa
€1 M €3, BEKTOD ¥3 MOpa OUTU OPTOrOHAJIAH HA HUX W UMATHU jJeJUHUIHY HOPMY. Y
eyKJInACcKoM npoctopy E?, jeIunu BeKTOpH NPHIPYKEHU JaTOj OPTOHOPMHUPAHO]
0a3u KOju MCIyHhaBajy OBe YCJIOBE CYy €3 U —e3.

YKOuKO je vy = ez, TpancdopMmarmja f3 Beh dpukcupa mery OpTOHOPMHUPAHY
6a3y, ma gedunuiiemMo p, = id.

Y cynporHoM, 3a v3 = —eg3, JeUHUIIEMO BEKTOP HOPMAJe Gy = €3 U CKaJap
ty = 0. Heka je ps pediekcuja y omaocy Ha paBan P(ay,ty). Kako cy e; u eq
OPTOrOHAJIHM HA BEKTODP HOpMAaJie a4, OBa pedJiekcuja nxX (QUKCHUPA, JIOK BEKTOP
—e3 CJIUKA Y €.

Jedurumumo nzomerpujy fi = pyo f3. Kako je f3 muneapua tpancdopmarimja
(jep wyBa ckaJapHU TPOU3BOJ, ¥ KOOPJMHATHHU MOYETAK ), & p4 je Takohe JmHeapHa
(jep paBan pedurekcuje caipKu KOODJAMHATHU TodeTak, ty = 0), cieau na je u
IbUXOBA KOMIIO3WIHja [y JuHeapHa TpaucdopMmarmja. Bynyhu na f; dukcupa cse
BEKTOpEe OPTOHOpMUpPaHe Oa3e, OHA MOpa OUTH UIEHTUYIKO IIPECTUKABAE, OTHOCHO
fa=1id.

3akJpyJak:

Hobumm cMo 18 BaxKu:

fo=psopsopropiof=id

Kako je ceaxa pediiekcuja cama cebu uHBep3HA (p~ ! = p), MHOKemEM OBe jejiHa-

qUHE PEeJOM Ca JieBe cTpaHe ojropapajyhum pediiekcujama godujamo:

J=prop2opsopy

Tume je aHATIUTUYKE JOKA3aHO 14 C€ CBaKa M30METPHja MOXKe IIPEeJICTaBUTH Kao

KOMIIO3UIMja of HajBuile 4 paBaHcke pedJiekcuje. O]

Y BEKTOPCKOM OOJIMKY, U30METPHja p Ce MOYKE 3aIUCATU Kao:
p(x) =Az+b (11)

rie je A = I — 2aa” kBagparna (Xaycxosiepopa) MaTpuna JuMeH3Hje 3 X 3, a

BekTOp b = 2ta. Marpuma A je oproronasina u meHa JeTePMUHAHTA UMAa BPEIHOCT
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—1, mrro HaM TOBOPH Jia je pedieKcuja MHAMPEKTHA (Mema OpHjeHTaIH]Y ).
p(x) = (I —2aa”)z + 2ta. (12)

Hakne, 3HaMo J1a ce eyKJImacka pedJieKcrja y OQHOCY Ha PaBaH CBOIN HA JIMHEADHN
omeparop A = I — 2aa’. Kako je ATA = I, nuHeapHHu omepaTop je OPTOrOHAJAH,
Tj. ayBa ckasapuu npoussos ((Au, Av) = (u,v)). oo je yrao usmelhy 6uio koja
JIBa IIPaBIA y IPOCTOPY JAedUHUCAH IIPEKO CKAJAPHOT IIPOU3BOIA IbUXOBUX BEKTO-
pa IpaBala, O9yBambe CKaJapHOr MPOU3BOJA JUPEKTHO MMILIMIMPA 4 OIEPATOP
ocraB/ba yrao maBapujaHTHUM (cos Z(Au, Av) = cos Z(u,v)). IIpema Tome, Kako
JuHeapHu jieo pediiekcuje (Marpuna A) y TOTIYHOCTH yIPaB/ba IPECTUKABAHEM
npaBaria, cjean Ja je mesa Tpancdopmarmja p(z) crporo KoudopMHa, Tj. BEPHO

qyBa BeJUYUHY yria u3mely Ouao Koje JiBe KpUBe y eyKJIUJICKOM ITPOCTOPY.

1.2 HWMuBepsmuja y omgHocy Ha cdepy

Hedbunnmuja 1.5. Hexa je S(O, 1) chepa y eykimuckom mpocropy E?. Mnsepsuja
y ozHocy Ha cdepy S je npecimkasame s : E3\ {O} — E3\ {O} koje npoussosbhy

Tauky M ciauka y tadky M ' nonympase OM, TakBy 1a je
OM -OM' =12, (13)

Tauka O je neHTap MHBEp3Uje.
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Cauka 1.2: 3D reomerpujcka KOHCTPYKIMja HHBEp3Uje s y OIHOCY Ha cdepy
S(0,7). 3a mauky M yHyTap JOnTe MmocMaTpaMO PAaBaH OPTOTOHAJHY HA BEKTOD
OM xoja cede cdepy 1o KpyKHuIm (IpBeHn 1uckK ). TanrenTe Ha cdepy MOBydeHe
U3 CBUX Tadaka OBe KPyxKHuIE (popMuUpajy KOHYC 4Wju je BpX yupaso Tadka M.
IIpasoyrimu Tpoyrinosu AOMT u AOTM' nexe y mcroj pasau u Mmehycobno cy
comuanu, onakie caexu OM - OM' = r2.
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M

a) luBep3muja ckyma Tadaka 6) NuBep3uja mapamerapcke Kpuse

Ciuka 1.3: Unsepsuja y omnocy Ha cdepy S*(O,r). a) Uneepsuja eyKJIuICKOT
TPOyIJIa ca HAPaHIIACTUM KOHTPOJTHUM Tadkama. 6) ITpeciukaBamwe kpuse (1Be-
Ta). lcnpekuanum JIMHAjaMa TPUKA3aHa je TAHIeHTA y TA9KKU B 1 mheHa MHBEP3HAa
CMKa — KPYKHHIA Koja pomaupyje nser y B’ m mposasu kpo3 nenrap cdepe O;
BpxoBu saruia (A) ce nmpecamkasajy y Tadke Hajommke nentpy (A'), Busyemmusy-
jyhm inside-out” npupomy uaBep3uje.

Wnu ako 6GucMo Kejiesiu Ja JIaMO BUIE aHAJUTUYIKY JIe(DUHUIIA]Y UHBEP3Uje Y
oaHOCY Ha cdepy pekJm OUCMO OBO:
Hexka je a Tauka npoctopa E? u r nosutusan peasnan 6poj. Cdepa y mpocropy

E? ca HeHTPOM y Ta49K! @ ¥ IOJYIIPEYHUKOM 1 ce JedpUHUIIe Ha cjeehn HadmH:
S(a,7)={r € B ||z —a| =1} (14)

Hedunumuja 1.6. Nusepsuja npoctopa E3 y onnocy na chepy S(a,r) je npe-

crukasame Vs : B3\ {a} — E?\ {a} koje je nedunucano ca:

bs(z) = a+ (L)Q@—a). (15)

|z —all
Teomerpujcku, Ps(z) nexu Ha TOIYOPABOj ar U 3a0BOHABA
lvs(z) —al - |lo - al| =%

Tauke yayTap cdepe ce canukajy BaH me U OOPHYTO, JIOK TadKe Koje JiexKe Ha cdepu

ocTajy puKcHe.

Teopema 1.7. Axo je s unsepauja upoctuiopa E* y ognocy na cgpepy S(a,r), waga

6aIHCcU.’
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1. Ys(z) =z axo u camo axo v € S(a,r);
2. Yi(x) = z 3a ceaxy Waury T # a;

3. 3a cee wauke T,y # a

r? ||z — y
[¥s(z) = vsy)ll = : (16)
lz —alllly —al
Jloxas. 1. Kako Baxku ||¢s(z) — a| - ||z — al| = r?, moxkemo 3akbyunTu na je
s(xr) = x ako u camo ako ||x — al| = r.
2.
. 2
o) =at ( ) (wste) ~a
: foste) —a) o)
+(H.T—CZH)2( r )2( )
= Qa r —a
r | — al
=a+(x—a)
= .
3.
r—a y—a
s (z) = ¢s(y)ll = r* -
lz —all*lly —al?
e [ L 2w-a)y-a, 1 |7
le—al* o —alPlly —all* * [ly —al®
_ Pl -yl
[ = alllly — o
[]

KomenTap y3 tepheme (3): Jemnaunna ([L6)excrmmurao nokasyje na unsep-
3uja y oJHOCY Ha cepy HUje U30METPHUja y eYKJIUJICKOM CMUCIY, OJHOCHO Ja He
qyBa pacTojama nu3Mehy Tadaka. Y MECTO TOra, eyKJIuJICKO pacTojame udMely cim-
Ka Y¥s(r) u ¥s(y) TUPEKTHO 3aBUCH OJ] TOTa KOJIHUKO Cy TadKe T U Y Ouje yIabeHe

Ol IIeHTpa UHBEP3HjE a.

7"2

JOJIa3MMO JO OCODMHA OBOL

Anammzom dakTOpa CKaJIMparmbha
|z —alllly — a
[IPECINKABAIHA:
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e Axo cy Tauke T M y y MaJjioj OKOJUHM IeHTpa a, uMmenuaall ||z — al|||ly — af|
TEXKU HYJIH, IITO 3HAYHU Ja Ce PACTOjarbe n3Mely BUXOBUX CJIUKA EKCTPEMHO

yBehasa (mpocrop ce JioKaHO iupu’).

e OOpHYTO, aKO Cy TadyKe T U Y JIAJEKO O]l IIEHTPa, MMEHUJIAIL TIOCTaje BEeJIUKU,
Ia ce HUXOBE CJIMKe 30Ujajy jejna y3 apyry y OausuHu mneHTpa a (IpocTop

ce ,CKy1ba”).

YupaBo oBa JIOKaJHA MPOMEHa pa3Mepe Urpa KJbydHy ynuory y lloermkapeo-
BoM cepHOM Mozeny. Kako 6u ce y XunepOoInIKOM IIPOCTOPY OCTBApUJIa IIpaBa
M30MEeTPHja, OBa MPOMEHa, €YKJIMJICKIX PACTOjarha MOPa Ce KOMIIEH30BATH OJTOBa-
pajyhuM Te:kumHCKIM HaKTOPOM MPUINKOM AePUHUCAA XUTEPOOJIMIKE METPUKE
(o hiemo BujieTH Kacuuje).

Kibyuno reomerpujcko cBOjcTBO MHBEpP3Hje, HA KOjeM ITO4YnBa 1esia Teopuja [lo-
€HKAPEOBOI' MOJIEJIA, jeCTe UYMHHEHUIA Ja OBO MPEC/IUKABAILE UyBa KJIACY YOIIIITe-

Hux cdepa (cdepa u paBHn).

Teopema 1.8. Hexa je s : E3\ {O} — E3\ {O} unsepsuja y ognocy na chepy
S(0,71). Ba caure eykaugexux pasnu P(a,t) u cpepa S(c, p) apu o6om upecaura-

8aTLY BACU:
(1) 3a pasan P(a,0) xoja cagporcu xoopguna@nu touewar O, cauka je:
vs(P(a,0)\ {0}) = P(a,0)\ {0},
(2) 3a pasar P(a,t) xoja ne cagporcu O (t #0), cauka je:
vs(Pla,t)) = S(c, p) \ {0},
2ge je S(, p') eepa 3a wuju yenwmap saorcu ||| = p'.
(3) 3a cpepy S(c, p) xoja cagporcu O (||c|| = p), cauxa je:
s (S(e.p) \ {0}) = P(d, 1),
2ge je t' # 0.
(4) 3a chepy S(c, p) woja e cagporcu O (|cl| # p), cauxa je:
vs(S(e,p)) = S(c,p),

2ge 3a uentuap Hose cepe sasicu ||| #£ p'.
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Jloxas. okas hemo nzsectn amasmrmakn. CBaka yommrena cdepa y mpocropy E3
MOXKe ce JeUHICATH KAao TeOMeTPHCiKO MeCTo cBuX Tadaxa - € K3 Koje 3am0B0-
JbaBajy jeTHaunHY:

Alz||* -2B-2+C =0 (17)

rie cy A,C € R u Bexkrop B € E?, npu uemy Baxu ycuos ||B||* — AC > 0.
Ha 6ucMo moKa3ai KOH3MCTEHTHOCT ca HaimoM JeduHumjoM paBuu (jeaHa-

auna () u cdepe (jenmaumua ([14)), npumernmo cienehie:

e Vkosmuko je A =0 u3 yenosa || B||? — AC > 0 qupexrno caemu ||B||* > 0 mrTo

sHauy 1 B He Moxke Guru Hyna-sextop. debermen ca 2||B|| jexnauunna [L7 ce

B C : B C
CBOIM HA T2 + & = =, IIITO je yviupaBo paBaH P(a,t)3a a =2 ut = =%:.
& [El 2B’ J€ ynpaso p (a,) [E]l 20|B]]

Haxne, paBan cajapku KoopauHatHu nodetak O ako u camo ako je C' = 0.

e VYkosuko je A # 0, jeHAYNHY MOXKEMO TOJEUTH ca A v JOmyHUTH 10 TOT-

B2 = LELZAC. Opo npexcrasma chepy S(c.p) ca

VIB|P—AC

IIEHTPOM ¢ = % U TOJIyIIPEIHUKOM p = Tl . Cepa campxu O axo n

yHOr KBajpata: ||x —

camo axo je ||c[|?* = p?, mTo ce nemasa ako u camo axo je C' = 0.

Hexka je 2’ = 1s(z) cauka tauke x # O npu unaBepsuju S(O,r). Ha ocHoBy
2
nedbununmje nasepsuje (dedbununumja @) Baxku ' = (ﬁ) Z, OJaKje 300r HHBO-

JIYTUBHOCTH CJIE[N T = ﬁx’ . 3aMeHOM OBe peJialiije y je THATnHY () J00ujamo:

7"4 T2
Ao 28 <||x'||2x/) re=0

"2

r2

MHuoxkemeM jeaHadnte pakKTOPOM J100MjaMo jeTHAYUHY NeOMETPHjCKOT MEeCTa

camuKa z':

C
S|P = 2B - 2" + Ar* = 0. (18)
,

OBa jenmnauymna je MOHOBO OOJIMKA (), IpU YeMy HOBH KOEMPUIIUJEHTU U3HOCE
A = %, B' = Bu (' = Ar?. Jla 6u noBomobujeHa jeTHAYHHA 3aiCTa IPEICTABIbAJIA,

yOIIITeHY cdepy, Mopa OUTH UCIYEEH YCJIOB IIOCTOjaiba, IIITO JIAKO IIPOBEPaBaMo:
C
|B? - AC' = |BJP - (—) (4r?) = | BI? = AC > 0.
T

Kako je oBaj ycioB uciymmeH rmpemMa IpeTIoCTABIN 38 OPUTUHAIHY (PUTYDPY, 3aKIbY-
qyjeMo Jla CJIMKa Te (purype Ipy OBOM IIPECINKaBaly jecTe BaJdIHA YOUIITEHA
cepa. Arau30M OBUX HOBHUX KoeWUIMjeHATa JUPEKTHO JI0KA3YjeMO CBa YeTUPHU

TBphema:
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(1) Cayuaj A = 0,C = 0: HoBu koedurmjentn cy A’ = 0 u C’ = 0. Cauka je

—2B -2’ =0, ogaocHo pasan P(a,0) 6e3 Tauke O.

(2) Cayuaj A =0,C # 0: HoBu koedurmjenr A" = % # 0, ma je cauka cdepa.
Cnobonan wian je C' = 0, mrro 3naun ga Tta cdepa caapxu O. Kako je

' # O, cnuka je cdepa 6e3 Tauke O.

(3) Cayuaj A # 0,C = 0: Imamo A’ = 0, ma camka nocraje pasad. Hosu

cioboman uinan je C' = Ar? # 0, na pasan He caiapxu O.

(4) Cayuaj A # 0,C # 0: Hobujamo A’ # 0 u C’ # 0. Ciuka je cdepa Koja He
cagpxku O.

Tume je TeopeMa y MOTIIYHOCTH JIOKa3aHA. []
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P(a,0) \ {O} P(a,t)
S(O,r) 2 7
S P \{0}
e
(1) ¥s(P(a,0)\ {O}) = P(a,0) \ {O} (2) ¥s(Pla,t)) = S(c, ) \ {0}

P(d,t)

S(c, p) \ {0}

T

(4) Ys (S(Cv p)) = S(Cl,p’)

(3) ¥s(S(e.p) \ {O}) = P(d, ')
Cnuka 1.4: JIBOAMMEH3MOHAHU TPECEK KOJU WJIYCTPYje WHBEP3Ujy YOIIITEHUX
cdepa Vs y omHocy Ha pedepentry cbhepy S(O,r) (ucupekumaHna cuBa JUHUjA).
(1) Pasan P(a,0) ce mpecaukaba Ha camy cebe (m3ocrasmajyhin O). (2) Pasan
P(a,t) koja ue caapxku O ciauka ce 'y cdepy S(c, p') u3 Koje je UCKIbyUeH TieHTAD
unsep3uje O. (3) Cdepa S(c, p) ca ocobunom ||c|| = p cauka ce y pasan P(d',t)
koja He mpostasu Kpo3 O. (4) Cdepa S(c, p) 3a xojy je ||c|| # p cnuka ce y chepy
S(d,p).

Hanomena 1.9 (Osnake koje Andopc kopucru). 3a jenunuany chepy S(0,1),

WHBEp3Hja UMa HAPOYUTO jeTHOCTABAH OOJIMK:

P— (19)

IR

Te je MHBEpP3Wja y OJHOCY Ha MPOM3BOJbHY cdepy S(a,r) jeaHaka
VYs(r) =a+7*(z —a)".

Andope y [3] mokasyje na je Jakobujesa marpuua npeciukasama ([L9) mara ca:

@) = En=20Ww). Qs = i (20)
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Te 1a je, 360r ceojerba Q* = Q u cumerpuunoctu Q7 = Q, marpuna I — 2Q(z)
OPTOTOHAJIHA.

Haxie, J*(x) je kondopmma matipuya (TO3UTHBAH CKAJIAD TIOMHOXKEH OPTOrO-
HAJTHOM MATPUIIOM) y cBakoj Tauku x # 0. Ojarie, IpUMEHOM JIAHYAHOT TIPABUJIA,
JIMPEKTHO CJIEJIN J1a Cy CBe WHBEP3WUje, & CAMUM TUM U CBE FbUXOBE KOMIIO3WIIAjE
(koje hiemo y HapemHoM moryiaBiby gedunucatu kKao MebujycoBe Tpancdopmalu-
je), kordopMHa npecinkaBama. Asdopc oBy dhopmyry (@) Ha3WBA ,,Ha]BAXKHUIjOM
dbopmysom 1ieste Teopuje” (enrs. “This is perhaps the most important formula in

the whole theory of Mdébius transformations.”).

Kana eykmmacku mpoctop E? nonmyHrMo 6eCKOHAYHO JAJIEKOM TauKOM 00, J0-
OujaMo MPOIITUPEHH ITPOCTOP B3 = E3U {oc}. PaBan y oBOM mpocTOpy J0IyHaBa
ce y TIPOIIMpPEHY PaBaH:

~

P(a,t) = P(a,t) U{oo}. (21)

IIpommpena pediexcuja p: B3 — E3 nedunume ce ca:

3
. pz), = €E’
px) = (22)
00, x = 00.
OBako neduHECcaHA TpOIUpeHa pedJieKcuja MPeaCcTaB/ba WHBOJIYTHBHU XOMEO-
MopduzaM KoMOaKTHOr mpocropa [E3, mpu uemy je cKyll meHux (bUKCHHX Tauaka
TavHO Tpoiupena pasan P(a,t).
Anasorso, mpommupena uasepsuja Vs : K2 — E3 y omrocy Ha cdepy ca menTpoM

a feduHUIIE ce Kao:

wS(J:)J r € E? \ {a},
Vs(z) = < oo, T = a, (23)

Osum cMmo niocTurau ga u pedJieKcuje 1 MHBep3Kje MmocTany oujexiumje (XoMeoMop-
buszMm) Ha 1EJIOM MPOITUPEHOM IIPOCTOPY 3.
1.3 Crepeorpadcka npojekinmnja

Kana kaxkemo cdepra mHBEp3Uja y TPOIUMEH3UOHOM €YKJIMICKOM IIPOCTOPY

HE MO2KEMO & J1a ce He OCBPHEMO Ha IojaMm crepeorpadcke MpojeKIiimje.
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Hedununmja 1.10. Heka je S* = {z € E? : ||z|| = 1} jenunwmana cohepa ca
neurpom 0(0,0,0) y E? u neka je N = (0,0, 1) men cerepuu most. IlpeciukaBarbe
6 : 8%\ {N} — E? koje cBakoj Tauku M obauka (r1,72,73) € S*\ {N} mome-
Jbyje Tauky mpeceka M " pase NM ca eKBaTopujaJHoM paBHU T3 = (), Ha3uBa ce

crepeorpadcka mpojexImja.

Cauka 1.5: Crepeorpadcka mpojeknuja . Cakoj Tauku M Ha jeIuHUYIHO] cdepu
S? (ocum cesepnor nosia N) jojesbyje ce jeuHcTBeHa Tauka M’ Koja npejacraB/ba
npecek npase N M ca ekBaropujaianoMm papuu vz = (0. OBa mpojekimja yCrocTaBba
Gujexrujy uzmehy S? \ {N} u eykimscke pasuu E2.

Anammuruake dhopMmysie OBOT MPECTHKaBaba, 1aTe Cy Ca:

e(xl,xg,xg):( o ) (24)

1—27371—1‘3

Baxkno je ucrahm na je npeciaukaBambe 0 Oujexnuja, Te je medUHUCAHA HEroBa
unBepsna dynkuja T = 0! : E? — §?\ {N}. Pagu jenHocraBHujer aHaJIATHIKOT
n3Bohema dopMmysia, y HACTaBKy heMO MOCMATPATU YIIPABO IPECIUKABAbE T U

3BaTHU ra crepeorpadcka mpojeKImja.

Hedbunnnuja 1.11. Ipeciukasame 7 : E? — §? \ {N} nedunucano kao unseps
crepeorpadcke mpojekImje ¢ 1aTo je eKCIIMIUTHUM KOOPAUHATHUM (hbopMy/iaMa;

211 2zy  z||* — 1>
2zl + 17 (] + 17 flf|* + 1

m(x1,20) = < (25)

rie je ||z]|* = 2% + x3.
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[Ipumerumo na crepeorpadcka mpojeKiuja uMa JIelly WHTEPIPEeTaInjy KOpu-

crehu 110jMOBE MHBEP3UBHE T€OMETPH]E.

Tephemwe 1.12. Ciuepeozpagcrka upojexyuja m : B2 — S§? \ {N} upegctiasnma
PECTUPUKUUJY UPOCTLOPHE chepre unsep3uje 1 Yy ogrHocy Ha chepy ca ueHupom
y ceseprom uoay N = (0,0, 1) U UOAYUPEYHUKOM \/§ HQ EKBATUOPUJANHY PABAH,

$3::0.

TaHI'eHTa

Cruka 1.6: Tpogumen3noHaTHE TPUKaA3 crepeorpadCke IpojeKiiije Ka0 NHBEP3U-
je. Hapanpiacrom simHujoM nmpukasana je cdepa uapepsuje Sipy (N, \/5) [ToBnate-
weM Taureare M'T na cdepy unsepsuje modbujamo mnpasoyriau Tpoyrao ANT M.
Hberosa Bucuna u3 remena 1" ,ajga”’ TadHo Ha jeanHUYIHY cdepy y Tauky M, dpop-
Mupajyhu cimune npasoyrsie Tpoyrsiose ANTM u ANTM'. Oparine qupekTHO
cimemu NM - NM' = NT? = 2.

Jloxa3s. Tlocmarpajmo cdepy nasepsuje S(NN, \/5) y mpocropy [E3. ITpema ommToj

dopmynu cepre nnBep3uje npeciuKaBame ¥ je 1edUHUCAHO Kao:

2(x — N)

Je N2 (26)

Y(x) =N+
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Heka Tauka x = (x1, 73, 0) npunaja eksatopujajinoj pasuu E2. Taza je:
lz = N|* = af + a3 + (=1)* = 1+ ||z[]*. (27)
Bamenom oBor uzpasza y dbopmyiy ¥ (z) mobujamo:

b(@) = ( 21, 21 ||x||2—1)

L+ 2> T+ [l lzf* + 1
IITO Ce y MOTIYHOCTH MoKJama ca dhopMmynom m(xy, xo) u3 dedunnmmje L1l O

Kao mro Buaumo, mnpecimkaBamwe m He obyxsara cesepuu mos N(0,0,1), e
je marra roJia3ua cdepa ,apobdosgena’. /la 6ucmo mo6uau MOTIyHYy OUjeKIHjy, ey-
KIMACKy pasai E? 10mymaBaMo GECKOHAYHO JAJEKOM TadKOM 00 U (POPMUIPAMO
IpOIIIpeny eyKanacky pasan B2 = E2 U {o0}.

Caza MOzkeMO edbHHICATH IPOIIMPEHO MpecinKaBambe 7 : B2 — $2 Tako mro
3aJIp;KaBaMO IPABUJIA IIPECINKABAIbA 38 CBe KOHAYHE TaduKe, a OECKOHATHO JAJIEKY

Ta4YKy CJAUKAMO Yy CEBEPHH IIOJI:
#t(00) = (0,0,1). (29)

Ha oBaj maumn, npommpena crepeorpadcka MpojeKIuja 7 mocTaje rao0aaHu
xomeomopduzam (1 KondbopMuE uzoMopduszam) usmely npomupene pasau E? u

nyHe jequnuane cgepe S2.

Oproronaanoct cdepa

JBe yommrene cdepe IPOIUPEHOT eyKIHUICKOr mpoctopa B3 cy oproronasme
aKO Ce CeKy M aKO Cy UM TaHT'€HTHE PABHU y CBAKOj Ta4KM Ipeceka MehycoOHO op-
TOroHaJIHe (IITO je AaHAJIMTUYKU €KBUBAJIEHTHO YCJIOBY Ja Cy UM BEKTOPH HOPMAJIA

meljycobuo ynpasun). Cienehu kpurepujym KopuctulieMo HEIPECTaHO.
Teopema 1.13. (1) P(a,t) L P(b,s) axo u camo axo je a-b = 0.

(2) S(a,r) L p(b,s) axo u camo axo a € P(b,s) (pasan uposasu xpo3 ueniuap

cepe).
(3) S(a,r) L S(b,s) axo u camo axo je ||a — b||* = r* + s>

Jlokas. Craske (1) u (2) cy ounrseaue. lokasyjemo tpheme (3): ¥V tauku npeceka

X TpaBI HOpMaJa ¢y © —a u & — b. OHu cy ynpaBHEH aKO U CAMO aKoO je

(x—a)-(x—=0)=0
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. U3 jemnaxkoctu:
la=bl* = [|(z=b)~(z—a)[|* = [lo—bl]*+[lz—al|*~2((z—a)-(x~b)) = r*+s°~2((z~a)-(z~b))

JIUPEKTHO CJIeJIn TBpherbe.

Cumka 1.7: Oproronasnocr ase cdepe y 3D npocropy. Cdepe S(a,r) u S(b,s)
CeKy Ce IO 3ajeJIHNYIKOj Kpy:KHuUIM (ucrakHyToj mpsenoM 6ojom). Cdepe cy op-
TOrOHAJTHE aKO M CaMO aKO Ce Y CBaKOj TadKU EbUXOBOI Ipeceka (Ima W y Tadkn
X) HUXOBE TAHIeHTHE DABHU CEKY I0J| IIPABUM YIJIOM. [ €OMeTpHUjCcKU, OBO 3HAYN
na npasa oxpehena mosynpedaukoM jemue cdepe yjeaHo mpeacrasba HOpMaJy Ha
IpyTy cdepy y TauKH HBUXOBOr JoJupa. Y paBHHU KOja caap:Ku neHrpe cdepa, 0Bo
ce CBOJIM Ha TO JIa TIpaBa Koja CaJIpKU TMOJIYIIPEYHUK TOKJIAIla Ca TAHIeHTOM, YNMe
ce dopmupa npasoyriau Aaxb. N3 Iluraropure TeopeMe IUPEKTHO CJIEIN yCJIOB
la —b|* =r?+ 2

]

[Toce6uo, 3a chepy S(a,r) oproronanny ma jemunuuny cchepy S = S(0,1)
ycsos (3) riacu

r? = laf* - 1, (30)

na nenrap a (ca ||al| > 1) jeqaosznauno ogpebhyje nmosynpeunux r. OBa jeHOCTABHA

penamuja 6uhe okocHUIa KOHCTPYKIKje h-ipaBux, h-paBuu u h-pedekcuja.

Hedbununuja 1.14. Heka cy A, B,C, D derupu npousBo/bHE pa3He Tadke. Ta-

Ja O0poj —— @ —— Ha3MBaAMO JBOPA3MEPOM T€ YETHUPU TadKe U O3HAYABAMO CA

DB
(A, B; C, D].
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YKOJIMKO Cy Tauke KoJuHeapHe, ounriento saxu |(A, B;C, D)| = [A, B; C, D].

Heka cy A’, B',C", D' ciiuke Tagaka A, B, C, D npu unBep3uju 1s. Taga je:

r2AC r2AD

b oy ACT ADT 00T 0A . OD-OA .

(AL BLC\ D) = s = Cgsat  CRTGA = (A B:C.Dl. (31)
OB-0C OB-0D

Hammomena 1.15. IIpumukom mpoydaBarba TPOJAMMEH3MOHAHOT XUIIEPOOTUIKOT
npocropa y oksupy lloerkapeoBor mozena jonte B? C R3, 6uTHO je jacHo pasrpa-
HUYUTU JUMeH3nje o0jeKaTa ca KojuMa pajumo. I'panuiia oBor npocTopa, mo3Hara
Kao0 aICcojIyTa, jecTe JBOAMMeH3noHaIHa chepa S2. CxomHo Tome, crepeorpadceka
npojexkIuja T Jedyje UCK/byduBO Kao HpecinKaBame ca rpanumdne cdepe S? Ha
IPOIIUpPEeHy KOMILIEKCHy pasad C (omnocno R? U {oo}). OBa npojeknuja ce Bpiu
u3 cesepuor nosa N (0,0, 1), koju ce no JedUHANM]HA TPECTUKABA Y JIAJIEKY TAIKY
00.

Ca gpyre cTpane, y JUTe€paTypu ce 4ecto cycpehe m crepeorpadCcKo mpec/in-
KaBambe Koje IoBe3yje yHyTPaIlloCT IHeJor Mojea jonre B3 ca momesom xurep-
6ononya H?. TakBo IpecamKaBame 3aXTeBa MPEIa3ak Y 4eTBOPOINMEH3NOHAIHH
Jlopentios mpoctop R*! u Bpmm ce mpojeKImjoM ca jy:KHOT IOoJIa XHIepOOIOonIa
(0,0,0,—1). CrpukTHO pa3jBajame OBa JBa MEXaHU3Ma IIPOjEKIIUje CYIITUHCKO je
3a MPaBUJIHO pasyMeBarmbe MebujycoBux TpaHcdopMaliija Ha alCoJyTH IIPOCTOPA
B3.



I'maBa 2

IloenkapeoB cdepHu mMoae

[loernkapeoB MoJIes1 JIONITE TIPECTaB/ba JeAHY OJl Haj3HAYAJHUJUX W HAjUHTYH-
TUBHUjUX WHTEPIIPeTaIlnja XUnepooIndke reoMeTprje y TPOJINMEH3UOHAIHOM €y-
kmckoM pocropy E? [2]. Osaj Mozen je kondopMaH, ITo 3HAYH [ ce XUep6o-
JINYKY yTJIOBU u3Mel)y paBuX U paBHU MOKJIAIAjy Ca OJroBapajyhum eykImjacKum
yIJIOBUMa U3MeDy IUXOBUX €YKJIUJICKAX PElpe3eHaTa, IMITO ra YNHU U3y3€THO T0-
TFOTHUM 3a aHAJIN3y T€OMETPHjCKUX CBOjCTaBa M BU3YEJIN3AIIH]Y.

Heka je E? crammapaam TpOIMMEH3MOHAIHU €YKJIUIACKH IIPOCTOP Ca yoOHda-
jeHVM CKaJlapHUM IIPOM3BOJOM (-,-) M mHIyKoBaHOM HOpMoM || X| = /(X X).
Tauke [Toernkapeosor mojesa Jjionre (h-tauke) meduHUIIEMO KAO YHYTPAIIHHE Tad-

Ke jeJMHUIHE JIOITE, MITO Y BEKTOPCKOM 3alCy TJIACH:
B ={X B ||X|* <1} (32)

JIOK TpaHU4Hy cepy HA3UBaAMO AIlCOJIYTOM, Y O3HAIIU:
OB =S*={X cE*: |X|°=1}. (33)

Tauke Ha aICOIYTH He HPUIAAajy XurepboamdxkoMm mpoctopy B3, seh mpen-
cTaB/bajy OeckoHauHO Jajieke (uieasne) tadke. Tauky O (KOOpAMHATHH MOYETAK,
|O|| = 0) HazuBamO IEHTPOM AaICoOIyTe.

Y IloenkapeoBOM MOJEIy JIONTE, OCHOBHU MeOMETPHjCKN O0jeKTH IOy T PaBHU
U IIPABUX CE HE IIPEJICTaB/bajy CTAHIAPIHUM €YKJIMJICKUM PaBHUMA U IIpaBUMa, Beh
eYKJIUJCKIM cepama 1 KpyroBUMa KOjU 33/10BO/baBajy YCJIOB OPTOIOHATHOCTH Ca

aricosrytom S? [4].

22
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2.1 Xwunepbosimuka paBaH (h-paBam)

Xwunep6oauuka pasan (h-pasan) y sontu B? jecre nenmpasan mpecek Jiom-
e B3 ca eyxmuackom cdepom S Koja je opTOroHaIHA Ha alcouyTy S?, Wad ca

eykuyckoMm pasuu Il koja mposasu kpo3 nenrtap amncosyte O.

Ha

TaHT'C€HTa

Ciuka 2.1: IToenkapeos mogesn jonte B? u xunep6ommuxe pasau (h-pasan). On-
mra h-paBan (Hs, IpBeHa KymoJsa) MpeJCcTaB/ba IMPeCeK eyKIIICKe cdepe Koja je
opToroHajHa Ha rpanuily S? ca ynyrpammormhy jsonte. Crenujanna h-pasan (H;,
JbyOMYaCTH JIUCK) je JIe0 eyKJINICKe PABHU Koja mposiasu Kpo3 renrap O. [lmaBum
cuMOOJIIMa BU3YEJTHO je JTIOKa3aH (pyHIAMEHTAJHU YCJIOB OPTONOHAJHOCTH Ca all-
COJIyTOM.

HAJTUTHYIKH, KOpucTehn BEeKTOPCKY HOTAIUjy M OCJamajyhn ce Ha MeTPHUK
Amna , Kopuctehu BekTOpC ora ocyamajyhu ce Ha Me a
CBOJCTBA M3 MPETXOIHEX MorIaBba (mocebro Teopemy [1.13), cBaxa h-pasam moxe

ce OIUCATHU JeJIMHCTBEHOM jeJTHAYMHOM:
PIXI* = 2(X.C) +p=0, (|X]*<1) (34)

e mapamerpu p € {0,1} u Bexrop C € E3 3amoBomasajy yeuaos ||C]> > p?.

W3 ommrre jemnadnne (@) M3BOJIMMO JIBA CTPYKTYpPHA ciiy4aja h-paBnu:
1. Cayuaj p =1 (h-paBan kao yommrena cdepa):

IX|I = 2(X,0) +1=0 <= |X -C|=C|I" - L. (35)
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Osa jeHaunHa IpeJICTaB/ba eYKIUJICKY cdepy ca menTpoM C' 1 Moy IpedHn-
koM R = 1/||C||* = 1. Yenos ||C]|* > 1 ocurypasa na je cdhepa oproronaisa
Ha AICOJIyTY, IITO TIPEJCTaB/ba JUPEKTHy IpuMeny penamuje (B0) 3a opro-

TOHAJIHOCT cdepe Ha jeaunudny cdepy.

2. Cayuaj p = 0 (h-paBan Kao yomiuTeHa paBaH KpPO3 KOOD/WHATHU

rmodvyeTak): JejHaunHa ce CBOJM HA €YKJIMJICKY DaBaH:
(X,C) =0 (36)

KOja caJip:ku KoopanHaTau modetak O u uuju je BeKTop HopMmaJse C' pa3jimanT
on Hyse. OBa paBaH ce MOXKe IIOCMAaTPaTH KAa0 IPAHUYHU CJIy4a] eyKJINJICKe

cdepe 6eCKOHAYHO BEJIMKOT MOJIYIIPEYHUKA Ca IIEHTPOM Y OECKOHAYHOCTH.

2.2 Xwunepbosaunuka npasa (h-mpasa)

Xunepb6onuuka npasa (h-npasa) y IToenkapeosom mozeny B? je menpasuu
npecek JiBe paziuunte h-pasau. [eomerpujcku nocmarpano, h-mpasa je meo ey-
KJIMJICKe KPYy KHITC NI IpaBe Koja je opToronanana Ha ancoayty S?. [Ipermusnuje,
y 3aBHCHOCTH OJI TIOJIOXKaja Y OJIHOCY Ha IleHTap JonTe, h-ipaBa yHyTap Mojesa

B? Moxke 6uTm:

e OTBOpEHM KPYXKHU JIYK KOjU Cllaja JiBe Tauke Ha ancoayTu S* (y ciaydajy
KaJla ofroBapajyhm eykanmJICKu Kpyr He IPOJa3u KPO3 KOODJAWHATHH IOYe-

TaK);

e OTBOpPEHA eyKJINJCKAa Ay»K KOja cIlaja JBe CYIIPOTHE TadyKe Ha allCOJIyTH
S? u nposazu Kpo3 KoopuHaTHU Touerak O (Kao IpaHMYHU CIydaj Kaja ce

KPY?KHUIIA JIETeHEPHUIIIe Y MPABY ).

VY oba ciayuaja, cama h-mpaBa caJapKu UCKJBYYUBO TadKe KOje JIesKe CTPOro y YHY-
TpammocTu Jonte B3, 10K Kpajime Tauke JyKa NpHIaJajy alcoJyTH U IpejcTa-
BJbajy Tauke y OECKOHAYHOCTH.

Anamuruukn, h-npaBa je 3aaTa cucTeMoM jeHAYNMHA JiBe h-paBHEU Koje Cy
OPTOT'OHAJIHE Ha allCOJIyTy. ¥ 3aBUCHOCTH OJ] TOTa Ja ju h-mpaBa caJpKu Wjnd He

caJIpzK1 KOOPJAWHATHU II0YeTaK, PA3JIMKYjeMO JIBa CIydaja:

1. h-npaBa He caap>ku koopamHatHu moderak: Opaksa h-mpaBa (Kpy-

JKHHU JIYK) jeJIHO3HAYHO je ojipeljena Kao npecek jejiHe eyKJINICKe PABHU KOja
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[POJIa3U KPO3 KOODJIMHATHU MOYeTaK (Ca BEKTOPOM HOpMAJe 1) U jeJHe ey-

kymjcke cdepe (ca mearpom C') Koja OPTOrOHAJHO Cede arcoIyTy:

. | X —2(X,C)+1=0, (37)
(X,n)=0

y3 ycios ||C|? > 1. PaBan Kpo3 KOODMHATHI [OYETaK FapaHTyje Ja KPyKHI

JIyK OPTOIOHAJIHO IIpecela ancosyTHy cdepy S2.

2. h-paBa cagpxxku koopamHatHu moderak: OBakpa h-nipaBa (mpevyHHMK
nonre B?) onpehena je kao mpecek JiBe pasimuMTe CyK/JIHMJICKE PABHU KOje

caJipKe KOODJIMHATHU TOYeTaK (Ca BEKTOPUMA HOPMAJIA 1 U Ng):

0,
l: (38)
0.
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Ciuka 2.2: TToenkapeos mojiest jtonte B3 u xunep6onuuke npase (h-mpase). h-mipa-
BE Cy jeTHO/IMMEH3MOHAJHE KPUBE KOje MPEJICTaBI/bajy JeJI0BEe KPYKHUIA OPTOro-
HAJIHUX Ha IpaHully (I[PBEHU JIYKOBH), WM €yKJIUJCKE IIpaBe Koje MpoJia3e Kpo3
novyerak O (/pybmaacra 6oja ly). IlnaBuM cuMbomMa Ha CBEM MECTHMAa IIPECEKa
HCTAKHYTO je CBOjCTBO OPTOTOHAJHOCTH h-TipaBux u cdepe S2.

2.3 MebhycobHu moJsI02kaju OCHOBHHUX eJieMeHAaTa

y IIPOCTOPY

Y TpoauMeH3nOHAHO] XUIIepOOJIMIKO] TeOMETPHUjU, Me)yCOOHU TOJIOXKAjU TTpa-
BUX U PaBHU Cy 3HATHO PA3HOBPCHUJW HETO y €YKJIMJICKO] T€OMETPHjU, TITO je JTu-

PEKTHa IIOCJIEJUIla HEUCITYIbEHOCTHU IIeror EyKJII/I,ILOBOF IIoCTyJIaTa.

Mebhycobuu nmosioxkaj ase h-paBuu

Mebhycobrn mosioxkaj ase h-pasau y Iloenkapeosom momery B? y moTmymocTn
ce ozpehyje aHAIM30M BUXOBUX €YKJIUICKUX TPeJCTaBHUKA (cdepa M paBHU) U

ILIXOBHX TIpeceKa ca mpocropoM B2 n amcomyrom S2.



I'/IABA 2. IIOEHKAPEOB COEPHHU MOJEJI 27

1. Koukypenrtae h-paBau (h-paBuu koje ce ceky): /Ise h-pasuu ce ceky
aKO je IWUXOB IPeceK Helpas3aH CKyIl Tadaka CTPOTO YHyTap mpocTopa B3
[Ipecek nBe KoHKypeHTHE h-paBHE yBeK je TauHO jeqaHa h-mpapa. Y 3aBUCHO-
CTH OJ1 €yKJIMJICKOI' TUITa OBUX PaBHMU, IIPECEK Ce peajin3yje Ha jeJaH O TPu

Ha4YHa:

e /IBe eykunuacke cdepe (Koje opTOroHaTIHO CeKy arcomyTy): Hbuxos
npecek yuyTap B? jecte h-paBa, Koja eyKJIUICKHU IIpeicTaB/ba OTBOPEH

KPY2KHU JIYK OPTOTOHAJIaH Ha AIlCOJIyTY.

e Eykaunacka cdepa (kKoja OpTOrOHAIHO cede arcoayTy) i eyKJInAcKa
paBaH (Kpo3 KoopauHaTHHU nodetak): Fbuxos npecek ynyrap B? jecre
h-npaBa, Koja Takohe eyKJIMIACKH IPEACTaB/ba OTBOPEH KPYXKHU JIYK

OPTOrOHAJIaH Ha allCOIyTYy.
e /IBe eykiymmacke paBHU (Koje mpoJsiaze KPO3 KOODIUHATHU TTOYETAK ):
Ihuxos npecek yuyrap B? jecre h-mpaBa, Koja eyKJINICKH IIPeJCTaB/ba

OTBOpEHY JiyK (IIPEYHUK JIOITE).

a) Jlse eykimicke cdepe 6) Cdepa u pasan B) JlBe eykimjcke paBHU

Crnuka 2.3: Tpu dynmamenTanna ciaydaja npeceka KOHKypeHTHuX h-pasuu y Ilo-
enkapeoBoM Mojieny Jionte B3, TIpeceuna kpusa (h-pasa) mcrakHyTa je 3eJeHOM
JIMHUjOM, TP YeMy 3eJIeHe TadKe Ha aIllCOJIyTH ITPEJICTaB/bajy HheHe nieaTHe Kpaje-
Be. a) Ilpecek zBe eykimjcke cdepe reHepuiie h-ipaBy y 06JUKY KPYKHOT JIyKa.
6) IIpecek eykimicke cdepe u paBHE Kpo3 movyeTak Takobe naje h-ipaBy y dpopmu
ayka. B) [Ipecek nBe eykimjcke paBHE KPO3 [TOYETAK Pe3y/Tyje h-paBoM Koja ce
€yKJIMJICKY TTOKJTala Ca OTBOPEHUM TTPETHUKOM JIOTITE.

2. ITapanenne h-paBum (acumnrorcku napasiesse): /Ise h-paBhu cy ma-
paJieJIHe aKO HEMajy HUjeJIHY 3aj€/IHUYKY TauKy YHYTap XUIMepPOOJMIKOT IIPO-
cropa B3, Beli ce moaupyjy y TadHO jesIHOj 3ajeJHIYKO] TauKH KOja IPUIIAIA

arconytu (y ujaeananoj Tauxu) S2.
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AHam3oM HBUXOBUX EYKJIMJICKUX ITPEJICTABHUKA, OBaj OTHOC T€OMETPUjCKH
3HAYU JIa Cy TOBPIIH KOje UX IIPEJICTaB/bajy MehyCOOHO TAHTE€HTHE Yy TOj Tad-
K1 Ha arcoyT. OBakBa KOHMUTYpallja ce MOXKe PeaTn30BaT Ha CAMO JIBa
HauMHA (CJIydaj JIBe eyKJMJICKEe PaBHU OBJle Huje Moryh, jep cBake aBe pa-
3JIMYUTE €yKJIUJICKE PABHU KPO3 KOOPJAMHATHU MMOYETAK HEMHUHOBHO CaJIpiKe

[IPEYHUK JIOIITE, 114 Cé CEKY YHyTap He):

e JIBe eykimicke cdepe: One ce meh)ycobHO H0UPY]Y Yy TAUHO jeTHO]

TauKH Ha amcoayTa S?.

e Eykaunacka cepa u eykiauacka paBaH (paBaH KPo3 KOODJIUHATHH
nouerak): Eykimiacka paBaH je TanreHTHa Ha chepy y HBUXOBO] 3ajel-

HUYKOj TauKH Ha arcoayTd S2.

T

6) Eykimmucka cdepa u eykiniacka paBaH
a) JlBe eykimjcke cdepe
Cinka 2.4: (Acumnrorckn) napasesae h-pasuu y IloenkapeoBom moesty Jiorrre

B3. Ilpukazana je muXoBa 3ajeJIHUYKa TaHTEHTHa paBaH (CHBO) y UJIEaJIHOj TauKn
nonupa 1’ Ha arcosyTu.

3. XunepnapaJjiesae h-paBuu: /[se h-paBuu nHazuBajy ce xunepriapasieTHIM
YKOJIUKO HEMA]y HUjEIHY 3ajeJHUYKY TAYKy, HA YHYTap XUIEPOOJUIKOT TPO-
cropa B?, autn Ha ancoytu S?. 3a cBake JBe XuleprapaJeane h-paBau 1mo-
CTOjU jesHa U camo jeiHa 3ajeaamdka HopMada (h-mpaBa Koja ux obe cede
TIOJT TIPABUM YTJIOM ). 38 Pa3JIuKy O eyKJIHMJICKEe TeOMEeTpH]je Iie Cy napaJesiHe
paBHU HA KOHCTAHTHOM OJICTOjarby, XulieprapaJeste h-paBau ce pa3uiiase, a
BUXOBO MehycoOHO XurepboJImiKo pacTojame je Hajkpahe (jocTuzke crporu

MUHAMYM) YOPaBO JIyK CETMEHTa Te jeJIMHCTBEHE 3ajeIHUYKe HOPpMAJIe.
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Cmuka 2.5: Xunepnapasenne h-pasan y IToenkapeosom Mozeny jonte B3, 3a osa-
KBE JIBe DABHU TIOCTOjU jeIMHCTBEHA 3ajeTHIYKa HopMaJsHa h-ipaBa n (MCTakHyTa
3e1eHOM 60joM).

Mebhycobuu noJsioxkaj aBe h-mrpase

1. KoukypenTtne h-ipase (h-npase koje ce ceky): /Ise h-ipase cy KOHKY-
PEHTHe aKO MMajy Ta4dHO jeJHYy 3aje/IHIYKY TadKy CTPOro YHyTap IIPOCTOPa
B3. One cy yBek KOMILIaHApHE, OJHOCHO jelHo3Ha4HO oxpelyjy jemmy h-pa-

BaH KOjOj 00e IpUIaiajy.

2. ITapanenne h-npaBe (acummnrorcku napaJsiesae): /Ise h-npase cy ma-
paJiesiHe aKo HeMajy HHjeIHy 3ajeHIUKy Tauky yHyTap B3, Beh mMajy Tauno
jeJiHy 3ajelHUUKy TauKy Ha arcostyTn S? (umeanny tauky ). OBe npase Taxobhe
obaBe3Ho Jjiexke y jeqHoj uctoj h-pasuu. Hbuxoso mehycobuo xurepOoImIKo
pacrojarbe HUje KOHCTAHTHO; OHO ACUMIITOTCKHU TEXKU HYJU KAKO C€ TadKe

Kpehy Ka IUXOBO] 3aje JHUYKO] TAYKN Ha aIllCOJIyTH.

3. XunepniapaJsieane h-mipase: /Ige h-mpaBe cy xurepnapaJesne yKOJIUKO
Jiexke y uctoj h-paBHu (KOMILIAHADHE CY), aJld HEMAjy 3ajeJIHIYKUX Tadaka
nu yayTap B3 mutn ma amncomyTtn S?. 3a cake jiBe xunepnapaJente h-mpa-
Be IIOCTOjU TaYHO jeJ[Ha 3aje/[HUYKa HOpMaJHa h-paBa (Koja JIeXKu y UCTO]
h-paBunm). FbuxoBo MehycoOHO XuIepbOIMIKO pacTojarbe CBOj MUHUMYM JI0-

CTHUZKe YIIPABO Ha Jy’KU Te 3ajeJHUTIKe HOopMaJe.

4. MumomniasHe h-nipaBe: /IBe h-tipaBe Koje He Jjiexke y ncToj h-paBHN Kazke-

MO Ida Cy MHUMOUJIa3HE h—npaBe. 3a cBake AB€ MUMOMJIaA3HE h—npaBe HOCTOjI/I
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Ta4YHO jeJIHa 3ajeHUYKa HOpMaJiHa h-mrpaBa, JIyK Koje ce peau3yje ’HUXOBO

Hajkpahe mehycobHo pacrojame.

T eS?

a) Konkypenrne h-mpase

6) Ilapasenue h-npase

dmin

B) Xunepnapaseste h-npase r) Mumonasne h-ipase

Crnuka 2.6: Yerupu moryha mehycobna mosioxkaja mase h-tpase y IloenkapeoBom
Mogeny jonte B3,

Yraosu y IloenkapeoBoM mMoedty Jiomnre

Hajznauajuuje merpuyuko cBojcrBo lloeHkapeoBor mozesna jecre meroba KOH-
dopmHOCT, 11ITO 3HAYN J1a OBaj MOJIEJI BEPHO YyBa yIJI0BE. XUIIEPOOJTMIKN YTITIOBU
n3Mely reomeTpujckux o0jeKaTa jeqHaKW Cy yIJIOBUMa u3Mely BHXOBUX eyKIInI-

CKHUX IIpeJCTaBHUKA Y Ta4YKHU IIpecCeKa.

e Yrao m3mehy nBe h-paBHU jedunuiie ce yKoJMKO Cy h-paBHU KOHKY-
penTHe. XUNEPOOJTUYIKH JINeTAPCKU yTrao u3dMely mux jeHaK je eyKJIHICKOM
YIJIy TOJ KOjUM ce ceKy omroBapajyhe eykimicke cdepe (mim cdepa u pa-

BaH) Koje Te h-paBHu mnpejcrasbajy. [Iperusnuje, taj yrao ce medunuire
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Ka0 eyKJIUJICKH yrao udMely BUXOBUX TAHT€HTHUX PABHUM KOHCTPYUCAHUX
y IPOU3BOJHHO] 3aj€IHUYKO] TauKK Ha pecednoj kpusoj (h-pasu). Asrebap-
CKHU, OH Ce TOKJaIlla ca yrjioM u3Mehy BekTOpa HOpMaJia HA Te JIBE TOBPIIU

y IocMaTpaHoj TauKu

e Yrao m3mehy aBe h-mpaBe jiecunuiine ce ykoamko ce Te jBe h-mpase
ceky. XurnepOoIndKy yrao udMehy mux jeJHak je OOMIHOM eyKIUJICKOM YTy
n3Mehy BUXOBUX €yKJIMJICKUX TAHTEHTH (BEKTOPA IIPaBalla) KOHCTPYUCAHUX

Yy TOj 3ajeTHUYIKO] TA9YKHU IIpeceKa.

YPM. paBaH

h-
a) ¥rao usweby e h-pasin 6) Yrao usmebhy nse h-npase

Cinuka 2.7: Kondopmuocr IToenkapeosor mojiesa jonte B3. a) Tuejapcku xurmep-
OoIMYKK yrao « u3Mehy j1Be KOHKypeHTHe h-paBHU Mepu ce Kao €yKJIUJICKHA yTrao
u3Melly BUXOBAX TAHTCHTHUX BEKTOPA t; U ly KOjH JIe2Ke CTPUKTHO y HOPMAJIHO]
paBHU Tpeceka (cuBa pasa). 6) Xumnepbosmuku yrao o mamehy gse h-tpase koje
ce CeKy TOKJIaIa ce Ca eYKJ/JIUJICKUM YTJIOM u3Mely IbHXOBUX BEKTOpa IpaBala y
3ajeTHNYKOj Tadkm P.

2.4 VYupasuHoct y IloenkapeoBoM MO/€eJIy JIOIITE

Y KJaCUYHUM TPOjeKTUBHO-TEOMETPHU)CKUM U3JIaralbuMa XUIepOoInIKe reoMe-
TpHje, pesalyje yIPpaBHOCTH Ce MO MPABWIY JACMUHUIILY TPEKO MPOjEeKTUBHE TEO-
puje moJiapuTeTa y oaHocy Ha amcosayTy. Mehyrum, 3axBaspyjyhu dpyHIamenTa -
HOM CBOjCTBY kKoHgpopmroctiu IloenkapeoBor Moiesta, pesiayja ypaBHOCTH Ce MO-

JK€ €JIETAHTHO M3BECTU KOPUIINEHEeM eyKJINJICKE METPUYKE TeOprje OPTOTOHATHUX

cdepa nsrpahene y Teopemu .
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YropaBHocT aBe h-paBHU

Hexka cy y h-poctopy B? nate npe h-pasau 7, 1 79, IpeCTaB/bEHE CyKIIHICKIM
cepama S1(Cy,71) u Sy(Cy,19) Koje cy oproronanue Ha arnconyry S*(0,1). 36or
KOHMOPMHOCTH MoJiesia, oBe nBe h-pasuu cy mehycobuno h-wopmasue (m L, 7o)
aKoO M CaMO aKO Cy OBe eyKJHJICKe cdhepe MelyCOOHO OPTOroHA HE Y €yKJIHICKOM
emucity (57 L S).

Ha ocuoBy Teopeme (rBpheme 3), ycii0B BUXOBE OPTOTOHAJIHOCTH TJIACH:

ICy = Cs|* = r} + 75, (39)

Kako cy obe cdepe S; u S; MCTOBpeMEHO OPTOTOHAJIHE Ha alcoIyTy S?, 3a
UXOBe TIOJTyTIpedHuKe, mpeMa pesanujn (B(]), Baxkm:

=Gl -1, (40)

5 =Col* - 1. (41)

13 jenmaxocrn (BY), (10) u (1)) mo6ujanmo:
G + 1G] = 2(Cr. C) = (G = 1) + (ICalP — 1)
Jamum cpehuBambeM J10J1a3MMO 10 AHAJTUTHIKOL YCJIOBA YIPABHOCTH:
(C1,Cy) = 1. (42)

Hauvomena: Ykommko je jegHa o h-paBHE, pelMO 7y, €yKJIMICKA PaBaH KOja
IpoJia3u KPO3 KOOPAWHATHHU MOYeTak (Ca HOPMAJIHUM BEKTOpOM 71), u3 Teopeme
(TBpheme 2) aupekTHO cieau Ja je yCJIOB OPTOrOHAJHOCTH WCIYHEH aKO U

camo ako 1enrap C cdepe S; npunaza toj pasau, oguocuo (Cp, 1) = 0.

Yunpasaoct h-npaBe u h-paBHUI

Paszmorpumo ommtu cityyaj kaja je h-ipasa | npeicraB/bena yorumTeHuM Kpy-
roM [ OPTOrOHAJIHAM Ha AIICONYTY, a h-paBaH 7 IPEICTABIBEHA YOIIITEHOM ¢hepoM
Sa(CryTr).

AHAJIMTHYKY, YOIIITEHN KPYT | AepUHALIEMO KAO MPECEK eYKIMICKE PABHH ()
(y Kojoj Kpyr Jiexku) u Heke momohue eykimjcke cdepe S;(Cy, 1) Koja je opToro-

HaJIHa Ha allCOJIyTY:

(673N <X,ﬁl>+D:O (43)
Sy | X — ClH2 = 7"12 y3 YCJIOB HClH2 —1= 7”12 (44)
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Ha 6u h-npasa (kpyr [) u h-pasan (cdepa S;) 6une meljycobHo oproronasite
y IbUXOBO] TIPECEYHOj TAYKU, MOPajy OUTU UCITYH-E€HA JIBa YCJIOBA KOja MPOU3UIA3Ee

13 eJiIeMeHTapHe eyKJuJIcKe reomerpuje u Teopeme :

Teopema 2.1 (Yupasuocr h-nipase u h-pasun). Hexa je h-tupasa | upegciiaswena
CYRAUGCRUM KPYZoMm | KOju Aedtcu y pasru oy, a h-pasan T eykaugekom chepom Sy
ca uentwipom Cr. h-upasa | u h-pasan ™ cy mehycobHo HOPMAAHE AKO U CAMO AKO

cy ucuyrena caegeha gea ycaosa:

1. Hentwap C, uputaga eyxaugckoj pashu oy Y K0joj AedAHcU KPY2 l~, 0gHOCHO

PABaH Qy cagprcu uenwmap cpepe Sy:

(Cy, i) + D = 0. (45)

2. ¥Yroruro kpye [ TOCMATAPAMO KGO UPECEK PABHU v U ToMONHe chepe Sl(C’l, rl)
OPMOZOHANHE HA AUCONYTLY, Waga wuxose ogzosapajyhe chepe Sy u S; mopajy
outtiu mehycobro opwozonasre. Ilpema UpetwixogHo GOKA3GHOM YCA08Y (@),

060 3HAYY GG TUTO6U UEHWPU 30J060.506GJY:

(Cr ) = 1. (46)

OBaj mpucTyII IyTeM CKaJapHOT IPOU3BOJIA JIMPEKTHO YjeIubyje METPUKY ITPO-
MIAPEHOT €yKJIUJCKOT ITPOCTOPa ca MPOjeKTUBHUM cBOjcTBHMa [loeHkapeoBor mo-

JeJia JIOMTE.
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Cruka 2.8: ['eomerpujcka unreprperanuja Teopeme @ o yupasuocTu h-ripase u
h-paBnm.

YunpaBHocT aBe h-npaBe y mpocTropy

Yrosmko ce ase h-tipase Iy u [y (mpecTaB/beHe YOIIITEHUM KPYrOBAMA l~1 u
22) ceky y Hekoj h-tauku T', one Ha jemmHcTBeH HauuH onpehyjy jemny h-pasan .
Yuyrap Te 3ajeqnndke h-paBuu, pesaruja HopMaaHocTu [y Ly, ls ce y moTImyHOCTH
CBOJIM HA JIBOINMEH3MOHAJHU CJIyYaj].

Umajyhu y Bumy ycsioe oproronasnoctu (Teopema ), VOIIIIITEHN KPYTOBU
I, u I, ce CeKy IO MpABHUM YIVIOM aKO M caMo ako muxosu menrpu C; u Ch 3a-
JI0BOJbaBajy ycsioB ckajapHor mnpoussojga (C1,Cy) = 1 3a OpTOroHaJHE KPyroBe
KOju ceKy jeimHu4YHEu Kpyr. Tume ce mpobieM OpTOroHaJTHOCTH h-TipaBuUX y mpo-
CTOPY €JIETAHTHO CBOJIA HA IIAHUMETPU]CKU ITPOOJIEM YHYTAD IbUXOBE 3ajeTHUYUKE

h-pasHu.

2.5 IIpamenoBu h-paBHHI

V TloenkapeoBoM Mojeny JonTe B, mpamen h-paBHEU mpescTaBiba jemHoNa-

pamMerapcky damuanjy h-paBHU Koje y NPOjEKTUBHOM CMUCIY UMAjy 3ajeTHUYUKY
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npasy (ocy npamena). ¥ 3aBUCHOCTH O]l OJJHOCA Te Oce TIpeMa arcoayTu S?, mpa-

MeHOBH ce Kjacudukyjy Ha caeaehu HavuuH:

1. Esmnruakn npamen h-pasam: Ckyn csux h-pasnu y B? koje caapzxke
3ajenqamuxy h-mpasy p. Oca mpamena jexn ymyTap B3, Te ce cse h-pasam

OBOTI' ITPaMeHa CEeKy II0 TOj TPaBOj.

2. Tlapabonuuku npamen h-pasau: Ckyn csux h-pasuu y B? xoje mmajy
3ajeIHIUKy GeCKOHAIHO Jajeky Tauky X € S?, a umje cy eykmmicke cde-
pe mehycobno TanrenTHe y Tadku X . OJHOCHO, (bUXOBU €yKJIMJICKHA EHTPU
IPUIAJAJy UCTOj €yKJNICKO] IPaBOj KOja JIe?KN Y TAHT€HTHO] DABHU HA all-

CONIyTH Y TauKu X .

3. Xunep6oaumuku npamen h-pasau: Ckyn csux h-pasnu y B? koje cy opTo-
rouaJine Ha 3ajeHnYKy h-tipaBy s. Oca mnpamMena Jie2Ku y MOTIIYHOCTH U3BaH

B3, Te ce oBe h-pasnu e cexky uu yayTap B? nu ma S?, Beh mese 3ajeamaxy

HOPDMAJLY.
p Xes?
B) XunepbosnIKy mpaMeH
a) Emunruakn npamen 6) ITapabosmiku nmpamen

Cruka 2.9: Tpu tuma npamenosa h-pasnu y IloenkapeoBom Momerry jonTe B3,

2.6 CuHomnoBu h-paBHH

Cuom h-pasan y IloerkapeosoM mozeny sonte B mpencrasiba gBomapamMerap-
cky damuinjy h-paBHU KOje y NMPOjEKTUBHOM CMUCIY MMAjy 3ajeJHUYIKY TadKy
(menTap cHoma). ¥ 3aBUCHOCTH OJI TI0JIOXKAaja Te TadKe y OJHOCY Ha alcoayTy S2,

CHOIIOBHU ce KJjiacupukyjy Ha ciejehn HaUuH:

1. Enuntuaku cHon h-pasum: Ckyn csux h-pasan y B? koje cagpzke 3ajes-

HUuUKy h-Tauxy A € B3.
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2. Tlapa6oauuku cHon h-pasum: Cxyn csux h-pasan y B? koje nmajy 3ajes-
HIYIKy GeckoHadHo najeky Tadky X € S%. Cse h-pasHnm oBor cmoma mposase

KpO3 Ty nacaJjiny TadyKy Ha I'PaHUI MOJEJIa.

3. Xunep6osmuku cuon h-pasam: Cxkyn csux h-pasnu y B? koje cy opto-
roHAJIHE Ha 3ajeIHMYKY h-paBaH 7. ¥ HPOjEKTHUBHOM IPOIIUPEILY, EHTAP
OBOT' CHOIA JIesKM U3BaH B, a merosa mosiapHa paBaH y ogHOcy Ha S? je

yIIpaBoO paBaH 7.

X e §?

Y24

a) Enunruaku cHon B) XunepbosnIKN CHOII
6) [Tapabosmuku cHOI

Cmuka 2.10: Knacudwukamuja cuornosa h-pasuu y [loenkapeoBom mojesty Jiomnre
B3.

2.7 IIpamenoBu h-nmpaBux

Y TPOAMMEH3MOHAJHOM XUIIEPOOJMIKOM ITPOCTOPY, IPAMEH IIPABUX CE yBEK
ImocMaTpa Kao PecTpUuKIirja yuyrap jeane dpukcue h-pasuu my. To je jempnomapame-
Tapcka hamuiuja h-mpaBux Koje Jjiexke y TOj paBHU U KJIacCUPUKY]y ce Ha ciaegaehn

Ha4YMH:

1. Eaquntuyuku npameH h-nipaBux: Ckyn cBux h-tipaBux yuyTap h-pasau m

KOje mpoJiaze Kpo3 3ajeqHuvky h-tadky A € .

2. Ilapaboaunuyku npameH h-nmpaBux: Ckyn cBux h-npaBux yuyrap h-paBuu
Tp KOje UMajy 3ajeHNYKy GECKOHA4HO JajieKky Tadky X € S? Ha rpaHuim Te

paBHU.

3. Xunepboaunuku nnpamen h-tipaBux: Ckyn cBux h-npasux yayTap h-pas-

HU Ty KOje Cy OPTOTOHAJTHE Ha 3ajeJIHMYKY h-ipaBy S Koja JIe2Ku y TOj paBHMU.
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rXES2 S

a) Enunruaku npamen 6) IlapaGoauuku npamed  B) XurnepOoJMdKu IpamMeH

Cruka 2.11: Knacudukarmuja nmpamenosa h-ipasux y [loenkapeoBoM Mozey Jiomre
B? npukazana Kpo3 OIIITe Kpy»KHE JTyKOBe.



I'maBa 3

N3omeTrpuje IloenkapeBor Mmoaesia

3.1 H-peduaekcuje nu h-uzomerpuje

VY 0BOj cekIMju TPOyYaBaMO M30METPHUjCKe TpaHcdoOpMaIje y TPOIUMEH3NO-
HasHOM [loeHKapeoBoM MoJieiry JIONTe, yCIocTaBibajyhn JIyOOKy Be3y m3Mmehy xu-
epOboIMIKUX n3oMeTpuja u npocropuux MebujycoBux Tpancdopmaruja. Kao mro
je y JBOJIMMEH3MOHAJIHOM CJIydajy usjioxkeHo y [4], rae ce h-peduekcuje nedunu-
1Ty Ka0 PECTPUKITAje eyKJINICKINX MHBEP3Uja ¥ OTHOCY Ha KPYyTrOBe OPTOrOHAJIHE HA
aIlCOJIYyTy WJIM PECTPHUKIUje eyKIUJICKUX pedJieKcrja y OJIHOCY Ha IIPaBe OPTOro-
HaJIHe Ha allCOJIyTy, y TPOAUMEH3UOHAIHOM XUIepOoIMIKOM IpocTopy B? ocnosHu
remepaTopu rpyme usomerpuja cy h-pediiekcuje y ogunocy Ha h-paBuu, medunu-
caHe Kao PECTPUKIINje MPOCTOPHUX CPEepHUX MHBEP3Uja U €yKJIUJICKIX PABAHCKUX
pediekcuja.

Kibyuno zanaxkame je j1a nHBEp3HUja y OJHOCY Ha cepy OPTOTOHAJIHY Ha, AIlCo-
JIYTY 9yBa XUMEePOOJMIKT TPOCcTOP. 10 je moceuia mpeTxoaHo N3BeIeHNX YCI0Ba

oproronasiaoctn u3Mmehy cdepa u amncosyre, kao u cienehe reopeme [, Teopema
4.4.6].

Teopema 3.1. Hnsepsuja 1) y ogrocy wa cepy o ociliasma srotiiy B unsapu-

JAHTUHOM KO U CAMO AKO je g OPWOZOHAANA HA AUCOAYULY S2.
Jloxas. Heka je 1) unBepsuja y ognocy Ha cdepy Lo = S(a,r).

Cwmep (=): IIpernocrasumo s1a je cchepa Yy oproronasna Ha ancosnyty S2. IIpema

Teopemn , TO 3HAYM JIa BaXK1 YCJIOB OPTOTOHAJTHOCTH:

r? = ||aH2 — 1. (47)

38
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Butso je mamomenutu na u3 (B7) cremn |af® > 1 ogsocso a ce manasm Bam
nonre B, 1ma je 3a cBaxo € B® mvenmnan ||z — al|” # 0.
3a npoussosbHy Tauky T € B? (3a kojy je ||z]| < 1), no nedununuju unsepsuje

BazKM:

v(x)=a r (x —a). (48)

lz — al|?

Ksajipupamem niperxojine jegnavqune (@) J00ujamo:

22 *
@I = ol + = (=) +
2
:Hw%qg{aﬁ@m~u—a»+ﬁ)

Hamum anrebapckum cpehuBamem Kopucrtehu (@) J00ujamo:

7,2

@l =1 = (Jall* = 1) + 7= (e (o = @) + fal* - 1)

T2

=1+ (2(a- (= @) + flal* - 1)

2
|l = all

T‘2

— m(“s&—@ll2 +2(a-(z—a)+ ||a|* - 1>.

2
Kako 3a mpBa Tpu uiaHa y 3arpajy BaxKu aarebapcku upeHTturer ||x — af” +

2a- (z —a)) +|al|® = ||(z — a) + a||* = ||z]|*, momasumo K0 KibyuHe jenHaumHe:

7”2

ﬂ;jjfaﬂa(HmHQ-—l)- (49)

2 i
Byayhu na ¢y 72 u ||z — al|” crporo nosurusHe BeMYMHeE, 3HAK JIEBE CTPAHE je [HA-

lo@))” — 1=

anne (1Y) mupekTHO 3aBHCH 011 3HAKA M3paza ||z||” — 1. Ba Tauke U3 YHYTPAIIBHOCTH
nourre Bazku ||z|| < 1, maje ||z||° —1 < 0. Uz (1Y) rama crenu aa je |[¢(2)]]> =1 < 0,
omuocuo ||¢(x)|| < 1. OBum cmo mokazamu 1a je (B*) C B®. Kako je unsepsuja
uHBOJIyIMja (caMa cebu je MHBEP3HO Npec/auKaBambe, ¢ = ¢~ 1), U3 oBe UHK/Iy3Hje

ayToMaTcku cyemu u jegnaxoct ¢ (B?) = B3,

Cwmep («): Ob6parHo, IpeTIocTaBuMO Jia UHBEp3uja 1) y OIHOCY Ha cdepy g =
S(a,r) aysa xunepbosuaku npoctop, oanocHo 1 (B3) = B3. Iomro 1 cimka orpa-
HUYEHYy JIONTY y camy cebe, IleHTap WHBep3uje a (KOju je jeauHa Tadka Koja ce
cJiiKa y OECKOHAYHOCT) HE MOXKE MPUIAJATA HU YHYTPAIIHOCTU JIONTE HU HEHO]

. —3
rpanuny, jep 6u y cynporaom ciuka 1(B3) 6una meorpanuuena. laxne, a ¢ B'.
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[Tomrro ce menTap WHBEp3Uje HAJIA3U CTPOrO BaH 3aTBOPEHE JIOIITE Es, pec/InKa-
Bambe 1) HEMa TadakKa MPEeKuJa HAa OBOM CKyIy, Beh je cByma mobpo meduHUCAHO
u HempekuHo. Kako je mHBep3uja ucTospeMeHo u omjekimja (jep je ¢ = ¢~ 1),
caem J1a je Y xomeoMopduzam Ha 3aTBOPEHOj JIOTITH B’. U3 ommre TOIIOJIOTHje
je mo3HaTo Ja XoMeoMOopdu3aM HYKHO MPEC/IUKABA TOIOJONIKY YHYTPAITHOCT
YHYTPAIIHOCT, a TOIMOJIONIKY TPAHUILY Y TOIOJIONIKY IDAHUILY.

['panura jtonre B? je ynpaso ancosyra S?, na gupekTHo ciemu na Baxu 1 (S?) =
S? (kao ckyn rauaka). I3 umsepsusne reomerpuje [l je mosmato na wnBep3mja
Ipec/inKaBa MPOW3BOJbHY cdepy camy Ha cebe ako W caMo ako je Ta cdepa op-
ToroHasiHa Ha cdepy mHBep3uje. Kako 1 dyBa amcosyTy, cieau jga je cdepa g
oproronanna Ha S%. Kao qupexkTHa IOCIeuIIa Te OPTOrOHAHOCTH, IenTap cdepe
UHBEP3Hje a, HeHTap alcoJyTe U OUJIO Koja TauKa HUXOBOT Ipeceka 1 € S? uune
npapoyryim Tpoyrao. [Ipumenom Ilutaropune Tteopeme Ha Taj Tpoyrao jgo0ujamo

yeios 12 4 12 = ||a||®, unme ce Bpahiamo ua penamujy (17). O

Hedbununuja 3.2. H-pedaexcuja Sy monena B? je pecrpukimja na B nasepsuje
y OIHOCY Ha yominTeHy cdepy >y OpTOroHAJHO] Ha ancosyTy (ykipydyjyhu, kao
rpaHUYHU cIy4aj, pediekcujy y pasau kpos O). H-pasan H = ¥y N B? je ckyn
dburcanx tagaka h-pedsekcuje Sy u 30BeMo je ocnosom h-pedrekcuje (Crmka
@) Tamo rie ne moxke pohwu o 3abyne, h-pediekcujy kpahe oznagaBamo ca S,

a NMPUIAJIHY WHBEP3Ujy IPOCTOpa ca 1, Tako Ja je S = 1|gs.
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Cmuka 3.1: I'padpuaku npukas h-pediekcuje Sy y IloemkapeoBom momenry Jiorn-
te B3. Ocnosa pediiekcuje je h-pasan H (upBenu cdepuyHu J€0 y TOPHEM eIy
JonTe), dnja je yormreHa cdepa Yo NPUKA3aHa UCIPEKUJIAHOM JIMHUJOM Y CIIOJba-
MIILOCTU PaJid HarjIalllaBaiba yCJIoBa OPTOroHaJHOCTH Ha ancoayry S?. Tauka P
ce npecamkaBa y cauky P’ = Sp(P) myx mpase Koja posasu KpO3 €yKJIUICKH
[IeHTap WHBEp3Hje a, JIOK je () puKcHa Tadka Ha paBHu H.

Anamuruuakn, h-pediexcujy Sy : B3 — B? y ognocy na h-pasan H ommcyjemo

y 3aBUCHOCTH O] T€OMETPHjCKOT KapaKTepa HheHe IpaHudHe yoliiTene cdepe:

1. Cayuaj kazma je h-paBan cdepa opToroHasiHa Ha arncoJiyTy: Ako je
h-paBan jieo cdepe ca eykamackum nentpom a € E3 (a ¢ Eg) U TIOJIYTIped-
HUKOM 7" = 4/ HaH2 — 1, h-pedirekcuja je pecrpukimja cdhepHe HHBEP3U]e:

2
laf” -1 3
Su(x)=a+ ———=(x—a), xeB. (50)
|z — all

2. Cayyaj kaza je h-paBaH eykJimackKa paBaH KpPO3 KOOPJMHATHU I10-
gerak: Ako h-paBan jiexku Ha €yKJINJICKOj PABHU Ca JeIMHUIHUM BEKTOPOM
Hopmasie u € S? koja mposasu kpos nentap Jjonte O(0,0,0), Taga je h-

-pediiekcrja 3ampaBo CTaHAap/HA eYKJIUJICKa pedJiekcuja y OIHOCY Ha TY
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paBaH:
Sy(r) =2 -2z -uwu= 12wz, zcB (51)

rie je I jequamana MaTpuna pefa 3, a ul je TPaHCIIOHOBAHW BEKTOD U 3alld-

CaH Kao BPCTA.

Y ckjajy ca KOHIENITOM YyOIIITeHuX cdepa u3 MHBEp3uBHe reomerpuje [4],
eyKJIUJICKE PABHU Ce MOT'Y TIOCMATPATH Kao chepe DECKOHATHO BEJTUKOT MOJTyIIPet-
HUKa ca IeHTpoM y beckoHaunocTu. To omoryhasa objeumen Tperman opmyia
(50) u (B1), e ce obe Bpcre h-pediexcnja aHaMMTHIKE TOHAIA]Y Ka0 KOH(BOPM-
Ha IIpec/ImKaBama Koja CINKajy YHyTpammmocT jonTte B3 ma camy cebe, aysajyhu

IPUTOM OPTOTOHATHOCT FEOMETPUjCKUX objeKaTa y OlHOCY Ha amcoayTy S2.

Hedbunnnuja 3.3. Komnosuruja konaaaor 6poja h-pediekcuja je h-uzometupuja
Mozena B3. H-uzomerpuja je gupexiling ako je KOMIO3WIMja HapHOT O6poja h-pe-
daekcuja, a ungupexiina ako je HemapHor. CKyn cBux h-m3omerpuja o3HavuaBaMo

ca I(B3).

Teopema 3.4. Ckyu ceux h-uzomewupuja I(B3) YURU ZPYUY Y 0gHOCY Ha 0UEPAULTY

KOMUOSUUUTE UPECAUKABAIHA.

/loxas. Ilo nedununuju, ceaka h-m3omerpuja je konadrna Kommnosuriuja h-pediek-
cuja. Heka cy f, g € I(B*) npoussosbhe h-uzomerpuje. Fbuxosa komnosunuja f o g
je TIoHOBO KoHauHa Kommozunuja h-pediekcuja, mro 3naun ga je ckyn 1(B3) za-
TBOPEH y OJIHOCY Ha OBY OIEPAIIH]y.

AconpjaTuBHOCT omnepariuje cjaeau JUPEKTHO U3 OIIITEe aCOIUjaTHBHOCTH KOM-
no3uImje npecankapama. /labe, 3a cBaky h-pediekcujy S BaxKu 1a je oHA MHBO-
aymmja (SoS = id). Kako ce ujeHTHYKO TpecinKaBambe id MOXKe PeICTABUTH Kao
KOMIIO3MIja 1Be ucre h-pediiekcuje, ono no gedununuju npunaga ckymy 1(B?)
Ka0 HEYTPAJHU €JIEMEHT.

Ha xpajy, mHeka je h-uzomerpuja nara kao f = S;0S30---0 S5, rme cy S; moje-
muragre h-pedrexcnje. Kako je csaka on mux masomynuja (S; 1 = S;), nHBEp3HO
npecimKaBame je [ = S, 0---05505;. OBo je Takohe KoHauHA KOMIO3UIIT]ja
h-pediekcuja, na f~! € I(B?). Tume cy ucnymena csa 4eTUpH ycjaoBa U3 jedu-
HUIKje TpyIe (3aTBOPEHOCT, ACOIMjaTUBHOCT, TOCTOjalbe HEYTPAJTHOT U HHBEP3HOT

enementa), e 1(B%) qunn rpymy. O
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Tepbewe 3.5. Csakxa h-uzometipuja wyea zeomeWpujcky CUPYKWYPY TUTEPOO-

auwkoz apoctiopa B2, ITpeyusnuje:
e upecaukxasa h-upase y h-upase, wysajyhu KosureapHoci u pactuopeq WaaKa,
o UYBA BEAUNUNY YZA06G (KOHPOPMHOCT);

e yysa mehycobne twonooicaje h-upasux ( KOHKYPEHWMHOCUW, UAPANEAHOCU U TU-

UePuUAPaNeAHOCt,).

Zloxas. CeojcTBa ciese NUPEKTHO W3 YWIHEHHIE JIa je CBaka h-m3omerpwuja, 10
nedUHANjY, KOHAYHA KOMIIO3UIMja h-pediekcuja, Koje y eyKIMICKOM CMUCITY
[IPEJICTaB/bajy UHBEP3Uje y OIHOCY Ha yominreHe cdepe (OJHOCHO, WHBEP3Uje y
oJIHOCY Ha cTaHjapaHe cdepe wim pedJieKCuje y OJHOCY Ha DABHH).

W3 unBep3uBHE TeOMETPHjE je IMO3HATO JIa CYy MPECAUKABaIba y OJHOCY Ha yOII-
mrene cdepe KoudopMHA (UyBajy YIVIOBE) U JIa IPECIUKaBajy yolnTene cdepe y
yomrrere cdepe. Kako cy h-nmpase y oBoM Momesy Kpy»KHHU JIyKOBH (Ka0 IIpecery
yomrmreHux cdepa) OPTOrOHAJIHE Ha aIlCOJyTy, BUXOBA CIUKA fie TIpu OBUM IIpe-
CIIMKaBabuMa, 300 KOH(POPMHOCTH, IIOHOBO OMTH KPYKHU JIYK OPTOTOHAJIAH HA
arcoJiyTy — ojuocuo HoBa h-nipaBa. Byayhu na kommosuiiuja oBakBUX IIPeC/IHKAa-
Barmba YyBa IIOMEHYyTa CBOjCTBA, OBUM j€ YjeTHO MOKA3aHO U OYyBarhe KOJIMHEeAPHO-
CTH.

Kako cy oBa npeciinkaBamba O1jeKTUBHA U HEITPEKUIHA (XOMeoMOpdhu3Mu ), OHa
YyBajy TOIOJIOIIKA CBOjCTBA MPABUX, YK/BY4Iyjyhu u XuabepToBe akCOMe pacio-
pesa Tavaka. Konauno, ouyBame MeljycoGHor mosioxkaja h-npasux (ceueme y B3,
ceuere Ha S? WM XUIepnapaJieHoCT ) TUPeKTHa je MOoCIe il OUyBatba MHIIUIeH-

yje Tadaka y yHYTPAIIHOCTH U Ha IPAHUIM MOJeJIa. [

3.2 MebujycoBe TpancdopmMaluje OpouImpeHor
nmpocTopa

IIpe mero mro nedpunuiieMo Besy uamehy xunepOoanakux nzomerpuja u Mebu-
jycoBux TpancdopMalmja, HEOIXoIHO je (POPMAJIHO yBECTH OBA] II0jaM y KOHTEKCTY
TPOMMEH3UOHAIHOT 1TpocTopa. Heka je E3 = E3 U {o0} mpormpenn eykimiacku
IIPOCTOP.

[Toxcerumo ce na non youwieHom chepom y E3 [IO/IPa3yMeBaMO MJIM CTaH-

napany chepy y E? nmm eykimucky paBal Kojoj je gojaTa Tauka y 6eCKOHAYHOCTH.
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CxomHO TOME, UHBEP3Uja Y 0gHOCY Ha Yyouwiteny chepy je cTanmapaHa MHBEP3U-
ja (ykommko je ped o cdepu) mim oproronanna pediekcuja (YKOIMKO je ped o

paBHH).

Hedununuja 3.6. Mebujycosa wparichopmanuja mpocropa E3 je crako mpecu-
KaBame ¢ : E3 — [E3 koje ce Moxke IpeCcTaBUTH Kao KOHATHA KOMIIO3UIINja MHBEP-
3uja y omHocy Ha yommmTeHe cdepe. CKymn CBUX OBaKBUX TpaHchOpMalidja IUHN

TPYIy y OJTHOCY Ha KOMIIO3UIIHA]Y TPeCc/nKaBamba, KOjy O3Ha4YaBaMoO Ca M(I/Bi?’)

MebujycoBe TpaHcdopMalje uMajy JBa CYIITHUHCKA IeOMETPHUjCKa CBOjCTBA
KOja MX YMHe IMPUPOIHUM aJiaToM 3a mpoydaBaibe [loeHKapeoBor Mojesia JomTe.

OBa cBojcTBa HaBOIMMO y ciejiehem TBphemy.

Tephemwe 3.7. Csaxa Mebujycosa wparchopmayuja upocmopa E3 uma caegeha

C60jJCUBA:
1. apecaurasa youwitiene cghepe y youwniene cihepe;
2. KOHPOPMHA je, 0GHOCHO YYBA BEAUNUNY YZA068a UIMEDY KPUBUX.

Teopema 3.8 (J/Iuysusiosa Teopema 0 KOH(MOPMHUM pecauKaBamuma). Heka je
n > 3 unexa je U C E" omwisoper u tosezan ckyt. Axo je upecaurasare f: U — E”
gosomno zaaitixo (kaace C3) u kongopmmo (uysa yzaose), waga je | peciipuryuja

nexe Mebujycose wparchopmavuje upocwopa En.

Hanomena 3.9. OBa Teopema mcTHYe CYIMITHHCKY DPAa3JIUKy H3MeDy ITBOIMMEH-
3MOHAJIHE U BUIIEIMMEH3UOHAJHE reoMeTpuje. ¥ JIBe JIMMEH3Hje, OJIHOCHO Y IIPO-
ITPEHO] KOMILJIEKCHO] PaBHU E? =~ @, MPOCTOP KOH(MOPMHUX MPECTUKABAA je
OEeCKOHAYHO JMMEH3MOHAJIAH, jep CBakKa XOJIOMOPQHA (PYHKIMja Ca U3BOJIOM Pa-
BJIMYUTUM OJ] HyJIe 9yBa YTJIOBE.

MebyTum, 3a n > 3 TpocTOp MOCTaje TeOMETPHjCKH KPYT* (eHII. 7igid) — mpe-
Ma JInyBmI0BOj TeopeMu, He MOCTOje HUKAaKBa CJIOKeHa KOH(OPMHA IIpeCc/IMKaBa-
& OCUM OHUX HajeJleMeHTapHUjuX (TpaHCIaImja, OPTOrOHAJHIUX TpaHcdOopMaIy-
ja, xomoreTuja u naBep3uja). KoMmmosunuje oBiux 0OCHOBHUX TpaHChOPMAIUja THHE
ypapo rpymy MebujycoBux Tpancdopmaluja. HaBererna reomerpujcka KpPyTOCT
IpyKa TEOPUjCKO OMPAaB/Iahe 3alllTo ce rpyma n3oMmerpuja Iloenkapeose jonre B?
y normyHocTH cBogu Ha MebujycoBe Tpanchopmaryje.

Jloka3 oBe Kjacwu4yHe TeopeMe HM3Ja3W W3 OKBUPA OBOI Pajia, a 3a JIeTaJbHO

u3Boheme unranar ce ynyhyje ua [6).
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3.3 I'pymna mzomerpuja Kao rpyna MebmujycoBux
TpaHcdopMalja

Hedununuja 3.10. Mebujycosa wipancpopmayuja sotiie B® je ceaka Mebujyco-
Ba TpaHcdOpMaIlija IPOITUPEHOT eYKIUJICKOT ITPOCTOPa (¢ € M(I/E\;?’) KOja OCTaBJba
nonty B3 unBapujanTHOM, OtHOCHO 32 KOjy Baxku ©(B3) = B3. Ckyn cBux oBakBux
TpanchopMaIrja YUHA TPYILY Y OJHOCY HA OMEPAIU]y KOMIIO3UIN]E TPECTUKABA-

mwa. OBy rpymny osnagasamo ca M(B?).

Teopema 3.11. ['pyua h-uzometipuja wokaraua ce ca zpyuom Mebujycosur wparc-

popmavuja sotite, ogrocro easrcu 1(B?) = M(B?).

Zloxas. IIpema Teopemu @, cBaka h-pediexcuja aysa jonty B* un mpencrasimba
MebujycoBy Tpanchopmarujy. Kako cy h-mzomerpuje, mo jpeduHUIIAjH, KOMIIO-
summje h-pediekcuja, ome Taxohe uwysajy B® m mpunamajy rpymu Mebujycosux
tpancdopmanuja. Onarie aupektHo cyienu unkaysuja [(B?) C M(B?).

Ia 6ucmo jokazaam oOpHYTY UHKIIY3H]y, Heka je ¢ € M(B?) npoussossna Me-

bujycoBa Tpancdopmalmja jgonre. PasiukyjeMo aBa ciaydaja:

Cayuaj 1: IIpecaukaBame dukcupa 6eckoHadHocT (p(00) = 00).

Kaxko ¢ dysa ancomyty S?, ona Mopa /1a dyBa U IHapoBe Tadaka Koje Cy MHBEp3He
y omHocy Ha Ty cdepy. llomro cy koopaunaTau nmoderak ) 1 GECKOHAYHO JajIeKa
TauKa 0O MHBEP3HE Tauke y ojHocy Ha S?, u3 ycnoBa p(00) = 00 HY:KHO CJIeu
na je ¢(0) = 0. Ilozuaro je ma caka Mebujycosa Tpancdopmaliyja mpocTopa Koja
dukcupa 6€CKOHATHOCT TPEJICTaB/ba CAUIHOCT. Kako (¢ mpuToM puKcupa u KOOp-
JMHATHU [TOYETaK, OHA je obsmka x — AAx, rie je A > 0 koedwurmjeHT XOMOTETH]E,
a A oproronasiaa tpancdopmarmja. Mehyrum, nomro ¢ ayBa jeaunudany cdepy,
xomoTeTHuja Mopa 6utn TpuBmjasHa (A = 1). akie, ¢ ce cBoau HA OPTOrOHAJHY
tpancdopmaiujy npocropa E3 |1, Teopema 4.4.8]. IIpema Kapran--/lujesoneosoj
reopemu (Teopema ), cBaKa opToronajHa Tpancdopmarmja y E? je kommosumum-
ja HajBuire Tpu pedJieKcUje y paBHEMa KpO3 KOOpAMHATHU rodyerak. Kako cy Te
pediiekcuje yjeano u h-pediekcuje, 3ak/bydyjeMo ja je ¢ h-uzomerpuja, 0HOCHO
© € 1(B?).

Cayuaj 2: IIpeciiukaBame He dpukcupa beckonadHoct (p(0o0) # 00).

Hexka je a = ¢ 1(00). Kako ¢ uysa jemunuuny jonry B3, oma GujekTusHO Hpe-

CIINKABA W HHEHY CIOJbAIOCT Ha camy cebe. C 0063upoM Ha TO Ja OO TPHUIIAIA
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CIIOJbAIITEHOCTH, FeHA WHBEP3HA CJIUKA @ Takohe Mopa OMTH M3BaH 3aTBOPEHE JIOI-
Te, ITO 3Ha4IH Ja je |lal| > 1.

36or Tora mMoxemo KoHCTpyucaTtu cdepy S(a,r) duju je TOJYNPEeIHUK T =
Va|? = 1. Hexa je ¢ umsepsuja y ommocy Ha Ty cdepy. Ipema Teopemu B.1),
cdepa S(a,r) je oproroHaTHa Ha ANcCoJayTy, Ta je 1 3ampaBo h-pedurekcuja. C
003UpOM Ha TO Jia MHBEp3Hja 1 cjimka GECKOHAYHOCT y €BOj meHTap (¢ (o00) = a),

3a KOMIIO3UIIN]Y (Y1) BaXKu:

(ep)(00) = ¢ (1h(0)) = (a) = oo.

OBo 3Haum 1a je ¢ MebujycoBa Tpancdopmaiimja jionre Koja pukcupa becKoHad-
HocT. Ha ocHOBY mipBOTr citydaja, OHA TIPEICTaB/ha OPTOTOHAHY TPaHCHOPMAIIH]Y,
Kojy hemo ozmauutu ca o. U3 jemaHakoctu ¢ = 0, MHOXKEHEM Ca JICCHE CTPaHe
ca ¢ (umajyhn y Bujy na je uHBepsuja MHBOJYIMjaA, TTa BaxKu 1~ ! = 1), nobuja-
Mo ¢ = ot. Kako je o h-uzomerpuja (kao oproronasna rpancdopmanuja), a i
h-pedurekcuja, muxoBa KoMnosuimja ¢ je takohe h-mzomerpuja [, Teopema 4.4.7].

Tume je mokazano na saxu u M(B?) C I(B?), unme cy obe nnktysmje gokasane.
[

3.4 Beza ca MebujycoBuMm TpaHcdopMalmjaMma
cchepe u paBHHI

I'panuna (amncomyra) IToenkapeose sonte B je jemunuana ccepa S2. Ipe He-
ro IITO YCHOCTaBHMO Be3y m3Mely m3oMeTpuja JonTe m TpaHchOpMaIdja HeHe

rpanuiie, GOPMaJHO YBOJAUMO MIOjaM IPECTNKABAHA HA CAMO] ATICOJIYTH.

Hedbununuja 3.12. Mebujycosa twparchopmayuja atcoryiie je KoupopMHO OH-
jeKTUBHO npeciuKaBambe chepe S? Ha camy cebe Koje je reHepucano KOHAMHIM
KOMIIO3UITHjaMa WHBEP3Uja y ofHOCY Ha Kpyrose Ha S2. ['pymy cBux MebujycoBux

Tpancdopmalmja ancostyTe o3Hadasamo ca M(S?).

Cpaka WHBep3HWja y OJHOCY Ha KPYT Ha alcoayTn S? Moxke ce HOCMAaTpaTH Kao
PEeCTpUKIIja HHBEP3Uje y OJHOCY Ha YOIIITeHy chepy y E3 KOja je OpTOroHaJ/THA Ha
S?. Baxsasbyjyhu 0BOM reoMeTpHjCKOM CBOjCTBY, IOCTOjU JUPEKTHA KOPECIOHICH-
nuja u3Mehy Tpancdopmaluja Ha TpaHUlM U TpaHchOpPMaIlija MeJoT IMPOCTOPA.

I'pyna M(B?) je npupoano nopeszana ca osuMm Mebujycosum TpancdopMaIiy-

jama armcostyTe. 3a cBaxy MebujycoBy Tpancdopmanujy ¢ amcosnyte S? (0aHOCHO
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¢ € M(S?)) nocroju jemuncrsena Mebujycosa Tpancdopmanmja npoctopa E? Koja
IpeJICTaB/ba HEHO IIPOIIHPEHhe M NCTOBPEMeHO 4uyBa jonTy B3. OBo jemmHCTBEHO

npecjimKaBame HazuBamMo Iloenkapeosum upowuperem Tpancdopmarmje p.

Teopema 3.13 ([, Teopema 4.4.5, Tocaenuna 3|). Mebujycosa wparchopmanuja
uUpocwopa IE“Q’ wYYysea AOUWY B3 axo u camo axo je ona Iloenkapeoso upouwsuperoe He-
ke Mebujycose twiparichopmavuje aticoryitie S*. Ilocrequuro, easicu usomoppusam
2pyua:

M(B?) = M(S?).

ITocpencTBoM crepeorpadeke npojekumje 7 : B2 — S? (Inasa [1.3), Me6ujycose
TpaHcdopmalmje cdepe Mory ce uaeHTuduKoBaTu ca MebujycoBum TpaHcdopma-
IjaMa IpolIMpeHe paBHU. llpenusHuje, IpecauKaBame ¢ — TOHT ' IpeAcTaBba
msomopcusam rpyma M(E2) — M(S?). KombuuobameM obe untbennie ca Teope-

MaMma u B.11|, moGujamo kibyurn manan usomopdusama (Crka B.2):
I(B%) = M(B?) = M(S?) =~ M(E?). (52)

Osaj Hu3 m3oMopdu3amMa MpeacTapba CyIITHHY Be3e KOjy je ncrtakao Iloenkape
(|1, crp. 119]): 2pyta zutdepboruukuz usomelipuja tpociiopa B> usomoppna je
zpytu Mebujycosux wparchopmayuja Gpousupere pasHU IEQ ( 0gHOCHO chepe S? )

Kaxo ce rpymna M(]/E\ZQ) MOYKe UJIEHTU(PUKOBATHU Ca IT'PYIIOM XOMOTrpaduja u aHTh-
xoMorpaduja mponmpeHe KOMILIEKCHE DaBHU C, MOJIrpyIia JIUPEKTHUX U30MeTPUja
(oHEX KOje dyBajy opujeHTaImjy) u30MopdHa je MPOJeKTUBHO] CIIEIHjaIHO] JIMHE-
apuoj rpymu PSL(2,C).

Paau mopebema, y 1BOANMEH3NOHAIHO] XUIIEPOOINIKO] T€OMETPHUjU, TUPEKTHE

gz+b
bz+a’

rae je |b] < |a| (|4, Teopema 35]). ¥ Tpu numenswuje, ociamajyhu ce Ha aJre-

az+b
cz+d

no6uja eneranran 061k ¢(w) = (aw+b)(cw+d) ' ([B], [, Bexx6a 4.4]). Onaj kBa-

nzomerpuje IloenkapeoBor mucka omnucyjy ce xomorpadujama objnka 2z —>
6py KBaTepHHOHA W = 2 + tj, [loeHKapeoBo mpomupeme xomorpaduje ¢(z) =
TEPHUOHCKM 3aIUC Ce TPUMAaPHO KOPUCTHU 38 PAadyHAme Y XUIEPOOTINIKOM MOJIEITY

ropmer noynpocropa (U?), koju je nzomeTpuyuan Mojiety JionTte (BUIIe JeTaba O

0BOM MOJIe/Ty Ouhe 1aTo KacHWje, Y MOTrJIaBJbY @)
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= (IToeHKapeoBO IPOIIUPEHE)
M(B?) M(S?)

= = (upeko )
I(B3) M(E?)

Cmuka 3.2: Jlanar m3omopduszama Koju moBe3yje mzomerpuje Jjorre, Mebujyco-
Be TpancdopmMmariuje ancosyre u Mebujycose Tpancdopmaliyje mIpoimpeHe paBHu

(e (B2)).

3.5 CrpyKkrypa m3omerpuja, h-cumerpaja

N3 xoHcTpyKTHBHOT j10Ka3a Teopeme JUPEKTHO CJIEJIN CTPYKTypa CBaKe

h-usomeTrpuje.

Iocaenuua 3.14. Hexa je ¢ € 1(B?). Axo ¢ dukcupa xoopgunatinu Uoueliax
O, onga je ¢ peclpuryuja Hexe oPhoZOHANHE TWPAHCHOPMAUUIE TPOCTLOPG E3. V
CYUPOTHOM, O CE MONHCE PABAOHCUWY KaO @ = Yo, 2ge je o h-pepaexcuja wuja
je ocnosa cpepa S(a,r) ogpehena ca a = ¢~ (00) (Upu wemy ce  Uocmailipa Kao
rwerno Tloenkapeoso upowuperse Ha I@S) ur? = Ha||2 — 1, gox je ¢ opmozonanrna

WPAHCPHOPMAUU]Q.

Caenehe TBpheme mpecTaB/ba reOMETPHUjCKUA OCHOB 3a yBoDheme mojma h-cume-
TpaJie u 3a Jga/be paziarame nzomerpuja. OBo TBpheme yjeIHO yOIITaBa aHAJIOTHI

pe3ysTaT u3 ABOAMMEH3HOHAIHe Xuniepbosnake reomerpuje [4, Tepheme 36].

Tepbhemwe 3.15. 3a ceaxy h-wauxy A # O wocwoju jegunciieena h-pepaexcuja
koja cauka A y O. Hhena ocnosa je cepa ca yewimpom ¢ = A/ ||A|]* v Goayapeu-

nukom p 3a xoju savcu p? = ||c||* —1 = (1 = ||A|*)/ || All*.

Jloxas. Ceaka h-pediiekcuja je pecTpukija uHBep3uje o y Hekoj cdepu S(c, p)
OPTOTOHAJIHO] Ha aIllCOJIyTy, IITO 3HAYH J1a MOPA BAsKUTU p? = ”6”2 — 1. Kako je o
uuBoJynmja, yciaos o(A) = O je ekBuBasienrtan yciaoBy o(0) = A.

[Ipumenom secbunaUIMje MHBEP3Uje HA KOOPJUHATHU ITOYeTaK JTOOMjaMo:

—c el =1 c
cO)=c+p—5=c|1- 5 =—7.
el el el
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_c_
pi

HeapHe, BbIX0Be HOpMe 33710Bo/baBajy | c|| = 1/ || Al|, omakie qupekTHO Mpon3uiasn

NsjenqnagaBamem oBOT u3pasa ca A, ciaean = A. Ilomrro cy Tauke ¢ u A Kou-
2 .
c=A/||A||” (ommocHO, ¢ je mHBep3HA TavuKa Tauke A y OIHOCY HA ALCOIYTY).
OBuM je nenTap ¢ jeHO3HAYHO ozipeljeH, a caMUM TUM W HOJIyIIPEYHUK p, dUMe
je mokazama jemuncrsenoct h-pedumekcuje. Kako je A € B?, Baxu ||A|| < 1, mrro
nossaun ||c|| > 1 u p? > 0, unme je norspheno ga opaxksa cdepa 3aucTa MOCTOJU U

Ja HUje JereHepUCaHa. L]

Tephemwe 3.16. 3a ceaxe gse pazauvuiie h-twauxe A u B woctoju jegunciticera
h-pepaexcuja S wWarsa ga je S(A) = B. Hena ocnosa nasusea ce h-cumerpasa
gyorcu AB u apegciiasna ckylu ceux h-wavwaxa Koje cy jeguaro TuiepbosudKu

ygamene og A u B.

Zoxas. FEzsuctienyuja. PaznukyjeMo fBa cjydaja y 3aBUCHOCTH O] €YKJIUJICKUX

HOpMu Tadaka A u B:

Cayuaj 1 (||A|| = ||B]|): Tpaxkena h-pediekcuja je 3anpaBo pecrpukimja ey-
KmcKe pediekcnje y paBHI KOja MpoJIa3u Kpo3 KoopamHaTHE modeTak O 1 HOP-

MaJsHa je Ha BekTop A — B. Jeanaumna ose paBau je jeanocraBro (A — B, z) = 0.

Cayuaj 2 (||A| # ||B|)): Hexa je § = ||A|*> — || B||* # 0. IlocmaTpajmo Tauky ¢
neduHICAHY Kao:
2 2
(1 —1[BI)A - (1 —[Al")B
5 :

OBa Tauka je aduna kombunarmja Tadaka A u B, 1O 3Ha9M J1a JIeKU HA TTPABO]

ojpehenoj oBuM jBemMa Tadkama. JIupekTHuM ajaredbapckuM cpehuBameM 100ujaMo
BEKTOpE:
2
A" -1

A—ec="20""(4-pB), B-

_1-Bp?
o

(B A).

W3 oBux penamuja Bugammo ja ce Tadke A m B Hajia3e Ha MCTOj TOJIYIIPABO] ca

IIOYEeTKOM y Ta4dKu c. [[ponsBo/i lbUXOBUX €yKJIMJICKAX PACTOjarha OJ ¢ M3HOCH:

(L= [1AIH) (@ — |1 BI)
52

[A=cl[|B =c| = 14— BI*.

Hedunumumo chepy S(c, p) Tako na je p* jeaHako ynpaso oBOM IPOu3BOy. He-
HOCPETHOM IIPOBEPOM HOKa3yje ce Ja BaxKu p? = HCH2 — 1, mrro 3ua4u 1a je cdepa

S(c, p) oproronasna Ha ancosyry. UaBep3uja o y ogHOoCy Ha 0By cdepy je crora h-

-pedbnekcuja. Kako je 0(A) = c—i—pz“jﬁ’fH u Kako Baxu |A — ¢|| = 17|”5?”2 I|A— B,
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yBpIITaBameM ce Jako nobuja o(A) = B. Pecrpukimja ose unpepsuje Ha B>, ozHa-
4JeHa ca S = olgs, jecre Tpaxkena h-peduiekcuja.

Jegunciisenocti. Heka je S mpousBosbra h-pediiekcuja 3a kojy Baxu S(A) =
B, u Heka je H mwena ocHoBa. 3a cBaky h-tauky p € H Baxu S(p) = p. Ilomro

h-peditekcuje qyBajy XunepOoOIUYKO pacTojarmbe dgs, CIEIN:
dIB3(p7 A) - dIB%?’(S(p)v S(A)) = dIB%:)’(pv B)

OBo 3na4m 72 je ocHoBa H cajp:Kkana y CKyIly CBUX Tadaka KOje Cy jeHAKO XUIepP-
6osmuku ynasmsene o A u B. Kako je taj ckyn h-pasan (h-cumerpana), a cBaka
h-pediekcuja je jemnoznadHo oapeheHa CBOjOM OCHOBOM, 3aKJbydyjeMo Jna je S

jeTMHCTBEHA. O

Hamomena 3.17. ¥V gokasy jeamncrBenoctu y TBphemy KOPUCTHAJIA CMO
qnbeHuIly na h-pediiekcuje dyBajy xurepOondIko pacrojame. OBa ocobuHa je
HesaBucHO mokasana y Dimasu [ (Cexruja [1.3), rue je mssemeno ma MebGujycose
TpaHcdopMalmje JonTe dyBajy uHpuHuTe3uMany PumanoBy merpuky ds. Kako
cy h-pediekcuje eemenTu oBe rpyiie nMpecjnKaBamba, OHE HY?KHO UyBajy U XUIEP-
60JIm9KO pacTojare. OBUM IMPUCTYIIOM IOTIIYHO je n30ernyTa OujIo KakBa JOTTIKa

KPY2KHOCT n3Mely TeOMeTPHujCKuX CBOjCTaBa M30METpHUja U JeUHUIN]e METPHUKE.



I'VTABA 3. U3OMETPHUJE IIOEHKAPEBOI' MOJIEJIA 51

Couka 3.3: Xunepbosaunuaka cumerpada (h-cumerpana) nyxu AB y IloenkapeoBom
Moiesty. 3a e Tatdke A u B Koje jiexke Ha Pa3ImIuTUM €yKJIUJICKIM PACTOjarbuMa
o1 KoopauHaTHOr mmoueTka O, mwuxoBa h-cumerpasia H,p (IPBEHO) HUje eyKJIMI-
cka paBaH, Beh jieo0 eyksmjcke cdepe S(c, p) Koja je OPTOroHaHA Ha AICOJIYTY.
NuBep3uja y ogHocy Ha OBy cdepy IpecTaB/ba jeAnHCTBEeHY h-pediekcujy koja
ciauka Tadky Ay B.

3.6 Pazgarame nm3omerpmuja Ha h-pediiekcuje

Teopema 3.18. Cesaxa h-usometipuja tpociiopa B® mosice ce tpegeiiasuiiv, kao

KOMUO3UUUJA Hajeuwe wewmupu h-pegdaekcuje.

/loxas. Uneja oBor joka3a IpeJCTaB/ba JUPEKTAH XUIEPOOJMYKU AHAJOT KOH-
CTPYKTHBHOT aJTOPUTMAa 3a Pasjarame eyKauickux usomerpuja. Heka je ¢ € 1(B3)
npou3BosbHa h-m3omerpuja. [Ipobisiem cBouMO Ha (BUKCHpamE KOOPIAUHATHOT T10-

YeTKa y JBa IIaBHa KOpakKa.

Kopak 1 (Bpahame y koopauHaTHM mo4derak):
Heka je B = ¢(0O). Ykomuko je B = O, oBaj Kopak mpeckadeMo (OJHOCHO, y3W-

MaMoO JI1a je IpPBO IpecjiuKaBame uieHTureT, S = id). Yroauko je B # O, npema
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Tepbhemwy nocroju jeawHCTBeHA h-peditekcuja S Koja cimka Tadky By O,
omaocHo S(B) = O. Hedbwunumumo kommosurmjy ¢; = S o ¢. leroBamem oBor

IIpec/JiMKaBaiba Ha KOOPDAWHATHU IIOY9E€TaK ,D;O6I/IjaMOJ

Haxme, ¢, je h-usomerpuja koja pukcupa KOOpPAMHATHU TTOYETAK.

Kopak 2 (Paznarame npeocTasior IpecjinKaBamba):

Kako ¢; duxcupa O, npema Iocaemumu B.14 ona mpencraBiba peCTPUKIH]Y OPTO-
ronaJHe Tpancgopmanuje npocropa E3. Kao mTo cMo Beh aHaIMTHYKE T0KA3AJIT
IPWJINKOM pa3jlararba M30MeTpuja y eykiamackom rnpocropy (Koparwm 2, 3 u 4 Te-
opeme ), cBaka OpToroHasHa TpancdopManuja y K2 Moxke ce IpeicTaBUTH Kao
KOMIIO3WIIUja HajBUIlle TpU pedJieKcuje y PaBHUMAa KPO3 KOODJIUHATHU MOYETAK.
Kako cy oBe paBuu 3ampaBo yominTeHe cdepe OpTOroHaJHE Ha alCoJIyTy, Te ey-

KJIAJICKe pediekcrje cy yjeano u h-pediekcuje. Crenn 1a BaxKu:
o1 = 5105083,

rae cy Si, So, S3 Heke h-pediiekcuje (01 KOjux HEKe MOr'Y OUTH WJIEHTHUTET).

3akspyyak:
Nmajyhu y Bugy na je ¢1 = S o ¢, MHOXKEHEM OBe jeJHAaYUHE Ca JIeBe CTPaHe

unBostyjoM S (duMe KOpUCTHMO ocobuny fa je S~ = S), nobujamo:
p=Sop; =508508508;.

Tume je bopMasHO JOKa3aHO /i ce cBaka h-m3omerpuja jonre B® Moxke mpencra-

BUTHU Kao KOMIIO3UIIMja OJI HajBHIlEe deTupu h-pediekcuje. O

Hanomena 3.19. Bpoj uerupu, koju Tauno ogrosapa spegnoctu dim B3 + 1, je-
cre ontuMmasian. OBo morBphyje yOOKY CTPYKTYpPHY Be3y u3MeDy eyKIUJICKe U
xunepbosmake reomerpuje. Pagn ynopehema, y nBoauvensnonaaaom ciydajy (h-
-paBHU) cBaka h-uzomerpuja je Komrosuiuja Hajsuiie Tpu h-pediiekcuje, mro pe-
3yJITyje MO3HATOM KJIACUMDUKAIMjOM u3oMeTpuja xunepbosmake pasau [4, T 7):
UJICHTUTET, POTalluja, TPAHCIalja, OPUIIUK/INYKA pOoTallfja, ocHa pedJiiekcuja u

Kau3ajyha pedJiekcuja.



I'maBa 4

H-pacTojambe m mMmeTpuka y

IloenkapeoBoM MoOaeJy JIOIITE

4.1 Hedununuja h-pacrojamba n PumanoBa

METPpHUKa

Y okBupy caBpemene gudepeniujaane reomerpuje, I[loenkapeos Momen jem-
HudgHe jonTe B3 caykm Kao KAHOHCKM OKBHD 3a U3ydaBarbe IPOCTOPa KOHCTAHTHE
HeraTWBHE KPUBUHE. Y HYTPAIIHOCT JIONTE UHTEPIPETHPAMO KAa0O XUIEPOOJHMIKN
IPOCTOP, JIOK Ce ILeHa I'DAHUIA, jeuHIdYHa cdepa S?, meduHHIIC KAO aIICOTIyTa
WA CKYTT OECKOHATHO JAJIEKMX TadaKa.

H-pacrojame yBOAMMO IpPEKO JIy’KWHE KpUBUX, MepeHe KoHdopmuuM (Puma-

HOBHIM) €JIEMEHTOM JIyKa.

Hedbununuja 4.1. Xuiepbosuuru esemenili Ayka y Tauku © € B® nedbunume ce

Kao:

_ 2 |ldz]]

ds = =11
L — |||

(53)

3a jieo-mo-z1eo riatky Kpusy 7 : [0,1] — B3 mena h-gyorcuna gara je uHTErpasom:

L)~ / 2 IV O,

L— ()]

a h-pactiojarve m3mely Tadaka x,y € B? mpencraBba mHOEMYM Ly’KHHA CBHUX

TaKBUX KPUBUX KOje WX CIIajajy:

dp(z,y) = inf{L(7) | v cuaja = u y}.

23
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( N
XumnepboJindKe dy>KUHE:

Yo: h-reone3ujcka nmauja
Y1: eYKIUICKA Iy 2K
~Y2: IPOU3BOJ/bHA KPUBA

dp(w,y) = L(0) = inf L(7)
| L(v0) < L(y) < L)

Cnuka 4.1: Unycrparuja XurmepOoJmaKOr pacTojamba Kao MHOUMYyMa JTyKUHA, KPHU-
Bux (ledununuja @) VY lTloenkapeoBoM mojesty, Hajkpahu myT m3mehy Tadaka
x u y (reofie3ujcka JUHM]A Yo, [[PBEHO) MPEJICTABIbA JIYK €YKJIUICKOI KPyra OpTO-
POHAJIHOD Ha ancoayTy. 36or Merpuke ds umjn umenmnarn (1 — ||z|°) rexxu mymm
KakKo ce Ipub/mzKaBaMo rpanunu OB?, Kpuse Koje mpoJiasze 6/I1zKe alcoIyTH UMajy
3HATHO Behy XunepOonyKy JjyxKkuny. /la 6u MuHNMHU30BaJIa pacTojarbe, reoIe3u)-
CKa JIMHUja WHTYUTHUBHO ,3aJa3u’ aybibe mpeMa 1enTpy Jjonre O rie je METpHUKA
Mama. Eykimicka jayx v, (1U1aBo), mako BusyesHO Hajkpaha y eyKJIMICKOM CMU-
CJIy, TIPOJIa3H OJIM2KE AIlCOJIyTH, 300T HYera je mheHa XUIepOoIMIKa JIyKUHA CTPOTO
Beha o1 JIyKuHe KpuBe 7.

Tepheme 4.2. Pynxyuja dp Upegeiliaswa melpury Ha tpociiopy B3.

Zlokas. [la 6u dp Owia MeTpuKa, HEOIIXOIHO je Ja 3aJ0B0OJhaBa aKCHOME CUMe-
TPUYIHOCTH, HEJeTHAKOCTU TPOYIJIA U MO3UTUBHE Je(DUHUTHOCTH.
Cumerpuunoct: dg(z,y) = dp(y, ) 1 HEjeTHAKOCT TPOYIJIA:
dp(z,z) < dp(z,y)+dp(y, z) nupekTHO ciese u3 JedUHUIMje DACTOjaba TIPEKO MH-
dbumyma myxuna kpuBux (HaIoBe3uBamweM Kpubux ). Heneratusnoct: dg(x,y) > 0
je TpuBHjaJiHA jep je moauHTerpagHa MYHKIUja TyKUHE JyKa YBEK MO3UTUBHA.
Ocraje ma ce mokazke cTpora nosuTuBHOCT. Kako ce mesa Kpupa v HaJaa3u
YHyTap jeIuHUYHE JIONTe, 33 cBako t Baxu ||y (t)|| < 1, u3 gera ciemu ma je

1 — ||7(®)|* < 1. 360r Tora, 3a XuepGOIMUKY [LyKUIHy OUJIO KOje KPHUBE 7 KOja
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criaja Tadke T M Y BaXKU:

2Ol e .
v = [ oz [ 2l ez 2l -l

Kako je 3a x # y eykamIcko pacrojame ||z — y|| > 0, xunepbosmdka jryKuHa je
CTPUKTHO oMeljeHa 0/103/10 TIO3UTUBHOM KOHCTaHTOM, na je dp(x,y) > 2 ||z — y|| >

0. OBuMe je J10Ka3 yHOTIYH-€EH. O

4.2 MebujycoBe Tpancdopmalije u TauKacTa

VHBapujaHTa

Crparemka BaxkxHOoCT MebujycoBux TpancdopMaliija yHyTap OBOT MOJIeJIa, TIPOo-
U3UJIA31 U3 YUILeHUIIE Ja OHe YnHe MmyHy rpyiy uzomerpuja [(B?). Ta 6ucmo puro-
PO3HO MPUCTYIUIN METPUYIKO] AHAJIU3U, YBOIUMO ITOMONHY BEJUIUHY W KAHOHCKO

IIpecC/IMKaBaibe.

Hedunnnmja 4.3 (Taukacra nnBapujanra). Heka je z* = H ;“”2 WHBEP3Uja TadKe

T y ofHocy Ha jemunuuny cdepy. Taukacra unpapujanTa [z, a] 3a Tauke z,a € B3

neduHHIIE ce Kao:

[z, a] = [lz]l la = 27| = lla[} [lx — o™]| = \/1 =2z, a) + a|* lall”.  (54)

KopurnihemeMm eykinjicke reomerpuje, 3a KBaJpaT TaAYKacTe MHBAPHUjaHTE BayKU

KJbYYHU UJIEHTUTET:
2 2 2
[z, a)* = |z — a|* + (1 = [|=]*)(1 = [la]%). (55)

Hedbunnnuja 4.4 (Kanoncko MebujycoBo npecimkaBambe). 3a CBaKy TadKy a €
B3, xanoncko MebujycoBo npecimkasame (Tpanciaanuja) T, € I(B?), koje ciuka

TAYKy @ Y KOODJMHATHU IOYETaK, JIaTO je N3Pa30M:

Ta(l’) _ (1 B ||a|| )(:L‘ B (l) B ||l‘ - (IH CL. (56)

[z, a]?

IIpema Asdopcy, 3a oBy TpancdopMmalnjy BaxKke ABa (pyHIaMeHTaJIHa HICH-
TUTETa KOja MOBE3Y]y eYKJNJICKE HOPpME Ca TaYKACTOM WHBapPUjAHTOM:

7)) = 1=, (57)
L= )0~ o)

[z, a]?

L T = (58)
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Tpancmanuja T,

ITpe Tpancdopmaimje (Ipocrop B*)  Ilocse Tpancdopmarmje T,

Crnuka 4.2: l'eomerpujcka miyctparuja kanoncke Mebujycose Tpauciaruje 1), y
[ToenkapeoBom Mmomeny. OBa m3omMeTpuja Jesayje Kao XUMEPOOJTMIKN TTOMAK KOju
IIPOU3BOJbHY TAYKy @ MPECIMKABA Y KOODJAMHATHU IMOYETAK, JIOK C€ CTapu KOOP-
nuHaTHU rnovetak () ciauka y Tadky —a. HajBakHuje reoOMeTprjcKO CBOjCTBO OBe
TpanchopMarmje je 1a ce cBe XUIepboImIKe IpaBe Koje ce CeKy y Tadku a (I[pBeHe
JIMHUj€E JIEBO) ,ACIPAB/bajy" y OPTOrOHAJHE €YKJIUJCKE PeYHUKe (I[PBEHE JIMHU]je
necHo). Takobe, xumepbosmake KpyKHUIE KOHIIEHTPIIHE OKO Tadke a (JbyOrmaacTo
UCIIPEKUIAHO JIEBO), KOje Cy y €YKJIMJICKOM CMHCILY acuMeTpudHe 360r jgedopma-
[je MeTpuKe y OJM3WHU AIICOTyTe, IMPECTUKABA]Y Ce y CaBpIIeHe KOHIEHTPUYIHE
eykJnjicke kpyrose. OBa Bu3yesusaiuja JUPEKTHO ompasiasa 3amTo ce y Ceknuju
aJiredapCKu PadyH PacTojarba JIPACTUYIHO I0jeIHOCTABIbYje Kala ce MPUMEHU
MebujycoBa nzomMmerpuja Koja pUKCUPa jeJIHY TAYKy Y KOOPJIMHATHU TOYETAK.

4.3 WN3Bohemwe rirodbanne aHaauTudKe popmyJie:
Tpu npuctyna

[Ipenazak Ha aHAJTUTHYIKY PAYyH 3aXTEBA Ja Ce AllCTPAKTHO XUIIEPOOJIIMIKO pa-
crojame dp(r,y) eKCIJIMIUTHO MPEICTaBUA TOMONY eYKJIUICKUX KOODIMHATA, IITO
HaC JOBOJIM JIO 3aTBOPEHE aHAJUTHYKe (popMe. Y HACTABKY PHUTOPO3HO JOKA3Y-
jemMo oBy dyHIIaMEHTAJHY Be3y, Bojehu m3Boheme Kpo3 TPU MOTIYHO Pa3JIHINTa

MaTeMaTHU4dIKa OKBHDA.

IIpBu npucrymn: Judepenuunjamno-unarerpaiuu (Pumarnosn)

MEeTO/I,

OBaj mpucTyn ce ocjiarba Ha WHTErpPAInjy MeTpukKe IyK Hajkpahe myrame.

[IpBo mokazyjemo na MebujycoBa Tpancianuja 1yBa MHOUHATEIUMATHY METPUKY .
2

Hudepennpmjanan dakrop cramupamwa usnocu |10 (z)|| = % [B]. YBohemem

cvene y = Ty(x), mucepennujan cruke je |[dy|| = ||T; ()| l|dz|.
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UspauynaBameM MeTpUKe y TAYKH i TTPEKO A1popCcoBOT HIEHTUTETA (@), nMa-

MO: I “2
1—|la
2lldyll _ 2GaE ldell_ 2d
S 2l P el 2)del] (59)
1|y w 1— |||

Tuwme je nokazano ga je T, mzomerpuja. Crora mpobeM CBOIUMO Ha PATyHAE
pacrojama o1 KoopauHaTHor noverka: dg(z,y) = dp(0,T,(y)).
Axo napamerpusyjemo paaujasuu myt Kao y(t) = t, 3a t € [0,7], rme je r =

IT:(y)||, marerpan usnocu:

"2
dgp(0,1) = /0 5 dt = 2 artanh(r). (60)

Oryna ciemu:
dp(z,y) = 2artanh(||T,(y)|). (61)

Ha 6ucmo npernuiun y arcosh dopmysry, KOpUCTUMO XUTIEPOOTUIKHA UIAEHTUTET

2 artanh(z) = arcosh (1 + 2 ) 3a z = ||T,(y)||. Kopucrehun Asndopcose nnentu-

1—22

rere (b7) u (b]), uspauynasamo pasioMak yHyTap apryMeHTa:

llz—y]*
20LWI* _ 2er 2||z — y|I” (62)
2 = Az 0—ll?) 2 2y
L= TP GG (1= {21 —[ly]I")

CxpahuBamem Taukacre uHBapujante [r,y|?, PUMaHOB MHTErpaJHU MPUCTYI JTH-

PEKTHO pe3yiTyje (DUHAJHOM jeTHAYNHOM:

2w — g
dp(x,y) = arcosh 5 5 | -
(®3) G+u—wmu—mm> (63)

Hpyru npucrym: IIpojekTuBau Metos, (IIpeKo JBopa3mepe)

OBaj mpuctyn aedwuHUIIE PACTOjarbe MPEKO HICAJTHUX TadaKa Ha aICoIyTH
S?. Heka h-mpaBa Kpo3 T # Y cede allCOIyTy y Tadkama y* u x*. PacTojame je

JnedrHICaHO Kao JIorapuTaM IPOjeKTUBHE JIBOPA3MeEpe:

ly =yl - llz — 2]
(o) = aly, iy, = I . (64
ly — 2| lz — v
Axo nocrasumo y = 0, a x Ha ypabenoct ||z, njeanue tauke nocrajy y* = e =
ﬁ u r* = —e. 3aMEeHOM eyKJINJICKIX PacTojamba JT00ujaMo:
1 (14 [lz])
dp(0,2) = In (— = 2artanh(||z|]). (65)
L (1= [l=])
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Kako Mebujycose Tpancdopmaliuje 9yBajy JBOpa3sMepy OMJIO KOje YeTUpPH Tad-
ke ([l, Teopema 4.3.1]), MmorkemM0 puMeHUTH U30METPHjy T, KOja TAUKy & CJIUKA Y

0, a rauky y y T, (y). 360r ”HBAPUjAHTHOCTHU JIBOPA3MEDE BarKMU:

dp(x,y) = dp(0, Te(y)) = 2artanh([[T:(y)]]). (66)

Bam kao u y qudpepennmjasnoM mpucTyiy, IpuMeHa TPUTOHOMETPUjCKOT UJIeH-

222
1—22

BOJIM JI0 TTOTHyHOT ckpahuBama uMenusana. [IpojekTuBHa jgBOpa3mMepa TUME pH-

turera arcosh (1 + ) 3a z = ||T,(y)|| u 3amena AndopcoBux niaenturera J10-

TOPO3HO PE3YJITYje MICHTUIHOM jeTHATIMHOM:

2w —
dp(x,y) = arcosh 5 R
() (1 AP -1l >) (67)

Tpehu npuctym: Aarebapcku meros (IIpeKO MHBAPUjaHTeE)

Tpehin npucryn (decro kopuiihien y anrebapckoj romosoruju 1mo Parkiudy)

3a00MJIa31 JIOTAPUTAMCKE ¥ TPUTOHOMETPHUjCKE IIpesia3e JIUPEKTHO mocMarpajyhn

Jlz—yl?
(A=llel*) (1—ly*)
3a MebujycoBy tpancdhopmarujy 1), Koja ciauka Tadky x +— 0, a Tauky

ajaredapcKy BEJIUIUHY S =

y — T,(y), oBa nHBapujaHTa ce CBOJM HA:

B ()] S <+ 07)]
- P) - IZ@IP  1- 1)

13 nperxognux npucryna el 3uamo ja je dp(x,y) = 2artanh(||7,(y)||). Ha-

(68)

humo MpeKTHO XUIEPOOJTUYKN KOCUHYC OBOT' pacTojarba, Kopucrehu aeduHuru]y

cosh(2artanh(z)) = % =1+ f_z;. Yanmajyhn z = ||T,(y)||, mobujamo:
1T (w)1I”
cosh(dp(z,y)) =1+ 2————. (69)
1— T2 (y)ll
Kaxo je % YIIPaBO jeHAKO HAIO] MHBAPUjaHTU S, TUPEKTHOM 3aMEHOM

u3pasa 3a S cjieau:

o -y
cosh(dg(x, = 5 R
(45(:v) 1+2((1—||:c|| =Tl >) (70)

[Ipumenom wHBep3HE (DYHKIHjE, U OBaj YUCTO aJredbapCKyU MPUCTYI 3aTBapa

MaTeMATUYKH KPYT U Jlaje KOHAYHY jeJJHAYNHY pacTOjamma:

2w —
dp(x,y) = arcosh 5 5= |-
(@3] (1 A leP -1l >) (71)
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4.4 WMudwuaunrezumasauu npeias (Tejaopos
pa3Boj)

Jla je rmobasiaa arcosh ¢popmyita caBpiiieHO KOH3UCTEHTHA ca PuManoBHM eJie-
MEHTOM JIyKa, ToTBphyjemo obpuyTuM 1porecom. CraBumo y = x +dx 'y popmysty
(). Kasa [[de| > 0, acn [}z — ylf* = [lda]® w (1= |22 (1= lglf*) ~ (1 — [l2]>).
%. U3 Tejmoposor passoja arcosh(1+¢) ~
V2e cienu dp(z, x + dz)? ~ 2, Tj.:

Tana je coshdp ~ 1+4¢€,cae=

4 ||dz||”

ds® = — e
(1= l=l%)

(72)

quMe je, y TPAHUIHOM IIpesiady, CaBpIIeHO MOTBPheH MoJIa3HM eJIeMEHT JiyKa U3

Hedbunuiuje @

4.5 YnopeaHa aHaJin3a TPU IPUCTYIIA

[IpesenToBana Tpu HaUYMHA U3BOhEma MPEJACTAB/bA]Y TPU PA3IUIUTE MATEMa-
Tyke unozoduje Koje JI0BOJE 10 MOTIYHO UCTOr ajredapckor pesyiarara. Ha
npBuU 1orjes, PumanoB mudepeHnyjaHu MPUCTYII, MPOjeKTUBHA JIBOpa3Mepa u
ajirebapcKa aHajM3a TAIKaCTe WHBAPUjAHTE TI0JIa3e OJ1 MOTIIYHO PA3/IMIUTUX IIPe-
Muca. MehyTum, muxoBa eKBUBAJICHIUja HUje CIydajHa, Beh npeicTaBba JUPEKT-
Hy nocienuity Epnanrenckor mporpama @enukca Kiajua.

IIpema Knajuy, cBojcTBa mpocTopa €y y TMOTIIYHOCTH Je(PUHUCAHA HHETOBOM
rpynom ayromopdusama. Kako csa Tpu npucryna Tpaxke (dyHIAMEHTATHY Me-
TPUYKY WHBAPUJAHTY Yy OIHOCY HA WCTY Ipymy cuMmerpuja — MebujycoBy rpyiy
M(B?) — ona Hy>KHO KOHBEPrUpajy Ka HJICHTUYHO] 3aTBOPEHO] aHAJIUTUIKO] (hop-
mu. [Jok PumanoB MeTOJ] KOHCTpYHIIE TPOCTOP JIOKATHO (MHTErpanujoM WH(MUHU-
Te3UMAJTHUX KOPaKa ), IPOjEKTUBHU MeTo Ta Jedunuiie riobaano (nmocmarpajyhn
arncostyTy), morBphyjyhin my60Ko MaTeMaTHYKO jeMHCTBO JIOKAJTHUX W TTIOOATHIX
CBOjCTaBa XUMEPOOJUIKOT IIPOCTOPA.

Pazymesame creruduyaHOCTA CBAKOT OJI OBUX IIPUCTYIIA KJBYYHO jé 33 HUXOBY

IIPUMEHY Y PAa3/IMYUTUM HAyYIHUM AUCHUILIMHAMA:

e Pumanos (Uurerpasnuu) npucryn: [lpuponan 3a mudepenimjaany reo-

merpujy. Omoryhasa padyHame Jy:KUHE MIPOU3BOJbHUX (HE-TE0JIe3UjCKUX )
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KPUBHX U T€HEPHUIIE TAHTC€HTHE ITPOCTOPE HEOIXOIHE 3a JTe(PUHUCAHE EKCIIO-

HeHHI/IjaJIHOF 1 JIOTapUTaMCKOT IIpeC/INKaBalba.

e ITpojekruBuu npuctryn (IBopasmepa): /lomuanpa y cTporo reoMmeTpuj-
CKOM pa3MaTrpamy. Iberosa riaBHa IpeHOCT JIE2KN Y T€OMETPHUJCKO] eJIeTaH-
AU U TpYyzKamy WHTYUIHje O MOHAIIaky IpocTopa 0u3y rpanuie. Mebhy-
THM, PAYyHAPCKH je HEeIlO/IecaH jep 3axTeBa HaJlayKeme IIpeceka h-mpase ca

alICOJIyTOM 3a CBaKH IIap TadakKa.

e AureGapcku (Me6GujycoB) npuctyi: 3arsopena arcosh dopmysia mpes-
CTaBJba ATICOJIYTHU CTAH/IAPL Y IPUMEEHO] MATEeMATHUIIA U JTyOOKOM MAIIITH-
ckoM yuemy. OHa je HyMepUdIKH cTabuIHA, HE 3aXTeBa TPAXKEHhe MICATHUX
TavYaka Ha IPAHUIM [IPOCTOPA, a HEH U3BOJ je IUPEKTHO IIPUMEHJ/bUB 33 pa-
qyHae rpaaujenara (enrit. backpropagation) y XunepboamaKuM HeyPOHCKUM

mpexkama (5.

4.6 dDyskmnmja JlobayeBcKor m yrao

MapaJIeJ;THOCTU Y MOJIEJIy JIOIITE

Jenan o1 HAJIIO3HATHJUX U HAJBAXKHUJUX TIOJMOBa KOjU KAPAKTEPUIITYy HEeYKJIUI-
CKU KapakTep XurnepboJIMYKe reOMeTpuje jecTe y2ao UaPaAeAHOCTU. 3a PATUKY
O] eYKJINJICKE TeOMeTpHje, TJie je yrao mapajeTHOCTH YBeK KOHCTAHTaH W W3HOCH
7/2, y xunepbomuukom 1pocropy H? oBaj yrao 3aBUCH MCKJBYUUBO OJl XUIEPOO-
JITYKOT pacTojama u3Mehy yodeHe Tadyke U IpaBe. 3aBUCHOCT yTJIa IMapaJIeTHOCTH
0] pacTojama OIHCYje ce KIacuIHOM Pynryujom Jlobauescroz [2].

Y oBOM 071eJpKY JIe(DUHAIIIEMO YyTa0 TapaJeHOCTH Yy TPoAnMeH3uoHaIHOM []o-
eHKapeoBOM MoJiety JonTe B® u 1ajeMo cTporo reoMeTpujcko U aHAJIUTHYIKO U3-

Bohemwe dyukiuje JlobaueBckor.

TI'eomeTpujcka meduHUIIja yria mapajeJTHOCTU

Byayhu na csaka h-tauxa P € B? u h-npasa p C B? koja je ne caap:ku oipe-
byjy jemuncrBeny h-pasan I}, (koja je y oBOM MojIesTy Ipe/ICTaAB/bEHA U €yKJIN/T-
CKUM KPYKHUM JTUCKOM KOjU MPOJIa3u KPO3 KOOpAWHATHU mmodeTak () WU JIeI0M

eykJmcke cepe Koja je opToroHajHa Ha amncoiyTy S?), mpobiem oapehubamba
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MehycoOHOT To/102Kaja TaduKe U IpaBe ce 0e3 ryOuTKa OIIIITOCTH MOYKE PeLyKOBATH

Ha JIBOJIMMEH3WOHAJIHYU CIy4aj yHyTap paau [l;.

Hedunnnmja 4.5 (Yrao napanennoctu u dyuknuja Jlobauesckor). Heka je a
dbuxcha h-npasa u mexa h-tauka A € B? me npumana npasoj a. Heka je A’ h-
-npojeknuja tauke A wa h-mpaBy a (Tj. nmpecedna Tadka h-wHopmase uz A Ha a) u
Heka je d = d(A, A’) > 0 muxoBo MehycoOHO XUIIEPHOIUIKO PACTOjaArbE.

ITpema Teopemu O TAPAJEJHOCTH y XUIEPOOIMUIKOj reomerpuju (2|, mocroje

TagHO JiBe h-1ipaBe r| U 79 Koje mpoJia3e Kpo3 TadKy A U IPaHUTHO Cy HapaJsieiHe

s
)
h-mopmasiom AA’ HasuBa ce yrao mapaJjiejIHOCTH 3a pacTojarme d.

ca h-mpaBom a. Omrap yrao o € (O ) KOji CBaKa O]l OBUX IPAaBUX 3aKJjala ca

IIpecimkasame I1 : RT — (0, g) KOje CBAKOM XUTIEPOOJIMIKOM pacTojary d > 0

NPUIPYXKYje oroBapajyhu yrao napaJeHOCTH o
a = 1I(d) (73)

HasuBa ce pyHknuja JlobaueBcKor.

AnamuTnyuko n3Bohemwe pyHKIje JIobaueBckor y moaeiry

JIOIITEe

BaxBaspyjyhu kordopmuoctu [loenkapeoBor Mosesa JIomTe, XUMEPOOJITIKI
YIJIOBU Ce TIOKJIAIajy ca eyKJIUJICKUM yryioBuMa m3Mely oxarosapajyhux perpese-
narta. To nam omoryhasa ja u3Be/ieMO eKCIIUIUTHY (DYHKIIMOHAJIHY Be3y usmebhy
yIrja o U pacrojama d KopucTehn YnucTy eyKJIMACKY MeOMETPHjy YHYTap MOJETA.

Kopucrelin TpaH3uTUBHOCT JlesioBamba rpyme xunepboaunakux uzomerpuja 1(B3)
(Teopema o jemunacTBEHOCTH pediieKcuje), 63 yOrTKa OMIIITOCTH MOXKEMO MTPEC/IU-

katu h-pojekiujy A’ y cam koopaunarau noderak (menrap amcosyre) O(0,0,0).

Teopema 4.6 (Excrummuraa dhopmyna 3a dyukiujy Jlobauesckor). 3a ceako
zuaepboauwko pacojarve d € (0,+00), yzao taparearnociiu 11(d) gai je caegehom

AHANUTAUNKOM HOPMYAOM:
II(d) = 2arctan (e 7). (74)

Jloxas. Heka je h-ipaBa p koncrpyucana kpo3s mnenrap amncosyre O(0,0,0) y mpas-
1y jemane ox oca. OBa mpaBa je y MOJIey IPeICTaB/beHa eYKIMJICKAM IIPEIHIKOM

nonre. Heka je X € S? jemna o1 meHIX 66CKOHAYHO TAJEKUX TauaKa Ha AlCOIYTH.
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[TocmaTrpajmo h-tauky P koja jiexku Ha h-mipaBoj ¢ Koja mpoJia3u Kpo3 KOOp-
nuHaTHE nmodeTak O u opToroHajHa je Ha p. Kako je ¢ eyKInIcKu IpedHrK JIOITe
HOpMaJIaH Ha P, XUIEPOOJMIKA HOpMaJia u3 Tadyke P Ha mpaBy p ce MOKJAala ca
IIPaBOM ¢, TIPH YEMY je XUIEePOOJUIKO pacTojarme o 1enTpa O 10 Tauke P ynpaBo
d=d(0,P).

[ToBymumo h-ipaBy r kpo3 Tauky P Koja je TPAaHUTHO ITapaJjieiHa Ca IIPABOM P Y
cMmepy Geckonauno ganeke Tauke X € S? (Cruka @) Y Mozemy JonTe, oBa Iapa-
JIEJTHA TIPaBa MPEJICTaB/beHa je KPYKHUM JIYKOM €YKJIUJICKOT KpyTra I ca IEeHTPOM
y tauku C € E3. Byayhu 1a je mpasa r mapaJjiesina ca p, BeH KPYKHU PeIpPe3eHT
7 MOpa Ja MpoJia3u KPo3 OECKOHAYHO JaJIeKy TadKy X Ha allCoJyTH U Ja CAIPKA
h-tauxy P. Jlajbe, Kako je IpaBa r OPTOrOHAIHA Ha allcoIyTy S?, ImeHTap eyKJIuI-
ckor kpyra C' Mopa JieyKaTu Ha [PaBOj KOja je TAHT€HTHA Ha AICOJYyTY Y TA9Ku X ,
IITO 3Ha4YM Ja je eykauiacku Tpoyrao AOCX mpaBoyryii ca IIpaBUM YIJIOM KOJI

TeMeHa X, a caM KPYKHHU JIYK 7 je OPTOrOHAJIaH Ha jeJUHUIHY cdepy.

>,
Q

Cnuka 4.3: Eyknuiacka koncrpykimja 3a usoheme dyukiuje Jlobauesckor. Xu-
nepbosmiKa mpasa 1 (JbyOUYACTO) MPOJIA3u KPO3 TauKy P W acMMITOTCKH je Ta-
paJiesiHa ca npaBoMm p (pBeHo) Texkehu ugeanHoj Tauku X . YTao mapajeHOCTH o
(pBeno) mepu ce u3melly HOpMaJie ¢ U TAaHTeHTe Ha JIYK, JO0K Ce YITIOBH ¢ (3€JIeHO)
OJIHOCE HA T€OMETPHjy KPYZKHOT JIyKa 7.

[TocmaTpajmo eykimckn jeaaakokpaku Tpoyrao ACPX | 6ynyhu na cy myxu

CP u CX moaynpedHuIig UCTOT KPyra 7 OPTOTOHAJHOT HA allCOIyTy, T€ BaXKHU
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CP = (CX = R. = ¢,. Heka je eykmuacku yrao y TeMeHy TOT' TPOYIJIAa KOJ, IeH-
tpa kpyra ZPCX = 2p. C 063upom Ha TO Ja je TeTuBa eyKJIUIACKOr Kpyra PX,
rpanuynu nepudepujcku yrao ZOX P usmelhy TteruBe PX u Tanrente Ha Kpyr y
raukn X (Koja je mapaJiesiHa ca y-OCOM) jeJHAK je MOJIOBUHU IEHTPAHOD YIJIA,

OIHOCHO:

ZOXP = o. (75)

Tanrenra na Kpyr 7 y Tadku P 3akjana ojpeheHe yrjioBe ca KOOPIUHATHUM
ocama. Ha ocuoBy kondopmHOCTH MOjea, yrao usMmehy h-tpase ¢ (koja Jiexu
Ha y-ocu) u h-ipase r (JyK Kpy»KHUIE T) y Ta4Ku mpeceka P jecre ympasBo yrao
napasensocru « = I1(d). Kako eykimacku nonynpeunuk C'P 3akjama yrao of ¢
ca BEPTHKAJHOM OCOM, & TAHTEHTA je HOPMaJiHa Ha TOJIYIIPEYHUK, U3 TeOMETPHje

[IPaBOYIVINX TPOYIVIOBA JUPEKTHO CJEJU peslalujas

2¢+a:g. (76)
Onakite ciemu:
T«

Yoummo caja npaBoyrim eykinacku Tpoyrao AOPX (koju je mpaBoyryim Ko Te-
mena O). Kako je merosa Karera Ha z-ocu jenuuuane myxuue (OX = 1), a karera
HA Y-OCH je eyKJIMJCKa KOOpuHaTa Tadke P, Kojy o3HauaBamo ca yo = ||P|| €

(0, 1), TpuroHoMeTpujcKa Be3a y OBOM TPOYTJIY Jaje:

1—tang

T «
—t =t (———):—2. 78
Yo any an 4 2 1+tang (78)

2

C npyre crpane, xunepboJimako pacrojame d m3mehy menTpa Jionte O u Tadyke
P(0,y0,0) y Mozeny Jjionre padyHa ce MO KJIACHYHOj (DOPMYJIH 38 PACTOjatbe O]

KOOPpAMHATHOI' ITIOYETKa.:

d d/2 _ _—d/2 d_1
d=d(0, P) =2artanhy, < yo = tanh (—) _ ¢ ¢ . (79)

2)  edl2pe-d2 ed 1’

N3jennavaBameM n3pasa 3a eyKJINJICKY KOOPAUHATY Yo Y jeTHAINHAMA (@) u (@),

J1001jamMo:

(80)
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VHaAKPCHUM MHOXKEHEM MIPETXO/IHE jeJIHaunHe J100ujaMo ciejehe jeHocTaBHE KO-

pake:

(1 —tan%) (ed—l— 1) = <1 —i—tan%) (ed — 1)

d d a o d d a
e+ 1—etan— —tan— =¢e“— 1+ e“tan — — tan —
2 2 2 2

(8]
2 = 2¢% tan —
e an2

edtan% = 1. (81)

OpaTite IMPEKTHO CJIeIA KJBYYHA Peslaliija:

tan% =4, (82)

[Ipumenom nuBep3HE PYHKIIMjE APKYCTAHTEHC HA je THATUHY (@) J00ujamMo KoHad-

Hy GopMyIsIy 3a yrao napasie;IHOCTH:

% = arctan (e~ ) (83)

Tj.
a = 2arctan (e”?) (84)
qrMe je oBa (byHIAMEHTAIHA TeOPEMa XUIEPOOJINIKe FeOMETPH]E y HOTILY HOCTH
JIOKa3aHa. O

CgBojcTBa dyHKkHnuje JIobayeBCcKOr u rpaHUYHU CJIyYajeBu

W3Besen jeIMHCTBEH U TIPEIU3aH aHAJIUTUYKY U3pa3 3a PyHKIHjy JlobadeBckor
(f4) y Tloenkapeosom momesy omoryhasa mam ga ca JakohoM IPOYYHMO H-€HA

KJbYYHa CBOjCTBA W T€OMETPH)CKO TTOHAIIAE.

Tephemwe 4.7 (CeojcrBa dynkuuje Jlobauesckor). DPynruyuja Jobauescroz T1(d)

3agosonmasa caegeha ceojctisa:

1. Cpoza monowmorocti: Pynxuyuja Jlobauesckoz je cupozo ouagajyha Pyrk-

yuja pactojarsa d, 0gHoCHO B8aAHCU:

2. Acumuiuowicko Gonaware Ha beckonaurocwiu: Kaxo ce pactiojarve
uamehy wavke u upase beckonauno uosehasa, Y2ao UAPANCAHOCTLY TENHCU
HYAU:

lim II(d) = 0. (86)

d——+00
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3. I'panuvru cayuaj y bausdunu uyeniwupa: Kaga pacttiojarve weostcu Hyu,

Yy2a0 UapaseAHOCUY WEHCU EYKAUGCKOM UPABOM Y2AY:

™
lim II(d) = —. 87
d—0+ (d) 2 (87)
Zloxas. 1. Kako je ekcronennujasna dyukiumja e~¢ crporo onanajyha ma na-

repBay (0, +00), a dynkuja arctan(z) je crporo pacryha 3a cBe mo3utus-
He peasne 6pojese, muxopa kKommosumuja 11(d) = 2 arctan(e~?) npeacrasba

cTporo onajajyhy GpyHKINjy 0 ITPOMEHJBUBO] d.

2. TlocMmarpajmo rpanmyHy BpeaHOCT Kaja d — +o0o. Taga Baxkn e~¢ — 0, ma

ce TPaHUYHA BPEJHOCT yIJIa MapaJeTHOCTU J00uja Kao:

lim II(d) = 2arctan(0) = 0. (88)

d—+o0

3. ITocmaTpajMo JleCHy TpaHWYHY BPEIHOCT Kaja pacrojame d — 0. Kaxko je

limg_,o+ e~ = 1, mobujamo:

T w
lim II(d) = 2arctan(l) =2 - — = — 89
Jim T1(d) = 2arctan(1) =2 5 = 7 (89)

qUMe Cy CBa CBOjCTBAa JIOKa3aHa.
]

Hanomena 4.8. CBojcTBO M3pazKeHO PeEJIAIIjOM (@) Hocu JayOoKy busmuky u
dunozodceky cymruny xurnepbosmyake reomerpuje. OHO MoOKa3yje ga ce Ha BeoMa
MAaJIIM XUIepOoInIKuM pactojatbuma (d — 0) xumepbomaka reoMeTprja IoHaIIa
FOTOBO MJEHTUYHO Ka0 KJIACUYIHA €yKJINJICKA reoMeTpuja. lpyrum peunma, jToKaI-
Ha CTPYKTYPa y XUIEPOOJINIKOM IIPOCTOPY je PaBHA, OJHOCHO JIOKAJHO €YKJIHICKA.
OBaj Ba)kaH MPUHIAI Y MOTIIYHOCTU OJIrOBapa HAINo] (PU3WYKOj PEATHOCTH U WH-
TYUIUjU: HECYKIUICKe eheKTe 3aKPUB/HEHOCTH MIPOCTOPA TMOYUIHEMO /1A YOUIABAMO
TeK Ha W3Yy3e€THO BEJMKHUM, KOCMHUYKHUM CKaJjaMa, JIOK y HaIll0j HEeIOCPeIHO]j, CBa-

KO,ZLHeBHOj OKOJIMHU IIPOCTOP JO2KHBJ/baBaMO KaO JIOKaJ/JIHO paBaH.
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pajijaHnMa)

I[1(d) = 2arctan(e~?)
Acummrora I1(d) — 0

N
T >

d (xunepboMIKO pacTojame)

Ciuka 4.4: I'paduk dyukiuje JTobauesckor I1(d). @yukimja je crporo onanajyhia.

s

Kana xunepbosimako pacrojare d TeXU HyJIHM, yrao HapajieTHOCTH TexXu = (Jo-

2

KaJHO eYKJINJCKO ToHamame). Kako d pacre, yrao mapajeJlJHOCTH aCUMITOTCKA

TEXKU HYJIMU, IITO NPeJCcTaB/ba €KCTPEMHO HEEYKJIUJICKO IOHAIame IIPOCTOpa Ha
BEJINKAM PAaCTOjambUMAa.



I'maBa 5

Enncdepe y IloenkapeoBoMm

MOAdeJly JIOIITE

Y TpoaMMEH3MOHAJHOM XHIIEPOOJIUIKOM mpocTopy, lloenkapeoB koHpOpMHM
mozen jonte B3 omoryhasa BeoMa MHTYNTHBHY aHAIN3y W BU3YeJU3AIU]y YOII-
mreHnx cdepa, Koje ce y XuiepOoJIMIKO] TeoMeTpuju Ha3uBajy emnmucdepama,
Kao IMTO je gera/bHO mu3jioxkeHo y [2]. Enucdepe cy Tpomumensmonannu anajor
eYKJIMJICKUX cdepa, ajJd ce y 3aBUCHOCTH OJ] CBOI' T€OMETPHUjCKOI KapaKTepa U
FPAHUYHOI TOHAIIAka Jiejle HA TPU (PYHIAMEHTAJHO PA3JIUIUTE KJIace HMOBPIIN:
xunepbosimake cdepe, opucdepe (xopocdepe) u eKBUAMCTAHTHE TOBPIIIH.

Osa kuacudukammja je y IMPeKTHOj Be3M €a TUIIOM CHOMOBA (eJUNTHYIKH, Ta-
paboJIMUKY UM XUMEPOOIMYKHI) IPABUX U PABHU KOjU N€HEPUIILYy OBE IOBPIIU KAO
reoMeTpujcka Mecta Tadaka [2]. Y oBoMm moriaBiby JeTasbHO aHAJIU3UPAMO CBAKY
0J1 OBUX KJIaca IMOBPIIU, U3BOIUMO HUXOBE €YKJIMJICKE jeJHAYNHE YHYTap MOJEsa
nonre B3 u gokazyjemo dbyHmaMeHTaIHE TeopeMe O IIXOBOj METPUYIKO] CTPYKTYPH

7 MehyCcOOHUM M30MeTpHujaMa.

5.1 Kuaacudbukanuja nu gecdbuHunuja enucdepa

Y cKJIaIy ca MEeTOIOJIOTHjOM YBEJIEHOM y KJacuaHoj jmreparypu |2, 4], yor-
mrene chepe uau emnucdepe y XurnepObOJIUIKOM MPOCTOPY MOTY ce JIe(DUHUCATH

npeko cumerpuje (h-pedekcuje).

edbunnnmja 5.1 (Emmcdepa). Heka je U cnon h-npasux y nmpocropy B? n Hexa
Hednnnmmj ( p ] p Y IIPOCTOPY

je X € B?® npousso/bHa XUIepOOIMIKa TadKa KOja He HpeICTaBiba IEHTap CHOIIA

67
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(yrosmko je cuon emunruaku). Cxkyn F(U, X ) cBux Tadaka y MpOCTOPY Koje Cy
cumerpuute (h-ocHocumerpuune) Tauku X y omHocy Ha h-npase cHona U Ha3uBa

ce enucdepomM MHIYKOBAHOM CHOIOM U u Tadukom X .

Y 3aBUCHOCTH 071 TI0JIOXKaja CPEJUIITa CHOla U4 Yy OHOCY Ha 3aTBOPEHY JIOUTY

B3, pasmukyjemo Tpu Tuia emucdepa:

1. Enuntuyka enucdepa (Xunepbonunduka chepa): Hacraje kaza je cpe-
JUIITe cHoma peasna h-tauka a € B3. Ona npejicTaB/ba reOMETPH]CKO MECTO

Tayaka Ha KOHCTAHTHOM XHIIEPOOJIUYKOM pPACTOjarby OJ1 IEHTPA d.

2. IMapa6oauyka enucdepa (Opucdepa nim xopocdepa): Hacraje kana
je cpemminTe CHOMA 3ajelHUYKA HIeaTHa Tadka (OeCKOHAYHO JTAJIeKa TauKa)
b € S? na anconytu. Ona npejcTaB/ba TPAHUYHU CJIyuaj Xunepboanake cde-
pe Kaja IeHTap TeXKMW TAdKW Ha AlCOJIYTH, & MOJYIPEIHUK TeKU OeCKOHA-

HOCTH.

3. Xunepb6osmmuka enucdepa (ExkBuaucrantTHa nmospiit min xunepcde-
pa): Hacraje kaja cy npase cHona U OPTOrOHAJIHE HA 3ajeTHUYKY Oa3udIHy
h-pasan II;, (o1HOCHO cpeuIITe CHOMA je MMarnHapHa Tadka u3san B°). Ona
IIpeJICTaB/ha T€OMETPHjCKO MECTO TadaKa Ha KOHCTAHTHOM XUIEPOOTMIKOM

pacTtojamy o bukcHe basuune h-pasau I1j,.

Y HacTaBKYy M3BOJAUMO aHAJUTUYKE jeJHAYNHE U IIPOYydaBaMO CBOjCTBA 38 CBAKY

O, OBUX KJIacCa.
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Cmuka 5.1: Tpu spcre emucdepa y Iloernkapeosom mozery sonte B®. Xunep6o-
jmaka ccepa (mwraBo) Jyexku crporo yayrtap Jonre. Opucdepa (1pBeHo) mo-
qupyje ancostyty S? y jennoj ujeannoj Tauku . ExBuaucranTHA TOBPII (THD-
KHU3HO) TIPEJICTaB/ba JIe0 EYKJUICKe cdepe KOja HEOPTOIOHAJIHO Cede AICOJIYTY
(uctpekuiaHa JIMHUja IPUKA3Yje HEeH JIe0 U3BAH JIONTE).

5.2 Xwunepbosuydke chepe (Eauntuyke
enucdepe)

Xwunepboaudka cdepa je HajIPUPOIHAU aHAJIOT eyKINICKe chepe y Xumepoo-

JIMIKOM TIPOCTOPY .

Hedbunnnuja 5.2 (Xunepbommaka cdepa). Xunepboamdaka cdepa ca IEHTPOM
y Tauku a € B3 u xunepbosmuxkum nosynpednukom R > 0, y osnamu Sy (a, R),

JneduHUIE ce Kao CKYIIL:
Sp(a,R) = {z € B* : dg(z,a) = R} . (90)
Kopucrehu dopmyny 3a xunepbosmyako pacrtojambe y IloenkapeoBoM mojiesry
JonTe, Kao mTo je usseqerno y Lmasu 4 uy [1]:
2|l — af|”
2 2
(1= [l[") (X = lal]")

MOYKEMO eKCILIUIIUTHO OJPEINTHA €YKIUJICKH OOJIUK XUTEePOOSImUIKe cdepe.

coshdp(z,a) =1+ (91)
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Teopema 5.3 (O eykinckom o6suKy xunepbosuake chepe). Ceaka xuaepboru-
xa chepa Sh(a, R) y Ioenxapeosom mogeay aotiie UPegeiia8/HheHa je eYKAUGCKOM
cipepom S(Ce, R.) ®oja y Gotuynoctiu aescu ynytap otieopene aotiie B, upu
yemy cy wen eykaugery uenwmap Ce u eykaugery uoryupewnur R, gatiu udpasduma:

1 — tanh®(R/2) . R - tanh(R/2)(1- lal*)

‘T 1o tank®(R/2) T ¢ 1— |||’ tanh®(R/2) (62)
0gHOCHO, Y PYHKUUIAMA TUTLEPOOAUNKUL KOCUHYCA U CUHYCA:
B 2 B (1—||a||?) sinh R
“T (1= alP)cosh R+ (1+ [la?)" e‘(rmemth+u+ﬂW?§>

Jloxas. Heka je dp(x,a) = R, omakie caenu coshdg(x,a) = cosh R. Pamn jen-

HOCTABHOCTH 3a1muca, yBoaumo cmeny k = cosh R > 1. U3 jeanauune (91) rama

cIreu:
2||z — al|”
k=1+ 5 5o (94)
(1= {lz[")(x = lall")
Kako Baxu ||z — a|” = ||z|° + ||a]|* — 2(z - ), npeTxoaun n3pas MOKEMO TpamC-

dopmucaTu y 00/IUK:
Rzl = llal®) = (1 = l«l*)(X = llal*) + 2 (l]* + [lal* = 2(z - @)) . (95)
HamuMm cpehuBameM U rpynucameM 4IaHoBa J00MjaMo:
l1” [L+ llal* + k(L = al*)] = 4(z - @) + [+ fJal|* = k(1 = [lal[*)] = 0. (96)

Hexa je D = (1 — ||a||*) cosh R + (1 + ||a]|?) > 0. Hdememem nere jennadnne ca D,

J00MjaMo HOPMAaJIN30BaHy jeJHAUNHY eyKJIUJCKe cdepe:

2a 1+ ||a]|* = cosh R(1 — ||a|?)
2
-2 - — =0. 97
ol =2 (%) + D (97)
OBa jeHaYMHA TIPEJICTAB/ba €YKIUICKY cepy Uuju ce IeHTap Hajaa3u y TauKu:
2 2
o =2 _ a. (98)

© D (1 al*)cosh R+ (1 + [la]*)
Homyrom jeamauuue (97) 10 mysor ksagpara 6unoma ||z — C.||*, nobujamo uspas
3a KBaJIpaT eyKJIUJICKOT MOJylpedHuka R2:

1+ Jalf? — cosh R(1 — [la])
R2 = || - >

_ Allall® = [+ flall®) — cosh R(1 — [la*)] [(1 + [la]*) + cosh R(1 — la]*)]
D2

(99)
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Haspum cpehuBameM umamo:

_ 4lal® = [(1 + Jlal|*)* — cosh? R(1 — [|a]|*)*]

2
R oF
~cosh® R(1 —|a]|*)* = [(L + [lal|*)* = 4[la]*]
— ik
cosh? R(L — [la]|*)* — (1 —||a*)?
(1 — [|la]|*)*(cosh®* R — 1)
(1 — ||a||*)?sinh® R
= = . (100)
OpaTie IMPEKTHO CJle/ld U3pa3 3a eyKJUJICKU TIOJTyTPEUHUK:
R - (1 — ||al|*)sinh R B (1 — ||a|®) sinh R (101)
e - 2 PR
D (1 —lalI”) cosh R + (1 + [[a[|)

Dopwmyie y obmuky (09) ce jemnocraBro mobmjajy uspaxasamem cosh R u sinh R

npeko tanh(R/2), unme je 10Ka3 y MOTIIYHOCTHU 3aBPIIEH. [

Hamomena 5.4. I3 Teopeme @ yodaBaMO BeOMa BayKHY I'€OMETPHjCKY YNH-€HU-
my: xurepbosimdka cdepa jecTe eyKJIHICKa cepa, alu ce leH eYKJIUJICKU IEHTap
C He TIOKJIATIA CA BHEHUM XUIEPOOJMIKUM [EHTPOM ¢ (OCUM Y TPUBHUjATHOM CJIy-
qajy kaja je a = O, kajga qupektro cuaeau jaa je C, = O u R, = tanh(R/2)).
Hawnwme, kako 3a R > 0 Baxku cosh R > 1, numenusnarn y u3pagdy 3a €yKJIUJICKA
nentap C. 3am0Bosbasa Hejequakocr D = (1 — |ja]|?) cosh R+ (1 + ||a|?) > 2, mro
nokasyje ja je koedurmjent y3 a crporo Mamwu o1 1 (oxuocHo Baxu [|Ce|| < ||af|).
30or Tora, Kako ce XUIepOOJTMIKY TEHTAP ¢ Y/a/haBa 0J1 KOOPJAMHATHOT TOYETKA
IpeMa aIcoJIyTH, OH je YBEeK OJIMXKU T'PAHUI ITPOCTOPA HETO €yKJIMICKU IEHTap
C,. Ilo oBOr moMeparma XUIMEPOOTUIKOr IEHTPA Ka CIIOJbAIIbOCTA Y OJIHOCY Ha
eYKJIUJCKH TEHTAp J0JIa3u ycJjiesl KoHdopMHe jgedopmaliije MeTpuKe y OJU3uHU

rpammune [1].
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Ciuka 5.2: Teomerpujcka KoHCTpyKIrja xunepboanuke chepe Sy(a, Ry,) y Toen-
KapeoBoM mojeny. Vako je ona Busyenno caspiiena eykiunicka cdepa S(Ce, R.),
IeH XUMEePOOINYKY EeHTaP o (I[PBEHO) Ce He MOKJIAIA Ca IheHUM €y KJIIUICKUM
nenTpom C, (3eneno). 36or gedopmaluje MeTpuke y 6usunu ancojyre S?, npa-
Ba XUATIEPOOJIMYIKA CPEJIUIITHA TAYKa @ jé YBEK TTOMEPEHa OJIM2Ke TPAHUITU TPOCTOPA.
Jly>xuHe JIyKOBa TOKa3yjy Jia je XurepboJndIKo pacTojarbe oJ1 a JI0 IpaHutia cdepe
KOHCTAHTHO W uU3HOCH Ry, JIOK ce W3 MepcreKTuBe eykKJmIAcKor mentpa C, mepe
jeHaKa eyKJIMJICKa pacTtojama R..

5.3 Opucdepe (Ilapaboaunyke emnucdepe)

3a pazauky o1 xunepOoandkux cdepa, Koje IMpecTaB/bajy CTPOro OrPaHIICHe
HOBPIIM yHYTap XUIepOOIMUKOr IPOCTOpa, opucdepe Hac BOJe 10 caMe allCoJIyTHe
rpanure mozena. Opucdepa (mim xopocdepa) je jeman of HajdaCIHHAHTHUJUX

objekara y XunepoboJnIKOj TeOMETPU]H.

Hedunummja 5.5 (Opucdepa/Xopocdepa). Heka je mar mapabosanaku cuom h-
-paBux y xunepbosmakoM npocropy. Opucdepa (xopocdepa) ¥ je mospur y
XUMIEPOOJIMIKOM TTPOCTOPY KOja je OPTOTOHAJHA Ha CBE MpaBe TOT MapadOTMIKOr
cHOma. 3ajeIHNYKa WIeaHa TadKa CBUX IIPABUX TOT CHOIA HA AlCOJyTH HA3UBA

ce cpeguwiie (nmu ieHTap) opucdepe.

Teopema 5.6 (O o6smky opucdepe y mozeny aonre). V I[loenkapeosom mogery

Aouwe IEB3, ceaxa opuchepa Upeqgeiiasnsa eYKAUGery chepy Koja ce Haradu YHYwap



I'VIABA 5. EIIUCPEPE Y IIOEHKAPEOBOM MO/EJIY JIOIITE 73

B3 u K070 USHYWPA gogupyje aUCoAYULY Sz, UpU Yemy ce wWawxa gogupa UoKAAUa

ca cpequwiiem opucdepe (u3 Kojez je cama WAKG GOGUPa UCKAYUENA).

/loxas. Jloka3 CIipoOBOMMO TIPEJIACKOM Ca MOJIEJIa JIONTE HA MOJIE/ TOPIHer IOJIy-
npocropa. [locmarpajmo crepeorpadCcKy MpojeKInjy MMpocTopa ca IEeHTPOM y jy-
xuom nosy S(0,0, —1). OBo npecimkaBame je, Kao u crepeorpadcka mpojeximja
ca IEHTPOM y CeBEPHOM MOy, KOHMDOPMHO [[L].

dopwmyie ose Tpancdopmaimje F: B3 — U3 nare cy ca:
2x 2y 1—a? -y — 22
242+ (1 +2)2 22492+ (1 +2)2 22+ 92 + (1 + 2)?

F(z,y,2) = ( ) . (102)

OBuM mpecimKaBameM ce amcosyrta cianka y paBan z = (, a tauke [loenka-
peosor Mogesna jonre B? y Tauke mosynpocropa rae je z > 0. C 063upom Ha TO
na je B3 momesn xumepboamdKe TeoMeTpHje IPOCTOPa, W HEeroBa, CJINKA HPU OBOM
IIpec/InKaBamy je Takohe mMojes xurnepboanyakor npocropa. OBaj Mojies ce Ha3uBa
[Toenkapeos MOJE ropH-er IHoJIyIIpocTopa U o3Hadasahemo ra ca U3, kao mTo je
nerasbHO n3siokeHo y [1|. Hbume ce yommmrene cdepe eyKamackor mpocropa CJim-
Kajy y yomrmmrene cdepe, ma he cauke h-paBuu 6utn yomrrene cdepe OpToroHasHe
Ha paBaH z = (.

[Tpernocrasumo ma je rauka S(0,0, —1) nenrap napaboaudkor cHona. [Ipecsu-
KaBameM F', amcosiyTa ce ciauka y paBan z = (0, a Tauka S y OECKOHATHO JTAJIEKY
TauKy Te paBHH. 3aTo ce cBaka h-pasan y B3 cimuka y yommreny cdepy Koja ca-
JIp2K¥ Ty OECKOHAYHY Ta4vKy M OPTOTOHAJIHA je Ha paBaH z = (), OJJHOCHO CJIUKA ce
y eyKJIUJICKYy paBaH HopmasiHy Ha z = 0 [[L].

Hexka cy X u Y Tauke onrosapajyhe opucdepe, a X; u Y] iuxoBe ciauke y Moje-
Jiy niosynpocropa. Kako cumerpasna h-paBan tadaka X u Y mpumaja cHOIy Kpo3
beckonauHy TadKy S, Tauke X u Y] Ouhe y MoJiesy moIyIpocTopa XUmepooTnIKu
CUMETPUYHE y OJHOCY HA HEKY €yKJMJICKY paBaH HOpMaJHy Ha 2z = (.

3aro je ciuka opucdepe y MoJesTy HOJIYIIPOCTOPa CKYIl CBUX TadaKa CUMETPUY-
HUX Ta4KW X7 Y OJIHOCY Ha PaBHHU HOpMaJsHe Ha 2 = (), IIITO je 3aIpaBO eyKJIUICKA
paBan mapaJiesina papuu z = 0. [Ipumemyjyhu naBep3 crepeorpadcke mpojexiije
F~1, nobujamo ma cy Tauke ose opucdepe 3alpaBo Tadke eyK/mIcKe cdepe Koja
usHyTpa Joaupyje anconyty S? y tauxku S (6es came tauke S) [1].

Ako je Heka Jpyra Tadka arcojyTe IeHTap opucdepe, mocroju h-uzomerpu-
ja KojoM ce oHa cjiuMKa y S, ma je TUME W CBaka Jpyra opucdepa CKyIl Tadaka

eyKJInJicKe cepe Koja JOIUpPyje arcoayTy. L
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S — 00
A
1
1
1
:
z = C2
F
¢repeorpadcka ?X 1 er_z —
IIPOjeKIhja, \ I |
v
IU (= = 0)

5(0,0, 1)

Cmuka 5.3: Buzyemmsanumja mokasa Teopeme @ Koudopmua tpancdopmaiiuja
F npecnukasa Iloenkapeosy sonty B3 y ropmu nosynpocrop U3, Tauke X u Y
ca opucdepe mpecjimKaBajy ce y tauke X; u Y] Koje Jieke Ha €yKJUJICKOj paBHU
rapaJiesiioj arcosytu. llearpasna, moged/bana UCIPEKUIaHa JIMHA]a TTPEICTABIbA
BUXOBY cuMeTpasHy h-mpaBy (/1o mapabomaKor cHoma Kpo3 S), y OJHOCY Ha KOjy
TaYKe OCTajy CUMETPUYHE U HAKOH IIPECIUKaBabA.

Hamomena 5.7. ITocmarpajMo mpomMeHny MeTpuKe Ipu cTepeorpadckoj mpojeKIiim-
ju F. Yeemumo osmaxy 3a umenmnan, D = 22 + y2 + (1 + 2)? y jeanauunan (102).

Tana cy xoopauaaTe y HooM mpoctopy U? mate ca:

/_Q_ZE , 2y ,:1—1’2—y2—22

t=p YT * D

Nmamo na 3a gudepeniyjaie BaXKu pesiaryja:

4
d”? + dy* + dz"* = ﬁ(dac2 + dy? + dz?).

AKo 0Baj U3pa3 MoJeMMO KBaJIpaToM HOBe KOOpIuHaTe 22, mobujamo:
da? + dy? +dz?  Fz(da® + dy? + d2?)
22 N 1—z2_y2_52 2
D

 A(da® + dy? + d2?)
- (1 — 72 —y2 _22)2'

Kaxko mn3pa3 Ha JiecHOj cTpaHU jeTHAKOCTHU IIPEJICTaB/ba yIIPABO KBaJIpaT XUIepbo-
JIMYHOT pacTojama y B3, 3ak/bydyjeMo Ja je Mozesa ropmer MoJIyIpoCTopa Olipe-

MJbE€H METPHUKOM:

12

ds?

z
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Kako cMO TIPeTXOJHOM TeopeMOM IIOKasaJu Ja opucdepa y Mmoneny B3 mva
06JTMK eyKJInJCKe cdepe, O3HAUYUMO HheH eYKJ/IUJICKU MOJIYIPEeYHuK ca r. Byayhn
Jia oBa cchepa U3HyTpa Joaupyje ancoayTy S? y tauxu b (npu gemy je ||b]| = 1), men
EYKJIUJCKH [EHTAp Ce MOpa HAJA3UTH Ha JIyKU KOja CIlaja KOOPJAWHATHU MOYEeTaK
O u Tauky nomupa b (mosynpednuk arcosyre). To 3HAYN Ja ce meHTAp HAJIA3W HA
pacrojamy 1 —1 0J1 KOOPJIMHATHOL TOYeTKA, OJIHOCHO jaT je BekropoM C, = (1—7r)b.
Ila 6u opucdepa jexkaia cTporo yHyTap Jjonte B® (ca msyseTkom came Tauke
Jompa), Mopa Baxkutu ycsos 0 < r < 1.

Jennauwna opucdepe X y MOy JIONTE TJIACH:
|z —(1—=mb|*> =72 3a ||| < 1. (103)
PacniucuBamem jemnadnne () nobujamo ciiejiehy UMILTUIUTHY (DOPMY:

lol* = 2(1 =)@ b) + (1 = 7)* =2
e = 2(1 = r)(@-b) + 1 - 2r = 0. (104)

Cpaka ymureapHa damminja opucdepa ca 3ajeTHIIKIM cpeauinreM b € S? upHu
mapaboIMIKy CHOII ernrcdepa.

JenHa o Haj3HAYAJHUUX TeopeMa XUIIepOOIUYKE IeoMeTpHje, KOjy je IpBU
dopmysmmcao Hukostaj JlobadeBcku, mokasyje Ma je yHyTpallliba I'eOMeTpHuja Ha

opucdepn UJICHTUIHA T€OMETPUJU eYKIUJICKE DABHHU.

Teopema 5.8 (O uzomerpuunoctu opucdepa u eykiaujacke pasan). Ceakxa opu-
cpepa X2 C B3 OUPEMAHEHA UHGYKOBAHOM TUTEPOOAUNKOM METLPUKOM ( upsom Pym-
GAMEHTAAAHOM POPMOM) jecTie AOKANHO USOMETPUUHA JEOJUMEHIUOHANHOM €Y-
Kaugekom tpocitiopy E2. Jdpyzum pevuma, ynyipawrsa 2eometlipuja opucghepe je

YUCWO eYKAUGCKQ.

Jloxa3. [lokaz M3BOIMMO IIPEJIACKOM Ca MOJEJIa JIONTE Ha M30METPUYAH MOIEJI

FOPHEr TOIYIPOCTOPA, KAO IITO je JeTabHO n3j0xkeHo y [1:
U® = {(z,y,2) € E*: 2 > 0} (105)

KOju je, Kao IIITO CMO IPETXOJIHO MOKa3aJu, OIIpeM/beH PUMaHOBOM METPHUKOM:

_da? +dy? + d2?

ds? 5
z

(106)

C 063upom Ha TO J1a KOH(MDOPMHO TPECTUKABAIHE MIPE/ICTABIHA TVIODAHY U30METPH-

jy mameby mogena jonre B u momena ropmer noaynpocropa U? [1], mosossro je
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Tepheme nokazatu y mojeny U3, Tpyna usomerpuja I(B?), koja je uzomopdua rpy-
mu Mebujycosux Tpancdopmarmja PSL(2,C), canpKu eeMeHT KOjU IpecInKaBa
cpenumTe opucdepe b € S? y 6eCKOHAUHO JATEKy TadKy 0O.

Oga koHpOpMHA TpaHCcOpMalija CIUKa opucdepy X, TAHI€HTHY Ha aIlCoJIy-
Ty, v eykjauacky pasaH Il Koja je mapaJsienna rpanuvnoj paBau z = (0 y Mojery
ropmer nosynpocropa. Jdaxne, y monesny U3, opucdepa je npeacrasbeHa XOpH-

30HTAJTHOM DABHU:
II = {(z,y,2) € U®: 2 = z = const > 0} . (107)

Jla 6ucMo HAILIM WHIYKOBaHY METPUKY Ha OBOj opucdepu, u3padyHaBaMO pe-
crpukijy smuujckor ejementa ([L06) na pasan II. Bynyhu na je ma Il Bpemnoct
KOOpJIMHATe z KOHCTaHTHa (z = zg), audepeniujan je dz = 0. 3amMeHOM OBHX

speanocru y ([106) mo6ujamo mugyKoBany MeTpuKy dsi:

dx? + dy?

dst = 5 (108)
<0
YBobhemeM HOBUX, PECKAJMPAHUX KOODJMHATA YHYTAp PABHU:
x
u=", v="2 (109)
<0 <0
MeTpHKa () ce CBOJM Ha CTAHJAP/IHU €YKJIUJICKA JIMHUJCKUA €JIEMEHT:
dsy, = du® + dv*. (110)

OBo j1oka3zyje 1a je aycoBa kpuBuHa opucdepe y CBAKOj IbEHOj TAYKHU UICHTUIKH
jemnaka mysnu (K = 0), mro 3Ha4YM Ja je yHyTpalllba MeoMeTpHja Ha opucdepu

IJIaHAPHA, OJTHOCHO €yKJINJCKA, K0 IITO je MmoKa3aHo y [2]. ]

Teopema 5.9 (O melycobroj nzomerpuunoctu opucdepa). Cee opuchepe y Ilo-

enkapeosom mogeay aotitie B3 cy mehycobrno rutiepbosuiku usoMempuire.

Jlokas. Heka cy Y, u Xy ase mpoussBosbHe opucdepe y B ca cpeaumruma y
bi,by € S? U eyKIMIACKAM HOTYTIPEYHUIIAMA 71,79, pecIeKTuBHO. Ha ocHOBY 10-
T 6 ja I(B3
ka3a Teopeme U TPAH3UTUBHOCTHU TPYIE XUMEPOOTUIKAX U30METPHjA HA
arcostytn S? 2], mocroju h-usomerpuja kKoja cpeauiTe by IpecanKaBa y Taduky bo.
Haxkon oBe Tpancdopmaiiuje, 6e3 yMambema OMIITOCTA MOXKEMO ITPETIIOCTABUTH 12

obe opucdepe mMajy ucro cpequmTe b € S
Cana mocmarpajmo h-tpancaamujy may»k h-mpaBe Koja criaja KOOPAMHATHH I10-

JeTak ca Tadkom b. OBa TpaHc/Ialyja IpeicTaB/ba KOHMPOPMHO IIPECIUKABaIbE KOje
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gyBa sonTy B u dukcnpa jenmHCTBeHy Tauky b Ha amcoxyTu. Bymnyhn na Tpamc-
Jlalja Jesiyje CTporo TpaH3UTUBHO JIyK OBe Oce, IIOCTOjU jeTMHCTBEHA XUIepbo-
JITYKa TPaHC/IaIuja 7T Jy?K OBE O0Ce KOja CJIMKa TAdKy IpeceKka mpBe opucdepe ca
0OCOM y Ta4Ky Ipeceka Jipyre opucdepe ca ocom. Kako KondopMmHa IpecmkaBa-
ha Koja dyBajy B® m Tauxy b mMopajy caumkaTu eyKamicke cdepe TaHTeHTHE Ha
S? y b y apyre takse cdepe, TpaHCIAITja T jeTHOZHAYHO CIUKa opucdepy Xi y
Y. Tume je mokazano ja cy OmJIo Koje jaBe opucdepe MehycoOHO XurepOoInIKu

M30MEeTPUIHE. O

5.4 ExBumgucrantHe nospiim (Xurmnepboamdke
enucdepe)

ExBunucranTaa nospin (win xunepcdepa) IpeicTaBba T€OMETPH)CKO MEeCTO
Tayaka Koje Ce HaJjla3e HA KOHCTAHTHOM XHUIEPOOJIMYKOM PacTOjarby Of] (DUKCHE

XurepodboJIMIKe PaBHU, KOja ce Ha3uBa Oa3MYHA paBaH.

Hedbunnuuja 5.10 (Expugucrantna noepmn). Heka je 11, dukcha 6asmana h-
-paBan y B® u neka je d > 0. EkBugucranTaa nospiu & (11, d) na pacrojamy d

on pasnu [I, jecre ckyn cBux Tavaka XUIEepOOJIUIKOT IIPOCTOPA KOje 33/I0BO/baBajy:

EI,,d) == {z € B® : dp(x,1I,) = d}. (111)

3a pa3iuKy oJ1 eyKJIUJICKEe TeOMeTpuje, TJie je eKBUIUCTAHTHA MOBPII Y OIHO-
Cy Ha paBaH IOHOBO paBaH IMapaJieTHA IOJA3HOj, Y XUMEPOOJMIKO] reOMeTpUju
eKBUINCTAHTHA IOBPII HUje, 3a d # 0, xumepbosnyuka pasad. OBO je JIUpeKT-
Ha [TOCJIEIUIA YUHEHUIIE A CYy XUIEePOOINIKe PAaBHU 3aKPUBJ/HEHE Y €YKJIUICKOM
CMWUCJIY, T1a Ce MTOBPII KOHCTAHTHOT PacTOjarba MOPa KPUBUTH JpPyradrje O came
Oas3uvHe paBHU.

Y TloenkapeoBoM KOH(DOPMHOM MOJIETY, AHAJUTUYKHN U3TJIE]] €KBUIUCTAHTHE
[IOBPIIK U3BOAUMO y ITOCEOHOM KAHOHCKOM CJIy4ajy, KaJjia 0a3udHa paBaH MpOJIa3u
KPO3 KOOPAMHATHU IOYETaK, & 3aTUM PE3yJITAT yOIIITaBaMO TOMONy Xunepobo md-

KX n3omerpuja (chepHuX MHBEP3Uja).

Teopema 5.11 (O eykanjcKuM jeHaAYNHAMA €KBUIUCTAHTHE TOBpIH). Heka je
basuyuna h-pasan 11, upegctiasmera eyxaugerum KoopguHaTuHUM GUCKOM KOJU UPU-

uaga exsawopujasroj pasiu z = 0 ynywap aouiue B3. Taga ce exsuguctiarina
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aospw, E(Iy,, d) na pac@ojary d > 0 cac@oju og gee eykaugceke Kanrolie ca 3ajeg-
HUMKOM ZPAHULOM Ha atcoryiu S? gyoic kpysrcnuue 22 +y* = 1,2 = 0. Jegnauumne

osux cepa y E3 cy gatue ca:

2>+ y* +2°F22eschd—1=0, saz’+y*+2°<1, (112)

1 . — —
Soa 03MaMasa PYNKYUY TUUEPOOAUNKOZ KOCEKANCA.

Byxaugexu yeniipu CE u wosyupeunuyu R, osux cdepa jegraru cy:

2ge cschd =

C* =(0,0,+cschd), R, = cothd. (113)

Jloxas. TlocmarpajmMo BepTuKaJiHy ocy z. Ha OCHOBY cBojcraBa KOH(OPMHOCTH
MojieJia, BEPTUKAIHA Oca z je h-ipaBa Koja Mposia3u Kpo3 KOOPJIUHATHU MOYEeTaK
0(0,0,0) u oproronasna je na 6azuuny pasan I, := {z = 0} N B3. TIpema Tome,
MUHUMAJIHO XUIEPOOJUIKO PACTOjarhe MPOU3BOJ/bHE TauKe JIyK 2-0ce /10 Oa3utine
pasuu II; ocTBapyje ce ynpaso y koopauHaTHOM 1o4ueTKy (), KaO IITO je JTOKA3aHO
y [2]-

Hexka exBummcTanTHA MOBPII CcevYe TO3UTUBHU €O 2-OCE y TAYKH Ca E€YKJIH]I-
ckuM kKoopauuarama (0,0, 29) 3a zop > 0. Bynyhu na je pacrojame Te Tadke 10
KOODJIMHATHOT MovYeTKa (Koju Jiexku y 6asudHOj paBHNU) jeaHako d, u3 dpopmysie 3a

pacTojame 0J1 KOOPIMHATHOT II0YeTKa JT00ujaMo:
d = 2 artanh z

Tj.
2o = tanh(d/2). (114)
Bynyhu na ekBuaucTaHTHa MOBPINI MOpa MMATH 3ajeHUYKY I'DAHHIYy Ha all-
COJIyTY Ca CBOjOM Oa3HYHOM pPaBHH Iy:K rpaHmdHe KpyzxKuume v2 +y? =1,z =0
[2], men eykimmacku penpeseHT mMopa 6MTH eyKjujcKa cdepa Koja Nposasu Kpo3
OBy KpY»KHUITy. JeqHadnHa 6UI0 Koje eyKauacKe cepe Koja CaaprKu KpPy KHUILY
2?2 +y?> =1y pasuu z = 0 uma nenrap na z-ocu, C, = (0,0, 2.), U TOJYIPEIHUK

R, KOJU MOpa 33/I0BOJLUTHU YCJIOB WHITUIEHIINjE Ca TadKaMa Ha alcoJIyTy:
12+ (0—2)* = RIR} =1+ 22

Tj.

R =1+22 (115)
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Jennaduna Te eyKJIHMICKe cdepe TIIacu:
Pyt =222 -1=0. (116)

Kako tauka npeceka ca z-ocom (0, 0, zp) npunaia oBoj cdepu, beHa KOOPIUHATA

Mopa 3370B0sbuTH jeqraunHy ([116):

2
z5—1

=222 —-1=0 = 2220=20 -1 = z.= o (117)

Tj. ,
= 118
= o (118)

Bamenom zg = tanh(d/2) u kopumihemem XUepoOTMIKIX TPUTOHOMETPHJCKUX

UJAEHTUATETA, JOOMjaMO BPEIHOCT IEHTPA 2.

_ tanh®(d/2) —1  —sech®(d/2) —1 _ 1

—cschd.
(119)

3a ropmu CUMETPUYHU JI€0 TOBPIIH, IIeHTap ce Hajgas3u y 2. = cschd. 3amenom

“ T "otanh(d/2)  2tanh(d/2)  2sinh(d/2)cosh(d/2)  sinhd

OBUX BPEJTHOCTH Y () J06ujaMo KBajipaT eyKJIUJICKOT ToJIylpedHuKa R2:

R? =1+ csch’®d = coth*d = R, = cothd. (120)

Tj.
R, = cothd. (121)
[l

Teopema 5.12 (O meljycobHOj u3oMeTpudHOCTH eKBUMCTAHTHUX oBpim). Cee
exsugucwariuHe UospPUU €(Hh,d) Koje ce Hanase Ha JeGHAKOM TUUEePOOAUTKOM
pacwojarey d > 0 og ceojux ogzosapajyhux basuvwnuxr pasuu I, jecy mehycobro

TUTEPOOAUNKU USOMETUPUYHE TUOBPULL.

Zloxas. Jlokas ciieu TUPEKTHO U3 TPAH3UTUBHOCTH JIEJI0OBaba IPYIIE XUIIEPOO Y-
kux uzomerpuja [(B?) na xunepbosmuke pasau npocropa. Kako 3a 6uio koje Jge
6azuune h-pasuu IT; u I1, y B® nocroju h-usomerpuja (kommosuimja h-pediiek-
cuja) ¢ € 1(B?) raxsa ma je ¢(I1;) = Il [2], a xunmepboauuke uzomerpuje ayBajy
XUnepboMYIKa PacTojarba, MPOU3UIA3U JIa Ce €0 CUCTEM €KBUIUCTAHTHUX IOBP-
mu y ofgHocy Ha I} cimka y cucreM eKBHIMCTAHTHUX MOBpIIN y ojaHOCY Ha llo,

quMe je TBpherme JI0Ka3aHo. Il
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Ciuka 5.4: Exsupucranraa nospi E(I1y,,d) y Tloenkapeosom mopeny Jonte. la
6u ce popMmpasIa MOBPIIT KOHCTAHTHOT h-pacTojarma d y OJHOCY Ha Oa3uyHy paBaH
1}, eykimacku renTpu cdepa Mopajy OUTH MOMEPEHU TyK HOPMaJe y CyIPOTHUM
cMepoBuMa (IIEHTAp 3a FOpEbY Kally Hajla3W ce Ha HEraTWBHOM JeJy z-0ce U 00p-
HyTO). 3axBasbyjyhu ToMe, OBe ccepe yiaase y yHyTpalmocT jonre dhopmupajyhn
00JTUK CUMETPUIHOT OMKOHBEKCHOT ,,COUMBA’ KOje ce ca Da3MIHOM PaBHU JIOJUAPY-
je ncK/byunBo Ha arcotyTu S?. Xopu3oHTa/He KPYTOBU Ha KallaMa, IPeJCTaBbajy
JINHUje KOHCTAHTHE €YKJ/IMJICKe BUCUHE, KOje JIoJaTHO mctudy 3D 3akpuBibeHOCT
[TOBPIIIHA.



3akJbydakK

[Inb oBOr MacTep pajia 61O je Ja ce CBeoOyXBATHO U CTPOrO TEOPHjCKHU 00pain
TPOJIMMEH3UOHAJHA XUEPOOINIKH TpocTop Kpo3 npusmy lloermkapeoBor cdep-
Hor Mojiena jornre B2, ITonasehn o1 OCHOBHUX KOHIIENIATa WHBEP3UBHE FeOMeTpUje
y HPOIIUPEHOM EYKJIHICKOM ITPOCTOPY, BHUJEIH CMO KAaKO Ce eJleMeHTapHa IIpe-
c/iMKaBama — pedJiekcuje u nHBep3uje — yApyXKyjy y mohuy rpyiy MebujycoBux
Tpancdopmarmja. OBa rpyma HaM je MOCIyKUIa KAo TJIaBHU aJaT 3a Jie(DUHUCAHEe
U pa3yMeBame IIyHe I'PyIe N30MeTpHuja XUIepPOOIUIKOT IIPOCTOPA.

Kpo3 norytaBiba ¢cMo cucreMaTcKu TPajiiin TEOMETPU]CKY CTPYKTYPY MOJIEIA.
Jlera/pHO MO uctUTAIN XUIEPOOJIUIKE TIPABe U PABHU, IOCMATPajyhu uxX Kao me-
JIOBe eyKJIMJICKUX KPYKHHUIA U cdepa OPTOrOHAJIHUX Ha ancouyTy. llenTpanann
J1eo pajia mocsehen je puropo3HoOM aHAJTUTHYIKOM H3BODEHY XUTIEPOOJIMIKE METPU-
Ke W pacTojama, IjJe CMO HOoKa3aym ja ce PumanoB mudepeHnujajHu MpPUCTYII,
IIPOjeKTUBHA JABOpa3Mepa u ajredbapcka MebujycoBa mHBapHjaHTa 3aIlpaBoO CBOJIE
Ha TOTIYHO MCTYy MareMaTwdkKy WcTuHy. Ha Kpajy, kiacudukamnmjom emucdepa
(xunepbosinakux cepa, opucdepa U eKBUIUCTAHTHUX TTOBPIIN) 320KPYZKUJIU CMO
CJIUKY O YHYTPAIIIb0j T€OMETPUJU OBOT ITPOCTOPA.

Nako cy IloenkapeoB mozes u xunepboanydka reoMerpuja Hactaaun y 19. Beky
73 YUCTO TEOPHjCKUX MOOYIa — KAa0o OJTrOBOD HA BEKOBHO MHUTame 0 KyKammoBom
[IeTOM IIOCTYJIATy — 3aHUMJBUBO jé OCBPHYTH Ce HA TO KOJIMKO CY OBU KOHIICIITU
nmaHac akTyesHu. [locsie X HEKOTMKO IOJUHA CBEJIONU CMO ITPaBe PEHECAHCE XU-
nepbosimUKe reoMeTprje y obsactuma Berradke naresureniyje (Al) u mammaCcKOD
yuaemba (Machine Learning).

Paznor 3a oBo jiexku ympaBo y TpUpPOAU XHUIEPOOTNYKE METPHUKE KOjy CMO
aHAJU3UPAJIA. ¥ CABPEMEHMM MOJIeJIMMa MAIIMHCKOT yUera, jeJlaH OJ HajBehmx
n3a30Ba je KaKO IPEIU3HO CMECTUTHU (yJIOKUTH) BEJIUKE CKYIIOBE XUjepPapXUjCKu
OPraHM30BaHUX IOJATAaKa y HEKW Hempekwujan npoctop. Kajga ce 3a To kopuctu

KJIaCHYaH €yKJIHMJICKU TIPOCTOD, CJAOXKEHU Tojaly (momyT crabaia Win Mpexa) ce

81
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9ecTo ,I'Y2KBajy’ KaKO IbUXOBA CTPYKTypa IOCTaje pa3rpaHaTHja, duMe ce Iyou
MIPEIU3HOCT MOJIEIA.

Ca gpyre cTpane, IOKa3aJo ce Ja XUIEPOOJUIKH ITPOCTOP, 300T CBOje CIeru-
duvyHe 3aKPUB/HEHOCTH W METPUKE y OJIM3UHU alCOJIyTe, IPYyKa MIPUPOJIAH OKBUD
3a OBaKBe CTPYKType. YyHoTpeda XUIepOOINIKUX HEYPOHCKUX MPEXKa M TaKO3Ba-
uux [loenkapeosux ynarama (Poincaré embeddings) omoryhasa ma ce xujepap-
XUjCKU OJHOCU Hayde MHOTO e(pUKaCHUje U ca 3HATHO MAamUM OpOjeM JIUMEH3HU]a.
[Tputom, 3aTBOpeHa aHAIUTUYKA (POpPMYJIa 38 XUIEPOOJIUIKO PACTOjabEe KOjy CMO
WU3BEJIA y PaJIy NpeACcTaB/ba HYMEPUYKU CTAOUIAH TeMeJb KOJU Ce JAHAC JTUPEKTHO
KOPHUCTHU 33 PadyHAmbe Y HAJMOJEPHUJUM CUCTEMUMA PAIYHAPCKOT BUIA U JyOOKOT
yUema.

Cse oBO HaM TOKa3yje ga xunepbosmaka reomerpuja y [loerkapeoBom mosesry
OJIABHO HUje CaMO IIpeJiera, alCTPAaKTHA MaTeMaTUdIKa Teopuja, Beh u m3y3eTHo
MohaH MHXKEHEePCKHU alapaT KOju HaM IOMaxke J1a PelllaBaMO HEKe OJ] HajCJIOXKe-

HUJUX IIpoOJIeMa y CaBPEMEHO] TEXHOJIOTH)H.
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