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Предговор

Рад пред нама писан jе у целости из перспективе почетника у области, са
надом да може бити од користи некоме ко отпочиње са истраживањем кон-
тактне геометриjе и топологиjе. Сходно томе, он садржи и велик броj ре-
ференци, коjе се понекад односе на недостаjуће детаље у раду, али чешће
представљаjу предлог за даље читање.

Велику захвалност дугуjем свом ментору, проф. др Игору Уљаревићу, коjи
ме jе упутио на ову тему, и чиjе jе разумевање моjих проблема у критичним
тренуцима приликом израде тезе било готово тренутно, а савети и сугестиjе
увек изванредни. Захваљуjем се такође и члановима комисиjе, проф. др
Дарку Милинковићу, чиjа су предавања jедан од битниjих узрока моjе жеље
да се бавим математиком уопштено, као и конкретном облашћу, и проф. др
Александри Маринковић, на корисним дискусиjама у вези тезе, као и извр-
сном курсу на мастер студиjама, на тему симплектичке и контактне геоме-
триjе.
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Глава 1

Увод

У уводном поглављу пред нама желимо да укратко изложимо, на известан
начин полазне, поjмове коjи ће бити од интереса, што као обjекат за коjи
постављамо одређено питање, што као алат у раду са истим. Сходно томе,
увод jе подељен у неколико целина, у коjима ћемо редом говорити о поjмо-
вима контактних многострукости, контактне повезане суме двеjу контакт-
них многострукости, а коjу ћемо касниjе у тези искористити као jедну од
интерпретациjа, или боље речено алтернативних погледа, на конструкциjу
коjу ћемо након што дефинишемо поjам отворене књиге, централни у овоj
тези, природно добити, те специjалних симплектичких структура коjе зо-
вемо Лиувиловим и Ваjнстиновим

Контактне многострукости

Дефинициjа 1. Контактна многострукост jе пар (M, ξ), где jеM глатка мно-
гострукост, а ξ дистрибуциjа кодимензиjе 1, коjу називамо контактна струк-
тура, локално задата формом α ∈ Ω1(U), за коjу jе dα|ξ недегенерисано –
оваj услов често се у литератури среће под именом максимлална неинтегра-
билност. Уколико постоjи α ∈ Ω1(M) коjа глобално задаjе ξ, кажемо да jе ξ
коориjентабилно.

Лема 2. Нека jе M многострукост димензиjе m, α ∈ Ω1(M) нигде нула и
ξ = kerα. Следећа тврђења су еквивалентна

(1) Форма dα|ξ jе недегенерисана, односно, (M, ξ) jе контактна многостру-
кост.

(2) Тангентно раслоjење надM се цепа као TM = ker dα⊕ kerα.

(3) Постоjи n ∈ Z≥0 такво да jеm = 2n+ 1 и α ∧ (dα)n ̸= 0.
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ГЛАВА 1. УВОД 3

Доказ. (1) ⇒ (2): За почетак, приметимо да како jе антисиметрична форма
нужно парног ранга, можемо закључити да jе ξ раслоjење парне димензиjе,
те да постоjи n ∈ N такво да jе m = 2n + 1. Покажимо ker dα ∩ kerα = 0.
Уочимо произвољан тангентни вектор v ∈ ker dα ∩ kerα. Тада jе dα(v, ·) =

dα|kerα(v, ·) = 0, па jе v = 0. Дакле, важи dim(ker dα) + dim(kerα) ≤ m, па како
jе dim(kerα) = m− 1, a dα не може бити недегенерисано на многострукости
непарне димензиjе, мора бити dim(ker dα) = 1.

(2) ⇒ (3): Како jе TM = ker dα ⊕ kerα, закључуjемо да су α|ker dα и dα|kerα
недегенерисане, и последично dim(kerα) = 2n, за неко n ∈ Z≥0. Такође, (dα)n

jе форма запремине на kerα, па jе α ∧ (dα)n форма запремине наM .

(3) ⇒ (1): За v ∈ kerα, из v ∈ ker dα|kerα, добиjамо ιv(α ∧ (dα)n) = 0, одакле
следи v = 0.

Уколико хоћемо да нагласимо да нам jе битна конкретна контактна форма,
контактну многострукост можемо означити и као пар (M,α). Услов коо-
риjентабилности геометриjски представља могућност глатког избора пози-
тивне и негативне стране хиперравни ξp у свакоj тачки многострукости. У
том контексту, контактнемногострукости ћемо звати коориjентисаним, ако
подразумевамода jе такав изборнаправљен. Сходно томе, контактнуформу
α ћемо звати позитивном, односно негативном. Тривиjално jе видети да
се сваке две позитивне контактне форме α1 и α2 разликуjу до на позитиван
конформални фактор, односно, да постоjи глатко f : M → R>0, такво да jе
α2 = fα1.

Дефинициjа 3. Ребово поље контактне форме α, у ознаци Rα, представља
jединствено векторско поље коjе задовољава ιRα(dα) = 0 и услов нормира-
ности α(Rα) = 1.

Услов позитивности контактне форме сада можемо интерпретирати управо
тако да њено Ребово поље у свакоj тачки буде са одговараjуће стране кон-
тактне хиперравни.

Лема 4. Ребово векторско поље чува контактну форму.

Доказ. Употребом Картанове формуле, одмах добиjамо

LRαα = d(ιRαα) + ιRαdα = d1 + 0 = 0.
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Дефинициjа 5. Контактоморфизамφ : (M, ξM) → (N, ξN) jе дифеоморфизам
коjи чува контактну структуру, односно задовољава φ∗ξM = ξN . Уколико су
додатно фиксиране и контактне форме αM за ξM и αN за ξN , за φ кажемо да
jе строг контактоморфизам, ако jе задовољено φ∗αN = αM .

Свакоj контактноj многострукости (M,α), можемо придружити и симплек-
тичку многострукост (M × R, d(etα)), у ознаци SM , коjу зовемо њеном сим-
плектизациjом. Алтернативно, симплектизациjу можемо видети и као под-
многострукост котангентног раслоjења

SM = {(p, β) | ker β = ξp, β > 0} ⊂ T ∗M,

на коjоj jе симплектичкаформа дата помоћу рестрикциjе таутолошкеформе
λcan.

Важан пример подмногострукости контактних многострукости су Лежан-
дрове подмногострукости, панданЛагранжевиму симплектичкоj геометриjи.

Дефинициjа 6. За подмногострукост L, контактне многострукости (M, ξ)

кажемо да jе изотропна, ако за све p ∈ L важи TpL ⊂ ξp. Изотропне подмно-
гострукости максималне димензиjе називамо Лежандровим.

Уз претходну дефинициjу дугуjемо и обjашњење. Наиме, ако jе α контактна
форма на (M2n+1, ξ), онда услов TpL ⊂ ξp за све p ∈ Lповлачиα|L ≡ 0. Стога jе
и dα|L ≡ 0, па jе за све p ∈ L, тангентни простор TpL изотропни потпростор
симплектичког простора (ξp, dαp). Закључуjемо даL неможе бити димензиjе
веће од n. Тривиjално jе видети да се свака Лежандрова подмногострукост
подиже до Лагранжеве подмногострукости у симплектизациjи.

Дефинициjа 7. За векторско пољеX, на контактноj многострукости (M,α),
кажемо да jе контактно, ако jе његов ток сачињен од контактоморфизама.

На основу претходних дискусиjа, ако са φt означимо ток векторског пољаX,
ова дефинициjа одговара томе да постоjи, глатка по t фамилиjа ft, глатких
функциjа, за коjе jе φ∗

tα = ftα. Диференцирањем ове jеднакости по t, до-
биjамо еквивалентан услов LXα = hα, за неко h ∈ C∞(M). Додатно, ако jе
h ≡ 0, имамо да jе ток φt, фамилиjа строгих контактоморфизама.

Дефинициjа 8. Контактна подмногострукост од (M, ξM) jе глатка подмного-
струкостN , заjедно са контактном структуром ξN , за коjу важи ξN = TN∩ξM .
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Нека jе S ориjентисана хиперповрш у контактноj многострукости (M2n+1,

ξ = kerα). На околини од S, дифеоморфноj са S × R, при чему S идентифи-
куjемо са S × {0}, контактну форму α можемо записати као

α = βr + ur dr,

где jе (βr)r∈R глатка фамилиjа 1-форми, а (ur)r∈R глатка фамилиjа глатких
функциjа. Контактни услов може се записати са

0 ̸= (βr + ur dr) ∧
(
dβr −

∂βr
∂r

∧ dr + dur ∧ dr
)n

=
(
− nβr ∧

∂βr
∂r

+ nβr ∧ dur + ur dβr

)
∧ (dβr)

n−1 ∧ dr.
(1.1)

Пресек TS ∩ ξ|S одређуjе дистрибуциjу потпростора од TS. У претходном
запису, она jе дата са β0, прецизниjе ако за p ∈ S важи β0(p) = 0, онда jе реч о
читавом TpS, док ако jе β0(p) ̸= 0, имамо да jе TpS ∩ ξp кодимензиjе 1 у TpS. У
другом случаjу, можемо посматрати dα-ортогонални комплемент (TpS∩ξp)⊥

коjи ће бити jеднодимензионални потпростор од TpS ∩ ξp.

Дефинициjа 9. Карактеристична фолиjациjа Sξ, хиперповрши S у (M, ξ)

jе сингуларна jеднодимензионална фолиjациjа дефинисана дистрибуциjом
(TS ∩ ξ|S)⊥.

Лема 10. Нека су β0, S, α и ξ као у претходноj дискусиjи, те нека jе Ω форма
запремине на S. Тада jе Sξ дефинисано векторским пољем X коjе задово-
љава

ιXΩ = β0 ∧ (dβ0)
n−1.

Доказ. За почетак, проверимо да важи β0 ∧ (dβ0)
n−1 ̸= 0, где год jе β0 ̸= 0.

Заиста, претпоставимо ли супротно, из (1.1) добиjамо (dβ0(p))
n ̸= 0, те на

ker β0(p), коjи jе кодимензиjе 1 у TpS, важи да jе dβ0(p) ранга 2n − 2 и после-
дично β0(p) ∧ (dβ0(p))

n−1 ̸= 0.

Даље, уочимо

0 = ιX(ιXΩ) = β0(X)(dβ0)
n−1 − (n− 1)β0 ∧ ιXdβ0 ∧ (dβ0)

n−2, (1.2)

те посматраjући спољашњи производ са β0 добиjамо

β0(X) β0 ∧ (dβ0)
n−1 = 0.
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Узимаjући у обзир претходно показано закључуjемоX ∈ ker β0.

Преостаjе да покажемо да за све p ∈ S, за коjе jе β0(p) ̸= 0, важи да jе за све
v ∈ TpS ∩ ξp, dβ(X, v) = 0.

На основу (1.2) иX ∈ ker β0 важи

β0 ∧ ιXdβ0 ∧ (dβ0)
n−2 = 0. (1.3)

Случаj n = 1 jе тривиjалан, те претпостављамо n ≥ 2. Контракциjа jеднако-
сти (1.3) са v даjе

−dβ0(X, v) β0 ∧ (dβ0)
n−2 + (n− 2)β0 ∧ ιXdβ0 ∧ ιvdβ0 ∧ (dβ0)

n−3 = 0,

те уколико све помножимо слева са dβ0, те искористимо (1.3), добиjамо

dβ0(X, v) β0 ∧ (dβ0)
n−1 = 0,

одакле следи тврђење.

Пример 11. Уколико jе (W,λ) тачна симплектичка многострукост има сми-
сла говорити о њеноj „контактизациjи“. Наиме, jасно jе да jе са α = λ + dt

задатаформанаW×R коjа испуњава контактни услов. Интересантно jе тада
посматрати тачну Лагранжеву подмногострукост L ⊂ W , односно уложену
подмногострукост L, такву да постоjи f ∈ C∞(L) за коjе jе λ|L = df . Тада jе
са

Λ = {(p,−f(p)) | p ∈ L}

дефинисана jедна уложена подмногострукост уW × R, коjа задовољава

α|Λ = λ|Λ + dt|Λ = df − df = 0,

односно реч jе о Лежандровоj подмногострукости у (W × R, λ+ dt).

Контактна повезана сума

У овом одељку изложићемо конструкциjу контактне повезане суме две кон-
тактне многострукости исте димензиjе, на елементаран начин. У литера-
тури, контактна повезана сума углавном се среће у оквиру општиjе диску-
сиjе о контактноj хирургиjи. За оваj општиjи третман, упућуjемо на [47].



ГЛАВА 1. УВОД 7

Користићемо ротационо симетричну контактну форму

αrot := dz +
n∑
j=1

(xj dyj − yj dxj) = dz +
n∑
j=1

r2j dφj,

на R2n+1, где (rj, φj) по паровима представљаjу поларне координате за пар
(xj, yj).

За дифеоморфизам дат са

Ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) =

(
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, 2z +

n∑
j=1

xjyj

)

важи Ψ∗αrot = 2αstd, па jе контактна структура ξrot = kerαrot контактоморфна
стандардноj контактноj структури ξstd на R2n+1. Векторско поље дато са V (x,

y, z) = (x, y, 2z) jе контактно за ξrot jер важи LV αrot = αrot. Посматраjмо jеди-
ничну сферу

S2n =
{
(x, y, z) ∈ R2n+1

∣∣ ∥x∥2 + ∥y∥2 + z2 = 1
}
,

и за t ∈ R поставимо St := φtV (S
2n), где jе φtV ток векторског поља V .

Лема 12. Постоjи контактоморфизам од (R2n+1, ξrot) коjи за све t ∈ R слика
St у S−t.

Доказ. Видети Лему 8.8 у [10].

Посматраjмо две контактне многострукости (Mi, ξi) и одаберимо две карте
дате контактоморфизмима φi : (R2n+1, ξrot) ↪→ (Mi, ξi), i = 1, 2. За t ∈ R, уве-
димо ознаку Bt = φtV (B

2n+1), где jе B2n+1 отворена jединична лопта са цен-
тром у координатном почетку, граница одBt jе тада St. Нека jе саΨ означен
контактоморфизам из претходне леме. Дифеоморфизам

φ2 ◦Ψ ◦ φ−1
1 : φ1(R2n+1) → φ2(R2n+1)

се рестрихуjе на дифеоморфизам

Φ: φ1

(
B1 \B−1

)
→ φ2

(
B1 \B−1

)
.

СаM1#M2 означимо глатку многострукост добиjену од(
M1 \ φ1(B−1)

)
∪
(
M2 \ φ2(B−1)

)
,
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идентификуjући φ1(B1 \ B−1) и φ2(B1 \ B−1) помоћу Φ. Како jе Ψ контакто-
морфизам, контактну структуру наM1#M2 можемо дефинисати са

ξ1#ξ2 =

ξ1, наM1 \ φ1(B−1),

ξ2, наM2 \ φ2(B−1).

Сферу S0 зовемо раздваjаjућом сфером. Независно од направљених избора,
овако конструисане контактне повезане суме све су међусобно изотопне.
Конкретну конструкциjу суштински одређуjе раздваjаjућа сфера.

Лиувилови домени

Дефинициjа 13. Лиувилова форма λ, на симплектичкоj многострукости (W,
ω), jе 1-форма коjа задовољава dλ = ω. Jединствено векторско поље на W ,
коjе задовољава ιXλ

ω = λ, зовемо Лиувиловим векторским пољем.

ПоКартановоjформули, заЛиувиловуформуλињоj придруженоЛиувилово
векторско пољеXλ, имамо

LXλ
ω = d(ιXλ

ω) + ιXλ
(dω) = dλ = ω,

стога, ток φt од Xλ задовољава φ∗
tω = etω, па можемо рећи да ω расте дуж

тока.

Jедноставном применом Стоксове теореме добиjамо

0 <

∫
W

ωn =

∫
W

d(λ ∧ ωn−1) =

∫
∂W

λ ∧ ωn−1,

и закључуjемо да не постоjе затворене симплектичке многострукости коjе
допуштаjу глобално дефинисану Лиувилову форму.

Дефинициjа 14. Лиувилов домен jе компактна симплектичка многостру-
кост са границом коjа допушта Лиувилову форму, чиjе Лиувилово векторско
поље, дуж границе, показуjе трансверзално споља.

Наведени услов трансверзалности jе веома природан. Наиме, ако уведемо
ознаку α = λ|∂W , добиjамо

α ∧ (dα)n−1 = ιXλ
dλ ∧ (dλ)n−1 =

1

n
ιXλ

(dλ)n,
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те како jе (dλ)n запреминска форма наW , трансверзалност Xλ на ∂W пока-
зуjе да jе α контактна форма на ∂W . Додатно, услов да Xλ показуjе споља,
гарантуjе да се ориjентациjа на ∂W као границе одW , и она дефинисана са
α ∧ (dα)n−1 слажу.

Друга важна последица овакве дефинициjе jе то што нам омогућава да, на
известанначин, продужимоW дужлиниjа токаЛиувиловог векторскогпоља,
те добиjемо тачну симплектичку многострукост (Ŵ , λ̂), коjу зовемо компле-
тирањем Лиувиловог домена. Прва опсервациjа jе да jе домен тока пољаXλ

неограничен слева. Скуп тачака p ∈ W , за коjе φt(p) ниjе дефинисано за
све t ∈ R, jе тачно скуп оних тачака кроз коjе пролази линиjа тока коjа у
коначном времену стиже до ∂W . Идеjа jе да залепимо симплектичку мно-
гострукост на ∂W споља, тако да продужимо и домене ових линиjа тока на
читаво R.

Да бисмо ово урадили, посматраjмо симплектизациjу границе Лиувиловог
домена (W,λ), односно многострукост (∂W × R, d(etλ|∂W )). Можемо посма-
трати улагање

Φ: ∂W × R≤0 → W

(p, t) 7→ φt(p),

коjе jе према претходноj дискусиjи добро дефинисано. Тврдимо да jе Φ∗λ =

etλ|∂W . Да бисмо ово проверили, фиксираjмо (p, t) ∈ ∂W × R≤0 и (u, v) ∈
T(p,t)(∂W × R≤0) = Tp∂W ⊕ R, тада

Φ∗λ(u, v) = λ(DΦ(p, t)(u, v))

= λ(DΦ(p, t)(u, 0)) + λ(DΦ(p, t)(0, v))

= uλ(Xλ(φt(p))) + λ(Dφt(p)(v))

= u ιXλ
ω(Xλ(φt(p))) + λ(Dφt(p)(v))

= uω(Xλ(φt(p)), Xλ(φt(p))) + λ(Dφt(p)(v))

= φ∗
tλ(v)

= etλ(v).

Дефинициjа 15. Комплетирањем Лиувиловог домена (W,λ) зовемо тачну
симплектичку многострукост (Ŵ , λ̂), конструисану на следећи начин. Гла-
тко, Ŵ jе добиjено лепљењемW и ∂W × R, помоћу улагања Φ, прецизниjе

Ŵ = W ⊔ ∂W × R/(p, t) ∼ φt(p), за p ∈ ∂W, t ≤ 0 .
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Форма λ̂ jе тада jединствена форма, коjа за улагања iW : W ↪→ Ŵ и i∂W×R :

∂W × R ↪→ Ŵ , задовољава

i∗W λ̂ = λ

i∗∂W×Rλ̂ = etλ|∂W .

Њен извод дефинише симплектичку форму на Ŵ по конструкциjи, а њена
глаткост проистиче из доказане чињенице Φ∗λ = etλ|∂W .

За алтернативан поглед на комплетирање видети Пример 65.

Лиувилове и Ваjнстинове многострукости

Нека jе (W,λ) тачна симплектичка многострукост. На њоj постоjи jедин-
ствено векторско поље Xλ задато jедначином iXλ

ω = λ коjе зовемо Лиуви-
ловим векторским пољем.

Дефинициjа 16. Тачну симплектичку многострукост (W,λ) зовемо Лиуви-
ловом многострукошћу ако су задовољени услови:

(1) Ток φt Лиувиловог векторског поља jе комплетан,

(2) Постоjи отворен скуп U ⊂ W са компактним затворењем и глатком
границом такав да

W = U ∪
⋃
t≥0

φt(∂U).

Можемо дефинисати и скелет Лиувилове многострукости (W,λ) са

Skel(W,λ) :=
⋂
t<0

φt(U).

Скелет не зависи од избора скупа U , док jе рестрикциjа форме λ на ∂U кон-
тактна форма α. Лиувилово векторско поље дефинише слободно R-деjство
на W \ Skel(W,λ), а количник при овом деjству jе многострукост M дифео-
морфна са ∂U . На њоj зато постоjи контактна форма за коjу важи да иако
она сама зависи од избора U контактна структура ξ = kerα не зависи. Дру-
гим речима,W \ Skel(W,λ) jе симплектоморфно симплектизациjи од (M, ξ).
Због ове чињенице, (M, ξ) зовемо идеалном контактном границом много-
струкости (W,λ).
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Пример 17. ПосматраjмоЛиувиловумногострукост
(
R2n, 1

2

∑n
i=1(xi dyi−yi dxi)

)
.

Очигледно важи да jе Лиувилово векторско поље дато са

X = 1
2

∑(
xi ∂xi + yi ∂yi

)
.

Након канонске идентификациjе TpR2n иR2n jедначина коjа задаjењегов ток
jе

d

dt
φt(p) =

1
2
p

па jе ток дат са φt(p) = e
t
2p. Одавде jе jасно да за U можемо одабрати било

коjи диск са центром у координатном почетку. Према томе важи

Skel(R2n, λ) = {0}, (M, ξ) ∼= (S2n−1, ξstd),

односно кажемо да jе стандардна контактна сфера (S2n−1, ξstd) идеална кон-
тактна граница од (R2n, λ).

Дефинициjа 18. Лиувилову многострукост (W,λ) на коjоj постоjи Морсова
функциjа F : W → R таква да постоjе δ > 0 и нека Риманова метрика наW
за коjе jе задовољено

dF (Xλ) ≥ δ
(
|Xλ|2 + |dF |2

)
.

зовемо Ваjнстинова многострукост.

Значаjнановина коjу доносеВаjнстиновемногострукостиогледа се у томеда
докЛиувиловемногострукостимогу имати неповезану границу као и скелет
димензиjе веће од n, граница Ваjнстинове многострукости димензиjе веће
или jеднаке од четири jе повезана, а скелет jе униjа изотропних подмного-
струкости коjе су стабилне подмногострукости критичних тачака Лиувило-
вог векторског поља (видети [11]). За Ваjнстинову многострукост кажемо да
jе коначног типа акоМорсова функциjа F има коначно много критичних та-
чака. Тада jе скелет L изотропни комплекс:

L0 ⊂ · · · ⊂ Ln = L,

где jе Li \ Li−1 изотропна подмногострукост димензиjе i. Критичним делом
скелета зовемо Lcrit = L \ Ln−1.



Глава 2

Отворене књиге на контактним
многострукостима

2.1 Тополошке отворене књиге

Декомпозициjа отворене књиге jе поjам коjи постоjи и изван контактне гео-
метриjе. Реч jе превасходно о тополошкоj конструкциjи, те ово поглавље от-
почињемо детаљним излагањем ове дефинициjе.

Постоjи више еквивалентнихначина да опишемошта за датумногострукост
значи да има декомпозициjу отворене књиге и у зависности од потребе мо-
жемо се послужити било коjим од њих. Jедан од њих изложен jе у следећих
неколико дефинициjа.

Дефинициjа 19. Апстрактна отворена књига jе пар (P,Ψ) где jе страница
P компактна многострукост са границом без затворених компоненти, а мо-
нодромиjа Ψ дифеоморфизам од P коjи се поклапа са идентитетом на некоj
околини границе. Додатно, за две монодромиjе кажемо да су изотопне ако
су изотопне као дифеоморфизми коjи се подудараjу са идентитетом у око-
лини границе странице.

За дату апстрактну отворену књигу (P,Ψ) можемо конструисати торус пре-
сликавања P (Ψ), као количнички простор

P (Ψ) = P × [0, 2π]
/
(x, 2π)∼ (Ψ(x), 0)

.

Пошто jе Ψ тривиjално у околини границе, P (Ψ) jе многострукост са гра-
ницом ∂P (Ψ) ∼= ∂P × S1. Стога можемо залепити P (Ψ), дуж границе, са
∂P ×D2 на природан начин. Добиjену затворену многострукост означавамо
са OB(P,Ψ).

12
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Дефинициjа 20. За затворенумногострукостM иапстрактнуотворену књи-
гу (P, ψ) кажемо да jе (P, ψ) декомпозициjа отворене књигемногострукостиM
ако jеM ∼= OB(P, ψ).

Да бисмо стекли интуициjу о претходноj дефинициjи размотримо неколико
jедноставних примера у ниским димензиjама.

Пример 21. Поставимо P = [0, 2π] и Ψ = id. Тада jе

P (id) = [0, 2π]× [0, 2π]
/
(x, 2π)∼ (x, 0)

цилиндар са границом {0} × S1 ⊔ {2π} × S1. Идентификациjа у дефинициjи
OB(P,Ψ) налаже да P (id) треба залепити на {0, 2π} × D2 идентификуjући
∂(P (id)) = {0, 2π}×S1 са ∂({0, 2π}×D2) = {0, 2π}×S1. Ова конструкциjа даjе
цилиндар са два поклопца, што jе затворенамногострукост хомеоморфна са
S2. Испоставља се да jеS2 заправо jедина ориjентисана 2-многострукост коjа
има декомпозициjу отворене књиге. Ово ћемо показати након што дамо
следећу дефинициjу отворене књиге.

Пример 22. Размотримо случаj P = D2 и Ψ = id. Тада jе

P (Ψ) = D2 × [0, 2π]
/
(x, 2π)∼ (x, 0)

пун торусD2×S1 са границом ∂(P (Ψ)) = T 2 = S1×S1. Пажљивим посматра-
њем лепљења у дефинициjи OB(P,Ψ) примећуjемо да P (Ψ) треба залепити
са ∂D2 ×D2 = S1 ×D2 дуж заjедницке границе S1 × S1 идентификациjом

ρ : S1 × S1 → S1 × S1, ρ(θ, ϕ) = (θ, ϕ),

дакле, меридиjане првог пуног торуса лепимо за паралеле другог и обратно.
Реч jе управо о лепљењу коjе имамо у познатоj декомпозициjи

S3 = ∂(D4) = ∂(D2 ×D2) = (D2 × S1) ⊔ρ (S1 ×D2),

па jе добиjена многострукост OB(D2,Ψ) дифеоморфна са S3.

Дефинициjа 23. Декомпозициjа отворене књиге многострукостиM jе пар
(B, π) где су B подмногострукост од M кодимензиjе 2 и π : M \ B → S1 ло-
кално тривиjална глатка фибрациjа такви да постоjи околина U ∼= B×D2 од
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B са поларним координатама наD2 за коjу следећи диjаграм комутира

U \B −→ B × (D2 \ {0})
↓π ↓φ
S1 −→ S1

.

B зовемо повезом отворене књиге,U његовом адаптираномоколиномаPφ =

π−1(φ) страницом отворене књиге.

Пар (P,Ψ) из Дефинициjе 20 зваћемо апстрактном, а пар (B, π) из Дефини-
циjе 23 конкретном отвореном књигом.

B

P = π−1(φ0)

π

S1

φ0

Слика 2.1: Отворена књига у околини повеза

Напомена 24. Важно jе приметити да jе за π из претходне дефинициjе услов
да jе локално тривиjална фибрациjа еквивалентан томе да jе π сурjективна
субмерзиjа, односно, узимаjући у обзир димензиjу кодомена, просто сурjек-
тивно пресликавање без критичних тачака.

Покажимо сада тврђење поменуто у Примеру 21.

Тврђење 25. S2 jе jедина ориjентисана 2-многострукост коjа има декомпо-
зициjу отворене књиге.

Доказ. Нека jе M ориjентисана 2-многострукост са декомпозициjом отво-
рене књиге. Нека jе B повез а P страница те декомпозициjе. Тада имамо
фибрациjу

M \B −→ S1.

Пошто jе χ(M \ B) = χ(F ) · χ(S1), следи χ(M \ B) = 0. Приметимо да jе B
0-димензионална многострукост, дакле скуп дисjунктних тачака. Уклања-
њем околине сваке тачке из 2-многострукости M добиjамо jедну нову гра-
ничнукомпоненту. Користећиформулу заОjлерову карактеристикуповрши
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са границом добиjамо

χ(M \B) = 2− 2g − b = 0,

где g означава род а b броj граничних компоненти. Jедино решење ове jед-
начине jе b = 2 и g = 0. ДаклеM мора бити S2.

Ипак, тврђење наведено у Примеру 21 и даље ниjе доказано. Оно се одно-
сило на постоjање декомпозициjе отворене књиге у смислу Дефинициjе 20.
Стога, да бисмо оваj прелазак између дефинициjа оправдали излажемо до-
каз еквиваленциjе између претходне две дефинициjе декомпозициjе отво-
рене књиге.

Тврђење 26. Затворена многострукост М допушта декомпозициjу отворене
књиге у смислу Дефинициjе 20 ако и само ако допушта декомпозициjу отво-
рене књиге у смислу Дефинициjе 23.

Доказ. Претпоставимо за почетак да jе (P, ψ) апстрактна отворена књига за
M , односно да постоjи дифеоморфизам f : M → OB(P, ψ). Дефинишимо
B′ = ∂P × {0} ⊂ ∂P × {D2} и поставимо π′ : P (ψ) → S1 да буде π′(p, φ) = φ,
S1-координата на торусу пресликавања и π′ : ∂P × {D2 \ {0}} → S1 да буде
π′(p, ρ, θ) = θ, угаона координата у поларним координатама на пробушеном
диску. Ово пресликавање jе добро дефинисано, што следи из дефинициjе
идентификациjе граница коjом конструишемо OB(P, ψ), али и глатко, што
наjjедноставниjе можемо видети посматраjући крагнасте околине граница
двеjу залепљених многострукости. Уочимо садаB = f−1(B′) и π :M \B → S1

дефинисано са π = π′ ◦ f . Узевши у обзир Напомену 24 jасно jе да jе π фи-
брациjа, те jе на оваj начин конструисана конкретна отворена књига наM .

Са друге стране, нека jе наM већдата конкретна отворена књига (B, π). При-
метимо да смо у преласку са апстрактне на конкретну отворену књигу повез
конструисали управо као руб апстрактне странице P виђен у ∂P × D2, и да
jе управо ∂P ×D2 нормална околина повеза из дефинициjе 2 при овоj кон-
струкциjи, те да би природно било да тражену апстрактну отворену књигу
(P, ψ) конструишемо тако да важи P ∼= Pφ. Кључно питање jе заправо како
конструисати монодромиjу. У ту сврху уочимо адаптирану околину повеза
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U ∼= B ×D2 као и векторско поље ∂φ, а потом одаберимо Риманову метрику
g на M у коjоj jе ∂φ ортогонално на странице унутар B × B(0, 5

6
). Овакву

метрику можемо конструисати као комбинациjу произвољне Риманове ме-
трике g1 и експлицитно конструисане метрике g2 на B × (D2 \ {0}) коjа за-
довољава тражено своjство, где додатно можемо захтевати да се g поклапа
са g2 на B × B(0, 2

3
). Нека jе потом са X означено векторско поље на M \ B

ортогонално на странице отворене књиге, а коjе се jасно, по конструкциjи
g, поклапа са ∂φ на B × B(0, 2

3
). Према томе, његов ток, за време 2π, биће

идентитета на B × B(0, 2
3
) чиjа jе рестрикциjа на P := P0 \ B × B(0, 1

2
), у

ознаци ψ : P → P , управо тражена монодромиjа, таква да jе очигледно
M ∼= OB(P, ψ).

Ако кренемо од апстрактне отворене књиге (P, ψ), конструишемо много-
струкост OB(P,Ψ) са одговараjућом декомпозициjом отворене књиге, а за-
тим из ње конструишемо нову апстрактну отворену књигу, на претходно
описан начин, добиjамо апстрактну отворену књигу са страницама P ′ =

P ∪ ∂P × [0, 1/2] и монодромиjом Ψ′. Лако се види да jе ова монодромиjа
изотопна дифеоморфизму од P ′ добиjеном продужењем од ψ на ∂P × [0, 1/2]

идентитетом на ∂P × [0, 1/2]. С друге стране, можемо показати да изотопне
монодромиjе даjу дифеоморфне отворене књиге.

Тврђење 27. Нека су (P, ψ0) и (P, ψ1) две апстрактне отворене књиге са изо-
топним монодромиjама. Тада постоjи дифеоморфизам Φ из OB(P, ψ0) у OB
(P, ψ1) коjи странице индуковане декомпозициjе отворене књиге на OB(P,

ψ0) слика на странице декомпозициjе отворене књиге на OB(P, ψ1).

Доказ. Нека jе ψt изотопиjа од идентитете до ψ−1
1 ◦ ψ0 и µ : [0, 2π] → [0, 1]

глатка, монотоно растућа функциjа jеднака нули у околини 0 и jединици у
околини 2π. Дефинишимо пресликавање

Φ: P × [0, 2π] → P × [0, 2π], (x, ϕ) 7→
(
ψµ(ϕ)(x), ϕ

)
.

Оваj дифеоморфизамима своjство да jеΦ(x, ϕ) = (x, ϕ) за мало ϕ, иΦ(ψ−1
0 (x),

ϕ) = (ψ−1
1 (x), ϕ) када jе ϕ близу 2π. Стога, Φ дефинише дифеоморфизам

Φ: P (ψ0) → P (ψ1).

Пошто се ψt поклапа са идентитетом на околини границе од P , Φ можемо
глатко продужити идентитетом и на ∂P ×D2. Тиме jе доказ завршен.
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Пример 28. Посматраjмо R2 = C и на њему задате B = {0} и π : C \ B → S1

дато са π(z) = z
|z| . Лако jе проверити да jе на оваj начин задана декомпози-

циjа отворене књиге, у смислу дефинициjе 23, наR2 коjу због њеног значаjа,
у коjи ћемо се сада уверити, зовемо стандардном отвореном књигом на R2

и обележавамо са Bstd.

Дефинициjа 29. Декомпозициjа отворене књиге многострукостиM дата jе
пресликавањем f :M → C трансверзалним на Bstd.

На jедноставан начин можемо видети да jе ова дефинициjа еквивалентна
Дефинициjи 23, а последично, у случаjу декомпозициjе на затвореноj мно-
гострукости, и Дефинициjи 20. Наиме, ако jе дато f : M → C трансверзално
наBstd такво да 0 ∈ f(M), лако се проверава да jе

(
B = f−1({0}), π = f

|f |

)
кон-

кретна отворена књига на M . С друге стране, ако jе (B, π) конкретна отво-
рена књига наM , пресликавање из Дефинициjе 29 можемо дефинисати са

f(p) =

eiπ(p), p ∈M \B

0, p ∈ B
.

Његову добру дефинисаност и глаткост видимо из чињенице да у нормал-
ноj околини повезаB×D2, из Дефинициjе 23 важи f(p, z) = z. Додатно, ниjе
тешко видети да jе за дато (B, π) одговараjуће f –одговараjуће у овом кон-
тексту значи да jе arg(f(p)) = π(p)– jединствено до на множење позитивном
глатком функциjом. Због тога има смисла функциjу из Дефинициjе 29 звати
дефинишућом функциjом одговараjуће отворене књиге.

2.2 Контактне отворене књиге

Као што смо видели, декомпозициjа отворене књиге jе есенциjално чисто
тополошка структура. Међутим, следећомдефинициjом, а коjу за контактне
многострукости произвољне димензиjе даjе Жиру у [21], добиjамо начин да
отворене књиге доведемо у везу са контактним структурама.

Дефинициjа 30. Кажемо да jе контактна структура ξ наM адаптирана отво-
реноj књизи (B, π) и обратно, ако постоjи контактна форма α за ξ са следе-
ћим своjствима:
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• α индукуjе контактну форму на B,

• dα индукуjе симплектичку форму на унутрашњости сваке странице Pφ,

• ориjентациjа одB одређена контактном формом α подудара се са ори-
jентациjом коjу B наслеђуjе као граница симплектичке многоструко-
сти (Pφ, dα), за било коjе φ ∈ S1.

За форму α такође кажемо да jе адаптирана отвореноj књизи (B, π).

Неки аутори користе алтернативну дефинициjу, коjу и ми усваjамо као ка-
рактеризациjу адаптираности контактне форме декомпозициjи отворене
књиге. Наиме, ако са Rα означимо Ребово векторско поље форме α прет-
ходни услови своде се на то да jе (B,αB) контактна многострукост, а Ребово
векторско поље позитивно трансверзално на π, прецизниjе dπ(Rα) > 0, и
тангентно на B. Приметимо да jе за све φ ∈ S1 многострукост Pφ ∪ Pφ+π за-
творена хиперповрш уM но, будући да се ориjентациjе коjу свака од поjеди-
начних симплектичких страница задаjе на B слажу, у оквиру хиперповрши
Pφ ∪ Pφ+π оне се не могу слагати, односно (Pφ ∪ Pφ+π, dα) ниjе симплектичка
многострукост.

Пример 31. Посматраjмо S3 унутар C2 дато са

S3 =
{
(z1, z2) ∈ C2

∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1
}
.

Стандарднаконтактнаформа, у поларнимкоординатамапофакторима, дата
jе са

α = r21 dφ1 + r22 dφ2.

Нека jеB = {(z1, z2) ∈ S3 | z1z2 = 0}. Фибрациjу на S3\B можемо дефинисати
са

π : S3 \B −→ S1, (z1, z2) 7−→
z1z2
|z1z2|

,

што jе у поменутим поларним координатама записано са

π :
(
r1e

iφ1 , r2e
iφ2
)
7−→ φ1 + φ2 ∈ S1.

Страница Pφ = π−1(φ) може се параметризовати са

(0, 1)× S1 −→ Pφ ⊂ S3 \B, (r1, φ1) 7−→
(
r1e

iφ1 ,
√

1− r21 e
i(φ−φ1)

)
,
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што узимаjући у обзир све φ ∈ S1, даjе тривиjализациjу раслоjења S3 \B π−→
S1. У овим координатама се jедноставно проверава да jе α адаптирана кон-
тактна форма за отворену књигу (B, π) на S3.

Унутрашњост странице ове отворене књиге дифеоморфна jе са (0, 1)×S1, те
преостаjе интересантно питање, можемо ли експлицитно одредити моно-
дромиjу? Испоставља се да jе нашмодел довољно приjатан за рад да ово пи-
тање добиjе веома jедноставан одговор. Наиме, можемоилустровати поглед
на доказ Тврђења 26 из обрнуте перспективе. Наиме, лако jе приметити да
ако узмемо опадаjућу функциjу δ : [0, 1] → [0, 1], идентички jеднаку 1 близу 0
и 0 близу 1, у поларним координатама можемо дефинисати ток ϕt : S3 → S3,
са

ϕt :

φ1 7−→ φ1 + δ(r1)t,

φ2 7−→ φ2 + (1− δ(r1)) t.

Како jе π ◦ ϕt = π + t, важи да jе ϕt трансверзално на странице отворене
књиге (B, π), како и да слика странице на странице. Додатно, близу ri = 0,
за i = 1, 2, важи ∂

∂t
ϕt = ∂φi

, те видимо да jе монодромиjа дата баш са ϕ2π.

Да бисмо визуализовали лепљење у OB(P0, ϕ2π) вратимо се на параметри-
зациjу странице дату помоћу (r1, φ1). На Слици 2.2 приказана jе страница
отворене књиге са две обоjене криве коjе ће бити идентификоване при ле-
пљењу. Овако дефинисано пресликавање зовемо десно Деново увртање око
r1 =

1
2
.

r1 = 1

r1 = 0

φ1 = 0

r1 = 1

r1 = 0
ϕ2π(φ1 = 0)

Слика 2.2: Десно Деново увртање
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Оно што отворене књиге чини веома снажним алатом за рад са контактним
многострукостима jе управо контрола коjуможемода остваримона околини
повеза.

Лема 32. Нека jе (B, π) декомпозициjа отворене књиге наM и αњоj адапти-
рана контактна форма. Тада постоjи околина U повезаB и дифеоморфизам
ψ : B ×D2

ε → U такав да jе

ψ∗α = g · (α|B + r2 dθ),

где функциjа g : B ×D2
ε → R>0 задовољава ∂rg < 0 за r > 0.

Доказ. Идеjа jе да околинуB×D2
ε одредимо тако да радиjални правац одго-

вара карактеристичномправцу изЛеме 10. За почетак, одаберимофамилиjу
(Ωθ)θ∈S1, форми запремине на страницама компатибилних са подразумева-
ном ориjентациjом, датих са

Ωθ = −(cos θ dx+ sin θ dy) ∧ αB ∧ (dαB)
n−1.

Нека jе βθ = α|TPθ
, карактеристично векторско пољеXθ дато jе тада са

ιXθ
Ωθ = −βθ ∧ (dβθ)

n−1.

Из дефинициjе адаптираностиформеα имамо да jеXθ трансверзално наB и
показуjе ка унутрашњости странице. Како дужB имамо читаву S1-фамилиjу
векторских поља, ниjе jасно да ток од Xθ дефинише улагање. Оваj проблем
решавамо разматрањемD2-фамилиjе векторских поља, датих са

ιX̃
reiθ

(
dx ∧ dy ∧ αB ∧ (dαB)

n−1
)
= (r sin θ dx− r cos θ dy) ∧ α ∧ (dα)n−1,

где су (r, θ) поларне координате наD2.

Тврдимо да важи X̃reiθ |Pθ
= r Xθ. Заиста, како jе TPθ = ker(sin θ dx − cos θ dy),

важи
(sin θ dx− cos θ dy)(Xθ) = 0,

и последично

ιXθ

(
(sin θ dx− cos θ dy) ∧ Ωθ

)
= (sin θ dx− cos θ dy) ∧ ιXθ

Ωθ

= (sin θ dx− cos θ dy) ∧ βθ ∧ (dβθ)
n−1.
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Како jе (sin θ dx− cos θ dy)∧Ωθ = dx∧ dy∧αB ∧ (dαB)
n−1, ово jе управо жељена

jеднакост.

Означимо са ψ̃ r,θ
t и ψθt токове векторских поља X̃reiθ и Xθ респективно. Пре-

сликавање

Ψ: B ×D2
ε −→ B ×D2

(b, reiθ) 7−→ ψ̃ r,θ
1 (b, 0),

дефинише улагање за ε довољно мало, при чему по конструкциjи важи Ψ(b,

reiθ) = ψθr(b, 0). У Леми 10 видели смо

βθ(Xθ) = 0, LXθ
βθ = µθβθ,

за неку глатку функциjу µθ : Pθ → R. Лако видимоDΨ(∂r|Pθ
) = Xθ, па узевши

претходне услове у обзир добиjамо:

• Ψ∗α(∂r) = α
(
DΨ(∂r)

)
= βθ(Xθ) = 0,

• d

dr
Ψ∗βθ =

d

dr
(ψθr)

∗(βθ) = (ψθr)
∗(LXθ

βθ
)
= (ψθr)

∗(µθβθ).

Закључуjемо да постоjи глатко h : B × D2
ε → R, за коje jе αB + h dθ добро

дефинисана 1-форма, коjа задовољава

ker(Ψ∗α) = ker(αB + h dθ),

односно Ψ∗α = g̃ (αB + h dθ), за неко g̃ : B ×D2
ε → R>0.

Доказ завршавамо стандардном применом Греjеве стабилности. Наиме, ла-
ко jе проверити да, уз потенциjални избор мањег ε, линеарном интерпола-
циjом добиjамо фамилиjу контактних форми

αt = αB +
(
th+ (1− t)r2

)
dθ, t ∈ [0, 1],

па постоjи изотопиjа ϕt, за коjу jе ϕ∗
1(αB + h dθ) = αB + r2 dθ. Додатно, ова

изотопиjа генерисана jе векторским пољем пропорционалним са ∂r, па чува
странице и фиксира B.

Постављаjући ψ = Ψ◦ϕ1, добиjамо улагање коjе чува странице и задовољава
ψ∗α = g (αB + r2 dθ). Jедноставном рачунском провером може се утврдити
да jе услов адаптираности контактне форме посматраноj отвореноj књизи
еквивалентан управо са ∂rg < 0 за r > 0, те jе доказ завршен.
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Напомена 33. Свakeдве контактнеформеадаптиранеистоj отвореноj књизи,
коjе индукуjу симплектоморфне структуре на страницама су изотопне кроз
контактне структуре. Да бисмо ово видели пођимо од две форме, α0 и α1,
адаптиране на (B, π). На M поставимо Риманову метрику и дефинишимо
d̃ : M → R≥0, коjа мери квадрат растоjања од повеза. Како jе d̃ глатко близу
B, она се може деформисати до глатке функциjе d : M → R≥0, коjа jе jеднака
d̃ близу B и константна ван неке околине од B. За свакоK > 0 можемо тада
формирати, за t ∈ [0, K], фамилиjе адаптираних контактних форми

αt0 = α0 + tν, αt1 = α1 + tν,

где jе ν = d π∗(dθ) глатка форма наM \B, коjа се нулом глатко продужава на
B. Поента jе да за довољно велико K, линеарном интерполациjом између
αK0 и αK1 датом са

α̃t = (1− t)αK0 + tαK1 ,

добиjамо фамилиjу контактних форми адаптираних на (B, π). Стога смо
описали гладак пут

α0 7−→ αK0 7−→ αK1 7−→ α1,

и доказ завршава примена Греjеве стабилности.

Последица 34. Нека jе (B, π) декомпозициjа отворене књиге на M и α њоj
адаптирана контактнаформа. Тада jе повезB конвексна граница сваке стра-
ницеPφ у односунаЛиувилово векторскопољепридруженоЛиувиловоjфор-
ми α|Pφ.

Доказ. Како jе реч о своjству везаном за произвољно малу околину границе,
можемо искористити тривиjализациjу из претходне леме. У овоj параме-
тризациjи имамо

P̃φ = Ψ−1(Pφ) = {(p, r, θ) ∈ B ×D2
ε | θ = φ}.

Лиувилово векторско поље на унутрашњости странице дато jе jедначином

g αB = (αg)|Pφ = ιXα(dαg)|Pφ

= ιXα(dg ∧ αB) + g dαB

= dg(Xα)αB − αB(Xα) dg + g ιXαdαB,
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па ако распишемо dg = ∂rg dr + η и потражимо Xα у облику h∂r, преостаjе
само услов

g = (∂rg) · h

коjи по Леми 32 можемо испунити на r > 0, где добиjамо Xα = (∂rg)
−1g ∂r.

Како jе
g

∂rg
< 0 за r > 0, заиста важи да jе граница конвексна.

Напомена 35. Ако jе (B, π, α) контактна отворена књига и i : B × D2
ε ↪→ M

улагање из Леме 32, онда претходна последица показуjе да jе пар(
P δ
φ := Pφ \ i{(p, θ, r) | θ = φ, r < δ}, α|P δ

φ

)
Лиувилов домен, за све δ < ε. Међутим, исто тако можемо видети и да
(Pφ, α|Pφ) ниjе Лиувилов домен, те конвексност из Последице 34 ниjе про-
сто конвексност границе Лиувиловог домена. Реч jе заправо о конвексности
у бесконачности комплетирања Лиувилових домена (P δ

φ, α|P δ
φ
). Ова чиње-

ница може створити благу нелагодност у односу према контактним отворе-
ним књигама, а наjелегантниjи начин да jе третирамо jе помоћу концепта
идеалних Лиувилових домена, о коjем ће бити речи у Глави 3.

Турстон-Винкелнкемперова конструкциjа

Видели смо да jе геометриjска структура контактних отворених књига изу-
зетно приjатна за рад, односно да нампружа достамогућности за експлици-
тан рачун на апстрактноj контактноj многострукости. Међутим, ако не би-
смо могли да пронађемо контактне структуре ношене отвореном књигом,
ова чињеница би нам при истраживању контактне геометриjе билa иреле-
вантна. Срећом, ово ниjе случаj. Врaтимо се на апстрактне отворене књиге.
Седамдесетих година претходног века Турстон и Винкеlнкемпер полазећи
од ориjентабилне површи са границом P и њене монодромиjе Ψ констру-
ишу контакту структуру на OB(P,Ψ) адаптирану декомпозициjи отворене
књиге коjу на њоj дефинише (P,Ψ). Доказ коjи користи савремену нотациjу
може се пронаћи у [20]. На оваj начин они омогућаваjу широку примењи-
вост резултата о контактним отвореним књигама у димензиjи три. Ориjен-
табилност странице у димензиjи два одговара томе да jе она симплектичка,
стога, да бисмо добили сличан резултат у вишим димензиjама, неопходно
jе да дамо нешто снажниjе услове.
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Дефинициjа 36. За апстрактну отворену књигу (P,Ψ) кажемода jе симплек-
тичка ако jе (P, dβ) тачна симплектичка многострукост са конвексном гра-
ницом ∂P , а монодромиjа Ψ симплектоморфизам од (P, dβ).

Користећи симплектичке апстрактне отворене књиге и адаптираjући упра-
во идеjу из [43], Жиру у [21] даjе скицу доказа егзистенциjе контактне струк-
туре наOB(P,Ψ), коjа jе данас позната као генерализована Турстон-Винкелн-
кемперова конструкциjа.

Кључно питање на коjе треба дати одговор jе како симплектичку структуру
странице искористити за дефинисање контактне структуре нањеном торусу
пресликавања? Испоставља се да задовољаваjући одговор на ово питање да-
jемо само у случаjу када jе монодромиjаΨ, странице (P, dβ),тачан симплек-
томорфизам, односно, када постоjи некафункциjа f , таква да jеΨ∗β−β = df .
Наредна лема послужиће нам да покажемо да ово ниjе додатни услов.

Лема 37. Симплектичка монодромиjа Ψ странице (P, dβ) изотопна jе (кроз
симплектичке монодромиjе) тачном симплектоморфизму Ψ̄.

Доказ. Дефинишемо векторско пољеX на P jедначиномΨ∗β−β+ ιXω = 0 и
његов ток означавамо са φt. X jе нула на околини границе па jе φt глобално
дефинисано и jеднако идентитети на околини границе. Тврдимо да jеΨ◦φ1

тражени симплектоморфизам. Нека jе γ = Ψ∗β − β = −ιXω. Тада dγ = 0 и
стога

LXγ = d(γ(X)) + ιXdγ = 0,

дакле φ∗
tγ = γ за t ∈ R. Слично

LXω = d(ιXω) = −dγ = 0

па видимо и φ∗
tω = ω за t ∈ R. Jасно, добили смо да jе Ψ ◦ φ1 изотопно Ψ

кроз симплектоморфизме jеднакеидентитетинаоколини границе. Додатно
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LXβ = d(β(X))− γ, те рачунамо

(Ψ ◦ φ1)
∗β − β = φ∗

1Ψ
∗β − β

= φ∗
1(β + γ)− β

= γ +

∫ 1

0

d

dt
φ∗
tβ

= γ +

∫ 1

0

φ∗
t (LXβ)

= d

∫ 1

0

φ∗
t (β(X)).

Проблем коjи се поjављуjе у вишим димензиjама и спречава нас да дамо до-
каз идентичан оном у три димензиjе (видети [20], стр. 151–154) jе чињеница
да jе торус пресликавања сувише рестриктиван. Да бисмо то превазишли
даjемо следећу дефинициjу.

Дефинициjа 38. За апстрактну отворену књигу (P,Ψ) и глатко φ̃ : P → R>0,
константно на некоj околини ∂P , дефинишемо уопштени торус преслика-
вања као количничку многострукост

Pφ̃(Ψ) :=
{
(x, φ) ∈ P × R

∣∣ 0 ≤ φ ≤ φ̃(x)
}/

(x, φ̃(x)) ∼ (Ψ(x), 0).

Приметимо да jе ∂Pφ̃(Ψ) ∼= ∂P × (R/cZ), где jе c вредност функциjе φ̃ близу
∂P .

Дефинишемо и уопштење конструкциjе OB(P,Ψ) као количнички простор

OBφ̃(P,Ψ) :=
(
Pφ̃(Ψ) ⊔ ∂P ×D2

)/
∼

где jе ∼ идентификациjа (x, eiφ) ∈ ∂(∂P ×D2) и
[
x, c φ

2π

]
∈ ∂
(
Pφ̃(Ψ)

)
. Приме-

тимодапресликавањедато каоидентитетана ∂P×D2 и са (x, φ) 7→
[
x, φ

2π
φ̃(x)

]
дефинише дифеоморфизам између OB(P,Ψ) и OBφ̃(P,Ψ).

Теорема 39. Нека jе M дифеоморфно са OB(P,Ψ), где jе (P,Ψ) симплек-
тичка отворена књига. Тада, на M постоjи контактна форма α адаптирана
на декомпозициjу отворене књиге (B, π) коjа одговара апстрактноj отворе-
ноj књизи (P,Ψ).
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Доказ. Користећи Лему 37 и Тврђење 27 закључуjемо да jе довољно разма-
трати случаj када jе (P,Ψ) тачна симплектичка отворена књига, конкретно,
на Лиувиловом домену (P, dβ) важи

Ψ∗β − β = d(φ̃),

за неку функциjу φ̃ ∈ C∞(P ). Како jе P компактно можемо претпоставити
φ̃ : P → R>0.

На основу претходне дискусиjе довољно jе конструисати контактну форму
α на OBφ̃(P,Ψ).

• Контактна форма на Pφ̃(Ψ)

На P × R контактну форму α можемо задати са α = π∗
P (β) + dt, где jе πP

проjекциjа на P , a t проjекциjа на R. Посматраjмо

Φ: P × R −→ P × R

(x, φ) 7−→ (Ψ(x), φ− φ̃(x)).

Ниjе тешко видети да важи Pφ̃(Ψ) = P × R/⟨Φ⟩, где ⟨Φ⟩ означава цикличну
групу {Φk | k ∈ Z}. Стога, α дефинише форму на Pφ̃(Ψ) ако и само ако jе
Φ∗α = α. Рачун показуjе

Φ∗(π∗
P (β)

)
= (πP ◦ Φ)∗β = (Ψ ◦ πP )∗β = π∗

P (Ψ
∗β),

Φ∗(dt) = d(t ◦ Φ) = d(t− φ̃ ◦ πP ) = dt− π∗
P (dφ̃),

те добиjамо
Φ∗α = π∗

P

(
Ψ∗β − dφ̃

)
+ dt = π∗

P (β) + dt.

Дакле, α индукуjе контактну форму на Pφ̃(Ψ).

Додатно, како jе φ̃ ≡ c на некоj околини од ∂P , постоjи крагнаста околина
од ∂Pφ̃(Ψ) дифеоморфна са (−ε, 0] × ∂P × R/cZ, где jе (−ε, 0] × ∂P крагна-
ста околина дата током Лиувиловог векторског пољаXβ на (P, dβ), у ознаци
(fs)s∈(−ε,0]. На њоj важи

d

ds
f ∗
s β = f ∗

s

(
LXβ

β
)
= f ∗

s β,

те закључуjемо да у овим координатама на (−ε, 0] × ∂P × R/cZ имамо α =

esβ∂ + dφ.
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• Контактна форма на ∂P ×D2

Слично као у [20, стр. 153], користимо добиjену крагну да благо модифи-
куjемо лепљење у конструкциjи OBφ̃(P,Ψ). Прецизниjе, залепимо читаве
крагне са

(−ε, 0]× ∂P × R/cZ −→ ∂P × {1 ≤ r < 1 + ε} × R/cZ

(s, x, φ) 7−→ (x, r := 1− s, φ).

Контактну форму на ∂P×D2(1+ε) сада конструишемо у облику α = h1(r)β∂+

h2(r)dφ, где функциjе h1, h2 чине такозвани Луцов пар, односно задовољаваjу

1. Близу r = 0: h1(r) = 2 и h2(r) = r2;

2. За r ≥ 1: h1(r) = e1−r и h2(r) = 1;

3. За све r ∈ [0, 1 + ε) важи h1(r)h′2(r)− h′1(r)h2(r) > 0.

Услов (1) обезбеђуjе глаткост α у ∂P ×{0}. Услов (2) обезбеђуjе глаткост про-
дужења форме α на OBφ̃(P,Ψ). Контактни услов за α на ∂P ×D2(1 + ε) jе

α ∧ (dα)n = nhn−1
1

(
h1h

′
2 − h′1h2

)
β∂ ∧ (dβ∂)

n−1 ∧ dr ∧ dφ > 0,

односно еквивалентан jе услову (3).

• Адаптираност контактне форме α

Унутар ∂P ×D2 странице су дате условом φ = const, па jе на њима рестрик-
циjа dα jеднака h′1(r) dr ∧ β∂ + h1(r) dβ∂. Примећуjемо да са наведеним h1 већ
имамо проблем jер jе h′1 ≡ 0 близу нуле. Ипак, ово лако решавамо поставља-
jући услов h1(r) = 2 − r2 близу нуле. Избегли смо да ово урадимо раниjе jер
чини проверу контактног услова за α неприjатниjом, али лако се уверити да
не мења ништа суштински. Претпоставимо такође и да jе h′1(r) < 0 за све
0 ≤ r < 1 + ε. Ориjентациjа странице унутар B ×D2(1 + ε) дата jе са

(dα)n = nhn−1
1 h′1 dr ∧ β∂ ∧ (dβ∂)

n−1,

док jе ориjентациjа повеза дата са(
α|TB

)
∧
(
dα|TB

)n−1
= 2n β∂ ∧ (dβ∂)

n−1.
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Услов адаптираности проверавамо контракциjом са спољашњом нормалом
−∂r, па како jе

ι−∂r h
′
1 dr ∧ β∂ ∧ (dβ∂)

n−1 = −h′1 β∂ ∧ (dβ∂)
n−1,

то се две ориjентациjе на B поклапаjу, што jе и требало доказати.

Ако jе (P, β,Ψ) симплектичка отворена књига, многострукост добиjену ге-
нерализованом Турстон–Винкелнкемперовом конструкциjом примењеном
на њу означаваћемо са OB(P, β,Ψ).

За краj поглавља, даjемо веома значаjан пример контактних многоструко-
сти добиjених генерализованом Турстон-Винкелнкемперовом конструкци-
jом, након промене симплектичке монодромиjе полазне апстрактне отво-
рене књиге.

Пример 40. Посматраjмо Ваjнстинов домен (W,λ) и претпоставимо да са-
држи уложену Лагранжеву сферу L ⊂ (W,λ). Позната чињеница у симплек-
тичкоj геометриjи jе да L има околину симплектоморфну околини нултог
сечења у T ∗L (видети Теорему 3.4.13 у [33]). Стога, довољно jе модифико-
вати монодромиjу унутар околине нултог сечења у T ∗Sn.

Да бисмо ово урадили, на Sn фиксираjмо такозвану облу метрику, односно
метрику коjа потиче од еуклидскеметрике наRn+1. Помоћуње идентифику-
jемо TSn и T ∗Sn, кроз музички изоморфизам v 7→ g(v, ·). Конструкциjу сада
спроводимо на TSn, на коjем jе симплектичка форма дата као диференциjал
повлачења канонске форме са T ∗Sn, експлицитно

λg|(p,v)(X) = g
(
v, dπ(X)

)
.

Дефинишемо Ден–Заjделово увртање τ : TSn → TSn са τ(p, v) = (p′, v′), где
jе p′ добиjено крећући се дуж геодезиjске кроз p за време π − |v|, а v′ дефи-
нисано као паралелни транспорт вектора v. У случаjу |v| > π постављамо
τ = id. Ниjе тешко видети да jе τ симплектоморфизам jер jе добиjено као
композициjа подизања антиподалног пресликавања и Хамилтоновог тока
за хамилтониjанH = max

{
|v|2
2
, π2

2

}
.

Како jеL тачна, затворена Лагранжева подмногострукост оно дефинишеЛе-
жандровуподмногострукостΛ уOB(W,λ,Ψ), попринципуизложеномуПри-
меру 11, а служећи се Тврђењем 78 и компактношћу L. Да бисмо ово на-
гласили уводимо ознаку (M, ξ,Λ) = OB(W,λ, L). Испоставља се да важи да
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композициjа монодромиjе са Ден–Заjделовим увртањем, након генерали-
зоване Турстон–Винкелнкемперове конструкциjе, одговара контактноj хи-
рургиjи (видети [47]) дуж Λ. Прецизниjе, OB(W,λ,Ψ ◦ τL) може се добити од
(Y, ξ) = OB(W,λ,Ψ), контактном хирургиjом дуж Λ.

Пођемо ли сада од Лагранжевог дискаD ⊂ (W,λ), са Лежандровом границом
∂D ⊂ (∂W, kerλ), можемо закачити Ваjнстинову ручку H дуж сфере ∂D, те
добити нови Ваjнстинов домен (W ∪H, λ′). Он природно садржи Лагранжеву
сферу L чиjа jе доња хемисфера D, а горња jезгро ручке H. Контактну мно-
гострукост OB(W ∪H,λ′,Ψ ◦ τL) тада зовемо позитивном, а контактну мно-
гострукостOB(W ∪H, λ′,Ψ◦τ−1

L ) негативном стабилизациjом одOB(W,λ,Ψ),
дужD.

Напомињемо да у конструкциjи за нама постоjи евидентан проблем са глат-
кошћу, коjи оваj пример чини неформалним. Но, са циљем да пре свега
изложимо Заjделову идеjу о вишедимензионалном Деновом увртању, иза-
брали смо овакав приступ. Свим детаљима коjи недостаjу да претходна кон-
струкциjа буде формална посвећене су белешке Ота ван Курта [46].



Глава 3

Егзистенциjа контактних
отворених књига

Наш примарни циљ у овоj Глави jе да изложимо доказ следеће теореме, коjа
показуjе да су отворене књиге свеприсутне у контактноj геометриjи и топо-
логиjи.

Теорема 41. ([21]) На свакoj затворенoj контактнoj многострукости постоjи
контактна отворена књига.

Кључна уЖируовом доказу jе контактна верзиjа техника коjе у симплектич-
коj геометриjи развиjа Доналдсон у [14] и [15]. Пратићемо углавном експозе
дат у [40].

Доказ Теореме 41 своди се, након опсервациjе да су инверзне слике нуле за
jедну класе сечења комплексног раслоjења коjе се природно придружуjе сва-
коj контактноj многострукости њене контактне подмногострукости, на тех-
ничке детаље. Контактне многострукости, међутим, нису минималан амби-
jент на коме можемо развити потребне технике. Са жељом да ову тезу обо-
гатимо што већим броjем концепта са коjима се човек сусреће у покушаjу
да истражуjе контактну геометриjу и топологиjу, дискутуjемо и о следећоj
нешто широj класи многострукости.

3.1 Квази-контактне структуре

Дефинициjа 42. Квази-контактна структура на (2n+ 1)-многострукостиM
jе пар (ξ, β) где jе ξ коориjентисана дистрибуциjа, а β 1-форма наM таква да
jе (ξ, dβ) симплектичко раслоjење.

30
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Jасно, ако jе (M, ξ = kerα) контактна многострукост, онда jе (ξ, dα) квази-
контактна структура наM .

Свакоj квази-контактноj структури (ξ, β) можемо придружити предкванти-
забилно линиjско раслоjење коjе чине тривиjално ермитско линиjско расло-
jење L = M × C и конексиjа ∇L = d − iβ. О овоме треба размишљати на
следећи начин.

• НаLпостоjи канонскиизбор ермитске структуреhдат саh((p, a), (p, b)) =
ab̄

• Конексиjа jе пресликавање∇L : Γ(L) → Γ(T ∗M⊗L). Како jе у посматра-
ном случаjу простор глатких сечења раслоjења L jедноставно простор
глатких функциjа наM са вредностима уC,∇L може бити схваћено као
оператор коjи сваком сечењу додељуjе глатку 1-форму са вредностима
у C. За задато∇L имамо

(∇Ls)p(v) = dsp(v)− iβp(v)s(p) = lim
t→0

s(γ(t))− s(p)

t
− is(p)βp(v),

где jе s ∈ Γ(L), v ∈ TpM , γ : (−1, 1) →M крива за коjу jе dγ(0)(∂t) = v.

• На датом ермитском раслоjењу (E →M,h) конексиjа∇ jе ермитска ако
за s, t ∈ Γ(E) и v ∈ X(M) важи v(h(s, t)) = h(∇vs, t) + h(s,∇vt). У нашем
случаjу можемо оваj услов записати и као

h(∇Ls, t) + h(s,∇Lt) = (ds− iβs)t̄+ s(dt− iβt)

= t̄ ds− iβst̄+ s dt̄+ iβst̄

= s dt̄+ t̄ ds

= d(st̄)

= d(h(s, t)),

где смо искористили чињеницу да β узима вредности у R.

• На послетку, свака конексиjа задовољава Лаjбницово правило∇(fs) =

df ⊗ s+ f∇s, за све s ∈ Γ(E) и f ∈ C∞(M), што лако проверавамо.

Свакоj конексиjи придружуjемо и њену кривину, F∇(v1, v2)s = ∇v1∇v2s −
∇v2∇v1s−∇[v1,v2]s, а∇L задовољава F∇L

= −idβ.
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Намногострукости са квази-контактном структуром (ξ, β)можемо одабрати
компатибилну скорокомплексну структуруJ просто као компатибилнуком-
плексну структуру на симплектичком раслоjењу (ξ, dβ). Потом има смисла
говорити и о компатибилноj Римановоj метрици наM — то jе било коjа Ри-
манова метрика g коjа за све u, v ∈ ξ задовољава услов g(u, v) = dβ(u, Jv), као
и да jе ker dβ ортогонално на ξ. Овакво g очигледно ниjе jединствено, али
се избор jасно своди на избор jединичног векторског поља у ker dβ. Овако
одабрано поље зваћемо Ребовим и означавати са R. Дефинишемо jош и 1-
форму α са α(v) := g(R, v). Jасно, важи ξ = kerα.

Након што смо дефинисали компатибилну скоро комплексну структуру J
можемо направити и кључни корак за даља разматрања — раздвоjити ко-
нексиjу било ког ермитског раслоjења ∇ дуж ξ на њен холоморфни и анти-
холоморфни део, ∂ и ∂̄ респективно. Они су дефинисани са:

∂vs =
1
2
(∇vs− i · ∇Jvs),

∂̄vs =
1
2
(∇vs+ i · ∇Jvs).

Jасно, ∇ = ∂ + ∂̄, те како jе ∂ комплексно линеарно, а ∂̄ комплексно анти-
линеарно, можемо рећи да ∂̄ мери одступање ∇ од комплексно линеарног
пресликавања.

За краj одељка наведимо и jедан куриозитет о квази-контактним структу-
рама. Дуго недоказана хипотеза у контактноj топологиjи био jе h-принцип:

Теорема 43. Свака скоро контактна структура на многострукостиM хомо-
топна jе контактноj структури.

Случаj када jе M отворена директно jе имплициран Громовљевим h-прин-
ципом [23]. У димензиjи три доказ даjе Луц у [28], за просто повезане за-
творене многострукости димензиjе пет Гаjгес у [19], а за произвољну мно-
гострукост димензиjе пет, Касал, Панчоли и Пресас у [9]. У последњем раду
показана jе важност квази-контактних многострукости, наиме за њих важи
аналоган h-принцип:

Теорема 44. Свака скоро контактна структура на многострукостиM хомо-
топна jе квази-контактноj структури.
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Служећи се посве другачиjим техникама, случаj затворене многострукости
произвољне димензиjе показуjу Борман, Елиjашберг и Марфи [3].

3.2 Идеjе из линеарне алгебре

Дефинициjа 45. За линеарно пресликавање f : Rn → Rm кажемо да jе ϵ-
трансверзално на нулу ако има десни инверз норме мање од ϵ−1.

Лема 46. Линеарно пресликавање f : Rn → Rm jе ϵ-трансверзално на нулу
ако и само ако постоjи m-димензионални потпростор W ⊂ Rn такав да за
све w ∈W важи ∥f(w)∥ ≥ ϵ∥w∥.

Доказ. (⇒): Нека jе g : Rm → Rn десни инверз пресликавања f . Простор
W := g(Rm) задовољава жељено своjство.

(⇐): Ако jе W ⊂ Rn потпростор са своjством из исказа теореме десни ин-
верз g норме мање од ϵ−1 можемо дефинисати као инверз линеарног
изоморфизма f |W : W → Rm.

На основу поjма ϵ-трансверзалности можемо доћи до довољних услова да
тангентна раслоjења одговараjућих подмногострукости буду симплектичка
подраслоjења. Први корак jе и даље потпуно линеаран.

Лема 47. Нека jе f : Cn → Cm jедноR-линеарнопресликавање ϵ-трансверзално
на нулу. Тада постоjи δ = δ(ϵ) > 0 такво да ако антихоломорфни део пресли-
кавања f задовољава

∥f 0,1∥ = ∥f + if(i·)∥ ≤ δ,

онда jе ker f симплектички потпростор од Cn.

Доказ. Радимо са произвољним комплексним структурама J1 и J2, прои-
звољним симплектичким формама ω1 и ω2 на Cn и Cm редом. Све норме
рачунамо у односу на компатибилне скаларне производе gi = ωi(·, J ·), за
i ∈ {1, 2}.
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Тврдимо да jе довољно одабрати δ(ϵ) = ϵ
8
. Стога посматраjмо f = f 1,0 + f 0,1,

где су f 1,0 и f 0,1 пресликавања за коjа важи:

f 1,0 ◦ J1 = J2 ◦ f 1,0, f 0,1 ◦ J1 = −J2 ◦ f 0,1, ∥f 0,1∥ < δ.

Пресликавање f jе ϵ-трансверзално на нулу, специjално оно jе сурjективно,
па важи

dimR(K := ker f) = 2n− 2m.

Са K ′ означимо потпростор ker f 1,0, а са g : Cm → Cn десни инверз пресли-
кавања f норме мање од ϵ−1. Тада jе f 1,0g = IdCm − f 0,1g инвертибилно jер
jе ∥f 0,1g∥ ≤ δϵ−1 = 1

8
< 1, са инверзом (f 1,0g)−1 норме мање или jеднаке од(

1− δ
ϵ

)−1.

Пресликавање g̃ := g(f 1,0g)−1 дефинишедесниинверзпресликавања f 1,0 нор-
ме мање од ϵ−1

1−δϵ−1 = 1
ϵ−δ . Закључуjемо да jе f

1,0 сурjективно, аK ′ комплексни
потпростор од (Cn, J1) реалне димензиjе 2n− 2m.

Посматраjмо сада пресликавања FK = Id − gf и FK′ = Id − g̃f 1,0. Очигледно
важи FK |K = Id, FK′ |K′ = Id, док за u′ ∈ K ′ имамо ∥u′−FK(u′)∥ = ∥gf 0,1(u′)∥ ≤
∥u′∥
8
, а за u ∈ K важи

∥u− FK′(u)∥ = ∥g̃f 1,0(u)∥ = ∥g̃(−f 0,1)(u)∥ ≤ δ

ϵ− δ
∥u∥ =

1

7
∥u∥.

Да бисмо показали да jе ω1|K недегенерисано фиксираjмо v ∈ K норме 1.
Нека jе v′ = FK′(v). Тада f 1,0(v′) = f 1,0(v)− f 1,0(v)g̃f 1,0(v) = 0, односно v′ ∈ K ′.
Како jе K ′ комплексан векторски потпростор од (Cn, J1) имамо и J1v′ ∈ K ′.
Поставимо сада w = FK(J1v

′). Тада важи f(w) = f(J1v
′) − fgf(J1v

′) = 0,
односно w ∈ K. По конструкциjи и претходним разматрањима имамо:

∥v − v′∥ = ∥v − FK′(v)∥ ≤ 1
7
⇒ 6

7
≤ ∥v′∥ ≤ 8

7
,

∥w∥ ≤ ∥J1v′∥+ ∥w − J1v
′∥ ≤ 8

7
+ 1

7
= 9

7
.

Како важи

ω1(v, w) = ω1(v
′, J1v

′) + ω1(v − v′, w) + ω1(v
′, w − J1v

′),

из Коши-Шварцове неjеднакости следи |ω1(a, b)| ≤ ∥a∥∥b∥, па на основу прет-
ходних оцена добиjамо |ω1(v, w)| ≥ 13

49
> 0.

Закључуjемо да jе ω1|K недегенерисано, што jе и требало доказати.
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Мотивисани резултатима Леме 47 даjемо следећу дефинициjу.

Дефинициjа 48. Нека jе E → M ермитско комплексно раслоjење на коjем
jе дата конексиjа ∇. За сечење s : M → E кажемо да jе ϵ-трансверзално на
нулу дуж ξ ако за све p ∈M важи бар jедан од услова:

• ∥s(p)∥ > ϵ

• ∇ξ(s)(p) : ξp → Ep jе ϵ-трансверзално на нулу.

За подмногострукост S ↪→ i(M, ξ, β) кажемо да jе квази-контактна ако jе ξ
свуда трансверзално на S и ако jе (i∗(ξ), i∗(β)) квази-контактна структура на
S.

Пандан Леми 47 jе:

Лема 49. За свако ϵ > 0 постоjи δ = δ(ϵ) > 0 такво да ако jе s : M → E ϵ-
трансверзално на нулу дуж ξ и ∥∂̄s∥ ≤ δ, онда jе Z(s) := s−1(0s) глатка квази-
контактна подмногострукост од (M, ξ, β).

Доказ. Са r означимо ранг комплексног раслоjења E. Локална форма про-
извољне конексиjе jе ∇ = d + ω, за неко ω ∈ Ω1(U,End(E)) (видети Главу
11 у [44]) и стога на Z(s) важи ∇s = ds. Кад год jе s(p) = 0 имамо ϵ-транс-
верзалност пресликавања ∇ξs : TpM → Ep, специjално, ∇ξs jе сурjективно
па закључуjемо да jе на Z(s), сечење s трансверзално на нулто сечење у E.
Одавде следи први део тврђења: Z(s) jе глатка подмногострукост одM ре-
алне димензиjе 2(n− r) + 1.

У p ∈ Z(s) имамо

TpZ(s) ∩ ξp = ker∇s(p) ∩ ξp = ker∇ξs(p),

те поново из сурjективности ∇ξs(p) имамо dimR(TpZ(s) ∩ ξp) = 2(n − r). За-
кључуjемо да не важи TpZ(s) ⊂ ξp и, будући да jе кодимензиjа раслоjења ξ
jеднака 1, TpZ(s) + ξp = TpM . Како jе p ∈ Z(s) произвољно важи Z(s) ⋔ ξ.

Преостаjе да проверимо да jе (i∗(ξ), dβ) = (ker∇ξs, dβ) симплектичко расло-
jење за довољно мало δ, но ово jе управо закључак Леме 47.
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3.3 Асимптотски холоморфна сечења

Нека jе L линиjско раслоjење коjе смо придружили квази-контактноj мно-
гострукостиM . Датом ермитском раслоjењу можемо тада придружити низ
раслоjења Ek := E ⊗ L⊗k. Ако jе g метрика наM дефинисана у Поглављу 3.1
за k ∈ N дефинишемо gk = k · g.

Дефинициjа 50. Низ сечења sk : M → Ek зовемо Cr-асимптотски холо-
морфним ако важи:

∥sk∥k = O(1), ∥∇ℓsk∥k = O(1), ∥∇ℓ−1∂̄sk∥k = O(k−
1
2 ), ∀ℓ ≤ r,

где норме рачунамо у односу на низ метрика gk.

Наш први значаjниjи циљ jе да докажемо следећу теорему.

Теорема 51. Нека jеE ермитскораслоjењенадM и sk :M → Ek асимптотски
холоморфан низ сечења. Тада постоjи ϵ > 0 и асимптотски холоморфан низ
сечења s̃k :M → Ek, ϵ-трансверзалних на нулу дуж ξ такав да jе |s̃k−sk|C2 ≤ δ.

Из дефинициjе асимптотске холоморфности и Леме 49 непосредно следи да
ако jе асимптотски холоморфан низ сечења sk ϵ-трансверзалан на нулу, онда
jе за довољно велико k скуп нула Z(sk) квази-контактна подмногострукост
од (M, ξ, β).

Доказ базирамо на теореми коjу у овоj верзиjи, у [35] показуjе Жан Пол Мо-
сен. Да бисмо дали исказ теореме неопходно jе да знамо шта значи да за
симплектичку многострукост (M,ω) кажемо да jе целоброjне класе. Наиме,
како jе ω затворена форма, односно dω = 0, имамо [ω] ∈ H2

dR(M). Потом мо-
жемо искористити де Рамову теорему, у коjоj jе успостављен изоморфизам
између група у де Рамовоj кохомологиjи и група у глаткоj сингуларноj ко-
хомологиjи (коjе су изоморфне „обичноj” сингуларноj кохомологиjи). Оваj
изоморфизам дат jе са

[β]
J7−→
(
[σ] 7−→

∫
σ

β

)
,

где jе [β] ∈ Hp
dR(M) и [σ] ∈ H∞

p (M,R) ∼= Hp(M,R), а σ било коjи глатак p-
цикл коjи представља хомолошку класу [σ]. Како радимо са коефициjентима
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у пољу R имамо Hp(M,R) ∼= Hom(Hp(M,R),R), те jе са J успостављен изо-
морфизам измеђуHp

dR(M) иHp(M,R), за све p.

Дефинициjа 52. За (M,ω) кажемо да jе целоброjне класе ако J [ω], где jе J де
Рамов изоморфизам, лежи у слици природног хомоморфизма, индукованог
хомоморфизмом коефициjената,H2(M,Z) → H2(M,R).

Детаљна дискусиjа о де Рамовом изоморфизму може се пронаћи у Глави 18
у [26]. Напомињемо, такође, да се ниjе тешко уверити да jе J [ω] у слици
H2(M,Z), ако и само ако, за све σ коjи представљаjу класу у H∞

2 (M,R) важи∫
σ
ω ∈ Z.

Теорема 53. Нека jе (M,ω) симплектичка многострукост целоброjне класе.
За фиксирану компатибилну скоро комплексну структуру J , затворену под-
многострукост S и ермитско раслоjење E → M посматраjмо асимптотски
холоморфан низ сечења sk :M → E⊗L⊗k. Тада за произвољно δ > 0 постоjи
C3-асимптотски холоморфан низ сечења s̃k :M → E ⊗ L⊗k коjи задовољава

• |s̃k − sk|C2 ≤ δ

• s̃k jе ϵ-трансверзално на нулу дуж S, за неко ϵ коjе не зависи од k.

Напомена 54. У исказу претходне теореме не наводимо шта за низ сечења
ермитског раслоjења значи да jе Cr-асимптотски холоморфан, но та дефи-
нициjа била би сувишна jер jе идентична Дефинициjи 50. Много значаjниjи
детаљ jе захтев да [ω] буде целоброjна класа. Он jе заправо еквивалентан
услову да постоjи линиjско ермитско раслоjење L→M са конексиjом∇ чиjа
jе кривина F∇ = −iω (Тврђење 8.3.1 у [48]), коjи jе у случаjу квази-контактне
структуре био канонски остварив.

За дату квази-контактну многострукост (M, ξ, β) можемо дефинисати њену
симплектизациjу SM =M × [−σ, σ] са формом ωS = d(β+ tα), где jе σ бирано
довољно мало тако да jе ωS симплектичка. M тада можемо видети унутар
SM као затворену подмногострукост M × {0}. Идеjа нам jе да некако пре-
несемо закључке Теореме 53 на M × {0}. Први предуслов за овако нешто
jе компатибилност одговараjућих структура на M и SM . Ово остваруjемо
помоћу неколико избора.
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• Компатибилно J са (M, ξ, β) продужавамо на SM тако што узимаjући у
обзир TSM = ξ ⊕ ⟨R⟩ ⊕ ⟨∂t⟩ постављамо Ĵ∂t = R. Управо овако дефи-
нисана скоро комплексна структура компатибилна jе са ωS.

• Придружена Риманова метрика ĝ = ωS(·, Ĵ ·) задовољава да jе ∂t орто-
гонално на TM и jединично.

• Дефинисано предквантизабилно раслоjење надM може се видети као
рестрикциjа тривиjалног раслоjења L = SM × C са конексиjом ∇ =

d− iβ̂.

Дефинициjа 55. Нека jе E → SM ермитско раслоjење са конексиjом ∇. За
сечење s : SM → E кажемо да jе ϵ-трансверзално на нулу дужM ако за све
p ∈M важи jедно од два тврђења

• |s(p)| > ϵ

• ∇M(s)(p) : (T (M × {0}))p → Ep jе ϵ-трансверзално на нулу.

Ако са i означимо улагањеM ↪→M × {0} ⊂ SM , те ако jе sk : SM → E ⊗ L⊗k

асимптотски холоморфан низ сечења, на основу малопређашњих комен-
тара о релевантним структурама на SM тривиjално имамо да jе i∗sk : M →
Ek асимптотски холоморфан низ сечења. Да бисмо видели да се и трансвер-
залност дужM преводи у трансверзалност дуж ξ даjемо следећу лему.

Лема 56. Нека jе s : SM → E ϵ-трансверзално на нулу дужM . Тада постоjи
δ = δ(ϵ) > 0 такво да ако jе ∥∂̄s(p)∥ < δ за све p ∈M×{0}, онда jе i∗s :M → i∗E
ϵ
2
-трансверзално на нулу дуж ξ.

Доказ. Фиксираjмо p ∈ M × {0}. Ако jе |s(p)| > ϵ немамо шта да провера-
вамо. Претпоставимо зато да jе ∇Ms(p) : ξp ⊕ ⟨R⟩ → Ep ϵ-трансверзално на
нулу. Нека jе са r означена комплексна димензиjа раслоjења E. Желимо да
покажемо да jе F := (∇Ms(p))|ξp ϵ

2
-трансверзално на нулу. Нека jе f = ∂s(p)

и δ довољно мало тако да jе ϵ′ = 3
4
ϵ и f ϵ′-трансверзално на нулу — ово jе

могуће jер ∥∇Ms(p) − ∂s(p)∥ ≤ δ, па ∂s(p) има десни инверз норме мање од
(ϵ− δ)−1 = (ϵ′)−1.
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Према Леми 46 постоjи 2r-димензионални потпростор W ⊂ ξp ⊕ ⟨R⟩ такав
да за w ∈W важи |f(w)| ≥ ϵ′∥w∥. Ако jеW ⊂ ξp доказ jе завршен.

У супротном, нека jе V = W ∩ ξp. Тада jе dimR V = 2r−1 иH = f(V ) jе реална
хиперраван у Ep. Нека jе ωE симплектичка форма на Ep. У односу на њу
можемо одабрати изотропан потпростор од H димензиjе r. Означимо га са
U . Нека jе Ũ = f−1(U)и ŨC := Ũ⊕JŨ . Из f(Ũ⊕JŨ) = U⊕iU = Ep закључуjемо
да jе dimR ŨC = 2r, а по дефинициjи скоро комплексне структуре J важи ŨC ⊂
ξp. Доказ завршавамо опсервациjом да за u = u1 + Ju2 важи:

∥f(u)∥2 = ∥f(u1) + if(u2)∥2

= ∥f(u1)∥2 + ∥f(u2)∥2 + 2gE(f(u1), if(u2))

= ∥f(u1)∥2 + ∥f(u2)∥2

≥ (ϵ′)2(∥u1∥2 + ∥u2∥2)

≥ (ϵ′)2

2
∥u∥2.

Доказ Теореме 51. Посматраjмо описану симплектичку многострукост (SM,

d(β + tα)). За затворену подмногострукост S из исказа Теореме 53 одабе-
римо башM × {0}. Ако одаберемо низ sk : SM → E ⊗ L⊗k нула сечења он jе
тривиjално асимптотски холоморфан. Теорема 53 тада гарантуjе постоjање
асимптотски холоморфног низа сечења s̃k : SM → E⊗L⊗k ε-трансверзалних
на нулу дуж M . На основу претходне дискусиjе и Леме 56 рестрикциjа на
i : M ↪→M ×{0} дефинише низ сечења i∗s̃k : M → Ek коjи jе асимптотски хо-
ломорфани за коjи важида jе почевшиоднеког k0 свако i∗s̃k ε

2
-трансверзално

на нулу дуж ξ.

3.4 Доказ Теореме Жируа

Покажимо сада Теорему 41.

• Конструкциjа тополошке отворене књиге

Нека jе β контактна форма на (M, ξ). Фиксираjмо ознаке из Поглавља 3.1.
Читава теориjа коjу смо претходно развили за квази-контактне многостру-
кости важии у овом специjалном случаjу, уз напомену да jе квази-контактна
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подмногострукост из Леме 49 у овом случаjу тривиjално контактна подмно-
гострукост. Теорема51 гарантуjе стогапостоjањениза асимптотски-холоморфних
сечења sk : M → L⊗k, ε-трансверзалних на нулу дуж ξ почевши од неког k0.
Лема 49 обезбеђуjе да jе Bk := Z(sk) контактна подмногострукост од (M, ξ).
Управо неко Bk искористићемо за дефинисање повеза.

Посматраjмо низ пресликавања πk : M \ Bk → S1 датих са πk(p) = sk(p)
|sk(p)|

. На-
помињемо да jе кодомен добар jер jе по дефинициjи L⊗k тополошки три-
виjално, односно jеднако M × C, те се свако sk заиста може схватити као
глатко пресликавање из M у C. На основу Напомене 24, покажемо ли да jе
πk субмерзиjа и да можемо пронаћи одговараjућу околину од Bk , имамо да
jе (Bk, πk) декомпозициjа отворене књиге наM .

У ту сврху посматрамо фамилиjе скупова Uk =
{
p ∈M | |sk(p)| < ε

2

}
и Vk ={

p ∈M | |sk(p)| > ε
4

}
. Ковариjантни извод сечења sk jе∇sk = dsk(p)−ikαsk(p),

па дуж Ребовог поља важи ∇Rβ
sk(p) = dRβ

sk(p) − iksk(p). По конструкциjи у
3.1 Ребово поље задовољава

∥Rβ∥k =
(
gk(Rβ, Rβ)

1
2

)
= (kg(Rβ, Rβ))

1
2

= k
1
2 ,

а ковариjантни извод задовољава ∥∇sk∥ = O(1), па закључуjемо |dRβ
sk −

iksk| = O(k
1
2 ).

На Vk добиjамо dRβ
sk = iksk

(
1 +O(k−

1
2 )
)
, и рачунамо

dRβ
πk =

(
dsk
|sk|

− sk
|sk|2

d|sk|
)
(Rβ)

=
dRβ

sk

|sk|
− sk

|sk|2
dRβ

|sk|

=
1

|sk|

(
dRβ

sk −
1

sk
2Re

(
πk dRβ

sk
))

=
1

|sk|

(
iksk +O(k

1
2 )− 1

sk
2Re

(
sk
|sk|

(
iksk +O(k

1
2 )
)))

=
1

|sk|
iksk +O(k

1
2 ).

Закључуjемо да jе за довољно велико k Ребово поље трансверзално на πk на
отвореном скупу Vk, односно да jе πk|Vk субмерзиjа.
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Фиксираjмо сада p ∈ Uk. За v ∈ ξp важи ∇vsk = dvsk(p), па из чињенице да
ε-трансверзалност за p ∈ Uk повлачи да jе ∇ξpsk : ξp → C сурjективно закљу-
чуjемо да jе sk|Uk

: Uk → C, а последично и πk|Uk
= sk

|sk|

∣∣
Uk

: Uk → S1 субмерзиjа
за довољно велико k.

Показали смо, дакле, да jе за довољно велико k, са (Bk, πk) задата декомпо-
зициjа отворене књиге наM .

• Адаптираност контактне структуре

Унутар Vk услов адаптираности dRβ
πk ̸= 0 jе већ проверен. Међутим, не мо-

жемо очекивати да jе све задовољено и на околини повеза Bk — ово би зна-
чило да jе произвољна контактна форма α адаптирана конструисаноj отво-
реноj књизи (Bk, πk). Идеjа jе зато да изменимо контактну форму близу Bk.

Прва важна опсервациjа jе да jе свако Bk(t) = Z(sk− t) контактна подмного-
струкост од (M, ξ) за t ∈ D2

(
ε
2

)
. Заиста, премда sk − t ниjе асимптотски хо-

ломорфан низ сечења за одабране t он остаjе низ сечења ε
2
-трансверзалних

на нулу дуж ξ, а антихоломорфни део ковариjантног извода сечења остаjе
непромењен jер jе ∂t = 0. Пресликавање

Πk : Uk −→ D2
(
ε
2

)
p 7−→ sk(p)

jе тада контактна фибрациjа. Понављаjући у потпуности први део доказа
Леме 32 добиjамо функциjу δ : Bk → R>0 такву да за Ũk = {(p, v) ∈ Bk × C |
|v| ≤ δ(p)} постоjи дифеоморфизам

ϕk : Bk ×D2(δ0) → Ũk,

за коjи jе πD2 = Πk ◦ ϕk и важи

ϕ∗
k = g̃

(
βBk

+ r2dθ
)
.

Идентично као у Леми 32 имамо ∂rg̃ < 0 на ϕ−1
k (Ũk ∩ Vk), међутим близу Bk

ово не мора бити тачно.

Контактну форму модификуjемо управо унутарBk×D2(δ0) тако што g̃ заме-
њуjемо глатком функциjом g : Bk ×D2(δ0) → R>0 коjа задовољава ∂rg < 0 за
r > 0, g(p, r) = k−r2 близуBk, g ≡ g̃ на ϕ−1

k (Vk∩Ũk). Како jе за довољно велико
k увек могуће одредити овакво g доказ jе завршен. □
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Конструкциjа коjу смо дали има jош jедну веома важну последицу. Не само
да свака затворена контактна многострукост допушта контактну отворену
књигу, већ за унутрашњости страница рестрикциjа адаптиране форме де-
финише структуру Ваjнстинове многострукости. За доказ ове чињенице ви-
дети Тврђење 12 у [21].



Глава 4

Унутрашња структура
контактних отворених књига

4.1 Идеални Лиувилови домени

Пре свега, напоменимо да у контексту овог поглавља доменпредставља ком-
пактну многострукост са границом.

Дефинициjа 57. Идеални Лиувилов домен jе пар (F, ω) коjи чине домен F
и идеална Лиувилова структура ω. Идеална Лиувилова структура ω jе тачна
симплектичка форма на IntF коjа допушта примитивну форму λ такву да
се за неку функциjу u : F → R≥0 са регуларним скупом нивоа B = ∂F =

u−1({0}) форма uλ продужава до форме на F коjа индукуjе контактну форму
на граници B.

Форму λ зовемо идеалном Лиувиловом формом, а њоj дуално векторско поље
Xλ — поље коjе задовољава iXλ

ω = λ— идеалним Лиувиловим пољем.

Напомена 58. Нека jе (F, ω) идеални Лиувилов домен, λ нека идеална Ли-
увилова форма и u : F → R≥0 нека функциjа из Дефинициjе 57. Нека jе
v : F → R≥0 произвољнафункциjа са регуларним скупом нивоаB = v−1({0}).
Посматраjмо форму vλ. На IntF важи vλ = v

u
· uλ. Нека jе B × (−1, 0] нека

крагнаста околина границе B = ∂F . За p ∈ B важи dup ̸= 0, dvp ̸= 0 но како
jе B = u−1({0}) = v−1({0}) важи TpB = ker dup = ker dvp, те из цепања коjе
даjе крагнаста околина TpF ∼= TpB ⊕ ⟨∂r⟩ закључуjемо ∂u

∂r
(p) ̸= 0, ∂v

∂r
(p) ̸= 0.

Адамарова лема даjе нам додатно u = rφ, v = rψ па имамо

lim
r→0

v

u
= lim

r→0

ψ

φ
=
∂rv

∂ru
> 0.

Стога jе рестрикциjа форме vλ на B jеднака рестрикциjи форме uλ на B по-
множене позитивном функциjом. Закључуjемо да у случаjу да jе λ идеална

43



ГЛАВА 4. УНУТРАШЊА СТРУКТУРА КОНТАКТНИХ ОТВОРЕНИХ КЊИГА 44

Лиувилова форма на (F, ω) можемо одабрати било коjу функциjу са своj-
ствима из Дефинициjе 57 те да контактна структура на B, заjедно са коо-
риjентациjом, не зависи од овог избора.

Испоставља се да важи и више—ни сама идеална Лиувилова форма ниjе део
података.

Тврђење 59. Нека jе (F, ω) идеални Лиувилов домен. Тада jе претходно опи-
сана позитивна контактна структура ξ на B = ∂F у потпуности одређена
формом ω. Додатно, она jе лево инвариjантна при сваком дифеоморфизму
домена F коjи чува ω.

Доказ. Фиксираjмо произвољне λ и u из Дефинициjе 57. Већ смо видели да
ξ не зависи од u. Означимо сада са β глатко продужење форме uλ са IntF на
F . На IntF тада важи

ω = dλ = d

(
β

u

)
= u−2 (u dβ + β ∧ du) .

Закључуjемо да се u2ω продужава до форме на F коjу ћемо означити са γ, а
коjа задовољава да jе дуж B jеднака β ∧ du. Уочимо да γ = u dβ + β ∧ du од u
зависи само до на конформални фактор. Дуж B, а што поново наjjедностав-
ниjе видимо имаjући на уму неку крагнасту околину границе, γ jе ранга 2—
она jе ненула на Ребовом правцу у односу на индуковану контактну струк-
туру на TB и дуж радиjалног правца у крагни. Специjално, њено jезгро jе
управо контактна дистрибуциjа ξ. □

Напомена 60. У претходном доказу нисмо добили само ξ већ и контактну
форму. Приметимо да за њу не можемо рећи да зависи само од ω, али jесте
jединствено одређена са du дуж B. Како се du дуж B може схватити као се-
чење конормалног раслоjења границе B, jедан додатни елегантан исказ jе
следећи: позитивне контактне форме коjе одговараjу коориjентисаноj кон-
тактноj структури на граници идеалног Лиувиловог домена су у 1–1 коре-
спонденциjи са негативним сечењима конормалног раслоjења границе.

За рад са идеалним Лиувиловим доменима често jе веома корисно посма-
трати симплектизациjе њихових граница. Сетимо се да симплектизациjу
контактне многострукости (B, ξ) можемо видети као подмногострукост

SB = {βp ∈ T ∗B | ker βp = ξp, βp > 0},



ГЛАВА 4. УНУТРАШЊА СТРУКТУРА КОНТАКТНИХ ОТВОРЕНИХ КЊИГА 45

где βp > 0 означава да jе свако βp позитивно у односу на одабрану коори-
jентациjу. Симплектичка форма на SB дата jе са dλξ, где λξ представља ре-
стрикциjу канонске Лиувилове форме са T ∗B на SB. Природно можемо де-
финисати и многострукост коjу зовемо проjективним комплетирањем сим-
плектизациjе

SB = (SB × R≥0)
/
R>0

где jе слободно и своjствено деjствоR>0 дато просто као множење по факто-
рима. Ова конструкциjа одговара томе да многострукости SB ∼= (SB × R>0)

/R>0 залепимо границу B ∼= SB × {0}/R>0.

Тврђење 61. Нека jе (F, ω)идеаланЛиувилов домен, (B, ξ)његова контактна
граница и λ идеална Лиувилова форма. Тада важи:

(1) Лиувилово векторско пољеXλ jе комплетно и сингуларнафолиjациjа коjу
индукуjе продужава се до фолиjациjе на читавом F коjа jе несингуларна дуж
B и трансверзална наB. Са U означавамо крагнасту околину границеB коjа
се састоjи од свих листова продужене фолиjациjе коjи секу B.

(2) Постоjи jединствено улагање i = iλ : SB → F такво да jе i|B = id, i∗λ = λξ

и i(SB) = U .

Доказ.

(1) Фиксираjмо неку функциjу u : F → R≥0 са регуларним скупом нивоа B =

u−1({0}), те са β означимо продужење на F форме uλ. За n = 1
2
dimF

ωn =
(
d
(
β
u

))n
= u−2n (u dβ + β ∧ du)n

= u−2n
(
un(dβ)n + nun−1(dβ)n−1 ∧ β ∧ du

)
= u−n−1 (u dβ + nβ ∧ du) ∧ (dβ)n−1

=: u−n−1µ,

где jе µ = (u dβ + nβ ∧ du) ∧ (dβ)n−1 форма запремине на F . Постоjи jедин-
ствено векторско поље ν на F коjе задовољава iνµ = nβ ∧ (dβ)n−1. Како β
индукуjе контактну форму на B, ν jе несингуларно на B. Jеднакост

iν(0) = iν(du ∧ µ) = (iνdu)µ− du ∧ iνµ

= ν(u)µ− du ∧
(
nβ ∧ (dβ)n−1

)
,
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уз чињеницу да дуж B важи µ = nβ ∧ du ∧ (dβ)n−1, показуjе да дуж B важи
ν(u) = −1. Специjално, ν jе трансверзално на B и показуjе споља. На IntF
важи

nβ ∧ (dβ)n−1 = n (uλ) ∧ (u dλ+ du ∧ λ)n−1

= nun λ ∧ (dλ)n−1

= un iXλ
ωn

= u−1 iXλ
µ

па из дефинициjе векторског поља ν закључуjемо Xλ = uν. Доказ дела (1)

следи непосредно.

(2) Са τ(p) означимо време потребно да p ∈ U стигне дуж тока φt векторског
поља ν доB. Функциjа τ : U → R тада jе имплицитно задата саu

(
φτ(p)(p)

)
= 0,

па како jе d
dt

∣∣∣
t=τ(p)

u(φt(p)) = ν(u) = −1 на основу теореме о имплицитноj

функциjи закључуjемо да jе τ глатка функциjа. На U можемо дефинисати
глатку проjекциjу на B дату са π(p) = φτ(p)(p).

Ниjе тешко проверити да за овако дефинисано π важи ker dπp = ⟨νp⟩, за све
p ∈ U \B па jе π : U \B → B субмерзиjа, и пресликавање j : U \B → T ∗B дато
са j(p) =

(
π(p), λ̃p

)
, где jе λ̃p(v) = λp(v̂) за било коjе v̂ ∈ (dπp)

−1 (v), jе добро
дефинисано и глатко. Штавише, користећи везу између Xλ и ν, те њихових
токова на U \ B добиjамо да, ако са (ψs)s∈R означимо ток векторског поља
Xλ, важи формула

j(ψs(p)) = (π(p), esj(p)) .

Закључуjемо да jе j дифеоморфизам између U \B и SB.

Дефинишимо j̃ : U → SB са j̃
∣∣
B
≡ idB, j̃(p) = [(u(p)j(p), u(p))] за p ∈ U \B. По

конструкциjи j̃ jе дифеоморфизам. Преостаjе да проверимо чему jе jеднако
j̃∗λξ. У ту сврху означимо са πξ канонску проjекциjу T ∗B → B тако да jе
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(λξ)(p,θ) (v) = θp(dπξ(v)). Тада важи(
j̃∗λξ

)
p
(v) = (λξ)j̃(p)

((
dj̃
)
p
(v)

)
= (λξ)j(p)

(
(dj)p (v)

)
= j(p)

(
(dπξ ◦ dj)p (v)

)
= j(p)

(
(dπ)p (v)

)
= λp(v),

односно j̃∗λξ = λ. Тражено улагање jе i = j̃−1.

Jединственост следи из чињенице да jе jедини дифеоморфизам f : SB →
SB, коjи фиксира B, а на SB задовољава f ∗λξ = λξ управо f ≡ id. □

Следеће тврђење даjе нам и одговараjући поjам стабилности идеалних Ли-
увилових домена.

Тврђење 62. Нека jе F домен и (ωt)t∈[0,1] гладак пут идеалних Лиувилових
структура на F . Тада постоjи изотопиjа (φt)t∈[0,1] на F , коjа задовољава φ0 =

id и φ∗
tωt = ω0, за све t ∈ [0, 1]. Специjално, уколико све идеалне Лиуви-

лове структуреиндукуjу исту контактну структуруна граници, оваизотопиjа
може бити одабрана тако да буде релативна у односу на B = ∂F .

Доказ. Видети Лему 6 у [22]. □

Дефинициjа 63. За хиперповршуконтактноjмногострукости (M, ξ) кажемо
да jе ξ-конвексна ако jе трансверзална на неко контактно векторско поље.

Пример 64. Нека jе S jедна ξ-конвексна хиперповрш контактне многостру-
кости (M, ξ) и ν њоj придружено контактно векторско поље. Посматраjмо
деобни скуп

Γ = {p ∈ S | νp ∈ ξp} ⊂ S.

Затворење сваке од повезаних компоненти у S \ Γ тада природно долази са
структуром идеалног Лиувиловог домена. Да бисмо ово видели одаберимо
произвољну контактнуформуα и поставимо u := α(ν). Деобни скуп Γ jе тада
управо скуп нула рестрикциjе u|S. Контактно векторско поље ν задовољава
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Lνα = µα, за неко µ ∈ C∞(M), па из Картанове формуле добиjамо

µα = Lνα = ινdα + d(ινα)

= ινdα + du,

па на ξ = kerα важи du = −ινdα.

За фиксирано p ∈ Γ тада имамо ινpdα|ξp ̸= 0. Како jе TpS⊕⟨νp⟩ = TpM можемо
закључити и ξp = (ξp ∩ TpS) ⊕ ⟨νp⟩, те dup|TpS ̸= 0. Специjално, 0 jе регуларна
вредност пресликавања u|S, Γ = u|−1

S ({0}) jе подмногострукост од S и важи
TpΓ = ker(dup|TpS).

Да бисмо видели да jе реч о контактноj подмногострукости од M , приме-
тимо да на Γ важи

0 ̸= iν(dα)
n|ξ = n ινdα ∧ (dα)n−1|ξ = −n du ∧ (dα)n−1|ξ,

те да ако размотримо шта се дешава на цепању ξp = ⟨vp⟩ ⊕ ⟨νp⟩ ⊕ (ξp ∩ TpΓ),
где jе vp ∈ TpS вектор за коjи важи du(vp) ̸= 0, добиjамо

0 ̸= −n du ∧ (dα)n−1|ξ(vp,−) = −n du(vp)(dα)n−1
∣∣
ξp∩TpΓ

,

што jе и требало доказати.

Коначно, лако се проверава да jе α
u
контактна форма на отвореном скупу

{u ̸= 0} ⊂ M , чиjе jе Ребово поље управо ν. Непосредно закључуjемо да jе
d
(
α
u

)
симплектичка форма на S \ Γ.

Пример 65. Нека jе (W,λ) Лиувилов домен и u : W → R≥0 функциjа са ре-
гуларним скупом нивоа B = ∂W = {u = 0}, коjа додатно задовољава да за
Лиувилово векторско пољеXλ, на intW , важиXλ(lnu) < 1. Тада jе

ω := d

(
λ

u

)
=
dλ

u
− 1

u2
du ∧ λ =

1

u

(
dλ− d(lnu) ∧ λ

)
симплектичка форма на intW . Заиста,

ωn =
1

un
(dλ)n − n

un
d(lnu) ∧ λ ∧ (dλ)n−1

=
1

un
(
(dλ)n − d(lnu) ∧ ιXλ

(dλ)n
)
,
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па из чињенице d(lnu) ∧ (dλ)n = 0, и Лаjбницовог правила за унутрашње
диференцирање добиjамо

ωn =
1−Xλ(lnu)

un
(dλ)n.

Како услови за u дефинишу конвексан скуп функциjа, на основу Tврђења
62, добиjамо да (W,ω) до на изотопиjу релативно у односу на границу, не
зависи од избора u. Одаберимо, зато, u коjе не расте дуж орбита пољаXλ, те
коjе jе идентички jеднако 1 ван крагнасте околине границе из Тврђења 61.
Сада jе тривиjално видети да jе (intW,ω) симплектоморфно комплетирању
од (W,λ).

С овим на уму, конструисано (W,ω) зовемо идеалним комплетирањем од (W,
λ), а алтернативно га можемо конструисати лепљењем контактне границе
(B, λB) на обично комплетирање (Ŵ , λ̂), на идентичан начин као при кон-
струкциjи проjективног комплетирања симплектизациjе.

4.2 Лиувилове отворене књиге

Дефинициjа 66. Лиувилова отворена књига (B, π, ωt) на затвореноj много-
струкости M jе отворена књига (B, π) чиjе странице Pt долазе са идеалним
Лиувиловим структурама ωt коjе допуштаjу примитивне λt такве да за неко
h : M → C коjе дефинише (B, π) важи да су форме |h|λt рестрикциjе на уну-
трашњости страница неке 1-форме β наM . Овакву форму β зовемо повезу-
jућом 1-формом.

Отворена књига (B, π) на M , као што смо видели, задата jе монодромиjом
своjе странице. У нешто већоj општости, када допуштамо да монодромиjа
буде неидентичка свуда сем на граници странице Биће нам неопходан не-
што општиjи поjам слабо глатких векторских поља на (M,B, π). За детаљан
третман глаткости коjу описуjемо, праћен мотивациjом и применама, по-
гледати [34] и [39]. У конкретном случаjу наше отворене књиге (B, π)намно-
гострукостиM полазимо од тривиjалне нормалне околине

i : B ×D2 ∼=−→ U ⊂M,
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и пресликавања

µ : Ũ := [0, 1)× S1 ×B → U

(r, θ, q) 7→ i
(
reiθ, q

)
.

Jасно jе да jе µ|(0,1)×S1×B дифеоморфизам, те да jе µ|{0}×S1×B(0, θ, q) = q, па ко-
ристећи µможемо залепитиM \B и Ũ , идентификуjућиU \B и (0, 1)×S1×B.
Добиjену многострукост означаваћемо са BlB(M). Реч jе о многострукости
са границом, чиjа jе унутрашњост дифеоморфна (готово идентички jеднака)
са M \ B, а чиjа jе граница дифеоморфна са S1 × B. Свако векторско поље
ν наM \ B природно се подиже на унутрашњост многострукости BlB(M) до
векторског поља ν̃.

Крагнаста околина границе ∂ BlB(M) дифеоморфна jе са [0, 1)× S1 ×B, и на
њеноj унутрашњости имамо

ν̃ = a ∂r + b ∂θ +X,

где jе X тангентно на B фактор. Видимо да ν̃ дефинише глатко вектор-
ско поље ако и само ако a, b и X допуштаjу глатко продужење на читаво
[0, 1) × S1 × B, управо тада за ν кажемо да jе слабо глатко на M . За нас су
од интереса слабо глатка векторска поља на (M,B, π) коjа задовољаваjу до-
датне услове ν|B ≡ 0 и ν(π) = 1 на M \ B. Оваква векторска поља зваћемо
ротираjућим. Напомињемо да ротираjућа векторска поља очигледно сачи-
њаваjу jедан конвексан простор.

Дефинициjа 67. Нека jе F домен и нека jе саD∂(F ) означен скуп дифеомор-
физама релативних у односу на границу доменаF . Класе путне повезаности
(где су путеви изотопиjе) уD∂(F ) зваћемо групом класа пресликавања домена
F и означавати саMCG(F ).

Сваком ротираjућем пољу ν можемо придружити његов ток за време 2π и он
ће бити представник jедне класе у MCG(F ). Штавише, уколико допустимо
да ν узме сваку могућу вредност у конвексном простору ротираjућих век-
торских поља, придруженидифеоморфизмипредстављаће свемогуће пред-
ставнике jедне класе уMCG(F ). Да бисмо стекли интуициjу о томешта слаба
глаткост доноси у односу на глаткост погледаjмо следећи пример.

Пример 68. НаR2 посматраjмо глатко векторско поље дато са ν = ∂θ+rf ∂r,
где jе f : R2 → R глаткафункциjа. Нека суψ, φ : R → R дифеоморфизми x-осе
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добиjени као вредности тока векторског поља ν за времена π и 2π, респек-
тивно. Тада ψ мења ориjентациjу, док jе φ чува. Ово задаjе одређене ре-
стрикциjе за φ. Рецимо, Теjлоров развоj функциjе φ у 0 не може бити облика
x + x2 + · · · . Заиста, тада би постоjало ε > 0 такво да jе φ(x) > x на (0, ε], те
како jе φ растуће, а ψ опадаjуће, имали бисмо

φ ◦ ψ(x) = ψ ◦ φ(x) < ψ(x), за све x ∈ (0, ε],

и стога φ(x) < x, за све x ∈ [ψ(ε), 0), што ниjе могуће при услову φ(x) =

x+x2+o(x2). С друге стране, уколико допустимо да ν буде само слабо глатко,
што одговара услову да jе f глатко каофункциjа наR≥0×S1, а не каофункциjа
на R2, придружени дифеоморфизам φ може бити било коjи репрезент своjе
класе у групи класа пресликавања.

У контексту Лиувилових отворених књига говорићемо о простору ротира-
jућих векторских поља ν на M коjа додатно чуваjу фамилиjу идеалних Ли-
увилових структура {ωt}t∈S1, то jест чиjи ток φνt задовољава (φνt )∗ωt = ω0, за
све t ∈ S1. Оваква векторска поља зваћемо симплектичким ротираjућим по-
љима. Лако jе проверити да jе свако ротираjуће поље симплектичко ако и
само ако лежи у jезгру затворене 2-форме σ ∈ Ω2(M \ B) коjа задовољава
σ|Pt = ωt.

Теорема 69. Нека jе (B, π, ωt) Лиувилова отворена књига и h : M → C jедно
од њоj придружених дефинишућих пресликавања. Тада се за сваку повезу-
jућу 1-форму β, векторско поље ν наM \B, коjе лежи у jезгру форме d

(
β
|h|

)
и

задовољава dπ(ν) = 1, продужава нулом на B до глатког векторског поља на
M . Додатно, β се може изабрати тако да ν буде 2π-периодично близу B.

Доказ. За почетак, рестрикциjа произвољне повезуjуће 1-форме β на повез
B дефинише заjедничку контактну структуру граница свих идеалних Лиу-
вилових страница. Уочавамо да одавде следи да постоjи ε > 0 такво да за
све w ∈ C, модула мањег од ε, за подмногострукости Bw = h−1(w) важи да jе
са αw := β|Bw дефинисана контактна форма.

Фиксираjмо додатно и околину повеза

N = h−1 ({w ∈ C | |w| ≤ ε}) .
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Како важи да jе свако αw = β|Bw нигде нула диференциjална форма, са σ =

ker β|N дефинисана jе дистрибуциjа ранга 2n на N . Такође, контактне ди-
стрибуциjе ξw = kerαw, задане на сваком Bw, заjедно чине глатку дистри-
буциjу на N . Заиста, за све w важи TBw = ker dh, па за дистрибуциjу ξ =

σ ∩ ker dh важи ξ|Bw = ξw. Ранг дистрибуциjе ξ jе 2n− 2. Како jе dβ недегене-
рисано на σ можемо посматрати и dβ-ортогонални комплемент од ξ унутар
σ и важи σ = ξ ⊕ ξ⊥.

Управо ово цепање омогућава нам да говоримо о контактноj конексиjи. Не
улазећи у детаље, реч jе о томе да jе h : N → D2(ε)фибрациjа, те да jе у свакоj
тачки dh : ξ⊥p → C изоморфизам и dh|ξ ≡ 0. Ово нам омогућава да подижемо
векторска поља са диска наN тако да леже у ξ⊥. Уочимо сада неколико поља.

• ∂α: векторско поље на N , коjе лежи у ker dh и чиjа jе рестрикциjа на свако
Bw Ребово Rαw .

• ∂̃θ, ∂̃r: векторска поља у ξ⊥ коjа се са dh проjектуjу на ∂θ и ∂r, где су са (r, θ)
означене поларне координате наD2(ε).

Векторско поље ν сада можемо записати као

ν = a∂̃θ + b∂̃r + c ∂α + ν̃, (4.1)

где су a, b, c глатке функциjе наM \B, а ν̃ лежи у ξ. Искористимо услове дате
за ν.

• dπ(ν) = 1

У наведеним координатама π(p) jе управо θ-координата тачке h(p). Стога
dπ(ν) = dθ (dh(ν)) = dθ (a∂θ + b∂r) = a, одакле закључуjемо a ≡ 1.

• ν лежи у ker d
(
β
|h|

)
Како jе r-координата тачке h(p) управо |h(p)|, означимо функциjу |h| са r,
тада добиjамо jеднакости

d

(
β

r

)
=
dβ

r
− 1

r2
dr ∧ β, (4.2)
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и

iν(dr ∧ β) = dr(ν)β − β(ν)dr

= dr
(
∂̃θ + b∂̃r + c∂α + ν̃

)
β − β

(
∂̃θ + b∂̃r + c∂α + ν̃

)
dr

= bβ + c β(∂α) dr

= bβ + c dr,

(4.3)

где последња у низу jеднакости следи из чињенице да (∂α)p =
(
Rαh(p)

)
p
, као

и β|TBh(p)
= αh(p).

Према томе iν
(
d
(
β
r

))
= 0 еквивалентно jе са

iν(dβ) =
a

r
β +

b

r
dr. (4.4)

Ову jеднакост можемо искористити да изразимо коефициjенте a, b, као и
векторско поље ν̃ из (4.1) у терминима ∂̃r, ∂̃θ и ∂α.

• Рачун за ν̃

iν(dβ)(v) = dβ
(
∂̃θ + a∂̃r + b∂α + ν̃, v

)
= dβ (ν̃, v) .

β(v) = αh(p)(v) = 0, jер v ∈ ξp = kerαh(p).
dr(v) = 0 jер jе dh(v) = 0.
Закључуjемо да за све p ∈ N и све v ∈ ξp важи dβ (ν̃p, v) = 0. Из недегенери-
саности форме dαh(p) = (dβ)|TBh(p)

следи ν̃ ≡ 0.

• Рачун за b

iν(dβ)
(
∂̃r

)
= dβ

(
∂̃θ + a∂̃r + b∂α, ∂̃r

)
= dβ

(
∂̃θ, ∂̃r

)
+ dβ

(
∂α, ∂̃r

)
.

β
(
∂̃r

)
= 0, dr

(
∂̃r

)
= 1

Jеднакост (4.4) постаjе

dβ
(
∂̃θ, ∂̃r

)
+ b dβ

(
∂α, ∂̃r

)
=
b

r
,
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што jе еквивалентно са

b =
r dβ

(
∂̃θ, ∂̃r

)
1 + r dβ

(
∂α, ∂̃r

) .
• Рачун за a

iν(dβ)(∂α) = dβ
(
a∂̃r, ∂α

)
+ dβ

(
∂̃θ, ∂α

)
.

β(∂α) = 1, dr(∂α) = 0

Услов (4.4) по ∂α трансформише се у

a dβ
(
∂̃r, ∂α

)
+ dβ

(
∂̃θ, ∂α

)
=
a

r
,

односно

a =
dβ
(
∂̃θ, ∂α

)
1 + r dβ

(
∂α, ∂̃r

) .
Рутинском провером утврђуjемо да jе за добиjене a, b услов (4.4) остварен и
по ∂θ. Како се a и b продужаваjу нулом до глаткихфункциjа наN , доказ првог
дела тврђења jе завршен.

Преостаjе да повезуjућу 1-форму β модификуjемо у повезуjућу β′ тако да ν ′

коjе jоj придружуjемо буде 2π-периодично. Помоћу контактне конексиjе о
коjоj jе било речи можемо изабрати тривиjализациjу заN ∼= B×D2(ε) такву
да у (p, r, θ) координатама важи ∂̃r = ∂r, односно, такву да управо поље ∂r
лежи у ξ⊥. Напомињемо да не можемо истовремено гарантовати и ∂θ = ∂̃θ.
Међутим, jедноставно се проверава да се β(∂θ)dθ глатко продужава доформе
на читавом B ×D2(ε). Поставимо

β′ = β − S β(∂θ) dθ,

где jе S : V → [0, 1] глатка функциjа чиjи носач лежи у N , и коjа jе jеднака 1
близу B. Ова модификациjа не мења рестрикциjу на странице па β′ остаjе
повезуjућа форма. С друге стране, близу B задовољено jе

β′ = f p∗Bα0,

где jе f позитивна функциjа, α0 = β|TB и pB : B ×D2(ε) → B проjекциjа.
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Разматрање услова коjи одређуjу ν ′ доводи нас до закључка да jе ν ′ хоризон-
тално (лежи у сваком (p, r, θ) у тангентном простору на диск {p} × D2(δ)) и
тангентно на нивое функциjе f

|h| , близу B. Непосредно закључуjемо да jе ν
′

2π-периодично. □

Када на неком домену F фиксирамо идеалну Лиувилову структуру ω, мо-
жемо посматрати посебну групу класа пресликавања, коjа jе сачињена од
класа путне повезаности симплектичких дифеоморфизама идеалног Лиу-
виловог домена (F, ω), где пут представља jедну симплектичку изотопиjу.
Ову групу означавамо саMCG(F, ω). Сличнокаошто jе био случаj и кодобич-
них ротираjућих векторских поља, симплектичка ротираjућа поља на (F, ω)
генерисаће на описани начин све представнике jедне класе уMCG(F, ω). Ко-
начно, захтев да монодромиjа буде jеднака идентитети на околини границе
домена добиjа своj пуни смисао иможемо разуметињегову рестриктивност.
Наиме, важи:

Тврђење 70. Свака симплектичка монодромиjа jеднака идентитети на око-
лини границе потиче од глатког симплектичког ротираjућег поља.

Скица доказа. На основу Теореме 69, уз симплектоморфизам из исказа твр-
ђења можемо посматрати и jедан генерисан глатким симплектичким роти-
раjућим векторским пољем коjи jе представник исте класе уMCG(P, ω). Тех-
ника коjу потом можемо искористити да конструишемо тражено векторско
поље jе да искористимо Тврђење 61 како бисмо конструисали изотопиjу из-
међу два представника коjа фиксира читаву околину границе. □

У раду са идеалним Лиувиловим доменима такође постоjи адаптациjа Тур-
стон–Винкелнкелерове конструкциjе. Доказ jе до на техничке детаље готово
идентичан оном изложеном у Теореми 39, стога наредно тврђење наводимо
без њега. Сви детаљи могу се пронаћи у [22].

Теорема 71. Нека jе (F, ω) идеални Лиувилов домен и Ψ: F → F симплек-
тички дифеоморфизам коjи фиксира ∂F . Отворена књига OB(F,Ψ) jе тада
Лиувилова отворена књига.

Ипак, у овоj тези нећемо прибегавати ларпурларистичким принципима —
идеални Лиувилови домени не интересуjу нас сами себе ради. Прву везу
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између Лиувилових отворених књига и контактних структура видимо у сле-
дећоj теореми.

Теорема 72. Нека jе (M, ξ) затворена контактнамногострукост и (B, π) адап-
тирана отворена књига са дефинишућим пресликавањем h : M → C. Тада jе
скуп контактних форми α за ξ, за коjе d

(
α
|h|

)
индукуjе идеалну Лиувилову

структуру на страницама, непразан и конвексан.

Доказ. Пођимо од произвољне адаптиране форме α. Идентичан рачун као
у примеру 65 показуjе да jе d

(
α
|h|

)
симплектичка форма на унутрашњости

странице, ако и само ако, jе Xα(ln |h|) < 1, где jе Xα Лиувилово поље на уну-
трашњости произвољне странице. Ово не мора бити тачно за посматрану
форму α. Међутим, ако приметимо да jе Xα(ln |h|) < 0 близу B, jасно jе да
постоjи δ > 0, такво да кад год jе |h| < δ, важи Xα(ln |h|) < 0. Одаберимо
произвољну глатку функциjу φ, коjа задовољава

φ|[0, δ3 ] ≡ id, φ′ ≥ 0, φ|[ 2δ3 ,+∞) = const.

Jасно jе да jе за v := φ ◦ |h|, са β = |h|
v
α дефинисана jедна контактна форма на

(M, ξ). Такође,

Xα(ln v) =
φ′(|h|)
φ(|h|)

Xα(ln |h|) < 0,

по конструкциjи, што показуjе да контактна форма β припада траженом
скупу. □

Теорема 72 мотивише следећу дефинициjу.

Дефинициjа 73. Нека jе (B, π, ωt) Лиувилова отворена књига на затвореноj
многострукости M и h jедно њоj придружено дефинишуће пресликавање.
Контактна структура наM адаптирана jе на (B, π, ωt) ако допушта контактну
форму α такву да α

|h| индукуjе идеалну Лиувилову форму на свакоj од стра-
ница.

Jедна лепа чињеница везана за претходну дефинициjу jе следећа. Наиме,
ако поменута повезуjућа форма постоjи она jе и jединствена (подразуме-
ваjући да jе дефинишуће пресликавање отворене књиге h фиксирано). Она
следи из своjстава самих идеалних Лиувилових домена, прецизниjе, jедина
функциjа f : IntF → R, коjа за фиксирану идеалну Лиувилову форму λ за-
довољава да jе d(fλ) = ω, jе константна функциjа 1.
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Заиста, у случаjу dimF ≥ 4, у свакоj тачки p ∈ IntF , хиперраван Hp = kerλp

садржи симплектички потпростор од (TpM,ωp). Ово следи из просте диску-
сиjе о димензиjи jер важи dim

(
Hp ∩H⊥ω

p

)
= 1и dimHp ≥ 3. Jасно, исту логику

не можемо применити и у случаjу dimF = 2, где jе аргумент нешто сложе-
ниjи. За почетак, ниjе тешко приметити да важи

df ∧ λ = Xλ(f)ω.

Стога jе
d(fλ) = fω + df ∧ λ = (f +Xλ(f))ω.

Доказ чињенице f ≡ 1 своди се на доказ да g := f − 1, коjе задовољава услов

Xλ(g) = −g (4.5)

мора бити идентички 0. Да бисмо ово показали позовимо се jош jедном на
Тврђење 61.

Оно гарантуjе комплетност векторског поља Xλ. Означимо са φt његов ток.
Услов (4.5) даjе нам

d

dt

(
g(φt(x))

)
= Xλ(g)

(
φt(x)

)
= −g

(
φt(x)

)
, t ∈ R.

Дакле, задовољено jе g(φt(x)) = e−tg(x) за t ∈ R. Закључуjемо да ако jе за
неко p ∈ IntF g(p) ̸= 0, онда важи lim

t→−∞

∣∣g(φt(p))∣∣ = +∞. Међутим, услов
ν(u)|K ≡ −1 из Тврђења 61 нам каже да постоjи ε > 0 такво да крећући
се дуж негативног тока векторског поља Xλ не можемо прећи из области
{u > ε} у област {u < ε}. Стога, скуп {φt(p) | t ≤ 0} лежи у компактном
F \ {u < min{ε, u(p)}}, што jе у контрадикциjи са претходно показаном нео-
граниченошћу функциjе g на том скупу.

Коначно, даjемо и следеће тврђење о вези између контактних и Лиувилових
отворених књига.

Теорема 74. На затвореноj многострукости, контактне структуре адапти-
ране датоj Лиувиловоj отвореноj књизи формираjу непразан, конвексан и
слабо-контрактибилан потпростор у простору свих контактних структура.
Специjално, све су изотопне.
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Доказ. Нека jеM посматрана (2n + 1)-многострукост, (B, π, ωt) дата Лиуви-
лова отворена књига на њоj и h :M → Cњоj одговараjуће дефинишуће пре-
сликавање. За произвољну повезуjућу форму β, као и раниjе, постоjи ε > 0

такво да jе рестрикциjа форме β на сваку фибру Bω = {h = ω} контактна
форма за све |ω| ≤ ε. Да бисмо показали да jе простор из исказа tеореме
непразан, за c ≥ 0 формираjмо фамилиjу форми

βc = β + c |h| f(|h|) dθ,

где jе f : R≥0 → R произвољна неопадаjућа функциjа коjа задовољава f(x) =
x за x ≤ ε

2
и f(x) = 1 за x ≥ ε. Jасно, на свакоj страници βc

|h| = β
|h| , те jе

реч о фамилиjи повезуjућих форми. Стога, довољно jе да докажемо да jе за
довољно велико c, βc контактна форма на M . Ради лепшег записа уведимо
ознаку r = |h|. Важи jеднакост

βc ∧ (dβc)
n = n c r f ′(r) dr ∧ dθ ∧ β ∧ (dβ)n−1

+ c f(r) dθ ∧
(
r dβ + nβ ∧ dr

)
∧ (dβ)n−1

+ β ∧ (dβ)n.

Како jе реч о форми на компактноj многострукости M , сабирак β ∧ (dβ)n,
за велике c, jе занемарљив. Стога, довољно jе имати позитивност прва два
сабирка. Наравно, да бисмо говорили о знаку форме неопходно jе да знамо
како jе задата ориjентациjа на M . На M \ B ориjентациjа jе задата са dθ ∧(
d(β

r
)
)n. Овако задата, она се близуB слаже са ориjентациjом коjу дефинишу

ориjентациjа на B, дата формом β ∧ (dβ)n−1, те ориjентациjа наслеђена од
диска у нормалноj околини {r < ε}, дата са h∗(dx ∧ dy) = r dr ∧ dθ.

• Форма Ω1 = f ′(r) dr ∧ dθ ∧ β ∧ (dβ)n−1:

Како jе по конструкциjи f ′(r) ненегативно, идентички нула ван {r < ε},
строго позитивно на {r ≤ ε

2
}, на основу претходне дискусиjе, Ω1 jе нене-

гативно и позитивно близу B.

• Форма Ω2 = f(r) dθ ∧
(
r dβ + nβ ∧ dr

)
∧ (dβ)n−1:

Jеднака jе нули дуж повеза B = {r = 0}. На {r > 0} приметимо да важи

dθ ∧
(
r dβ + nβ ∧ dr

)
∧ (dβ)n−1 = r n+1 dθ ∧

(
d
(
β
r

))n
.

Узимаjући у обзирпретходну дискусиjу о ориjентациjи, jасно jе да jеΩ2 стро-
го позитивно на {r > 0}.
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Закључуjемо да jеΩ1+Ω2 позитивна форма на читавомM , одакле следи твр-
ђење.

За доказ слабе контрактибилности фиксираjмо k ≥ 0 и k-сферу контактних
структура {ξs | s ∈ Sk}, адаптираних датоj Лиувиловоj отвореноj књизи. Ви-
дели смода свакоj одњих одговара jединствена повезуjућа контактнаформа
αs. Технички детаљ коjи изостављамо, а коjи се може добити разматрањима
уизложеномдоказу о jединствености, jе да jе ипридруживање s 7→ αs непре-
кидно. Искористимо чињеницу да jе простор повезуjућих форми конвексан
и формираjмо (k + 1)-диск повезуjућих форми {βs | s ∈ Dk+1} тако да за
s ∈ Sk важи βs = αs. Форме у овом диску модификуjемо на следећи начин.
Из компактностиDk+1 следи да постоjи ε из првог дела доказа коjе одговара
свакоj од конструисаних форми. Поновимо за то ε изложену конструкциjу.
Компактност тада гарантуjе постоjање c0 > 0 за коjе jе{

βs,c0 = βs + c0 |h| f(|h|) dθ
∣∣ s ∈ Dk+1

}
диск повезуjућих контактних форми. Добиjена k-сфера {βs,c0 =: αs,c0 | s ∈
Sk} хомотопна jе полазноj у посматраном простору, а хомотопиjа jе дата ек-
сплицитно са

αs,c = αs + c |h| f(|h|) dθ, c ∈ [0, c0].

Дакле, и полазна сфера jе нулхомотопна, што jе и требало доказати. □

4.3 Идеалне Жируове форме

Теорема 72 показуjе да, за дату контактну отворену књигу (B, π) на (M, ξ),
увек постоjи позитивна контактна форма α коjа дефинише Лиувилову отво-

рену књигу
(
B, π, d

(
α
|h|

) ∣∣∣
TPt

)
, те потом Теорема 69 гарантуjе да за симплек-

тичко ротираjуће векторско поље придружено добиjеноj Лиувиловоj отво-
реноj књизи можемо сматрати да jе глатко наM , лако се види да 2π-перио-
дичност из другог дела исказа Теореме 69 ниjе остварива под условом да по-
везуjућа форма остане и контактна форма на (M, ξ). Ова опсервациjа своди
се, суштински, на следећи елементаран пример.

Пример 75. У цилиндричним координатама (r, θ, z) на R3 стандардна кон-
тактна форма дата jе са α = dz + r2dθ. Декомпозициjа отворене књиге дата
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jе дефинишућим пресликавањем h : (x, y, z) 7→ x+ iy. Форма α тада индукуjе
структуру Лиувилове отворене књиге, будући да jе интериор сваке странице
скуп

intPt = {r > 0, θ = t},

на коjем се d
(
α
r

)
рестрихуjе као 1

r2
dr ∧ dz. Придружено симплектичко роти-

раjуће поље jе пропорционално са ∂θ + r2∂z. С друге стране, да смо уместо α
r

посматрали α
r2
добили бисмо управо векторско поље ∂θ.

Претходна запажања криjу иза себе исти феномен као и она изнешена у На-
помени 35. Проблем коjи смо тада изнели учинили смо jедноставним увође-
њем поjма идеалних Лиувилових домена — колоквиjално речено, поделили
смо све растоjањем од повеза. У претходном примеру криjе се и разрешење
новодобиjених проблема — треба пронаћи ефикасан начин да делимо ква-
дратом растоjања од повеза. Ово примећуjу и Курт и Масо у [13], те уводе
следећи поjам.

Дефинициjа 76. Нека jе (B, π) декомпозициjа отворене књиге многостру-
костиM . Идеална Жируова форма адаптирана на (B, π) jе контактна форма
α наM \B коjа задовољава:

• dπ(Rα) > 0,

• постоjи позитивна контактна форма β наB и околина i : B×D2 ↪→M одB

таква да важи i∗π = θ и i∗α = dθ +
β

r2
, где су (r, θ) поларне координате наD2.

Ефективност идеалних Жируових форми у области коjу изучавамо почива
на чињеници да заправо готово ништа ново ниjе дефинисано. Покажимо
то.

Тврђење 77. Нека jе (M, ξ) контактна многострукост и (B, π) декомпози-
циjа отворене књиге наM . Контактна структура ξ тада има контактнуформу
адаптирануна (B, π) акои само ако jе дефинисанаидеалномЖируовомфор-
мом адаптираном на (B, π).

Доказ. У оба смера модификуjемо дату форму у околини повеза. Приме-
тимо за почетак да уколико одаберемо тривиjалну околину повеза B × D2,
те у њоj дату форму α заменимо са fα, за неко f : B × D2 → R>0, услови
адаптираности своде се у оба случаjа на ∂rf < 0, за r мало.
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Уколико пођемо од идеалнеЖируове форме α имодификуjемо jе унутарB×
D2, где jе i∗α = β

r2
+ dθ, постављаjући α′ = f(r)(β + r2dθ), где jе f : [0, 1] → R>0

глатка функциjа коjа задовољава f ′(r) < 0, за r > 0, и f(r) = 1
r2
, за r близу 1.

С друге стране, пођемо ли од адаптиране форме α, можемо искористити
Лему 32 да добиjемо околину повеза i : B × D2 ↪→ M , на коjоj важи i∗α =

g(β + r2dθ). Одаберимо тада χ : [0, 1] → [0, 1] коjе задовољава:

χ′(r) ≤ 0, χ|[0,ε] ≡ 1, χ|[ 2
3
,1] ≡ 0.

Унутар B ×D2 модификуjемо i∗α постављаjући

α′(r) =

(
χ(r)

r2
+ (1− χ(r))g

)
(β + r2dθ).

Лако се проверава да jе α̃ дато са (i−1)∗α′, на i(B × D2), и α, ван i(B × D2),
идеална Жируова форма. □

Унаредномпоглављу екстензивноћемокориститиидеалнеЖируовеформе,
прецизниjе, динамику коjу оне индукуjу на затвореноj контактноj много-
струкости. За сада, наведимо неколико непосредних запажања.

• Контактна структура kerα глатко се продужава на повез jер важи
ker
(
dθ + β

r2

)
= ker(r2dθ + β).

• На унутрашњости страница, рестрикциjа идеалне Жируове форме инду-
куjе структуру Лиувилове многострукости, коначног типа, чиjу контактну
границу у бесконачности можемо идентификовати са B.

•РебовопољеRα индукуjе пресликавање коjе ћемо зватињеговом холономи-
jом. Наиме, ако са γ : [a, b] → R/2πZ означимо криву jединичне брзине, онда
можемо посматрати функциjу fγ : M \ B → R, време коjе jе потребно току
(φt)t∈R Ребовог поља да стигне од странице π−1(γ(a)) до странице π−1(γ(b)).
Она jе jединствено решење jедначине

π
(
φfγ(p)(p)

)
= π(p) + (b− a),

па jе реч о глаткоj функциjи. Холономиjа Ребовог пољаRα jе тада дифеомор-
физам између π−1(γ(a)) до π−1(γ(b)), дат са hγ(p) = φfγ(p)(p). Реч jе заправо
о тачном симплектоморфизму двеjу Лиувилових многострукости jер очи-
гледно важи h∗γα = α + dfγ. Посебно jе занимљиво шта се дешава у околини
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повеза из Дефинициjе 76, наиме, Ребово поље се на B×D2 поклапа са ∂θ, па
jе ту fγ ≡ b−a, а холономиjа не мења форму α. Специjално, за a = 0 и b = 2π,
добиjамо да jе монодромиjа Ψ : π−1(0) → π−1(0) са носачем у компактном
скупу и задовољаваΨ∗α = α+ df , где jе f > 0 и f ≡ 2π ван компактног скупа.

Пружимо jош jедан одговор на питање постављено у Напомени 35. Наиме,
Тврђење 77 можемо тумачити тако да прелазак са разматрања адаптираних
форми на разматрање идеалнихЖируових форми, представља тек промену
контекста. На основу претходних запажања, за дату контактну отворену
књигу, о унутрашњости странице можемо апстрактно говорити као о датоj
Лиувиловоj многострукости (W,λ). Имамо тада jош jедну локалну „тривиjа-
лизациjу“ коjу везуjемо за декомпозициjу отворене књиге.

Тврђење 78. Нека jеM затворенамногострукостиαидеалнаЖируоваформа
на њоj адаптирана на декомпозициjу отворене књиге (B, π) и нека jе (W,λ)
Лиувилова многострукост коначног типа тачно симплектоморфна страни-
цама. Тада, за свако c ∈ S1 и сваки отворен интервал I ⊂ S1, коjи садржи c,
постоjи фибрациjа π̃ :M \B → S1 таква да:

• π̃ = π, близу B и на π−1(S1 \ I),

• α jе адаптирано на (B, π̃),

• постоjи улагање g : W × R → π−1(I), такво да g∗α = f(λ+ dt), где jе f ≡ 1 и
g∗π̃ = c+ t (mod 2π) наW × (−ε, ε), за неко ε > 0.

Доказ. По претпоставци, постоjи дифеоморфизам i : W → π−1(c), такав
да jе i∗α = λ + dk, за неку функциjу k са компактним носачем. Можемо га
искористити да дефинишемо имерзиjу

j0 : W × R →M \B

(p, t) 7→ φt(i(p)),

где jе (φt)t∈R ток Ребовог поља Rα. Овако дефинисано j0 задовољава

j∗0α = i∗φ∗
tα + α(R) dt

= λ+ dk + dt.
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Можемо посматрати и композициjу

j : W × R δ−→W × R j0−−→M \B

(p, t) 7→ (p, t− k(p)) 7→ φt−k(p)(i(p)).

Она задовољава

j∗α = δ∗(λ+ dk + dt)

= λ+ dk + d(t− k)

= λ+ dt,

међутим, π−1(c) jе слика од {t = k(p)} при j. Са f+, односно f−, означимо
време коjе jе потребно току φ да дође од i(p) до π−1(S1 \ I) и обратно. Обе
функциjе ограничене су одоздо позитивном константом, што можемо ви-
дети из претходних запажања о току Ребовог поља близу B. Ако уведемо
ознаку

Y = {(p, t) | k(p)− f−(p) < t < k(x) + f+(x)},

онда jе j|Y : Y → π−1(I) дифеоморфизам.

Желимо да деформишемо j∗π крозфункциjе растуће по t унутар компактног
подскупа од Y , тако да на њему важи j∗π = t + c (mod 2π). Jасно jе да jе ово
могуће ако и само ако имамо k − f− < 0 и k + f+ < 0, што а приори не мора
бити тачно. Међутим, можемо уочити токове Ψ и Ψ′, Лиувилових форми λ
и α|π−1(c), респективно, те i са почетка доказа заменити са is = Ψ′

−s ◦ i ◦ Ψs.
Тада се функциjа k мења, у складу са i∗sα = λ+ dks, по правилу

i∗sα = Ψ∗
s

(
i∗
(
Ψ∗

−sλ
))

= Ψ∗
s (i

∗(esλ))

= Ψ∗
s (e

sλ+ esdk)

= λ+ d
(
e−s · k ◦Ψs

)
,

односно ks = e−s(k ◦ Ψs). Како jе k ◦ Ψs са компактним носачем, то се за до-
вољно велико s, функциjа ks може учинити произвољномалом. Ово наравно
не мења доње ограничење за f+ и f−.

Дакле, можемо претпоставити да постоjи дифеоморфизам j : Y → π−1(I), и
ε > 0, тако да важи

j∗α = λ+ dt, j∗π|W×(−ε,ε) = t+ c (mod 2π),

што jе и требало доказати. □



Глава 5

Отворене књиге и уредљивост

5.1 Контактна Хоферова норма

На датоj контактноj многострукости (M, ξ) посматраћемо групу

G = Cont0(M, ξ)

компактноподржанихконтактоморфизамаизотопнихидентитети, каоињено
универзално наткривање

G̃ = ˜Cont0(M, ξ)

коjе може бити схваћено као скуп хомотопских класа путева у G коjи почињу
у идентитети.

Тврђење 79. G jе природно изоморфно групи R>0-еквивариjантних Хамил-
тонових дифеоморфизама позитивне симплектизациjе многострукостиM .

Доказ. Ради интуициjе, обjашњавамо како подижемо контактоморфизам. У
ту сврху фиксираjмо ψ ∈ G и дефинишемо

Sψ : T ∗M → T ∗M

тако што за фиксирано β ∈ T ∗M постављамо

Sψ(β) = (ψ−1)∗β.

Да jе речодифеоморфизмувидимоизфункториjалности, jер очигледноважи:

S id = id, S(φψ) = Sφ ◦ Sψ.

Такође, R>0-еквивариjантност очигледно jе задовољена, односно

Sψ(cβ) = c Sψ(β).

64
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Преостаjе да видимо шта се дешава са симплектичком структуром на SM .
Она jе дата канонском Лиувиловом формом

(λcan)β(v) = β
(
dπβ(v)

)
.

Рачун показуjе(
(Sψ)∗λcan

)
β
(v) = (λcan)Sψ(β)

(
(dSψ)β(v)

)
= Sψ(β)

(
(dπ)Sψ(β)(dSψ)β(v)

)
= Sψ(β)

(
(dψ)π(β)(dπ)β(v)

)
= β ◦ (dψ)−1

π(β) ◦ (dψ)π(β) ◦ (dπ)β(v)

= β ◦ (dπ)β(v)

= (λcan)β(v),

где смо искористили чињеницу

π ◦ Sψ = ψ ◦ π.

Дакле, (Sψ)∗λcan = λcan, односно Sψ jе тачан симплектоморфизам на T ∗M .

До сада изложено важило би и за произвољан дифеоморфизам ψ. Но, ако jе
ψ додатно и контактоморфизам коjи чува коориjентациjу онда Sψ чува SM .
Заиста, нека jе β ∈ SM , односно

β|ξ = 0, β(Rα) > 0.

Како важи

dψ−1(ξp) = ξψ−1(p) и dψ−1
(
(Rα)p

)
= c (Rα)ψ−1(p)

за неко c > 0, jасно jе

Sψ(β)|ξ = 0 и Sψ(β)(Rα) > 0.

Коначно, закључуjемо да jе Sψ : SM → SM тачан симплектоморфизам.

Напомињемо такође да SM можемо тривиjализовати каоM × R>0 помоћу

β 7→
(
π(β), β((Rα)π(β))

)
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када год имамо изабрану контактну форму α на (M, ξ). У овим координа-
тама,

Sψ :M × R>0 →M × R>0

изгледа као
(p, r) 7→

(
ψ(p),

r

λψ(p)

)
,

где jе λψ :M → R>0 функциjа коjа задовољава ψ∗α = λψ α.

Преостаjе да протумачимоидео тврђења оХамилтоновостиподизања у слу-
чаjу ψ ∈ G.

Пођимо од контактне изотопиjе (ψt)t∈[0,1]. Нека jе са Yt означено неауто-
номно векторско поље коjе jе генерише, односно задовољава

d

dt
ψt(p) = Yt(ψt(p)) тj. Yt =

( d
dt
ψt

)
◦ ψ−1

t .

На основу дефинициjе добиjамо и глаткост подизања (Sψt)t∈[0,1]. Ради jед-
ноставности, ову симплектичку изотопиjу означимо са Φt, а саXt векторско
поље коjе jе генерише, односно задовољава

Xt =
( d
dt
Φt

)
◦ Φ−1

t .

Φ1 jе Хамилтоновдифеоморфизамакопостоjи хамилтониjанHt(−) = H(t,−)

заXt, тj. задовољено jе
iXtωcan = −dHt.

На основу првог дела тврђења имамо да за све t ∈ [0, 1] важи Φ∗
tλcan = λcan, те

из
d

dt
Φ∗
tλcan = Φ∗

t

(
LXtλcan

)
закључуjемо LXtλcan = 0. На основу Картанове формуле сада добиjамо

0 = LXtλcan = iXt dλcan + d
(
iXtλcan

)
= iXtωcan + d

(
iXtλcan

)
и закључуjемо да за хамилтониjан можемо поставити

Ht = iXtλcan = λcan(Xt).
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Покушаjмо да добиjемо и нешто експлицитниjи запис. Како за све t важи
π ◦Φt = ψt ◦π, на основу дефинициjе векторских пољаXt и Yt добиjамо да за
све γ ∈ SM важи

dπγ
(
Xt(γ)

)
= Yt(π(γ))

па добиjамо

Ht(γ) = (λcan)γ
(
Xt(γ)

)
= γ

(
(dπ)γ(Xt(γ))

)
= γ

(
Yt(π(γ))

)
,

као и R>0-еквивариjантност Ht(cγ) = cHt(γ). Из наведеног, у поменутим
координатама у коjима α тривиjализуjе SM добиjамо

Ht(s, p) = s αp
(
Yt(p)

)
.

Унутар SM ∼= M × R>0 канонски идентификуjемо M × {1} са M , што нас
мотивише да функциjу H̃t : M → R, дату са H̃t(p) = Ht(1, p) зовемо кон-
тактним хамилтониjаном. Дакле, контактни хамилтониjан можемо дефи-
нисати и без разматрања симплектизациjе. Jедноставан рачун показуjе да
контактни хамилтониjан jеднозначно одређуjе ток — Yt jе jединствено век-
торско поље коjе задовољава

α(Yt) = Ht и iYtdα = −dHt +Rα(Ht)α.

Напомена 80. За Ht можемо одабрати било коjу глатку функциjу. Ако спе-
циjално одаберемо даH буде аутономниR>0-еквивариjантни хамилтониjан
на SM ∼= M × R>0, дат са Ht(s, p) = s добиjамо jеднопараметарску подгрупу
R = Rα ≤ G, а векторско поље коjе jе дефинише jе управо Ребово векторско
поље Rα дато са iRαα = 1, iRαdα = 0. Природни хомоморфизам R → R дат jе
са t 7→ φtRα

.

Путу (φt)t∈[0,1] у G, на основу придруженог контактног хамилтониjана, Ht =

α
(
d
dt
φt
)
, додељуjемо величину коjу зовемо контактна Хоферова дужина, де-

финисану са

ℓα
(
(φt)t∈[0,1]

)
=

∫ 1

0

max
M

|Ht| dt.
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Дефинициjа 81. За фиксирану контактну форму α на (M, ξ), контактомор-
физам ψ ∈ G и класу ψ̃ ∈ G̃ дефинишемо Хоферове енергиjе |ψ|α и |ψ̃|α са

inf ℓα
(
(φt)t∈[0,1]

)
,

где у случаjу ψ узимамо инфимум по свим изотопиjама {ψt} коjе задовоља-
ваjу ψ1 = ψ, а у случаjу ψ̃ по свим чиjа jе класа у G̃ баш ψ̃. Ако са π : G̃ → G
означимо канонску проjекциjу тривиjално важи

|ψ|α = inf
π(ψ̃)=ψ

|ψ̃|α.

Теорема 82. ([41]) Хоферовфункционал енергиjе има следећа своjства. Нека
су φ, ψ ∈ G произвољни. Тада важи

(1) (недегенерисаност) |ψ|α = 0 ⇐⇒ ψ = id,

(2) (неjеднакост троугла) |φψ|α ≤ |φ|α + |ψ|α,

(3) (симетричност) |ψ−1|α = |ψ|α,

(4) (природност) |φψφ−1|α = |ψ|φ∗α.

Због тога, зовемо га контактном Хоферовом нормом.

Напомена 83. Хоферова енергиjа посматрана на G̃ такође поседуjе своjства
(2)–(4), али не нужно и (1).

5.2 Уредљивост

У семиналном раду [18], Елиjашберг и Полтерович дефинишу релациjу на G̃
коjа под одређеним условима постаjе релациjа поретка. Контактне много-
струкости коjе испуњаваjу ове услове убрзо постаjу предмет истраживања
за себе те биваjу издвоjене као посебна класа многострукости коjе данас зо-
вемо уредљивим. Због броjних импликациjа коjе уредљивост има на друге,
честоираниjе истраживанефеномене у контактноj геометриjи, она доданас
остаjе у жижи пажње математичара из области. Наш циљ у овом поглављу
jе да изложимо актуелан резултат Шелукина и Хедикеа, коjи у свом доказу
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користе управо декомпозициjу отворене књиге, прецизниjе, идеалнеЖиру-
ове форме, о коjима jе било речи у Поглављу 4.3. Са тим на уму, представимо
поjам уредљивости.

На контактноj коориjентисаноj многострукости (M, ξ), петљу контактомор-
физама дефинишемо као глатко пресликавање ψ : S1 = R/Z → G. Као што
смо видели у претходном одељку, петље су генерисане 1-периодичним кон-
тактним хамилтониjанима. Петљу ћемо звати ненегативном ако jе њен кон-
тактни хамилтониjан ненегативан (у односу на позитивну контактну форму
α), а строго позитивном ако jоj jе контактни хамилтониjан строго позити-
ван.

За дате φ̃, ψ̃ ∈ G̃ дефинишемо релациjу

φ̃ ⪯ ψ̃
def⇐⇒ φ̃−1ψ̃ се може представити ненегативним путем у G.

На затвореноj многострукости, релациjа ⪯ jе увек рефлексивна и транзи-
тивна, но ниjе увек антисиметрична.

Дефинициjа 84. Коориjентисана контактна многострукост jе уредљива ако
⪯ дефинише релациjу поретка на G̃.

У [18] jе показана следећа карактеризациjа (Тврђења 2.1.А и 2.1.Б).

Теорема 85. Затворена контактнамногострукост jе уредљива ако и само ако
не допушта строго позитивну контрактибилну петљу контактоморфизама.

Напомена 86. На сличан начин може се дефинисати и релациjа на G по-
стављаjући φ ⪯ ψ ако и само ако постоjи ненегативан пут од id до φ−1ψ у
G. Овако дефинисано ⪯ ће бити релациjа поретка ако и само ако не постоjе
позитивне (контрактибилне или не) петље у G. Ово своjство зовемо jаком
уредљивошћу, односно уредљивошћу самог G.

Испитивање уредљивости конкретне многострукости ниjе jедноставан по-
сао. Примера ради, познато jе да су проjективни простори, RP2n+1, са стан-
дардном контактном структуром, уредљиви (видети [18], [45]). Већина при-
мера неуредљивих контактних многострукости, укључуjући и случаj стан-
дардних контактних сфера S2n+1, дуго jе проналажена на основу принципа
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показаног у [17], а коjи каже да jе за све Лиувилове многострукости конач-
ног типаW , и све k ≥ 2, идеална контактна граница одW ×Ck, неуредљива.
Ипак, и наизглед jедноставна питања, попут тога да ли jе стандардна кон-
тактна структура на S1×S2 уредљива дуго остаjу без одговора. Принцип коjи
излажемо у следећем одељку пружиће, између осталог, и одговор на ово пи-
тање.

За краj одељка, да бисмо на конкретан начин истакли значаj поjма уредљи-
вости, наводимо и следећу примену. Алан Ваjнстин, 1978. године, форму-
лише хипотезу, коjа тврди да Ребово поље на компактноj контактноj мно-
гострукости има периодичну орбиту. Везу са уредљивошћу користе Алберс,
Фукс и Мери, те доказуjу:

Теорема 87. ([1]) Ваjнстинова хипотеза jе тачна за сваку затворену, не jако
уредљиву, контактну многострукост. Ако jе контактна многострукост и не-
уредљива, онда за произвољну контактну форму постоjи контрактибилна
затворена Ребова орбита.

5.3 Лабаве Лежандрове подмногострукости

У контактноj геометриjи и топологиjи постоjи свеприсутна дихотомиjа из-
међу ригидности и флексибилности (видети [16],[6]). У овом контексту, Еми
Марфи у [36] дефинише класу веома флексибилних Лежандрових подмно-
гострукости и назива их лабавим. Дефинициjа jе заснована на конкретном
локалном моделу пред нама.

Посматраjмо стандардну контактну 3-лопту радиjуса 2,B3(2), са контактном
формом α0 = dz − x dy и фронталном проjекциjом (x, y, z) 7→ (y, z). Нека jе γ
Лежандрова крива у B3(2), са фронталном проjекциjом као на Слици 5.1.
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y

z

2

2

γ

Слика 5.1: Фронтална проjекциjа Лежандровог лука

Напомињемо да услов да jе γ Лежандрова за улагање i : γ → B3(2) гласи
i∗α0 = 0 што за параметризациjу γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) даjе за све t: z′(t) =

x(t)y′(t). Дакле фронтална проjекциjа са слике jеднозначно одређуjе γ. За
r > 1 посматраjмо и скупове

Vr = {(q, p) ∈ T ∗Rn | |q| < r, |p| < r} и Zr = Vr ∩ {p = 0}.

Тада jе Lr := γ × Zr Лежандрова у
(
B3(2) × Vr, α0 + λ

)
, где jе са λ означена

канонска Лиувилова форма.

Дефинициjа 88. Повезана Лежандрова подмногострукост L у (M2n+1, ξ), где
jе n ≥ 2, назива се лабавом ако постоjе отворен U ⊂ M , r > 1 и контакто-
морфизам φ : U → B3(2)×V3 такви да jе φ(U ∩L) = Lr. Пар (U,U ∩L) зовемо
лабавом картом за L. За неповезано L кажемо да jе лабаво уколико jе свака
од компоненти повезаности лабава унутар комплемента осталих.

Флексибилност о коjоj jе било речи огледа се у h-принципу (видети [12]) коjи
у [36] доказуjе Марфи. Из њега следи, у контексту овог поглавља, веома ва-
жно тврђење коjе доказуjе Накамура у [37].

Теорема 89. Нека jе (M, kerα) затворена контактна многострукост, L њена
затворена лабава Лежандрова подмногострукост и нека jе (φt)t∈[0,1] изото-
пиjа контактоморфизама коjа почиње у идентитети. Претпоставимо да по-
стоjи лабава карта U за L таква да jе контактна Хоферова норма ограничена
са c1 > 0 на G(U) и c2 > 0 на G(φ1(U)). Тада за све δ > 0 постоjи контактна
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изотопиjа (ψt)t∈[0,1], дужине ℓα(ψt) ≤ c1 + c2 + δ, таква да jе ψ1(L) = φ1(L) и
ψt(L) jе C0-близу φt(L) за све t.

5.4 Уредљивост и контактна Хоферова норма

У [24] показано jе да ако jе (M, ξ) затворена, jако уредљива многострукост
и φαt Ребов ток неке контактне форме α за време t ∈ R онда важи |φαt |α = |t|
(видетиЛему 3.1 иПоследицу 2.4 у [24]). Тривиjалнапоследица овог тврђења
jе да, уколико jе контактна Хоферова норма ограничена дуж Ребовог тока
неке контактне форме, онда постоjи позитивна контрактибилна петља у G.
Следеће тврђењеподижепретходну оpсервациjу ина G̃, односнопреиначава
дискусиjу о jакоj уредљивости у дискусиjу о уредљивости.

Теорема 90. Нека jе φ̃αt подизање Ребовог тока контактне форме α на G̃. Ако
важи |φ̃αt | < t за неко t ∈ R онда jе (M, ξ) неуредљива.

Доказ. Поменута Лема 3.1 из [24] може се адаптирати тако да гласи:

За пут контактоморфизама (φt)t∈[0,1] поставимо

c :=

∫ 1

0

min
M

α
( d
dt
φt

)
dt.

За свако δ > 0 постоjи пут (ψt)t∈[0,1] ∈ φ̃t тако да за све t ∈ [0, 1]

min
M

α
( d
dt
ψt

)
∈ (c− δ, c+ δ). (∗)

Покажимо да ако jе (M, ξ) уредљиво онда jе |φ̃αt |α = |t| за све t ∈ R.

За почетак, важи (φαst)s∈[0,1] ∈ φ̃αt и стога по дефинициjи имамо да за све t ∈ R
важи

|φ̃αt | ≤ ℓα
(
(φαst)s∈[0,1]

)
=

∫ 1

0

max
M

∣∣∣α( d
ds
φαst

)∣∣∣ ds
=

∫ 1

0

max
M

|α(tRα)| ds

= |t|,
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дакле треба показати да не постоjи t ∈ R такво да jе |φ̃αt |α < |t|. Како jе
|φ̃αt |α = |(φ̃αt )−1|α довољно jе претпоставити да постоjи t > 0 такво да |φ̃αt | < t.
По дефинициjи контактне Хоферове норме тада постоjи (ψs)s∈[0,t] ∈ (φ̃αt )

−1

такво да важи ∫ t

0

min
M

α
( d
ds
ψs

)
ds = c,

где jе |c| < 1, односно важи 1 + c > 0. На основу (∗) можемо претпоставити
да jеminM α

(
d
ds
ψs
)
произвољно близу c.

ПоставимоΦs = φαs ◦ψs за s ∈ [0, t]. Тада важиΦ0 = id = φαt ◦ (φαt )−1 = φαt ◦ψt =
Φt, односно (Φs)s∈[0,t] jе петља. Додатно φ̃αt ·ψ̃t = ĩdпа jе реч о контрактибилноj
петљи. За фиксирано p ∈ M имамо да за Φ(s) := Φs(p) важи Φ = H|∆(R2), где
jеH(s, u) = φαs (ψu(p)) и∆(R2) диjагонала у R2. На основу тога рачунамо

d

ds
Φs(p) =

d

ds
φαs (Φs(p)) + dφαs

( d
ds
ψs(ψs(p))

)
= Rα(Φs(p)) + (φαs )∗Xs(Φs(p)),

односно
d

ds
Φs = Rα + (φαs )∗Xs,

где jеXs генеришуће векторско поље за ψs. Према томе контрактибилна пе-
тља (Φs)s∈[0,t] задовољава

min
M

α
( d
ds

Φs

)
= 1 +min

M
α(Xs) > 1 + c− δ > 0

где jе δ изабрано довољно мало. Напомињемо да jе коришћено и да jе сваки
од контактоморфизама φαs строг. Закључуjемо да jе (Φs)s∈[0,t] позитивна кон-
трактибилна петља у G, односно (M, ξ) jе неуредљиво.

Наш следећициљ jе да пронађемо везу између отворених књига и контактне
Хоферове норме.

Лема 91. Нека jе (B, θ) декомпозициjа отворене књиге адаптирана на кон-
тактну структуру (M, ξ) и β идеална Жируова форма. Нека су W± две стра-
нице отворене књиге и L± њихови скелети у односу на Лиувилове форме
коjе индукуjе β. Тада постоjи контактно векторско пољеX чиjи ток задово-
љава да за било коjе две дисjунктне отворене околинеU± одL± постоjи T > 0

такво да важи φT (M \ U−) ⊂ U+.
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Доказ. Без умањења општости претпоставимо W− = π−1(0), W+ = π−1(π).
Нека jе V ∼= B×D2 околина повеза на коjоj β узима форму β = dθ+ η

r2
и нека

jе f(r) неопадаjућа функциjа jеднака неком 0 < c < 1 близу 0 и r близу 1.
Посматраjмо функциjу H = f(r) r sin θ на B ×D2 и нека jе X контактно век-
торско поље дефинисано контактним хамилтониjаном sin θ на (M \V, β|M\V )

и дефинисано контактним хамилтониjаном H на (V, r2β). Векторско поље
X jе глатко jер близу ∂V важиH = r2 sin θ.

Нека jе (W,λ) тачно симплектоморфно страницама. Тврђење 78 гарантуjе да
постоjи ε > 0 и улагања i± : W × (−ε, ε) →M таква да jе

i∗±β = λ+ dt, i∗±θ =
(π
2
∓ π

2

)
+ t, i−1

± (W±) =W × {0}.

На i±(W × (−ε, ε)) важи

X = cos θ (i±)∗Z + sin θ Rβ,

где jе Z Лиувилово векторско поље наW . Jедноставан рачун показуjе да на
V важи

X =
rf − r2f ′

2
sin θ Rβ +

rf ′ + f

2r
sin θ ∂θ −

f

2
cos θ ∂r,

одакле следи

dx = d(r cos θ)(X) = −rf
′ sin θ + f

2
≤ − c

2
,

док на V \K имамо

dθ(X) =
rf ′ + f

2r
sin θ ≥ c

2
sin θ.

НаM \ (V ∪W±) важи β(X) = sin θ ̸= 0.

Из претходних опсервациjа закључуjемо следеће:

• Нуле векторског пољаX све леже у скелетима L±.

•На страницамаW± векторско пољеX пропорционално jе Лиувиловом век-
торском пољу и то са константама 1 наW− и −1 наW+.

• Како на V важи dx(X) < 0 као и

dy(X) = d(r sin θ)(X) =
rf ′

2
cos θ sin θ

дакле dy(X) ≡ 0 близу B. Стога, интегрална крива φt(p) сече B ако и само
ако p ∈ W− \ L−, те потом улази уW+.
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Одаберимо домен P ⊂ W− са глатком звездастом границом и δ > 0 довољно
мало да важи

A+ = i+(P × (−δ, δ)) ⊂ U+.

Тврдимо да за све p ∈M \L− постоjи Tp > 0 такво да φt(p) ∈ A+ за све t ≥ Tp.
Jасно, на основу компактностиM \U− ⊂M \L− уколико jе ово тачноможемо
одабрати и униформно T из исказа теореме. Разликуjемо два случаjа.

1◦ p ∈ (W− \ L−) ∪B ∪W+

По претходноj дискусиjи jасно jе да у овом случаjу имамо φt(p) ∈ W± ∪ B за
све t. Такође видели смо да φt(p) сече B те да се након тога задржава уW+,
као и да напушта V за коначно време. На W+ \ V , φt одговара негативном
току Лиувиловог векторског поља наW+ па тврђење следи из чињенице да
jе ∂(V ∩W+) глатка звездаста хиперповрш уW+.

W− W+

L− L+

V
B

p

φTp(p)

Слика 5.2: Линиjа тока кроз тачку p ∈ W− \ L−

2◦ p ∈M \ (W± ∪B)

НаM \ V имамо да jеX контактно за sin θ у односу на β па важи

X = sin θ Rβ + Y, iY dβ = d(sin θ)(Rβ)β − d(sin θ).
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Закључуjемо d(sin θ)(Y ) = 0и d(sin θ)(X) = sin θ d(sin θ)(Rβ) = sin θ cos θ dθ(Rβ),
па како jе d(sin θ)(X) = cos θ dθ(X) добиjамо

dθ(X) = sin θ dθ(Rβ).

Како за идеалну Жируову форму важи dθ(Rβ) > 0 наM \B закључуjемо да jе
дуж линиjа тока φt(p), dθ ограничено или одозго или одоздо наM \

(
W−∪B∪

i+(W × (−δ, δ))
)
у зависности од знака sin θ, те φt(p) за коначно време улази у

i+(W × (−δ, δ)) и излази из V . Преостаjе технички захтеван део доказа коjи
прескачемо (видети Лему 2.7 у [25] и Слику 5.3), али коjи се у потпуности
своди на опсервациjу да jе на i+(W × (−δ, δ)) \ V проjекциjа контактног век-
торског пољаX на страницу пропорционална Лиувиловом векторском пољу
са коефициjентом пропорционалности коjи тежи −1.

BL− L+

W−

W+

p

Слика 5.3: Линиjа тока кроз тачку p ∈M \ (W± ∪B)

Овиме jе доказ завршен.

Напомена 92. Тврђење коjе смо управо показали можемо реформулисати
на следећи начин. Наиме, ако суW± интериори две странице са скелетима
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L± показано jе да постоjи векторско поље чиjи ток ψt задовољава да за сваки
отворен U ⊃ L− важи ⋂

t≥0

ψt(M \ U) = L+.

Лема 93. Нека jе (U, λ) = (W × (−ε, ε), dt + λ). Тада jе контактна Хоферова
норма ограничена на G̃(U).

Доказ. Нека jе (fs)s∈[0,1] контактна изотопиjа у U подржана у неком компакт-
ном K0 ⊂ W × (−ε0, ε0) и нека jе K1 ⊂ W × (−ε1, ε1) компактан скуп такав
да jеK0 ⊂ intK1. Уочимо контактно векторско поље X дато контактним ха-
милтониjаном α(X) = −t. X можемо записати као a∂t + Y где dt(Y ) = 0.
Jедначине коjе jеднозначно одређуjуX тада узимаjу форму:

a+ λ(Y ) = −t, iY dλ = −λ

одакле закључуjемо a ≡ −t и Y = −Z, где jе Z Лиувилово векторско поље
на W . Са (φs)s≥0 означимо његов ток. Како важи LXλ = −λ закључуjемо
да важи формула φs(t0, p) = (e−st0, ηs(p)), где jе са (ηs)s≥0 означен негативни
Лиувилов ток на (W,λ). Под овим условима jасно jе да можемо дефинисати
контактни хамилтониjан hs за све s ≥ 0 коjи задовољава:

• hs|φs(K0) = α(X)

• hs ≡ 0 ван φs(K1)

•maxU |hs| ≤ ε0e
−s + δe−s,

при чему δ > 0 можемо одабрати произвољно мало.

Нека jе (gs)s≥0 изотопиjа генерисана са (hs)s≥0 и приметимо да очигледно
важи gs|K0 = φs за све s, као и |g̃s|α ≤ ε0+δ. Већ смо видели да важиLXλ = −λ
па jеφ∗

sα = e−sα, а наK0 имамо g∗sα|K0 = e−sα|K0. На основуТеореме 82имамо

|f̃1|α = |g̃sg̃−1
s f̃1g̃sg̃

−1
s |α

=
∣∣g̃s ˜(g−1

s f1gs) g̃
−1
s

∣∣
α

≤ 2|g̃s|α + |f̃1|g∗sα
≤ 2ε0 + 2δ + e−s|f̃1|α,
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где jе искоришћена чињеница да су путеви (g−1
s frgs)r∈[0,1] и (g−1

rs frgrs)r∈[0,1] хо-
мотопни са фиксираним краjевима, а заjедничка класа у G̃(U) означена jе са
˜g−1
s f1gs и jеднака jе g̃−1

s f̃1g̃s. Закључуjемо, узимаjући s произвољно велико и
δ произвољно мало, да важи |f̃1|α ≤ 2ε0.

Напомена 94. Лема 93 специjално имплицира да jе контактна Хоферова
норма ограничена на G̃(B2n+1), где jе (B2n+1, dz−

∑n
j=1 yj dxj) стандарднаДар-

буова лопта.

Тврђење 95. Нека jе V = M \ L−. Тада jе контактна Хоферова норма, у
односу на било коjу контактну форму коjа се продужава на M , ограничена
на G̃(V ).

Доказ. Са n означимо рестрикциjу контактне форме саM на V . Одаберимо
U±, околине од L± контактоморфне са (W × (−ε, ε), dt + λ) и нека jе ψt ток
из Леме 91. Нека jе Ũ ⊂ U− отворена околина од L− чиjе затворење лежи у
U−. Како jе V \ Ũ са компактним затворењем према Напомени 92 имамо да
постоjи T > 0 за коjе jе ψT (V \ Ũ) ⊂ U+. Приметимо такође да важи и n|U± =

s±α, где су s± ограничене позитивне функциjе на U± (ограниченост следи из
n = β|V где jе β форма на компактномM ). Одавде имамо |f |n ≤ |β|∞|f |α за
све f ∈ G̃(U±), па jе по претходноj леми | · |n ограничено на простору свих f̃
коjи имаjу представнике компактно подржане у U±.

Да бисмо завршили доказ тврђења ми полазимо од f̃1 ∈ G̃(V ) са представ-
ником (fs)s∈[0,1] компактно подржаним у K ⊂ V . Можемо употребити иден-
тичну технику као у доказу Леме 91 и искористити контактни хамилтониjан
h(t, p) = t модификован тако да добиjемо компактно подржану изотопиjу
(ψ̃s)s≥0 на U− коjа задовољава да за неко T− важи ψ̃T−(K ∩ U−) ∩ Ũ = ∅. Доби-
jамо тада

|f̃1|n ≤ C− + |F̃1|n,

где jе F̃1 елемент G̃(V ) представљен са (ψT−fsψ
−1
T−
)s∈[0,1], а C− константа из

Леме 93, коjа зависи само од избора U−.

Коначно, како jе (Fs)s∈[0,1] компактно подржано у V \Ũ , (ψTFsψ−1
T )s∈[0,1] jе ком-

пактно подржано у U+ и стога важи

|f̃1|n ≤ C− + |F̃1|n ≤ 2|ψT |n + C− + C+
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чиме jе доказ завршен.

Пре него ли пређемо на централне теореме даjемо jош jедно припремно
тврђење.

Лема 96. Нека суK± компактни подскупови контактне многострукости (M,

ξ)инека jе (ft)t∈[0,1] компактноподржанаконтактнаизотопиjа за коjу jе ft(K−)

∩K+ = ∅ за све t ∈ [0, 1]. Тада jе ft = f−
t ◦ f+

t где су f
±
t компактно подржане у

M \K±.

Доказ. Како суK± компактни постоjи отворен U ⊃ K− такав да A =
⋃
t∈[0,1]

ft(U) не сече K+. Нека jе V отворен скуп са компактним затворењем коjи
садржи A и не сече K+. Модификуjмо контактни хамилтониjан изотопиjе
(ft)t∈[0,1] тако да на U остаjе непромењен а ван V постаjе константан и њиме
генерисану контактну изотопиjу означимо са (f+

t )t∈[0,1]. Jасно, (f
+
t )t∈[0,1] jе

компактно подржана у M \ K+. Доказ завршавамо постављаjући f−
t := ft ◦

(f+
t )

−1.

Теорема 97. Нека jе (M2n+1, ξ) затворена контактна многострукост где jе
ξ контактна структура адаптирана декомпозициjи отворене књиге са Ваjн-
стиновом страницом W чиjи jе скелет у односу на неку идеалну Жируову
форму означен са L. Тада важи:

(1) Ако jе W субкритично контактне Хоферове норме су ограничене на G и
G̃.

(2) Ако jе n ≥ 2 и L глатка и затворена лабава Лежандрова подмногостру-
кост одM , онда jе за сваку контактну форму α рестрикциjа контактне Хофе-
рове норме на групу строгих контактоморфизама Gα и њену инверзну слику
у универзалном наткривању G̃α ограничена.

Jасно, у оба случаjа (M, ξ) jе неуредљиво.

Доказ. (1) Нека jе са β означена идеална Жируова форма за (K, θ) и нека су
W− = θ−1(0) и W+ = θ−1(π) странице са скелетима L±. Субкритичност из
претпоставке тврђења значи L± = L

(n−1)
± .
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Пођимо од произвољне изотопиjе (ft)t∈[0,1]. Тврђење 5.2 у [13] гарантуjе по-
стоjање изотопиjе (f ′

t)t∈[0,1] коjа jе C0-близу (ft)t∈[0,1] и задовољава додатни
услов f ′

t(L−)∩L+ = ∅ за све t > 0. На основу Леме 96, f ′
t се може записати као

f−
t ◦ f+

t , где су f
−
t , f

+
t контактне изотопиjе коjе задовољаваjу услове Тврђења

95, па имамо да важи
|f̃ ′

1|α ≤ |f̃−
1 |α + |f̃+

1 |α ≤ C,

где jе C константа из Тврђења 95. Посматраjмо изотопиjу gt = (f ′
t)

−1ft. Како
(f ′
t)t∈[0,1] бирамо C0-близу (ft)t∈[0,1] можемо претпоставити да jе (gt)t∈[0,1] C0-

мало, те како су L− и L+ дисjунктни компакти можемо претпоставити и
gt(L−) ∩ L+ = ∅ за све t. Због тога добиjамо и

|g̃1|α = | ˜(f ′
1)

−1f1|α = |(̃f ′
1)

−1f̃1|α ≤ C.

Овиме jе доказ завршен jер сада имамо

|f̃1|α = |f̃ ′
1(̃f

′
1)

−1
f̃1|α ≤ 2C.

(2) Нека jе W− посматрана страница и L− њен скелет, коjи jе уjедно и ла-
баваЛежандрова подмногострукост од (M, ξ), те нека jеU лабава карта заL−.
Како jе U Дарбуова лопта, на основу Напомене 94 имамо да постоjи C1 > 0

коjе ограничава посматрану контактну Хоферову норму на G̃(U).

Нека jе сада (φt)t∈[0,1] пут контактоморфизама за коjи jе φ1 строг контакто-
морфизам. Jасно jе да jе φ1(L−) лабава Лежандрова подмногострукост одM
са лабавом картом φ1(U). Како jе φ∗

1α = α добиjамо да jе | · |α ограничено са
C1 и на G̃(φ1(U)).

На основу Теореме 89 за свако δ > 0 постоjи контактна изотопиjа (ψt)t∈[0,1]

контактне Хоферове дужине мање од δ + 2C1 таква да jе ψ1(L−) = φ1(L−) и
ψt(L−) C

0-близу φt(L−) за све t ∈ [0, 1]. Одавде закључуjемо да jе (ψ−1
t φt)(L−)

C0-близу L−, па као у доказу дела (1) постоjи нека страницаW+ са скелетом
L+ таква да можемо сматрати (ψ−1

t φt)(L−) ∩ L+ = ∅ за све t. Напомињемо
да jе изборW+ независан од (φt)t∈[0,1]. Поновном употребом Леме 96 и Твр-
ђења 95, добиjамо да постоjи константа C2 коjа не зависи од (φt)t∈[0,1], а коjа
ограничава |ψ̃1

−1
φ̃1|α за описани избор (ψt)t∈[0,1]. Jедноставно закључуjемо:

|φ̃1|α = |ψ̃1ψ̃1
−1
φ̃1|α ≤ δ + 2C1 + C2.
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У овом случаjу неуредљивост (M, ξ) следи из чињенице да jе Ребов ток Rα

сачињен од тачних контактоморфизама.

Теорема 98. Нека jе (M, ξ) затворена контактна многострукост, L ⊂ M ске-
летнеке странице адаптиране контактне отворене књигеи φ̃t подизањепута
φt из G у G̃. Ако постоjи контактоморфизам ψ такав да jе ψ(L) ∩ φt(L) = ∅
за све t ≥ 0 онда jе контактна Хоферова норма ограничена дуж φ̃t и после-
дично, дуж φt. Специjално, ако jе φ̃t индуковано Ребовим током неке кон-
тактне форме, онда jе (M, ξ) неуредљиво.

Доказ. Претпоставимо дакле да постоjе пут (φt)t≥0 у G и контактоморфизам
ψ такви да за A =

⋃
t≥0 φt(L) важи ψ(L) ∩ A = ∅.

На основу Леме 95 имамо
φt = gt ◦ ht,

где jе свако gt компактно подржано у M \ L, а свако ht у M \ ψ(L). Приме-
тимо такође да jе ψ(L) скелет неке странице у некоj другоj декомпозициjи
отворене књиге.

На основу претходног и Тврђења 95 имамо да постоjи константа C > 0 тако
да за све t ≥ 0 важи |g̃t|α ≤ C и |h̃t|α ≤ C. Као директну последицу ове
чињенице добиjамо и |φ̃t|α ≤ 2C, што jе и требало доказати.

Напомена 99. У претходном доказу поменуто jе да на основу контактомор-
физма ψ : (M, ξ) → (M, ξ) и контактне отворене књиге (K, θ) на (M, ξ) мо-
жемо добити нову контактну отворену књигу на (M, ξ). Конкретно, реч jе о
следећем општом принципу. Уведимо ознаке K ′ = ψ(K) и θ′ : M \K ′ → S1

за пресликавање дато са θ′ = θ ◦ ψ−1. Тада важи:

• (K ′, θ′) jе тополошка отворена књига наM .

Заиста, θ◦ψ−1 jе очигледно субмерзиjа, а ако са i : K×D2 ↪→ U ⊂M означимо
околину повеза K за коjу важи i(K × {0}) = K и i∗θ = e, где jе e угаона
координата наD2 \ {0}, онда очигледно важи ψ ◦ i(K × {0}) = K ′ као и

(ψ ◦ i)∗(θ′) = i∗(θ′ ◦ ψ) = i∗(θ ◦ ψ−1 ◦ ψ) = i∗θ = e.

• ξ jе адаптирано на (K, θ).
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Да бисмо ово видели фиксираjмо идеалну Жируову форму β за (K, θ). Тада
лако проверавамо да β′ = (ψ−1)∗β задаjе идеалну Жируову форму за (K ′, θ′).
Интериори страница су тада Ваjнстинове многострукости коначног типа са
Лиувиловим формама β|θ′−1(e). Лиувилово векторско поље странице дато jе
тада jедначином izdβ

′ = β′, односно важи

iz(ψ
−1)∗dβ = (ψ−1)∗β,

па су Лиувилова векторска поља на старим (Zs) и новим (Zn) страницама у
очигледноj релациjи ψ∗Zs = Zn. Закључуjемо да ψ заиста слика скелете ста-
рих у скелете нових страница.

Као последицу Теореме 98 добиjамо и уопштење примера производа сфера
S1 × S2, коjи смо обећали у Поглављу 5.2.

Тврђење 100. T n × Sn+1 са стандардном контактном структуром jе неуре-
дљива контактна многострукост.

Доказ. • Стандардна контактна структура

Посматраjмо таутолошкуформу λcan на T ∗T n ∼= T n×Rn иформу λC = 1
2
(x dy−

y dx) на C. Њихов збир, λcan + λC, тада jе Лиувилова форма на производу
T ∗T n × C. Уколико на T n = (S1)n поставимо координате (eiθ1 , . . . , eiθn) на
T ∗T n × C ∼= T n × Rn × C можемо писати

λ = λcan + λC =
∑
k

xk dθk +
1

2
(x dy − y dx).

Тада jедноставно добиjамо да jе Лиувилово векторско поље дато са

Xλ =
∑
k

xk∂xk +
1

2
(x∂x + y∂y),

па видимо да за скуп са звездастом границом можемо одабрати

T n × Sn+1 =
{
(p, x1, . . . , xk, x, y) ∈ T ∗T n × C

∣∣∣ ∑
k

x2k + x2 + y2 = 1
}

и идеална контактна граница контактоморфна jе са(
T n × Sn+1, λ|Tn×Sn+1 =: α

)
.
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Овако добиjену контактну структуру зовемо стандардном на T n × Sn+1.

• Отворена књига на T n × Sn+1

Разматрање настављамо у истом моделу. Поставимо

B :=
{
(p, x1, . . . , xn, z)

∣∣∣ z = 0,
∑

x2k = 1
}
⊂ T n × Sn+1

и задаjмо фибрациjу π : T n × Sn+1 \ B → S1 са π((p, x1, . . . , xn, z)) = arg(z).
Jасно, околина i : B×D2 → T n×Sn+1 може се одредити експлицитно поста-
вљаjућиD2 = {|z| ≤ 1}. У посматраним координатама имамо

λ|B =
∑
k

xk dθk,

па jе (B, kerλ|B) контактоморфно стандардном сферном раслоjењу у T ∗T n.

Посматраjмо jедну конкретну страницу дате отворене књиге P = π−1(0), за
коjу важи

P =
{
(p, x1, . . . , xn, z = x+ iy) ∈ T n × Rn × (0, 1]

∣∣∣ x2 +∑
k

x2k = 1
}
.

Како важи dy|P = 0 jер jе y|P ≡ 0 добиjамо λ|P =
∑

k xk dθk. Ниjе тешко видети
да jе P заправо симплектоморфно делу диск раслоjења T ∗ × int(Bn) → T ∗T n

управо са рестрикциjом dλcan =
∑

k dxk ∧ dθk те и да jе у овим координатама
услов изДефинициjе 30, везан за ориjентациjу тривиjалан. Испоставља се да
jе испуњеност услова на овоj страници довољна jер имамо тачан симплек-
томорфизам страница (P0, dλcan) (Pψ, dλcan) дат ротациjомC-фактора за угао
ψ.

Показали смо стога да jе (B, π) контактна отворена књига за
(
T n × Sn+1,(∑

k xk dθk +
1
2
(y dx− x dy)

)∣∣
Tn×Sn+1

)
.

Лиувилово векторско поље на T n ×Bn(1) дато jе са Z̃ = xk∂xk . Морамо узети
у обзир и дату параметризациjу

Φ : T n ×Bn(1) → P0

(p, x1, . . . , xn) 7→
(
p, x1, . . . , xn,

√
1−

∑
k

x2k

)
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помоћу коjе добиjамо и Лиувилово векторско поље на P0, где из Φ∗(∂xk) =

∂xk −
xk
x
∂x закључуjемо

Z = Φ∗Z̃ =
∑
k

xk∂xk −
∑

k x
2
k

x
∂x

=
∑
k

xk∂xk −
1− x2

x
∂x.

Видимо тада да jе скелет L0 у (P0, λ|P0) у разматраном моделу скуп

L0 = T n × {0} × {1} ⊂ T n × Rn × C.

• Ребов ток на T n × Sn+1

Jедноставном провером утврђуjемо да jе Ребово поље на (T n × Sn+1, α) дато
са

Rα = 2∂e = 2(x∂y − y∂x).

Орбита тачке (p, 0, 1) при Ребовом току jе стога {(p, 0, eit) | t ≥ 0}, односно

A :=
⋃
t≥0

φt(L0) = T n × {0} × S1.

Модел до ког смо дошли истраживан jе, у већоj општости, у [30]. Конкретно,
реч jе о томе да jе A пред-Лагранжево — подиже се до Лагранжеве подмно-
гострукости у симплектизациjи — и као такво може се од себе раздвоjити
контактоморфизмом. Прецизниjе, постоjи ψ ∈ Cont(T n × Sn+1, ξstd) коjи за-
довољава

ψ(L0) ∩
⋃
t≥0

φt(L0) = ∅.

Овиме су испуњени сви услови за примену Теореме 98 управо на Ребов ток,
чиме jе доказ завршен.



Глава 6

О класификациjи контактних
структура у вишим димензиjама

6.1 Заврнутост

У контактноj топологиjи постоjи основна подела контактних структура на
заврнуте и затегнуте. Заврнуте структуре су, у суштини, тополошки а не
геометриjски обjекти: за њих важе h–принципи, па се њихово постоjање и
класификациjа своде на алгебарску топологиjу. Затегнуте структуре су, на-
супрот томе, суштински геометриjске, те их jе по правилу знатно теже кла-
сификовати.

Димензиjа три

Дефинициjа 101. Нека jе (M3, ξ) контактна многострукост. Заврнути диск
jе уложени дискD ↪→M такав да jе

TpD = ξp за свако p ∈ ∂D.

Контактна структура ξ jе заврнута уколико такав диск постоjи, а затегнута
у супротном.

Пример 102. На R3 са цилиндричним координатама (r, θ, z) посматраjмо
контактну структуру

ξot = ker
(
cos r dz + r sin r dθ

)
и диск D = {z = 0, r ≤ π}. За r = π дата 1–форма се своди на −dz, па jе ξot =
ker dz = TD дуж ∂D; дакле, D jесте заврнути диск. Његова карактеристична
фолиjациjа Dξ има тачно jедну сингуларну тачку, у координатном почетку,
док jе ∂D затворен лист.
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Теорема 103. (Елиjашберг [16]) Нека jе M затворена ориjентисана много-
струкост димензиjе три. Придруживање контактноj структури њеног поља
тангентних равни успоставља биjекциjу између скупа класа изотопиjе завр-
нутих контактних структура наM и скупа хомотопских класа поља тангент-
них равни наM .

Дакле, у димензиjи три заврнутост jе потпуно флексибилан поjам: свака хо-
мотопска класа поља равни садржи тачно jедну заврнуту контактну струк-
туру до на изотопиjу.

Више димензиjе

Поjамзаврнутости у вишимдимензиjама захтевао jе нову конструкциjу. Иде-
jа jе да у сличном духу пружимо одређено своjство контактне многоструко-
сти коjе би омогућило доказивање пандана Теореме 103. Приметимо одмах
да просто преписивање дефинициjе из димензиjе три ниjе могуће, jер ако
би D2n ⊂ (M2n+1, ξ) био уложени диск са своjством да за све p ∈ ∂D важи
TpD = ξp, онда би ∂D била изотропна подмногострукост у (M2n+1, ξ), и са-
мим тим димензиjе не веће од n, што за n ≥ 2 ниjе могуће.

Први кораци ка дефинициjи вишедимензионалне заврнутости остварени
су у [38], где Нидеркригер даjе верзиjу заврнутог диска на коме контактна
формамногострукости задаjе одговараjућуфолиjациjу. Овакву уложенупод-
многострукост назива пластикштуфе, а њено присуство испоставља се као
опструкциjа за попуњивост. До одговараjуће дефинициjе долазе Борман,
Елиjашберг и Марфи у [3], те показуjу следећу теорему, након чега дефи-
нициjа постаjе стандардна.

Теорема 104. ([3]) Нека jеM2n+1 затворена контактна многострукост. При-
друживање контактноj структури наM , скоро контактне структуре коjу она
дефинише остваруjе биjекциjу између скупова класа изотопиjе заврнутих
контактних структура и хомотопских класа скоро контактних структура на
M .

Дефинициjа заврнутости коjу даjу захтева доста посла, те прескачемо њено
излагање. Такође, мана дефинициjе jе и у томешто jе веома тешка за прове-
рити. Стога, следећи корак, у погледу ваљаности дефинициjе, остваруjу Ка-
залс, Марфи иПресас у [8], где даjу читав низ jедноставниjих, геометриjских
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карактеризациjа заврнутости. Кључна међуњима, по своjоj jедноставности,
jе следећа.

Посматраjмо контактну многострукост (M2n+1, ξ), те αot ∈ Ω1(R3), контактну
форму коjа дефинише заврнуту контактну структуру ξot на R3, и стандардну
Лиувилову форму на Cn−1,

λst =
1

2

n−1∑
j=1

(xj dyj − yj dxj) .

Испоставља се да jе (M2n+1, ξ) заврнута, ако и само ако, постоjи контактно
улагање од

(
R3 × Cn−1, ker(αot + λst)

)
у (M, ξ). Додатно, показано jе да по-

стоjи и константа R, коjа зависи само од избора αot и димензиjе n, таква да
се контактно улагање у наведеноj карактеризациjи може заменити са кон-
тактним улагањем многострукости

(
R3 ×D2n−2(R), ker(αot + λst)

)
.

Jош jедна од карактеризациjа коjе показуjу укључуjе управо теориjу отворе-
них књига. Наиме, контактна многострукост (M, ξ) jе заврнута, ако и само
ако, постоjи негативно стабилизована отворена књига компатибилна са (M,

ξ).

6.2 Попуњивост

Дефинициjа 105. Нека jе V затворена, ориjентисана многострукост и ξ по-
зитивна коориjентисана контактна структура на њоj. Кажемо да компактна
симплектичка многострукост (W,ω) симплектички (jако) попуњава (V, ξ), ако
jе V ориjентисана граница од (W,ω), и ω има примитивну форму λ, на око-
лини ∂W , чиjа jе рестрикциjа на V = ∂W контактна форма за ξ.

Близу границе ∂W , примитивна форма λ дефинише Лиувилово векторско
поље Xλ, те се услов да jе λ|TV позитивна контактна форма своди на то да,
дуж V , Xλ показуjе трансверзално напоље. Из овог разлога, у случаjу Дефи-
нициjе 105, V зовемо конвексном границом одW .

За дату коориjентисану контактну многострукост (V, ξ) природно можемо
причати о конформалноj класи CSξ, симплектичких структура на ξ. Заи-
ста, ако jе α било коjа контактна форма, онда dα|ξ дефинише структуру сим-
плектичког раслоjења, коjа од избора форме α зависи до на рескалирање. У
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димензиjи три, ова опсервациjа доводи до природне дефинициjе мање ре-
стриктивне верзиjе попуњивости. У ситуациjи Дефинициjе 105 кажемо да
ω доминира ξ ако важи ω|TV ∈ CSξ. Ипак, у [32], показано jе да jе ово екви-
валентно jакоj попуњивости, почевши од димензиjе пет. Стога, у [31], Масо,
Нидеркригер и Вендл даjу следећу, релаксираниjу дефинициjу слабе попу-
њивости.

Дефинициjа 106. Нека jе (W,ω) компактна симплектичка многострукост,
са ориjентисаном границом ∂W = V , на коjоj jе дата коориjентисана кон-
тактна структура ξ. Кажемо да (W,ω) слабо попуњава (V, ξ) а ω слабо доми-
нира ξ, ако су ωξ и ωξ + CSξ симплектичке структуре на ξ.

Оваj услов jе еквивалентан са тим да су

α ∧ (dα+ ωξ)
n−1, α ∧ ω n−1

ξ

позитивне запреминске форме, за произвољан избор контактне форме α.
Уколико фиксирамо неко α, претходни услов постаjе еквивалентан са

α ∧ (ωξ + τ dα)n−1 > 0,

за све τ ≥ 0.

6.3 Буржоаове контактне структуре

Видели смо да Турстон–Винкелнкемлерова конструкциjа гарантуjе посто-
jање контактне структуре на T 3. До ове чињенице могли смо доћи и не-
посредно jер jе T 3 дифеоморфно стандардном сферном раслоjењу ST ∗T 2, а
T ∗T 2 као и свако котангентно раслоjење допушта симплектичку структуру.
У [29] Луц 1979. године конструише контактну структуру на T 5, међутим,
питање постоjања контактне структуре на T 2n+1 за n ≥ 3 остаjе неразре-
шено наредне двадесет три године. Тек након Жируовог доказа да свака
контактнамногострукост допуштаконтактнуотворену књигу,ФредерикБур-
жоа доказуjе општиjе тврђење — ако M2n+1 допушта контактну структуру
допушта jе и M2n+1 × T 2. Структуре коjе конструише постаjу познатиjе од
питања коjе их jе првобитно мотивисало и данас их називамо Буржоаове
контактне структуре. Погледаjмо о чему jе реч.
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У Поглављу 4.2 видели смо да свакоj контактноj отвореноj књизи (B, π) на
(M, ξ), можемо придружити контактну форму α и дефинишуће преслика-
вање f : M → C, такве да d

(
α
|f |

)
дефинише идеалне Лиувилове структуре на

страницама. Овакав пар (α, f), зваћемо репрезентациjом контактне отво-
рене књиге. У овоj нотациjи, даjемо благо уопштење аргумента из [4], коjе
се поjављуjе у [27].

Дефинициjа 107. Буржоаова контактна структура придружена репрезен-
тациjи (α, f), контактне отворене књиге (B, π) на (M, ξ), у односу на стан-
дардну ориjентациjу на T 2 дату са dφ1 ∧ dφ2, дата jе контактном формом

α̃ = α + fx dφ1 − fy dφ2,

где jе f = fx + ify, а (φ1, φ2) стандардне координате на T 2 = S1 × S1.

Овако дефинисана контактна структура очигледно ће бити T 2-инвариjант-
на. Да бисмо оправдали дефинициjу, односно доказали да jе α̃ заиста кон-
тактна форма, уведимо и следећи поjам.

Дефинициjа 108. Нека jе (M, ξ) затворена контактна многострукост. Бур-
жоа–Ђиронелина контактна структура ξ̃ на M × T 2, коjа деформише кон-
тактну дистрибуциjу ξ ⊕ TT 2, jе било коjа контактна структура добиjена као
jезгро форме α̃ = α + β, где jе:

(1) α контактна форма на (M, ξ),

(2) β|T (M×{z}) ≡ 0, за све z ∈ T 2,

(3) β|T ({p}×T 2) jе затворена форма,

(4) ориjентациjа коjу α̃ индукуjе наM × T 2 слаже се са ориjентациjом прои-
звода.

Да бисмо видели да jе свака Буржоа–Ђиронелина контактна структура хомо-
топна, кроз скоро-контактне структуре, са (ξ ⊕ TT 2, dα + η), посматраћемо
двопараметарске фамилиjе форми

λε,δ := α̃ε = α+ εβ, ωε,δ := dαε + δη.

Тада важи

λε,δ ∧ ω n+1
ε,δ = (α+ εβ) ∧ (dα + ε dβ + δη)n+1

= α̃ε ∧ (dα̃ε)
n+1 + (n+ 1)δ α ∧ (dα)n ∧ η.
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Услови (1)–(3) из Дефинициjе 108 показуjу

α̃ε ∧ (dα̃ε)
n+1 = ε2(n+ 1)

(
n
2
(dβ)2 ∧ α ∧ (dα)n−1 + β ∧ dβ ∧ (dα)n

)
= ε2 α̃ ∧ (dα̃)n+1.

(6.1)

Према томе, и α̃ε∧(dα̃ε)
n+1, и α∧(dα)n∧η су форме запремине наM×T 2, а по

услову (4) оне су истог знака. Закључуjемо да jе (kerαε, ωε,δ) скоро-контактна
структура кад год ε и δ нису истовремено 0. Како jе kerα0 = ξ ⊕ TT 2, жељена
хомотопиjа дата jе са

δt = ω1−t, t, t ∈ [0, 1].

Приметимо, додатно, да смо показали и да jе (αε)ε>0 фамилиjа контактних
форми, за коjе су, по Греjевоj стабилности, (kerαε)ε>0 контактоморфне.

Лема 109. Нека jе (M, ξ) затворена контактна многострукост, димензиjе не
мање од три. Претпоставимо да jе α̃ = α + β jедна 1-форма наM × T 2, где α
и β задовољаваjу услове (1)–(4) Дефинициjе 108. Тада можемо записати

α̃ = α + fx dφ1 − fy dφ2,

где jе f = fx + ify : M × T 2 → C глатка функциjа, а (φ1, φ2) координате на T 2.
Следећа тврђења су еквивалентна:

(1) α̃ jе контактна форма.

(2) За све (φ1, φ2) ∈ T 2, пар (α, f( · , φ1, φ2)) jе репрезентациjа контактне отво-
рене књиге на (M, ξ).

Доказ. • (2) ⇒ (1):

Из (6.1) знамо да jе контактни услов за α̃ дат са

(n+ 1)
(
n
2
(dβ)2 ∧ α ∧ (dα)n−1 + β ∧ dβ ∧ (dα)n

)
̸= 0.

Узевши у обзир β = fx dφ1 − fy dφ2, добиjамо:

β ∧ dβ = ρ2 dMθ ∧ dφ1 ∧ dφ2,

(dβ)2 = 2ρ dMρ ∧ dMθ ∧ dφ1 ∧ dφ2,

где jе f = ρeiθ, а dM извод уM-правцима. Добиjамо

α̃ ∧ (dα̃)n+1 = (n+ 1)
(
nρ dMρ ∧ dMθ ∧ α ∧ (dα)n−1

+ ρ2 dMθ ∧ (dα)n
)
∧ dφ1 ∧ dφ2,

(6.2)
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што jе управо запис у поларним координатама форме запремине на M , са
датомЛиувиловом отвореном књигом,ΩM = |f |n+2 dθ∧d

(
α
|f |

)n
. Закључуjемо

α̃ ∧ (dα̃)n+1 = (n+ 1)ΩM ∧ dφ1 ∧ dφ2 ̸= 0.

• (1) ⇒ (2):

Фиксираjмо произвољно z ∈ T 2. Потребно jе да покажемо:

(i) 0 jе регуларна вредност пресликавања p 7→ f(p, z);

(ii) B = {p ∈M | f(p, z) = 0} ̸= ∅;

(iii) π := f
|f | : M \B → S1 jе фибрациjа;

(iv) d
(
α
|f |

)
дефинише идеалну Лиувилову структуру на свакоj страници.

По (6.2), користећи f(p, z) = 0 ⇔ ρ(p, z) = 0 и ρ dMρ ∧ dMθ = dMfx ∧ dMfy, за-
кључуjемо да f(p, z) = 0 повлачи dMfx ∧ dMfy ̸= 0, односно, важи (i). Слично,
наM \ B, dπ = 0 ⇔ dMθ = 0, што jе у контрадикциjи са (6.2), дакле важи (ii).
Да бисмо добили преостале услове рачунамо(

dM

(
α
ρ

))n
=

1

ρn+2

(
−nρ dMρ ∧ α ∧ (dα)n−1 + ρ2(dα)n

)
.

Приметимо да у (6.2), dMθ можемо извући из заграде, тако да jедначина по-
прима форму

(n+ 1) ρn+2
(
dM

(
α
ρ

))n
∧ dMθ ∧ dφ1 ∧ dφ2 ̸= 0,

па како jе страница дата са θ = θ0, важи (iv). Коначно, да бисмо доказали (iii),
претпоставимо да jе B = ∅. Тада jе свака страница, дата са θ = θ0, затворена
подмногострукост одM , димензиjе 2n, на коjоj jе дата симплектичка форма
d
(
α
ρ

)
. За n > 0, Стоксова теорема даjе контрадикциjу.

Буржоаове контактне структуре добиjамо у специjалном случаjу када ода-
беремо да f буде дефинишућа функциjа отворене књиге (B, π) на , дакле
константно по координатама торуса. У случаjу да jе контактна отворена
књига задата апстрактном отвореном књигом (P, φ), претходно описаном
конструкциjомдобиjену контактну структуру наOB(P, φ)×T 2 означаваћемо
са BO(P, φ).
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6.4 Неколико примера

Испоставља се да jе дискусиjа о уопштењу Буржоаових контактних струк-
тура веома корисна за испитивање слабе попуњивости. Наиме, веома jед-
ноставно добиjамо да се слаба попуњивост, са базне контактне многостру-
кости, до на изотопиjу, преноси и на добиjену Буржоаову многострукост.

Теорема 110. Нека jе (V, ξ) контактна многострукост, слабо попуњена са (W,
ω), и нека jе (B, π) било коjа контактна отворена књига на (M, ξ). Придру-
жена Буржоаова контактна структура на V × T 2 изотопна jе, тада, контакт-
ноj структури коjа се може слабо попунити са (W × T 2, ω+ η), где jе η форма
запремине на T 2.

Доказ. Посматраjмофамилиjу модификованих Буржоаовихформиαε из Де-
финициjе 107, те формираjмо фамилиjу полинома

Pε(t) := αε ∧ (t dαε + ω + η)n+1,

са коефициjентима у Ω2n+3(V × T 2). У складу са Дефинициjом 106, желимо
да одредимо ε > 0, такво да jе за све t ∈ R≥0, Pε(t) > 0. Водећи члан овог
полинома jе

αε ∧ (dαε)
n+1tn+1 = ε2 α ∧ (dα)n+1tn+1,

односно, водећи коефициjент jе 0 за ε = 0 и строго позитиван за ε > 0. За
ε = 0 имамо

P0(t) = α ∧ (t dα+ ω + η)n+1

= (n+ 1)α ∧ (t dα + ω)n ∧ η,

што jе строго позитивно за t ∈ R≥0, jер jе (W,ω) слабо попуњење од (V, ξ).
Такође и водећи коефициjент, α∧ (dα)n ∧ η jе строго позитиван. Прелазак са
P0 на Pε, ε > 0, представља малу пертурбациjу коефициjената полинома, jер
jе Pε глатко по ε. Како α ∧ (dα)n ∧ η tn доминира остале чланове за довољно
велико t, можемо одабрати t0 > 0 и ε0 > 0 тако да за све ε ∈ [0, ε0) и t > t0,
важи Pε(t) > 0. С друге стране, како jе P0 строго позитивно на компактном
[0, t0], можемо одабрати и ε1 > 0 такво да jе Pε(t) > 0 за све ε ∈ [0, ε1) и
t ∈ [0, t0]. Коначно, за било коjе 0 < ε < min{ε0, ε1} имамо Pε(t) > 0, за све
t ∈ R≥0. Последично, (W × T 2, ω + η) слабо попуњава (V × T 2, kerαε).
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За jедан резултат о jакоj попуњивости, размотримо следећу, природну де-
композициjу jедне класе контактних многострукости.

Дефинициjа 111. Нека jе дат идеални Лиувилов домен (V, ω) и нека jе λ
jедна примитивна форма за ω, а u ненегативна функциjа са регуларним ску-
пом нивоа {u = 0} = ∂V . Контактну многострукост (V × S1, ker(u dt + uλ))

називамоЖируовим доменом.

Напомена 112. Овакодефинисана контактна структура, донаизотопиjу ре-
лативно у односу на границу, не зависи од избора u и λ, већ само од идеалне
Лиувилове структуре ω.

Посматраjмо S1-инвариjантне контактне структуре на V ×S1. Хиперповрши
облика V × {pt} су тада конвексне, што видимо из чињенице да jе, за S1-
инвариjантну контактну структуру, векторско поље ∂θ, где jе θ координата
на S1, контактно и трансверзално на V ×{pt}. Као што jе описано у Примеру
64, добиjамо тада декомпозициjу V = V+ ∪ V−, на идеалне Лиувилове до-
мене V+ и V−, на коjима jе ∂θ позитивно, односно негативно трансверзално
на контактну структуру. Захваљуjући S1-инвариjантности, сада можемо ви-
дети да jе V × S1 добиjено лепљењем Жирових домена V+ × S1 и V− × S1 по
заjедничкоj граници Γ × S1, где jе Γ = ∂V+ = ∂V−, деобни скуп у V × {pt}. У
[5] доказан jе следећи критериjум jаке попуњивости.

Теорема 113. Претпоставимо да V 2n × S1 допушта jако попуњиву, S1-инва-
риjантну контактну структуру. Нека V+ и V− чине претходно описано кон-
вексно цепање многострукости V , Γ = ∂V+ = ∂V− деобни скуп, за коjи до-
датнопретпостављамода jе повезан, инека jе (W 2n+2, ω)попуњењеодV×S1.
Посматрамо инклузиjе, као и индукована пресликавања у хомологиjи:

Γ ↪→ V± ↪→ W,

H∗(Γ,Q)
I±−−→ H∗(V±,Q) −→ H∗(W,Q).

Тада, друга инклузиjа индукуjе инjективно пресликавање на Im(I±).

У случаjу Буржоаове конструкциjе, jасно, добиjамо T 2-инвариjантну кон-
тактну структуру. Она jе тада тривиjално S1-инвариjантна. Штавише, висок
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степен експлицитности у тоj конструкциjи омогућава нам да веома преци-
зно опишемо претходно поменуту декомпозициjу на Жирове домене. Фик-
сираjмо ознаке за сфере коjе чине торус, T 2 = S1

x × S1
y . Посматрамо кон-

тактно векторско поље ∂y, и хиперповршM ×S1
x×{y0}. Функциjа u, из При-

мера 64, дата jе, имаjући у виду Дефинициjу 107, са

u = (β + fx dx− fy dy)(∂y) = −fy = −ρ sin θ,

где ρ = |f | и θ = arg(f) даjу запис функциjе f у поларним координатама.
Деобни скуп jе тада

Γ = {ρ sin θ = 0} = {ρ = 0} ∪ {θ = 0} ∪ {θ = π} ⊂M × S1
x × {y0},

односно, униjа страница P0 и Pπ, при декомпозициjи отворене књиге (B, π).
Идеални Лиувилови домени коjи даjу декомпозициjу хиперповршиM × S1

x

су:
V+ = {sin θ > 0} × S1

x, V− = {sin θ < 0} × S1
x.

Можемо их схватити као по половину отворене књиге дате на M , помно-
жену са S1

x. При кореспонденциjи између конкретних и апстрактних отво-
рених књига, описаноj у Тврђењу 26, можемо видети да jе, глатко, V± ∼=
P×D∗S1

x, где jеP страница одговараjуће апстрактне отворене књиге. Буржо-
аова контактнамногострукост jе ништа друго до дваЖируова домена V+×S1

y

и V− × S1
y , залепљена по своjоj заjедничкоj граници.

Напомена 114. T 2-инвариjантност Буржоаових контактних структура ниjе
нам ирелевантна. Она гарантуjе слободу при избору координата на торусу,
специjално, за произвољну примитивну класу у H1(T

2,Z) можемо претпо-
ставити да jе представљена управо са S1

x. Наjjедноставниjи начин да ово ви-
димо jе да посматрамо дифеоморфизам на M × T 2, коjи фиксира тачке на
M , а на T 2 jе дат произвољним A ∈ SL(2,Z)

Теорема 115. Претпоставимо да jе (2n+1)-димензионална Буржоаова кон-
тактна многострукост BO(P, φ), строго симплектички попуњена са (W,ω).
Тада, инклузиjа странице P , у попуњењеW , дата са

P ↪→ OB(P, φ)× {pt} ↪→ BO(P, φ) = ∂W ↪→ W,

индукуjе инjективно пресликавање у рационалноj хомологиjи. Такође, ин-
клузиjа

T 2 ↪→ BO(P, φ) ↪→W,
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индукуjе инjективно пресликавање у рационалноj хомологиjи.

Доказ. Имаjући у виду претходну дискусиjу о индукованоj декомпозициjи
Буржоаових многострукости, инклузиjу странице можемо видети као

P ↪→ Γ ↪→ V± ∼= P ×D∗S1 ≃ P × S1,

па jе она хомотопна инклузиjи фибре P × {pt} у P × S1. По Кинетовоj фор-
мули,H∗(V±) ∼= H∗(P )⊗H∗(S

1), паP ↪→ Γ индукуjе инjективно пресликавање
у рационалноj хомологиjи. Тврђење тада следи директно из Теореме 113. На
идентичан начин видимо да jе и инклузиjа S1

x ↪→ W инjективна у рационал-
ноj хомологиjи.

Даље,
H1(T

2,Z) −→ H1(T
2,Z)⊗Q ∼= H1(T

2,Q)

a 7−→ a⊗ 1

jе инjективно, те како по Напомени 114, S1
x може бити одабрано тако да

представља било коjу произвољну примитивну класу у хомологиjи, закљу-
чуjемо да jе индуковано пресликавање H1(T

2,Q) → H1(W,Q) инjективно.
По теореми о универзалним коефициjентима за кохомологиjу, имамо да jе
H∗(T

2,Q) → H∗(W,Q) инjективно ако и само ако jе H∗(T 2,Q) → H∗(W,Q)

сурjективно. Ово следи из инjективности на H1, на основу структуре кап
производа наH∗(T 2,Q).

Да бисмо искористили претходна тврђења да произведемо пример слабо,
али не и jако попуњиве контактне многострукости произвољне димензиjе,
вратимо се на поjам стабилизациjе коjи смо видели у Примеру 40. Наиме,
важи следеће тврђење.

Теорема 116. Нека jе (M, ξ) = OB(W,λ,Ψ) и D било коjи Лагранжев диск
у (W,λ) са Лежандровом границом ∂D ⊂ (∂W, kerλ). Такође, са (S2n+1, ξ−)

означимо контактну структуру OB(D∗Sn, τ−1), где jе τ−1 инверз Ден–Заjде-
ловог увртања из Примра 40. Тада су многострукости добиjене позитивном
и негативном стабилизациjом дужD дифеоморфне саM . Позитивна стаби-
лизациjа jе контактоморфна са (M, ξ), а негативна са контактномповезаном
сумом (M#S2n+1, ξ#ξ−).
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Доказ ове теореме следи из општиjег тврђења, везаног за другачиjу кон-
струкциjу, коjу зовемо контактна Мирасагиjева сума. Она се састоjи од две
контактне многострукости (Mi, ξi) = OB(Wi, λi,Ψi) и два Лагранжева диска
Di ⊂ Wi, са Лежандровим границама у ∂Wi, i = 1, 2. Тада, на основу теореме
о околини Лагранжевих подмногострукости можемо направити идентифи-
кациjе

(Ui, Di, λi|Ui
) ∼=

(
Dn ×Dn, Dn × {0}, λ =

n∑
j=1

xj dyj − yj dxj

)
,

те формирати нови Лиувилов домен, идентификуjући U1 и U2 кроз (xj, yj) 7→
(yj,−xj) да бисмо добили (W,λ). Монодромиjу на (W,λ) задаjемо са Ψ2 ◦Ψ1,
где подразумевамо да смо датеΨ1,Ψ2 продужили идентитетом ванњихових
компактних носача уW1,W2 ⊂ W . Контактну многострукост

OB(W,λ,Ψ2 ◦Ψ1),

тада зовемо контактном Мирасагиjевом сумом од OB(W1, λ1,Ψ1) и OB(W2,

λ2,Ψ2).

Теорема 117. Описана конструкциjа контактнеМирасагиjеве суме индукуjе
контактну повезану суму, прецизниjе

OB(W,λ,Ψ2 ◦Ψ1) ∼= (M1#M2, ξ1#ξ2).

Доказ. Видети Тврђење 2.6 у [7].

Доказ се своди на дефинисање раздваjаjуће сфере S. Ради интуициjе, обjа-
шњавамо оваj корак. УнутарM = OB(W,λ,Ψ2 ◦ Ψ1), околина повеза O дата
jе саO = ∂W ×D2. Торус пресликавањаΨ2 ◦Ψ1, можемо видети као лепљење
двеjу контактизациjа

M \O =
(
W ×

(
[−2,−1] ∪ [1, 2]

))/(x,−1)∼(Ψ1(x),1),

(x,2)∼(Ψ2(x),−2)

Са U означимо идентификоване U1 и U2 унутар W . Тада границу од U мо-
жемо поделити на ∂1U и ∂2U , где jе ∂iU = (∂Di) × Dn, део границе од U са-
држан у контактноj граници странице Wi, коjи Ψi фиксира тачка по тачка.
Раздваjаjућу сферу можемо дефинисати као скуп

S =
(
U×{−2}

)
∪
(
U×{1}

)
∪
(
∂1U× [−2,−1]

)
∪
(
∂2U× [1, 2]

)
∪
(
(U ∩∂W )×∂D2

)
,
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при чему jе заиста реч о сфери jер по претходно описаним идентификаци-
jама имамо U × {−2} = Ψ−1

2 (U) × {2} и U × {1} = Ψ−1
1 (U) × {−1}, док Ψ1

фиксира ∂1U , а Ψ2 фиксира ∂2U , тачка по тачка.

Лепљење коjе чини да ови сегменти заиста представљаjу сферу приказано
jе на слици 6.1, где jе доњи „поклопац”, U × {−2}, представљен са Ψ−1

1 (U)×
{−2} (ово има смисла управо због малопређашњег коментара о Ψ1|∂1U = id),
а његова копиjаΨ2(U) = Ψ2 ◦Ψ1

(
Ψ−1

1 (U)
)
, нацртана jе на нивоу 2, тако да као

за ∂1U × [−2,−1], буде jасно шта jе други „поклопац” за ∂2U × [1, 2].

Слика 6.1: Раздваjаjућа сфера

Из описа стабилизациjе датог у Примеру 40, jасно jе да су позитивна и нега-
тивна стабилизациjаништадругодоконтактнеМирасагиjеве суме са (S2n+1, ξstd) =

OB(D∗Sn, τ) и (S2n+1, ξ−) = OB(D∗Sn, τ−1) редом, одакле следи доказ Тео-
реме 116.

Пример 118. Посматраjмоконтактнумногострукост (M, ξ) = OB(W,φ). Њену
контактну повезану суму са (S2n+1, ξstd) = OB(D∗Sn, τ), где jе τ позитивно
Ден–Заjделово увртање, називамо њеном позитивном стабилизациjом. До
наконтактоморфизам, позитивномстабилизациjом, ништа сенемења. Стога,
ако jе (M, ξ) слабо попуњиво, на основу Теореме 110, и OB(W+, φ+) jе слабо
попуњиво. С друге стране, уколико искористимо Теорему 117, да разма-
трањепребацимоуконтекстМирасагиjевих сума, можемовидетида jе сфера
коjа се додаjе приликом стабилизациjе, премда ненула у хомологиjи нове
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страницеW+, нула у хомологиjиM#S2n+1 = M , jер цела лежи у контактноj
лопти D2n+1 = S2n+1 \ D, где jе D Дарбуова лопта извађена из S2n+1, да би
се конструисала повезана сума. Инклузиjа странице не може, дакле, инду-
ковати инjективно пресликавање у хомологиjи, те по Теореми 115, OB(W+,

φ+) ниjе jако попуњива контактна многострукост.

За краj, наводимо и jедан резултат, чиjи се значаj огледа у нади коjу улива
пред истраживања коjа следе. Речима Џонатана Боудена [42]: „Уколико не
разумемо сферу, како да разумемо било шта?”

У [2] доказано jе да су све контактне структуре добиjене Буржоаовом кон-
струкциjом затегнуте. Оваj резултат може се искористити за проналажење
многих затегнутих структура, коjе нису jако попуњиве, те допринети ду-
бљемразумевању различитих класа вишедимензионалних контактнихмно-
гострукости. Тако, у [6], користећи изузетно лепу технику да сузбиjу топо-
логиjу торуса у S2n−1 × T 2, аутори показуjу следеће тврђење:

Теорема 119. (Теорема Б у [6]) За све n ≥ 2, сфера S2n+1 допушта затегнуту,
не jако попуњиву контактну структуру.
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