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IIpearosop

Pan mpen Hama MMCaH je y 1eJIOCTU U3 TepCIeKTMBe MoYeTHUKA Y 06/1acTu, ca
HaJIOM J1a MOKe OUTY 0T KOPMCTU HEKOME KO OTIIOUMIbE Ca MCTPasKMBAHEM KOH-
TaKTHe reoMeTpuje U Torosoruje. CXOmHO TOMe, OH CaApPKM U BeJIK Opoj pe-
depeHIIN, Koje ce TIOHEKaJl OMHOCe Ha HefocTajyhe metasbe y pany, anu denihe
MpeJiCTaB/bajy MPeJIor 3a Aa/be UNTabe.

Benyky 3axBaJIHOCT JIyryjeM CBOM MeHTOpy, mpod. ap Wropy VibapeBuhy, Koju
Me je YITyTMO Ha OBY TeMY, U UMje je pa3yMeBarbe MOjuX IMpobaema y KpUTUIHUM
TpeHylLMMa IMPWINKOM M3pajie Te3e 6110 TOTOBO TPEHYTHO, a CAaBeTH U CyrecTuje
yYBeK M3BaHpeoHM. 3axBajbyjeM ce Takohe M ujaHOBMMAa Komwucuje, rnmpod. ap
Hapxy MunnukoBuhy, umja cy mpefaBaiba jeaH ofl OMTHUjUX y3pOKa Moje KeJbe
Ila ce 6aBMM MaTeMaTMKOM YOITIITEHO, KA0 ¥ KOHKpeTHOM objamhy, 1 ripod. ap
Anexkcannpu MapuHkoBuh, Ha KOPMCHUM AMCKyCHjamMa y Be3u Te3e, Kao U U3BP-
CHOM KypCy Ha MacTep CTyAujaMa, Ha TeMy CMMILJIEKTUYKe ¥ KOHTaKTHe reome-
Tpuje.



I'masa 1

YBOJ,

Y yBOZHOM IOI7IaB/by Ipef, HaMa KeJIMMO [1a YKPaTKO U3JI0XKUMO, Ha U3BEeCTaH
HauMH T0/Ia3He, TT0jMOoBe Koju he 6uTH of MHTepeca, IITO Kao 0bjekaT 3a Koju
nocTtaB/baMo ofpeheHo MuUTamwe, IITO Kao ajaT y paay ca uctumM. CXogHO Tome,
YBO[, je Tofe/beH Y HeKOJIMKO 1eMHa, y KojuMa heMo pegomM roBopuTu 0 mojMo-
BMMa KOHTAaKTHUX MHOTOCTPYKOCTH, KOHTaKTHe TIOBe3aHe CyMe JiBejy KOHTAKT-
HMX MHOTOCTPYKOCTHU, a KOjy hemo KacHuje y Te3u MCKOPUCTUTHU Kao jelHy Of
MHTepIpeTaluja, i 60/be peueHo aaTepHaTUBHUX MOr/efa, Ha KOHCTPYKIIN]Y
Kojy heMo HaKoH 1ITO AeduHMUIIEMO [10jaM OTBOpeHe KibUTe, LIEHTPAIHU Y OBOj
Te3U, IPUPOAHO INOOUTH, Te CIeljaTHUX CUMIIIEKTUUKUX CTPYKTypa Koje 30-
BeMoO JInyBua0BUM U BajHCTMHOBUM

KOHTaKTHe MHOTOCTPYKOCTH

Hedununuja 1. KoHTakTHa MHOTOCTPYKOCT je map (M, &), rae je M rmaTka MHO-
TOCTPYKOCT, a £ AUCTpUOYIMja KoguMeH3je 1, KOjy Ha3uBaMO KOHTaKTHA CTPYK-
Typa, JOKanHO 3amara popmom a € Q'(U), 3a Kojy je dals HemereHepucaHo —
0Baj YCJIOB 4eCTo ce y IuTepaTypu cpehe nog mumMmeHoM makcumaanHa HeuHmezpa-
6unHocm. YKomMKo mnoctoju o € Q' (M) koja mobanHo 3amaje &, KaxkeMo fa je &
KOOpMjeHTa0MIHO.

Jlema 2. Heka je M MHOTOCTPYKOCT AuMeH3uje m, o € (M) Hurme Hyna u
¢ = ker a. Cnegeha TBphema cy ekBMBajieHTHA

(1) ®opma do¢ je HeereHepMCcaHa, OGHOCHO, (1M, £) je KOHTAaKTHAa MHOTOCTPY-
KOCT.

(2) TanreHTHO pacnojemwe Haxg M ce uerna kKao T'M = ker da @ ker a.

(3) IlocToju n € Z>o TakBo gajem = 2n+ 1 ua A (da)™ # 0.
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Hoka3. (1) = (2): 3a moveTak, NpUMeTUMO Ja Kako je aHTUCUMeTpuuyHa popma
HY)KHO MapHOT paHra, MOXXeMO 3aK/bYUYNUTHU [1a je £ pacyiojeme MapHe IMMeH3nje,
Te na nocroju n € N TakBo ga je m = 2n + 1. TTokaxxumo ker da N kera = 0.
Younmo MpoM3BO/bAH TAHTE€HTHU BEKTOp v € kerda N ker a. Taga je da(v,-) =
dotkera(v, ) = 0, ma je v = 0. Jaxne, Baxxu dim(ker dov) + dim(ker o) < m, 11a KaKko
je dim(ker &) = m — 1, a dow He MOKke OUTU HeZlereHepuCcaHO Ha MHOTOCTPYKOCTU
HerapHe nuMeH3uje, mopa 6utu dim(ker do) = 1.

(2) = (3): Kako je TM = kerda @ ker cr, 3aKIbyUyjeMO Ja CY O|ierda U d|era
HezlereHepyucase, ¥ nocneguuHo dim(ker o) = 2n, 3a HeKO n € Z. Takohe, (da)™
je dopma 3anpemuHe Ha ker o, 11a je a A (da)” dopma 3anpemyuHe Ha M.

(3) = (1): 3av € kera, u3 v € ker dayero, BOOMjAMO ¢, ( A (da)™) = 0, omaxie
cieon v = 0. O

YKonuko xoheMo fa HarmacMMo Ja Ham je 6MTHa KOHKpeTHa KOHTaKTHA (Gopma,
KOHTAaKTHY MHOTOCTPYKOCT MOXXeMO O3HauuTu U Kao nap (M,«). YcJIOB KOO-
pPUjeHTaOMIIHOCTY FeOMEeTPUjCKM IIpeicTaB/ba MOTYhHOCT I7IaTKOT 1360pa mo3u-
TUBHE ¥ HeraTMBHe CTpPaHe XUIIePPaBHU , Y CBAKOj TaUKM MHOTOCTPYKOCTU. Y
TOM KOHTEKCTY, KOHTaKTHE MHOTOCTPYKOCTM heMo 3BaTu KOOpUjeHTUCAHUM, aKO
roApa3ymMeBaMo Jia je TakaB M360p HarlpaB/beH. CXOHO TOMe, KOHTaKTHY hopMy
« hemo 3BaTu MO3UTUBHOM, OJJHOCHO HEraTMBHOM. TpUBMjaJIHO je BUIOETU Ja
ce CBaKe JiBe NMO3UTUBHE KOHTAaKTHe hopMe oy U «rp PA3IUKYjy IO Ha MO3UTUBAH
KoHbopManHu GhakTop, OAHOCHO, 1A MOCToju maTko f: M — R.y, TakBO 1a je

Qg = f061-

HNedbununuja 3. Pe60Bo mmobe KOHTaKTHe popMe «, y 03HaLu R, IpeAcTaB/ba
jeIVMHCTBEHO BEKTOPCKO I0Jbe KOoje 3aJ10BOJbaBa i, (da) = 0 M yCIOB HOpMMpA-
HoCcTM o (R,) = 1.

VC/10B MTO3UTUBHOCTY KOHTAaKTHE (hopMe cajia MOSKEMO MHTEPIIPETUPATH YIIPaBO
TaKo J1a ’heHO Pe60BO MOJbe Y CBaKOj Tauky Oyme ca oaroBapajyhe cTpaHe KOH-
TaKTHEe XUIIepPaBHM.

Jlema 4. Pe60B0O BEKTOPCKO I10/be UyBa KOHTAKTHY (opMmy.

Zoka3. Yrorpe6om KapraHoBe popmye, ommax 1o06mjamo

Lr,a=d(tg,a) + tg,do=dl +0=0. O
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Hedbununuja 5. Kontakromopdusam ¢: (M, &y ) — (N, En) je audeomopdusam
KOj¥ YyBa KOHTAKTHY CTPYKTYPY, OMHOCHO 3a710BO/baBa ¢,&{y; = {n. YKOJIMKO Cy
IomaTHO (puKcupaHe ¥ KOHTaKTHe Gopme ayy 3a Eyy U ay 3a Ey, 3a ¢ KaskeMo Ja
je cTpor KoHTakKTOMOpGM3aM, ako je 3aJ0BO/BEHO p*ay = .

CBaKoj KOHTaKTHOj MHOTOCTPYKOCTU (M, o), MOXXeMO IPULPY>KUTU U CUMILIEK-
TUYKY MHOTOCTPYKOCT (M x R, d(e'e)), y 03HaUu SM, KOjy 30BEMO F€HOM CUM-
IVIeKTM3aLMjoM. ATTeDHAaTUBHO, CMMIUIEKTU3alMjy MOKEMO BUIETY U Kao MO -
MHOTOCTPYKOCT KOTAaHT€HTHOT pacjojerma

SM ={(p,B) | ker 8 =¢&,, >0} CT"M,

Ha K0j0j je cuMIuIeKT1YKa (hopMa gaTa moMohy pecTpuMKIlMje TayTooIKe hopme
)\can-

BaskaH mpuMep MOJMHOIOCTPYKOCTY KOHTAKTHUX MHOTOCTPYKOCTU CY JIexcaH-
dpoee nodMHO20CcmpyKocmu, maHaaH JlarpaHskeBUM Y CUMIUIEKTUYKOj TeOMETPUjH.

HNedbuuunuja 6. 3a MOAMHOTOCTPYKOCT L, KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTU (M, &)
KakeMo [1a je M30TPOIIHA, aKo 3a cBe p € L Baxku 1),L C &,. VI30TpomnHe ogMHO-
rOCTPYKOCTM MaKCMMaJsHe quMeH3Mje Ha3MBaMo JlexkaHIpOBUM.

V3 nipeTxonHy nedbuHUIN]Y IyTyjeMo U objaliberbe. Hame, ako je o KOHTaKTHA
dopma Ha (M?"*1 ¢), onmaycaioB T,L C ¢, 3acBep € Lnosnaun o, = 0. Crora je
U dal|, = 0, 11a je 3a cBe p € L, TaHT€HTHU NIPOCTOP 7, L U30TPOIIHM MTOTIIPOCTOP
CUMIUIEKTUYKOT ITpocTopa (&, day,). 3ak/byuyjeMo a L He MoXe OUTH IMMeH3Mje
Behe on n. TpuBMjanHo je BumeTn Aa ce cBaka JiexkaHapoBa IMTOAMHOTOCTPYKOCT
nogyoke 1o JlarpaH>keBe NOAMHOTOCTPYKOCTU Y CUMILIEKTU3AL M.

Hedununuja 7. 3a BeKTOPCKO Mosbe X, HAa KOHTAKTHOj MHOTOCTpYyKOCTHU (M, ),
Ka)keMoO [1a je KOHTaKTHO, ako je ’heTr0oB TOK CauMibeH of, KOHTaKToMopdu3ama.

Ha ocHOBY IpeTXOmHMX OMUCKYCHja, aKO €A p; 03HAYMMO TOK BEKTOPCKOT ITo/ba X,
oBa JedbuHMIMja ofroBapa ToMe J1a MOCTOju, IJIaTKa 1o ¢ hamuianja f;, IMaTKUX
dyHkuMja, 3a Koje je pja = fyo. JudepeHnpambeM OBe jeqHaKOCTU IO t, [0-
Oujamo ekBMBaNIeHTaH yuIoB Ly« = ha, 3a HeKO h € C*°(M). lomaTHo, aKo je
h = 0, MaMo [1a je TOK ¢y, GaMuiInja CTPOTUX KOHTAaKTOMOpdu3ama.

HNeduuunuja 8. KoHTaKTHA MOOMHOTOCTPYKOCT OF, (M, £,/) je TmaTKa MOAMHOTO-
CTPYKOCT N, 3ajelHO Ca KOHTAaKTHOM CTPYKTYPOM & v, 38 KOjy Baxku Ey = TN NEy,.
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Heka je S opujeHTHCaHa XUTIEPIIOBPII Y KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH (M2 H!,
¢ = ker «v). Ha okonunu of, S, pudeomopdHoj ca S x R, npu yemy S uaeHTNOK-
KyjeMo ca S x {0}, KOHTaKTHY GOpPMY v MOXKEMO 3arucaTu Kao

a = B, +u,dr,

rae je (f5,)rcr 1aTka Gammianja 1-dbopmuy, a (u,),.cg IaTKa GaMminja rIaTKUX
dyHK1Mja. KOHTaKTHM YCIOB MOSKe ce 3aImmMcaTy ca

0 # (B +wrdr) A (dB, - 95:

or
_ (—n@r A % +nﬁr/\dur+u,«dﬁr> A (dB)" A dr.

Adr + du, N dr)n
(1.1)

[Ipecek T'S N ¢|s onpehyje ouctpubylujy normnpocropa of 7'S. Y mpeTxoIHOM
3aIucy, OHa je farTa ca [y, IpeLu3Huje ako 3a p € S Baxku [Sy(p) = 0, oHzA je pevy o
yutaBoM 1,5, IOK aKo je Fy(p) # 0, umamo fa je 1,5 N ¢, kogumensuje 1y 7,S. Y
IPYroM C/1y4ajy, MOKeMO ITIOCMaTpaTH do-OpTOTOHAIHYU KoMIuieMeHT (7,5 NE,)*
Koju he 6UTH jeqHOIMMEH3MOHATHY IIOTIIPOCTOP 0f, 1,5 N &,,.

Hedununmja 9. Kapakmepucmuuna ¢onujayuja Se, xuneprnospmu Sy (M, ¢§)
je cMHTynapHa jemHOAMMEeH3MOHaMHa Qonujanyja gedrHMcaHa TUCTPUOYIIVjOM
(TSNEls)*

JIema 10. Heka cy fy, S, a 1 £ Kao y IIPeTXO0IHOj IUCKYCUji, Te HeKa je 2 popma
3anpeMuHe Ha S. Taga je S¢ meduHMCAHO BEKTOPCKMUM I10/beM X Koje 3a[0BO-
JbaBa

Lxg = ,60 A\ (dﬂo)n_l.

Jlokas. 3a moveTak, MPOBEPUMO a Baku [y A (dfy)" ! # 0, tme rop je By # 0.
3aucra, mpeTnocTaBuMO a1 cynpoTHo, u3 (1.1) mobujamo (df5y(p))™ # 0, Te Ha
ker 5y(p), Koju je kogumeHsuje 1y 7,5, Baxut Aa je dfy(p) paHra 2n — 2 u1 nocine-
IMUHO fo(p) A (dBo(p))" ™" # 0.

Hame, younmo

0= tx(exQ) = Bo(X)(dBo)" ™" — (n = 1)Bo A exdBo A (dfo)" 2, (1.2)

Te rmocMarpajyhu crospalimy IpousBof ca 3y Job6ujamo

Bo(X) Bo A (dBo)* " = 0.
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V3umajyhu y 063up mpeTxoaHo MoKa3aHo 3akbyuyjemo X € ker .

[IpeocTaje ga mokakeMo 1a 3a cBe p € S, 3a Koje je Sy(p) # 0, Baxku [a je 3a cBe
veT,SNE, dB(X,v) =0.

Ha ocHoBy (1.2) u X € ker 5y Baxku

Bo A txdfBo A (dBp)"? = 0. (1.3)

Cnyyaj n = 1 je TpuBMjasiaH, Te MpeTIOCTaB/baMo n > 2. KoHTpakiiuja jeqHaKo-
ctu (1.3) ca v gaje

—dﬂo(X, U) Bo A (dﬁO)n72 + (TL — 2)50 A txdBo N tpdfBy A (dﬂo)nfs =0,

Te YKOJIMKO CBe TTOMHOXMMO cJieBa ca df, Te uckopuctumo (1.3), mobujamo

dBo(X,v) Bo A (dBo)" ! =0,

omakie cieny TBpheme. O

ITpumep 11. Ykonuko je (W, \) TauHa CUMILZIEKTMYKA MHOTOCTPYKOCT MMa CMMU-
C/1a TOBOPUTH O HeHOj ,KOHTakTM3auuju . Haume, jacHo je jajeca o = \ + dt
3agara ¢dopma Ha I x R Koja ucCITyHhaBa KOHTaKTHM YC(JIOB. VIHTepeCcaHTHO je Taga
rocMaTtpaTty TauHy JlarpasxeBy IIOAMHOIOCTPYKOCT L. C W, OGHOCHO Y/IOKeHY
MOAMHOTOCTPYKOCT L, TakBy Aa nocroju f € C*°(L) 3a Koje je M|, = df. Tapma je
ca

A=A{(p,—f(p) IpeL}

IebuHMCAHA jeqHA yI0KeHa TTOAMHOTOCTPYKOCT Y W x R, Koja 3a0BO/baBa
a|A = )‘lA +dt|A =df —df =0,

OIHOCHO peu je o0 JIexxaHgpoBOj MOAMHOTOCTPYKOCTU Y (W X R, X + dt).

KoHTakTHa nmoBesaHa cyma

Y 0BOM 0J1e/bKy U3/10XK1heMo KOHCTPYKLIMjy KOHTaKTHe [I0Be3aHe CyMe JIBe KOH-
TaKTHe MHOTOCTPYKOCTM MCTe OVIMeH3Mje, Ha ejleMeHTapaH HauuH. Y jaurepa-
TypU, KOHTAaKTHa IIOBe3aHa CyMa yIJIaBHOM ce cpehe y OKBUpY OMNIITHje AUCKY-
cyje 0 KOHTaKTHOj XMPYpruju. 3a oBaj OMUITKjU TpeTMaH, ynyhyjemo Ha [47].
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Kopuctuhemo poraiimoHo cuMeTpUUYHY KOHTAKTHY GOpMY
ot := dz + Z (jdy; —yjdr;) = dz + Z’I‘? dpj,
j=1 j=1
Ha R*"*1, rme (r;, ;) 110 MapoBMMa MpPeACTaBIbajy IOTapHe KOOPAMHATE 3a Iap
(5, 15)-
3a nudeomopdusam gar ca
\I]<'r17 s Ty Y1y - JyTL?Z) = ('Il?‘ -y Lpy Y1, - 7yn722+zx]yj>
j=1

BaXKM V* a0y = 20544, 11 j€ KOHTAKTHA CTPYKTYPA &,o; = Ker a,o; KOHTaKTOMOpPGHA
CTaHAAPAHOj KOHTAKTHOj CTPYKTYpH &g Ha R?*" 1. BekTopcko mosbe gaTo ca V (z,
y,2) = (z,y,22) je KOHTAKTHO 3 ot j€P BOKU Ly Qor = Quot. Il0CMATPajMO jenn-
HUYHY chepy

§# = {(w,y,2) € R | |zl + ly||* + 2* =1},
u3at € R mocraBumo S; := !, (S5?"), rme je ¢!, TOK BeKTOpCcKor mosba V.

Jlema 12. Tloctoju koHTakTOMOpdMU3am of, (R?"F1 & ) Koju 3a cBe t € R cimka
St Yy S_t.

Hoka3. Bunetu Jlemy 8.8 y [10]. O

[TocmaTpajMo ABe KOHTaKTHE MHOTOCTPYKOCTHU (M, ;) u omabepumMo JBe KapTe
naTe KoHTakTOMOpduaMmma ¢, : (R*+1 &) — (M, &), 1 = 1,2. 3at € R, yBe-
IOVIMO 03HaKy B, = ¢!, (B**1) roe je B>"™! oTBOpeHa jeAMHMYHA JIOTITA Ca I[eH-
TPOM Y KOOPAMHATHOM ITOYETKY, TpaHuIia ofi 5, je Tama S;. Heka je ca U 03HaueH
KOHTaKTOMOpdu3aMm u3 rmpetxonHe jgeme. Iudbeomopdnszam

paoWoprt: pi(R¥™) — g (R*™H)
ce pecTpuxyje Ha audeomopduszam
Q: (Bl \B_—l) — P2 (Bl \B_—l) .
Ca M, # M, 03HAUMMO IJITaTKy MHOTOCTPYKOCT JOOMjeHY Of

(M \ ¢1(B-1)) U (M2 \ 92(B-1))



ITIABA 1. YBO/] 8

uneHTnbuKyjyhu o, (B; \ B_,) ¥ po(B; \ B_;) nomohy ®. Kako je ¥ KOHTaKkToO-
Mop®u3aM, KOHTaKTHY CTPYKTYpY Ha M, # M, MoxxeMo meduHmcaT ca

517 Ha Ml\gol(B_—l)v

&, Ha M\ pa(B_q).

SEESES

Coepy Sy 30Bemo pasdsajajyhom cipepom. HezaBMcHO on HampaB/beHUX MU300pa,
OBaKO KOHCTpyMCaHe KOHTAKTHe IOoBe3aHe CyMme CBe cy Meljyco6HO M30TOoIHe.
KoHKkpeTHY KOHCTPYKIIMjy CYIITUHCKY onpehyyje pa3aBajajyha chepa.

JInyBuioBu noMeHU

Hedbununuja 13. JInysunosa popma A, Ha CUMIUIEKTUYKOj MHOTOCTPYKOCTH (W,
w), je 1-dbopma Koja 3am0BobaBa d\ = w. JeIMHCTBEHO BEKTOPCKO Mojbe Ha W,
KOje 3a/10B0JbaBa Lx,w = A, 30B€MO JINyBMIIOBMM BEKTOPCKUM I10/bEM.

I[To KapraHnoBoj hbopmyinu, 3a JInyBuoBy GopMy A U H0j IpUIApYyskeHO JInyBUI0BO
BEKTOPCKO I1oJbe X, MMaMo

Lxw=d(tx,w)+tx,(dw) =d\ = w,

cTora, TOK ; o, X, 3aJ0BO/baBa ¢;w = c'w, Ma MOkeMo pehu 1a w pacTe OyxK
TOKa.

JemHOCTaBHOM IIPpMMEHOM CrokcoBe TeopeMe ,Z[O6MjaMO

0</ w”:/ d()\/\w”_l):/ AAW
w w ow

" 3aK/byuyjeMo Jia He II0CTOje 3aTBOpPeHe CUMILJIEKTMUKe MHOTOCTPYKOCTU KOje
IOMYIITAajy obanHo geduHucany JinyBmioBy gopmy.

HDedbvnunuja 14. JInyBUIOB JOMEH je KOMITAKTHA CMMIUIEKTMYKA MHOTOCTPY-
KOCT ca rpaHuIIOM Koja gomyiita JInyBuiaoBy ¢hopmy, unje JIMyBUIOBO BEKTOPCKO
oJbe, YK TPaHulle, ITOKa3yje TPaHCBeP3aIHO CII0/ba.

HaBenmeHu ycJIOB TpaHCBep3aJIHOCTM je BeoMma mpuponaH. Haume, ako yBemeMo
03HaKY a = \|sw, LOOUjaMO

1
aA(da)" P =ix, dAA (dN)" = Zix (dN)",

n
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Te Kako je (d\)" 3anpemMuHcka ¢dopma Ha W, TpaHcBep3aaHOCT X, Ha OW moKa-
3yje 1a je o KOHTakTHa popma Ha OWW. [logaTHO, yciIoB Aa X, Mokasyje CIiomba,
rapaHTyje Ja ce opujeHTaIlja Ha JW Kao rpaHuiie ox W, u oHa medbuHMCaHa ca
a A (da)™ ! craxy.

Ipyra BaxkHa Iocieuiia oBakBe neduHuIMje je TO IITO HAM oMoryhaBa fa, Ha
M3BeCTaH HaulMH, MPOIY>XKUMO W myK imHMja ToKa JINyBUIOBOT BEKTOPCKOT I10/ba,
Te 106MjeMOo TauyHy CUMIIIEKTMYKY MHOTOCTPYKOCT (W, X), KOjy 30BE€MO KOMILJIe-
Tupamem JInyBMJIOBOT AoMeHa. [IpBa oricepBaiinja je ia je JOMeH TOKa 1mosba X
HeorpaHuveH cieBa. CKym Tauaka p € W, 3a Koje y,(p) Huje meduHMCcaHO 3a
cBe t € R, je TaUHO CKyI OHMX TayakKa KpoO3 Koje Iposia3u JuHKja TOKa Koja y
KOHAYHOM BpeMeHY cTike o OW. Weja je ma 3amenuMmMo CUMIUIEKTUYKY MHO-
rOCTPYKOCT Ha O cIoba, Tako Ja MPOLY>KMMO U JOMeHe OBUX JIMHMja TOKa Ha
uynTaso R.

Ila 61cMO OBO ypaauin, IIOCMaTpajMO CUMIUIEKTU3ALMjy rpaHuile JINyBUIOBOT
nomeHa (W, \), 0MHOCHO MHOTOCTPYKOCT (OW x R, d(e'A|aw)). Moskemo mocma-

TpaTH yjlarame
d: oW x RSO — W

(p, 1) = u(p),
KOje je rpema MpeTXOmHOj AUCKycHuju 1obpo neduHucaHo. TBpaumo ga je &*\ =
e‘Aow. Ida 6ucmo oBo mpoBepmin, bukcupajmo (p,t) € OW x R u (u,v) €
T (OW x Reg) = T,0W @ R, Taza

O \(u,v) = A(DP(p,t)

(u,v))
(u,0))

= AD®(p,t)(u,0)) + A(D®(p, 1)(0,v))
= uN(Xa(#:(p))) + M Dpi(p)(v))
= uix,w(Xx(pi(p))) + AM(Dgi(p)(v))

= uw(Xx(e:(p), Xa(we(p))) + AM(Dpi(p)(v))
= ¢iA(v)
=e'A(v).

HDedbununuja 15. Kommietupawem Jinysunosor gomena (W, \) 30BeMO TauHY
CUMIUIEKTUUKY MHOTOCTPYKOCT (/W,X), KOHCTpyMcaHy Ha cienehu HaumH. [na-
TKO, W je mobujeHo nerbereM W u W x R, momohy yiaratba ¢, mpenusHuje

W=WUIW xR/(p,t) ~ ou(p), 3ap € dW, t<0.
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dopmMma ) je Taga jenHCTBeHa opMa, Koja 3a yaaramwa iy : W — W U igyxr:
OW x R — W, 3agoBo/baBa

T3 > _

A = A
% N t
18W><R)‘ =€ )\‘8{/]/

Hben u3Bon geduHuIIe CUMIUIEKTUYKY Gopmy Ha W 1O KOHCTPYKIMjU, a heHa
JIATKOCT MPOUCTUYE U3 JOoKa3aHe unbeHuIe O\ = e'\|gy .

3a anTepHaTMBaH MOIJe] Ha KOMILIeTHpamwe BuaeTu [Ipumep 65.

JInyBuiioBe ¥ BajHCTMHOBe MHOTOCTPYKOCTH

Hexka je (W, )\) TauHa cMMILIEKTMYKa MHOTOCTPyKOCT. Ha mo0j mocrtoju jeguH-
CTBEHO BEKTOPCKO Io/be X, 3a/1aTO jeJHAaUMHOM ix,w = A KOje 30BeMO JInyBu-
JIOBUM BEKTOPCKMM I10/bEM.

Hedbvnunuja 16. Tauny cuMIuieKTHUKy MHOrocTpykocT (W, \) 30Bemo JInyBu-
JI0BOM MHOTOCTPYKOIIThy aKo Cy 3aJ0BOJbeHU YCIOBU:

(1) Tok ¢; JInyBUIOBOT BEKTOPCKOT I10Jba j€ KOMILJIETaH,

(2) ITocroju otBopeH ckynm U C W ca KOMOAKTHUM 3aTBOPEHEM U TTIaTKOM
IrPaHUIIOM TaKaB [a
W =UuUlJe(0U).

t>0

MoskeMo pedunucat u ckenet JinyBuiose MHorocrpykoctu (W, \) ca

Skel(W, A) == () ¢:(D).

CkereT He 3aBMCU of, U360pa ckyra U, IOK je pecTpukiyja popme \ Ha QU KOH-
TakTHa ¢popma «. JINyBMIIOBO BEKTOPCKO IMojbe AeduHuIIe c10601HO R-1€jcTBO
Ha W \ Skel(W, \), @ KOMMYHKK [IPU OBOM J€jCTBY je MHOTOCTpyKOCT M nudeo-
mopdHa ca OU. Ha 10j 3aTO MOCTOju KOHTAaKTHa (popMa 3a KOjy Basky a MaKo
OHa cama 3aBucK of u36opa U KOHTaKTHA CTPYKTypa £ = ker « He 3aBuUcK. [py-
rum peunma, W \ Skel(W, \) je cummnekToMopdHO cumIieKTu3auuju ox, (M, §).
360r oBe unweHulle, (M, ) 30BeMO UAeaTHOM KOHTAKTHOM T'PaHUIIOM MHOTO-
crpykocty (W, \).
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Ipumep 17. TlocmaTpajmo JInyBuaoBy MHorocTpykoct (R?", 1 5™ | (z; dy;—y; du;)).
OunrnenHo Baxu 1a je JIMyBMI0BO BEKTOPCKO I10J/be JATO ca

X =3 (205, +v:0,).

HakoH kaHOHCKe ngeHTHdMKauuje 7,R*" 1 R*" jemHauMHa Koja 3aJiaje eroB TOK
je

d

dt ¥t

Ta je TOK JAaT ca ¢ (p) = e%p. Opaspe je jacHo ma 3a U MokeMO ofgabpaTu 610

(p) = 3p

KOjI/I AUCK Ca HEHTPOM Y KOOPAMHATHOM IIOUETKY. HpeMa TOME Ba>Xn1
Skel(RQn’ /\) = {0}7 (M7 g) = (SQn_17 gstd)a

OZIHOCHO Ka)XeMO Jia je CTaHAapIHa KOHTaKTHA cdepa (5?1 & q) UaeanHa KoH-
TaKTHA rpaHuna of (R, \).

Hedbununuja 18. JInyBunoBy MHorocTpykocT (W, \) Ha Kojoj moctoju MopcoBa
dynkuuja F : W — R takBa fa nocroje 6 > 0 u Heka PumaHoBa meTpuka Ha W
3a Koje je 3aJ0BO/beHO

dF(Xy) > 6(|1Xa|* + |[dF]?).
30BeMo BajucmuHoea MHozocmpykocm.

3HauyajHa HOBMHA KOjy JOHOCe BajHCTMHOBE MHOTOCTPYKOCTU OTJie[ia ce y ToMe A
oK JInyBUI0BE MHOTOCTPYKOCTY MOTY MMAaTy HeIOBe3aHy I'PaHMILy Kao U CKeJIeT
nuMeH3uje Behe o n, rpaHuiia BajHCTMHOBe MHOTOCTPYKOCTM OuMeH3Mje Behe
WIM jeIHaKe Of YeTUPMU je TIOBe3aHa, a CKeJleT je YHUja U30TPOITHUX IMOJMHOr0-
CTPYKOCTMU KOje Cy CTabuTHe IMOAMHOTOCTPYKOCTY KPUTUUHMX Tadaka JINyBuIo-
BOT BEKTOPCKOT 1107ba (BuAeTH [11]). 3a BajHCTMHOBY MHOTOCTPYKOCT KakeMo Jia
je KoHayHOT Tuma ako MopcoBa @yHkIja F' MMa KOHAYHO MHOTO KpUTUYHUX Ta-
yaka. Taga je ckeneT L M30TPOMHYU KOMILIEKC:

c...cL"=1L,

e je L'\ L~! u3oTporiHa mogMHOrOCTPYKOCT AUMeH3Mje i. KpuTuuHum menom
ckenera 30BemMo Lt = [\ L1,



I'masa 2

OTBOpeHe KihiUre Ha KOHTAKTHUM
MHOTI'OCTPYKOCTUMA

2.1 Tomonouike OTBOpPEeHe Kibure

IlekoMITI03M1IMja OTBOPEHE KIbUTE je TT0jaM KOjy ITOCTOj|U U M3BaH KOHTAaKTHE reo-
MeTpuje. Ped je mpeBacxogHO O TOIMOOIIKOj KOHCTPYKIIMjU, T€ OBO MOIJIaB/be OT-
MOYMbeMO JeTa/bHMUM U3JjiarabeM oBe aeduHuinje.

[TocToju Bullle eKBMBaJIEHTHMX HAUMHA JIa ONIMIIIEMO IIITa 3a JaTy MHOTOCTPYKOCT
3HauM Ja MMa IeKOMITO3UI[Mjy OTBOPEHE KIbUTE U Y 3aBUCHOCTY Off TTIOTpede Mo-
’KeMO ce TTOCTY>KUTU O1JT0 KOjUM Off ’hUX. JefaH of, lbUX U3JIOXKeH je y ciemehmx
HEKOJIMKO neduHuImMja.

Hedbununuja 19. AncrpakTHa OTBOpeHa Kmura je nap (P, V) roe je cmpanuya
P KoMIMaKTHa MHOTOCTPYKOCT ca 'PaHMUIIOM 6e3 3aTBOPEeHMX KOMIIOHEHTH, a MO-
Hodpomuja ¥ nudeomopdusam on, P Koju ce TTOKJara ca UAeHTUTETOM Ha HEKOj
OKO/IMHYU TpaHulie. [logaTHo, 3a IBe MOHOAPOMMje KaskeMo J1a Cy U30TOIHE aKo
Cy U30TOIHE Kao audeoMopdr3mu Koju ce IOAYAAPajy ca UOEHTUTETOM Y OKO-
JIVHY TpaHulle CTpaHuIe.

3a maTy ancTpakTHY OTBOPeHY Kibury (P, ') MokeMO KOHCTpyucaTu mopyc npe-
caukasarwa P(V), Ka0 KOTMYHUYKY IPOCTOP

P(\Ij) =P x [07 27T]/(m,27r)~(\l’(x),0).

[Tourto je ¥ TpuBMjaJIHO y OKOJMMHU TpaHulie, P(¥) je MHOTOCTPYKOCT ca rpa-
Hutiom OP(¥) = 9P x S'. Crora moxkemo 3anenutu P(V), Oy rpaHuiie, ca
OP x D? Ha ripupojaH HauuH. [Io6ujeHy 3aTBOPeHy MHOTOCTPYKOCT 03HauaBaMO
caOB(P, V).

12
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HedvHunmuja 20. 3a 3aTBOpeHy MHOTOCTPYKOCT M ¥ ariCTpakTHY OTBOPEHY KibM-
ry (P, 1) kaxxeMo 1a je (P, 1)) dekomno3uyuja omeopeHe Krbiize MHOTOCTPYKOCTU M
ako je M = OB(P,v).

Ila 61CMO CTeK/IM MHTYUIIM]Y O TIPETXOIHO] AePUMHULINjU pa3MOTPUMO HEKOINKO
jeIHOCTaBHUX MpUMepa Y HUCKUM AMMeH3Mjama.

IIpumep 21. IToctaBumo P = [0,27] u ¥ = id. Taga je

P(id) = [0, 27] x [0,27]/

(z,2m) ~ (x,0)

mHAap ca rpaautom {0} x ST U {27} x S'. Unentudmkanuja y gebuHmuumjmu
OB(P,¥) Hanaxke ga P(id) Tpe6a 3anenutu Ha {0,27} X D? upeHtubuxyjyhu
I(P(id)) = {0,27} x ST ca 9({0, 27} x D?) = {0,27} x S'. OBa KOHCTPYyKIMja faje
IMJIMHIAP Ca IBa ITOKJIOMIIA, IIITO je 3aTBOPeHa MHOTOCTPYKOCT XOMeoMopdHa ca
S2. VicriocTaBsba ce 1a je S? 3arpaBo jefyHa opMjeHTrcaHa 2-MHOTOCTPYKOCT Koja
MMa IeKOMIIO3UIIMjy OTBOpeHe Kibure. OBO heMo mokasaTu HaKoOH ILITO amMo
arenehy medUHNUIINM]Y OTBOPEHE KEbUTe.

IMpumep 22. Pasmotpumo ciayuaj P = D? u ¥ = id. Taga je

P(¥) = D* x [0,27]/

(z,27) ~ (,0)

nyH Topyc D? x S ca rpannniom O(P(¥)) = T? = S x St. Tlaxx/buBUM IocMaTpa-
BeM Jietubea y gebuuniuju O B(P, V) mpumehyjemo ga P(¥) Tpeba 3amenmTu
ca 0D? x D? = S' x D? nyx sajequuiike rpauute S' x S! umeHTHdMUKaILMjOM

p: St x 8t — St x Sl, p(0,9) = (6,9),

Jakjie, MepuayjaHe IPBOT IYHOT TOpYyca JIEMMMO 3a Tlapajiesie APYyror 1 o6paTHO.
Peu je yripaBo 0 JeIbey Koje MMaMoO Yy I03HATOj 4eKOMITO3ULjU

S3 =9(D*) = 9(D* x D*) = (D* x S") U, (S' x D?),
1a je mo6ujeHa muoroctpykoct O B(D?, ) nubeomopdHa ca S°.

Hebuuunuja 23. [IekoMIIo3uija OTBOPeHe KibUTre MHOTOCTPYKOCTH M je Tap
(B, ) tme cy B MOOAMHOTOCTPYKOCT of, M KopgumeHsuje 2u «: M \ B — S* 5o-
KaJTHO TpMBMjajIHa I1aTKa pubpaiyja TakBK 1a MOCToju okoauHa U = B x D? o
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B ca nonapHuM KoopayHarama Ha D? 3a Kojy ciegehu gujarpam komyTupa
U\B — Bx(D?*\{0})
dr do
st — St

B 30BeM0 noge3om OTBOpeHe Kibure, U ’heroBoM aialiTUPaHOM OKOJIMHOM a Pq, =

7~1(¢) CTPAaHULIOM OTBOpPEHE KIbUTE.

[Tap (P, ¥) u3 Jebunuuuje 20 38ahemo ancmpakmuom, a nap (B, w) us Jepuuu-
1Mje 23 KOHKPemHoM OTBOPEHOM KEbUTOM.

Sl

P =77 (o)

\ \

Cnuka 2.1: OTBOpeHa Kwbura y OKOJIMHYU [10Be3a

HanomeHa 24. BaskHO je IpMMeTUTH [ia je 3a 7 U3 MPeTXoAHe TedHulje yCI0B
Ila je JIOKAJTHO TpMBMja/iHa pubpalja eKBUBaJIEHTAH TOME JIa je ™ CypjeKTMBHA
cybMep3uja, OMHOCHO, y31Majyhu y 003Mp IMMeH3Mjy KOJJOMeHa, IIPOCTO CypjeK-
TUBHO TIpecuKaBame 6e3 KpUTUUHUX Tauaka.

[MTokaskMmo cana TBpherme moMeHyTo y [Ipumepy 21.

Tepheme 25. S? je jequHa opujeHTHCaHA 2-MHOTOCTPYKOCT KOja MMa JeKOMIIO-
3UIIUjY OTBOPEHE KIbUTE.

Joka3. Heka je M opujeHTHCaHA 2-MHOTOCTPYKOCT Ca JE€KOMITO3UIIMjOM OTBO-
peHe kiure. Heka je B roBe3 a P cTpaHuila Te JekoMIiosuiuje. Taga numamo
$ubpauyjy
M\ B — S'.

[omro je x(M \ B) = x(F) - x(S'), cnemu x(M \ B) = 0. [Ilpumetnmo 1a je B
0-gMMeH3MOHa/IHA MHOTOCTPYKOCT, TaKjie CKYN AMCjYHKTHUX Tayaka. YKjamba-
€M OKOJIMHE CBaKe TaukKe U3 2-MHOTOCTPYKOCTU M m0o6MjamMo jeqHy HOBY Ipa-
HIYHY KoMIToHeHTY. Kopuctehn hopmyny 3a OjiiepoBy KapaKTePUCTUKY TOBPILIN
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ca rpaHMUIIOM A06MjaMo
X(M\B)=2-29-b=0,

I7ie g 03HauaBa pof a b 6poj rpaHUYHMX KOMITOHEHTH. JeIMHO pellierbe OBe je[i-
HauuHe je b = 2 u g = 0. [lakime M mopa 6utu S>. O

Wnak, TBphemme HaBemeHo Yy [Ipumepy 21 u gasbe Huje mokaszaHo. OHO ce OIHO-
CUJIO Ha IOCTOjakhe 1eKOMITIO3UIIMje OTBOpeHe Kibure y cMuany Hedunauiiuje 20.
Crora, na 6ucmo oBaj rnpenasak usmehy neduunimja onpapmanu usaaskeMo J10-
Ka3 eKBMBaJIeHIMje u3Mel)y rpeTxonHe aBe ne@uHMUIMje JeKOMIIO3UIMje OTBO-
peHe Kiure.

Tephemwe 26. 3aTBopeHa MHOTOCTPYKOCT M AOIyIITA T€KOMIIO3UIIMjY OTBOPEHE
Kbure y cmuciy Jepunuiiuje 20 ako ¥ caMo ako AOIYIITa TeKOMITO3UIIMjy OTBO-
peHe kbure y cmuciy debuHuiymje 23.

Joka3s. IIpeTriocTaBMMO 3a MOYETaK Aa je (P, 1)) arcTpakTHA OTBOPEHa Kibura 3a
M, omHocHO fia moctoju audeomopdusam [ : M — OB(P,v). JebuHummmo
B' = 0P x {0} € 0P x {D*} unocrasumo 7’ : P(¢)) — S' ma 6yzme 7'(p, p) = ¢,
Sl-koopayuHaTa Ha TOpycy mpeciukaBawa u ' : P x {D?\ {0}} — S! ma 6yne
7' (p, p,0) = 0, yraoHa KOOpAMHATA y MTOJIADHUM KOOpAMHATaMa Ha MpoOylieHOM
nucky. OBO IpeciuKaBame je 1o6po meduHMCAHO, IITO caeayu u3 aeduHULIje
uaeHTubmKaImMje rpaHniia Kojom KoHcrpyuiiemo OB(P, ), alu U I1aTKo, LTO
HajjemHOCTaBHMje MOKeMO BUIEeTU mocMaTpajyhyu KparHacte OKOJIMHe TpaHuIla
IBEjy 3ajIel/beH!X MHOTOCTpyKOCTH. Younmo caga B = f~1(BYur: M\ B — S*
nebuHMcaHo ca m = 7' o f. Y3eBun y 063up Hamomeny 24 jacHo je ma je = pu-
6palyja, Te je Ha 0BAaj HAYMH KOHCTPyMCaHa KOHKpPeTHA OTBOpPeHa Kibura Ha M.

Ca gpyre cTpaHe, HeKa je Ha M Beh aTa KOHKpeTHa OTBOpeHa Kibura (B, 7). [Ipu-
MeTHMMO Jja CMO Yy TIpeJIacKy ca aliCTpakKTHe Ha KOHKPeTHY OTBOPEHY KIbUTY TTOBe3
KOHCTPYMCA/IM YIIpaBo Kao py6 arcTpakTHe cTpaHuiie P Buhen y 0P x D? u na
je yrmpaBo OP x D? HOpMaJiHa OKOJIMHA [ToBe3a 13 me@uHuIje 2 mpu 0BOj KOH-
CTPYKIIMjH, Te Aa OM MPUPOIHO OO 1a TpaskeHY ariCTPaKTHY OTBOPEHY KEbUTY
(P,v) KOHCTpyMIIeMO TaKo Aa Baxxu P = P,. K/byuHO IuTame je 3alpaBo Kako
KOHCTPyHMCaT¥ MOHOAPOMMjY. Y Ty CBPXY YOUMMO afanTUpaHy OKOJIMHY IToBe3a
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U = B x D? Kao 1 BeKTOPCKO Iobe I, a IOTOM ofiabepuMo PrMaHOBY MeTpPUKY

5
76
METPUKY MOKeMO KOHCTPyMCAaTH Kao KOMOMHAIMjy ITpou3Bo/bHEe PiMaHOBe Me-

g Ha M y K0joj je 0, OPTOrOHAJHO Ha CcTpaHuue yHyrap B x B(0,2). OBakBy
TPUKE g; ¥ eKCIUIUIIUTHO KOHCTpyMcaHe MeTpuKe g, Ha B x (D? \ {0}) koja 3a-
II0BOJbaBa TPaskeHO CBOjCTBO, Te JOAATHO MOXKeMO 3axTeBaTH Jia ce g MokKJarna
ca go Ha B x B(0, 2). Heka je motoM ca X 03HaueHO BEKTOPCKO Io/be Ha M \ B
OpPTOrOHAJIHO Ha CTpPaHuIle OTBOpPEHe KibUre, a Koje ce jaCHO, 10 KOHCTPYKIUjU
g, TokJjana ca d, Ha B x B(0, %). IIpema TOMe, IHErOB TOK, 3a Bpeme 2w, 6uhe
uneHTuretra Ha B x B(0, %) yyja je pectpukuuja Ha P = B \ B x B(0, %), y
o3HauM ¢ : P — P, ynpaBo Tpas)keHa MOHOJpPOMMja, TaKBa [a je OUUITIeJHO
M = OB(P, ). O

AKO KpeHeMO of, aliCTpakTHe OTBOpeHe Kibure (P, 1)), KOHCTPyUIIeMO MHOTO-
crpykoct OB(P, V) ca ogroBapajyhoM JeKOMITO3ULIMjOM OTBOPeHe KibUure, a 3a-
TUM U3 Hbe KOHCTPYMILIEMO HOBY aliCTPaKTHY OTBOpPEHY KIbUTY, Ha IIPETXOJHO
OmMCcaH HaYMH, N0OMjaMO alCTPaKTHY OTBOPEHY KIbUIY ca CTpaHuiama P’ =
P UOP x [0,1/2] u moHompomujom ¥'. Jlako ce BUIM Ja je OBa MOHOLpOMUja
130TONHa Judeomopdusmy og, P’ mobujeHOM NpoaykeweM of, ¢ Ha P x [0, 1/2]
UAEHTUTEeTOM Ha 0P x [0,1/2]. C gpyre cTpaHe, MO>XeMO I10Ka3aTy 1a U30TOITHE
MOHOIpoMuje najy nudeomopdHe OTBOpEHe KibUTe.

TBphemwe 27. Heka cy (P, 1) u (P, 1) OBe alicCTpakTHe OTBOPEeHe KibUTe ca U30-
TOITHUM MOHoApomMujama. Taga nocroju nsudeomopduszam ¢ us OB(P,vy) y OB
(P, 1)) KOju CTpaHMIle MHAYKOBaHe NeKOMIIO3MIyje OTBOpeHe Kibure Ha O B(P,
1)p) CIMKa Ha CTpaHMLIe JeKOMIOo3uLyje oTBOpeHe Kibure Ha O B(P, 1y).

Jloka3. Hexka je 1), M30TONMja OO UOEHTUTETE 10 ;" o Yo U p: [0,27] — [0,1]
r1aTKa, MOHOTOHO pactyha QyHKIIMja jegHaka HYIU y OKOMMHU 0 U jeIUHUIIN Y
OKO/IMHYU 27. [leMHUIINMO MpecarKaBambe

®: P x[0,2r] = P x[0,27], (2,0) = (Yue)(2), 9).

OBaj qudeomopdnsam ma cBojcTBO 1a je ®(z, ¢) = (z, ¢) 3a Mayo ¢, u d(¢; *(z),
¢) = (Y7'(z),¢) kama je ¢ 6im3y 27. Crora, ® medunumie audbeomopdusam
O: P(¢g) — P(1y).

[TowrTo ce ¢, moOKJIamna ca UAEHTUTETOM Ha OKOIMHU IpaHutie on P, & moxemo
IJIATKO MIPOOYKUTY UIEHTUTETOM U Ha OP x D?. TuMe je moKa3 3aBpIIIEH. 0
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IIpumep 28. ITocmatpajmo R? = C u Ha wemy 3agate B = {0} ur:C\ B — S?
jaro cam(z) = \_zl Jlako je mpoBepuUTH 1A je HAa OBaj HAYMH 3a4aHa JE€KOMIIO3M-
1[//ja OTBOpEHe Kibure, y cMucIy gedunuimje 23, Ha R? Kojy 300r lheHOT 3Havaja,
y Koju hemo ce cama yBepuTu, 30BeMO CTaHAAPAHOM OTBOPEHOM KEbUIOM Ha RR?
1 obenexkaBaMo ca B,;,.

HeduauMja 29. JIekoMII03MIIja OTBOPEHE KibUT'e MHOTOCTPYKOCTM M maTa je
npecivkaBaweM f : M — C TpaHCBep3aJHUM Ha Bgg.

Ha jemHocTaBaH HauMH MOKEMO BUAETU [ia je oBa JedbuHMIMja €KBMBaJIE€HTHA
Hebvunumju 23, a MOCJeANYHO, Y C/Ty4ajy JeKOMIIO3MIMje Ha 3aTBOPEHO] MHO-
roctpykoctu, u Jebunuiinju 20. Haume, axo je gato f: M — C TpaHCBep3aJHO
Ha B, TakBona 0 € f(M), 1ako ce mpoBepasa ia je <B = f1({0}), 7 = ‘—jﬁ') KOH-
KpeTHa OTBOpeHa Kwura Ha M. C gpyre cTpaHe, ako je (B, 7) KOHKpeTHa OTBO-
peHa Kmbura Ha M, ripecyinkaBaibe u3 Jepunuiiuje 29 moxkemo meduHmcaT ca

e™®) . pe M\ B
0, pEB .

flp) =

HberoBy n06py medMHMCAHOCT U TTIATKOCT BUAMMO U3 UMEbeHUIle Ja 'y HopMa-
HOj OKONIMHY 1ToBe3a B x D?, u3 [ebuuunuje 23 Baxku f(p, z) = z. [logaTHo, HUje
TeIlKO BUETH 1a je 3a gato (B, r) ogrosapajyhe f —oprosapajyhe y oBom KOH-
TeKCTy 3Hauu fa je arg(f(p)) = n(p)— jeIMHCTBEHO 0 HA MHOXEe MO3UTUBHOM
raTkom GyHKIMjoM. 360T Tora uMa cMucia GyHKinjy u3 Jepuuuinje 29 3satu
dedpuruwyhom GyHKIIMjOM ofiroBapajyhe oTBopeHe Kibure.

2.2 KoOHTaKTHe OTBOpPEHe KIhbuUre

Kao mto cmo Bumenu, 1eKoOMMNo3uiivja OTBOPEHe KbUTe je eceHIMjaTHO YMCTO
TOIOJIONIKA CTPYKTypa. MehyTtum, cienehom nebmHuujom, a Kojy 3a KOHTaKTHE
MHOTOCTPYKOCTU TTPOM3BO/bHE NuMeH3uje naje XXupyy [21], mobujamo HauuH na
OTBOpEHe KibJre JO0BeeMO Y Be3y Ca KOHTaKTHUM CTPYKTypaMa.

Heduaunmja 30. Kaxkemo 1a je KOHTaKTHA CTPYKTypa £ Ha M adanmupaHa OTBO-
peHoj Kibu3u (B, ) u 06paTHO, aKo MOCTOjU KOHTAakTHA popma « 3a £ ca ciefie-
hum cBojcTBUMa:
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e (o MHAYKYyje KOHTaKTHY ¢hopMy Ha B,
* do MHAYKYje CMMIUIEKTUUKY (DOpPMY Ha YHYTPAILIbOCTY CBaKe CTpaHule P,

» opujeHTanuja on, B ogpehieHa KOHTaKTHOM (hOPMOM « TTOAYyHapa ce ca Opu-
jeHTalujoM Kojy B Hacieljyje kao rpaHuila CUMILIEKTMYKE MHOTOCTPYKO-
ctu (P, da), 3a 6uio koje ¢ € S*.

3a popmy o Takohe KaxkeMo [1a je afanTupaHa OTBOPEHOj Kwbu3u (B, ).

Heku ayTopu KopucTe aaTepHaTUBHY AepUHUIIN]Y, KOjy M MM yCBajaMo Kao Ka-
pakTepu3alujy aganTUpaHOCTU KOHTaKTHe (opme AeKOMITO3UIMjU OTBOPEHE
Kibure. Hamme, ako ca R, 03HauMmMo Pe6oBO BEKTOPCKO Io/be hopMe « TpeT-
XOIHU YCJIOBU CBOZIE Ce Ha TO Ja je (B, ag) KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT, a Pe60BO
BEKTOPCKO I0Jbe MO3UTUBHO TPaHCBep3aaHO Ha 7, npenusuuje dn(R,) > 0, u
TaHTeHTHO Ha B. [IpuMeTuMmo 1a je 3a cBe ¢ € S* MHorocrpykoct P, U P, 3a-
TBOpeHa XuUIepIioBpiry M Ho, 6yayhu 1a ce opujeHTalMje KOjy cBaKa Of Ioje -
HAYHUX CUMIUIEKTUYKMX CTpaHMIIA 3a7aje Ha B CJIaxy, y OKBUPY XUIIEPIOBPIIN
P, U P, OHe ce He MOTy ¢jIaraTu, OGHOCHO (P, U P, ., do) HUje CMMILIeKTMYKA
MHOTOCTPYKOCT.

IIpumep 31. [Tocmatpajmo S? yuyrap C* mato ca
Sg = {(21,22) S C2 ‘ ‘21’2 + ‘ZQlQ = 1} .
CraHgapaHa KOHTakTHA GopMa, Y IIoJapHMM KoopAyHaTama 1o pakropuma, gaTa
je ca
a= r% doi + r% deps.

Hekaje B = {(21,22) € S? | 212, = 0}. ®ubpauujy Ha S*\ B mokemo nedunmucatu
ca

7 S\ B — S, <21,22)|—>ﬁ,
2122

IIITO je Y TOMEeHYTHM IT0JIapHMM KOOpAMHATaMa 3aMiCcaHo ca
T (r16i¢1, 7“26“"2) — 1+ 2 € St

Crpanuna P, = 7~ !() MOXe ce ITapaMeTpu30BaTH ca

(0,1) x §' — P, C S*\ B, (r1, 1) — (rlewl, 1—r? ei(¢¢1)> ,
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1mTo ysumajyhu y 063up cBe o € S, maje Tpuujanusaiujy paciojera S° \ B
S'. Y oBMM KOOpIMHATaMa e je[IHOCTaBHO IIPOBepasa /ia je o aJanTyipaHa KOH-
TakTHa hopMa 3a OTBOpPEHY Kbury (B, 7) Ha S°.

VHYTpaIlbOCT CTPaHMIIe OBe OTBOPEHe Kibure nudeomopdHa je ca (0,1) x S*, Te
1peocTaje MHTEePEeCAaHTHO MUTake, MOXeMO JIM eKCITUIIMTHO OAPEeAUTH MOHO-
IpomMujy? VcrioctaBiba ce [a je Halll MOAeI JOBOJBHO IIpMjaTaH 3a paji Aa OBO Mu-
Tame No0uje BeoMa jeqHOCTaBaH oAroBop. Hamme, MoskeMo MTyCTpOBaTH ITOT/IE],
Ha moka3 TBphemwa 26 u3 06pHYTe nepcriekTuBe. Hamme, 1ako je MpuMeTUTH Aa
ako yameMo omnazgajyhy dyHkiujy ¢: [0, 1] — [0, 1], uzeHTM4KM jefHaKky 1 6am3y 0
1 0 6113y 1, y IoJlapHUM KOOpAMHATaAMa MOKXeMO Je(pUHMUCATHA TOK ¢, : S3 — S3,
ca

by 1 — o1+ 0(r)t,
¢
2 —> o+ (L= d(r1)) L.

Kako je m o ¢; = 7 + ¢, B&XXM 1A je ¢; TpaHCBEP3aJHO Ha CTPAHUIE OTBOpPEHEe
Kibure (B, ), Kako U Jla CIMKa CTpaHulle Ha cTpaHuue. JlogatHo, 6iusy r; = 0,
3ai = 1,2, BaxXu %qﬁt = 0,,, Te BUAYMIMO J1a je MOHOZpOMMja JaTa O6all ca ¢or.

Ha 6ucMo Bu3yannsoBanu jersberbe y OB(Fy, ¢2,) BpaTUMO Cce Ha MapaMeTpu-

3auujy crpaHuie gary nomohy (rq, ;). Ha Cinmu 2.2 mpukasaHa je cTpaHuua

OTBOpeHe Kibure ca JBe 000jeHe KpuBe Koje he 6UTu naeHTUGUKOBAHE ITPU Jie-

bervy. OBako AedMHMUCAHO IMpecIMKaBambe 30BeMO decHOo /IeH080 yepmarbe OKO
1

=5

Cnuka 2.2: [TecHo JIeHOBO yBpTame
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OHO 1ITO OTBOpEeHe KibUTe YMHYM BeoMa CHaXXHMM aJIaTOM 3a paji ca KOHTaKTHUM
MHOTOCTPYKOCTMMaA je YIIPaBo KOHTPOJIa KOjy MOXXeMO Jla OCTBApPMMO Ha OKOJIMHY
roBe3sa.

JIlema 32. Heka je (B, 7) 1eKOMIIO3M1IMja OTBOPEHeE Kibure Ha M U o 10j afanTu-
paHa KoHTaKTHa ¢popma. Taga mocToju okonmHa U moBe3a B u audeomopdusam
Y : B x D?* — U TakaB Ja je

Vva=g-(alg+ridd),

roe dyHkimja g : B x D? — R 3agoBo/baBa d,g < 03ar > 0.

[loka3. Vineja je na okonuHy B X D? ogpenumo Tako [a paayjaaHu mpasall OAro-
Bapa KapaKTepuUCTUIHOM ImpaBiy 13 Jleme 10. 3a rmouerak, ogadbepmumo hamMminjy
(Q9)gcs1, opmu 3ampeMuHe Ha CTpaHMIIAMa KOMIIATUOWIHUX ca Mo pa3yMeBa-
HOM OpMjeHTalMjoM, TaTUX ca

Qy = —(cosfdzx +sinfdy) A ag A (dag)™ .
Hexka je 8y = a|rp,, KapaKTepUCTUYHO BEKTOPCKO Io/be X, JaTo je Tajaa ca
tx,$2 = =By N (dBe)" .

V3 nebuHuinje aganTupaHocTu Gopme o MMaMo a je Xy TpaHCBep3aaHO Ha B 1
IIO0Kas3yje Ka YHyTpallhocTy cTpanuiie. Kako mysx B uMamo untaBy S'-bamminjy
BEKTOPCKMX I10/ba, HUje jaCHO Ja TOK of, X, aeduHuiie ynarawe. OBaj npobaem
pelaBaMo pasMartpameM D?-hamuinje BeKTOPCKMX I10/ba, JaTHX Ca

'g (dz Ady A ap A (dog)"™') = (rsinfdz —rcosOdy) Ao A (de)™ ™,

Te

rae cy (r, ) momapHe KoopauHaTte Ha D2,

TBpoumMoO fa Baxku )’Zrew

p, = 1 Xy. 3aKcTa, Kako je T'Py = ker(sin 6 dx — cos 0 dy),
BasKU
(sin@ dx — cos 0 dy)(Xy) =0,

U TIOCIeIVYHO

tx, ((sin@ dx — cos 0 dy) A Qp) = (sinf dz — cos dy) A 1x,
= (sinfdx — cos O dy) A By A (dfBg)" .
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Kako je (sin§ dx — cos 0 dy) ANy = dx Ady A ag A (dag)™ !, 0BO je yIIpaBo ke/beHa
jeTHaKOCT.

O3HauMmo ca w[’e 1 )Y TOKOBE BEKTOPCKMUX 10Jba X, .0 U X,y PeCcrieKTuBHO. [Ipe-
CIMKaBambe

U: B x D?— B x D?
(b, re) — 417 (b,0),

neduHMIIe yarambe 3a € JOBO/LHO MAJIO, TIPY Y€MY 110 KOHCTPYKIuju Basku W (b,
re?) = ?%(b,0). Y Jlemn 10 Buzmeau cmMo

Bo(Xg) =0, Lx,Bo = 1o,

3a HeKy IMaTKy QYHKUU)Y py: Py — R. Jlako Bugmumo DV (9, |p,) = X, 11a y3€BIIU
MIpeTXoHe YCI0Be Y 003uUp J06MjaMo:

o U a(0,) = a(D¥(9,)) = Bo(Xg) =0,
d d
o Uy = () (Bo) = (1) (£x,80) = (447)" (10 50)-
3ak/pyuyjeMo [a MocToju MaTtko h: B x D? — R, 3a Koje je ap + hdf mobpo

nedunHucana 1-gopma, Koja 3a0BO/baBa
ker(V*a) = ker(ap + hdf),
omHOCHO V*a = g (ap + hdf), 3a HEKO §: B x D? — R,.

Jlokas 3aBpIraBamo CTaHJapAHOM IIpuMeHoM I'pejeBe crabumHocTu. Haume, sia-
KO je TIPOBEPUTHU [1a, Y3 TOTEHIMjaTHM M360p Mamber ¢, JMHeapHOM MHTepPIIoNa-
1jom gobujamo paMmianjy KOHTaKTHUX Gopmu

ap=ap+ (th+(1—t)r*)dd,  te0,1],

1a MoCTOju U30Tomuja ¢y, 3a Kojy je ¢i(ap + hdf) = ap + r*df. JomaTHo, OBa
M30TOIMja reHepycaHa je BeKTOPCKUM M0JbeM MPOIMOPLMOHATHUM Ca J,, T1a YyBa
crpaHuiie 1 pukcupa B.

[ToctaBmajyhu ¢ = ¥ o ¢, mOOMjaMo ynarame Koje dyBa CTpaHMIle U 3aJI0BO/baBa
Y*a = g(ap + r?df). JeAHOCTaBHOM PayyHCKOM MTPOBEPOM MOKE C€ YTBPOUTH
Jla je yCJIOB afanTUPAHOCTU KOHTAakTHe (hopMe MOCMaTpaHOj OTBOPEHO] KbU3U
eKBMBaJIeHTaH yInpaBo ca d,g < 0 3ar > 0, Te je JOKa3 3aBpIIEH. [



IJIABA 2. OTBOPEHE KFbUTE HA KOHTAKTHHUM MHOI'OCTPYKOCTHUMA 22

HammomeHa 33. CBake nBe KOHTaKTHe ¢opMe afiariTMpaHe UCTOj OTBOPEHOj KEbU3H,
KOje MHIIYKYjy CUMILIJIeKTOMOpPdHe CTPYKType Ha CTpaHMUIlaMa Cy M30TOITHE KPO3
KOHTaKTHe CTpyKType. [la 6ucmo oBo Buaenu nohumo on ase dopme, agy U a,
agantupaHe Ha (B, w). Ha M nmocraBumo PumMaHOBY MeTpUKY U Ae(UHUILIUMO
d: M — R, KOja Mepu KBaApaT pacTojama o[ rnosesa. Kaxo je d 1aTKo 613y
B, oHa ce Mmoxe gedbopmucaTu o rinaTke pyHkuyje d: M — Rsq, Koja je jegHaka
d 6113y B 1 KOHCTaHTHA BaH HeKe OKO/IMHe ofl B. 3a cBako K > () MOXXeMO Taja
dbopmuparty, 3at € [0, K|, pammnnje aganTupaHux KOHTaKTHUX GOpMU

a6:a0+ty, o/j:al—i—tu,

rae je v = d *(df) rnatka dopma Ha M \ B, Koja ce HYJIOM I[7IaTKO IIPOAy>kaBa Ha
B. TloeHTa je 1na 3a IOBOJ/bHO BeNMKO K, TMHeapHOM MHTepIionaiujom usmehy
af v aff natom ca

a; = (1 —t)al +tal,
nobujamo pamMminjy KoHTaKTHUX Gopmu amantupanux Ha (B, 7). Crora cMo

OTMCaN IIafaK MyT
ap — o — ol — oy,

¥ TOKa3 3aBplllaBa MpuMeHa I'pejeBe CTaOMIIHOCTM.

INocneguua 34. Heka je (B, 7) BeKOMIIO3UIMja OTBOPEHe Kibure Ha M U « 10j
ajanTupaHa KOHTakTHa ¢popMa. Taga je moBe3 B KOHBEKCHA IpaHMIla CBaKe CTpa-
Hu1le P,y ofHOCy Ha JINyBUI0BO BEeKTOPCKO I0Jbe IpUApYykeHo JInyBui1oBoj Gpop-

MU a|p,.

Zoxa3. Kaxko je ped 0 CBOjCTBY B€3aHOM 3a IIPOM3BOJ/BHO MaJly OKOJIMHY I'PaHULIE,
MOXEeMO UCKOPUCTUTU TPUBUjanM3alujy U3 MpeTxoaHe jeMe. Y OBOj mapame-
TpU3aLuju UMamo

—~

P, =V"Y(P,) ={(p,r,0) € Bx DZ|0=p}.
JInyBUJIOBO BEKTOPCKO M0OJbe Ha YHYTPAIlIlOCTY CTPaHMIIe 1aTO je jefHauMHOM

gas = (ay)|p, = tx.(doy)|p,
=1x,(dg N ag)+ gdag
=dg(X.)ap —ap(X,)dg + gux, dag,
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Ma ako pacnuiiemMo dg = 0.g dr + n ¥ MOTPpakuMo X, y 001Ky ho,, mpeocTaje

caMo yCJI0OB
g=1(0.9)h
Koju 1o Jlemu 32 MOkeMO UCITyHUTM Ha r > 0, rae pobujamo X, = (0,9) 'g 0.
Kako je 8g < 03ar > 0,3aMucTa Baxku [1a je rpaHMIla KOHBEKCHA. O
rg

HamomeHna 35. AKo je (B, 7, a) KOHTaKTHa OTBOPEHa Kibura u i: B x D? — M
ynaramwe u3 Jleme 32, oHJla IIpeTXOHa MocIequiia Iokasyje a je map

(2= Po\il(p.0.7) | 0=, 7 < 6}, alpy)

JInyBUIOB AOMEH, 3a CBe § < &. MeljyTum, UCTO Tako MOXeMO BUAETU U 1A
(Py, a|p,) HUje JInyBUIOB NOMEH, Te KOHBEKCHOCT 13 Ilocinenuie 34 Huje mpo-
CTO KOHBEKCHOCT rpaHuiie JINyBUIOBOT JoMeHa. Ped je 3amrpaBo 0 KOHBEKCHOCTH
y 6€CKOHAYHOCTM KOMIUIeTMpama JIMyBMIOBUX JTOMeHa (Pg, al Pg)- OBa unme-
HUIIA MOsKe CTBOPUTHM OJiaTy HeJIarogHOCT y OJHOCY ITpeMa KOHTaKTHMUM OTBOpe-
HMM KibUTraMa, a HajeJleraHTHMjM HAUMH Ja je TpeTupamo je moMohy KOHIleITa
naeaHUX JINYBUIOBUX TOMeEHa, 0 KojeM he 6utu peun y I'maBu 3.

TypcTOoH-ByHKe/THKeMIIepOBa KOHCTPYKIMja

Bupenu cMo fa je reoMmeTpyjcKa CTPYKTypa KOHTAKTHUX OTBOPEHUX KEbUTa U3Y-
3€THO MpujaTHa 3a paj, OMHOCHO Aa HaM IMpy)ka J0CTa MOTYhHOCTH 3a eKCIUIUIIV-
TaH pauyyH Ha arcTPakTHOj KOHTAKTHOj MHOTOCTpyKocTH. MehyTum, ako He 6u-
CMO MOITIM J1a MpoHah)eMO KOHTaKTHe CTPYKType HOIIeHe OTBOPEHOM KEUTOM,
OBa UlMibeHNIla 6M HaM MPU UCTPAKMBAY KOHTAKTHE reoMeTpuje Ouia upesne-
BaHTHa. Cpehom, o0BO HUje ciyuaj. BpaTumo ce Ha anicCTpakTHE OTBOPEHE KIbUTE.
CemamaeceTux roguHa npetxogHor Beka TypcToH u Bunkelnkemnep nonasehu
0[l, OpMjeHTabMIHe MOBPILK ca IPAHULIOM P U bheHe MOoHoApoMuje ¥ KOHCTPY-
MITY KOHTaKTy CTPYKTYpy Ha OB(P, V) aganTupaHy JeKOMIIO3ULIMjU OTBOpPEHe
KibJTe KOjy Ha B0j feduHuie (P, V). [Jokas Kojyu KOPUCTU CaBpeMeHYy HOTalLUjy
Moske ce mpoHahu y [20]. Ha oBaj HauuH oHM oMoryhaBajy IMIMPOKY MPUMeN-
BOCT pe3y/TaTa O KOHTaKTHMM OTBOPEHUM KibUraMa y AuMeH3uju Tpu. OpujeH-
TaGMITHOCT CTpaHuIIe Y IMMEeH3Uju IBa OATOBapa TOMe Jia je OHAa CMMIUIEKTUUKA,
crora, fja 6uCcMO JOO6WIN CIMYaH pe3yaTaT y BUILUM OUMMeH3MjaMa, HeOMXO4HO
je ma mamMo HelITO CHa>kKHMje YCIOBe.
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Hedununuja 36. 3a aricTpaKTHY OTBOPeHY KibUTy (P, ¥) KaXkeMo J1a je CUMILIeK-
TUYKa aKo je (P, d[3) TauHa CUMIUIEKTMYKA MHOTOCTPYKOCT Ca KOHBEKCHOM I'pa-
HU1IOM JP, a MoHozpoMuja ¥ cumMruiekTomopdusam of, (P, df3).

Kopucrehu cumIiekTuke arncTpakTHe OTBOpPeHe KibUre U afanTupajyhm ympa-
BO uzejy us3 [43], )Kupy y [21] gaje ckuily JoKa3a ersucTeHlje KOHTaKTHe CTPYK-
Type Ha O B( P, V), Koja je aHac Mo3HaTa Kao 2eHepanu3osana TypcmoH-BuHKeH-
Kemnepoea KOHCmMpyKyuja.

KibyuHo muTame Ha Koje Tpeba IaTu OJrOBOP je KaKO CUMILIEKTUYKY CTPYKTYpPY
CTpaHU1LIe UCKOPUCTUTH 32 JepHMCAbe KOHTAKTHE CTPYKTYpe Ha lheHOM TOpYCY
npecinKkaBamwa? Vcrnocrasba ce 1a 3a50Bo/baBajyhyt 0AroBOp Ha OBO NUTambe Ja-
jeMo camo y cay4ajy Kaza je MoHogpomuja W, ctpanuue (P, df), mauaH cumniex-
momopgu3am, OMHOCHO, Kaia ITI0CTOju HeKa QyHKIMja f, TakBa gaje V* 53— = df.
Hapenna nema nocayxunhe HaM [ja TOKaskeMoO /1@ OBO HUje AOLATHU YCIIOB.

Jlema 37. CummuiekTnuka MoHogpomuja W crpanutie (P, d) n3oromnHa je (Kpo3
CUMIIIEKTMYKE MOHOIPOMMj€) TAUHOM CUMILIEKTOMOpbu3My V.

Zoxa3. [OedynHuiieMo BeKTOPCKO no/be X Ha P jeqHauMHOM V*[ — S+ 1xw = 0n
IeroB TOK 03HaUYaBaMo ca ;. X je Hy/la Ha OKOJIMHYM I'paHuIle T1a je ; IVI06aaTHO
IebMHMCAHO U jefHaKO UAEeHTUTETU Ha OKOMMHY rpaHuiie. TBpaumo aa je ¥ o ¢,
TpakeHU cumIuiekToMopduszam. Heka je v = ¥*5 — f = —ixw. Taga dy = 0u
crora

Lxy =d(y(X)) + xdy =0,

makie p;v =y 3at € R. CinmuHo
Lxw=d(ixw)=—dy=0

ma BUAMMO U ¢jw = w 3at € R. JacHo, 1o6win cmo jaa je ¥ o ¢; U30TONHO ¥
KPO3 CMMILJIEKTOMOP(]M3Me jemHaKe MAEHTUTET Ha OKOJIMHY rpaHuiie. JJomaTHO
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Lxp =d(B(X))— ~, Te pauyHaAMO

(Vo))" B—B=¢ ¥ 8-
=pi(B+v) -8

1
d
=7+/0 %ﬁﬁ
1
:7+Avﬂ&w)
1
=d (B(X)).
Awwﬂ))

]

[Tpobnem Koju ce MojaBbyje y BULIUM AMMEeH3MjaMa U cIipeuaBa Hac Ja Jamo JI0-
Ka3 MIeHTUYaH OHOM y Tpu AumeH3uje (Bugetu [20], cTp. 151-154) je unmbeHuniia
Ila je Topyc MpecjnKaBamba CyBUIlle pecTpUKTMBaH. Jla 6MCMO TO ITpeBa3uIILIn
najemo cinenehy nebunnuinjy.

HNedbuuunuja 38. 3a arcTpakTHY OTBOpeHYy KibUry (P, V) u maTko ¢: P — R,
KOHCTAaHTHO Ha HEKOj OKOJIMHM O P, neduHUIIEMO YonumeHu mopyc npeciuka-
8ara Ka0 KOMMYHUYKY MHOTOCTPYKOCT

Po(0) = {(z.0) € P xR |0 < < 3(x)} /(. 8(x) ~ (V(x),0).

[IpumeTtnmo pa je 0P;(V) = 0P x (R/cZ), rhe je c BpegHOCT GyHKUMje @ O/u3y
oP.

Heduuuiiemo u yoriTerwe KOHCTpyKiuje O B(P, ¥) Ka0 KOMTMYHUYKYA ITPOCTOP
OBy(P,0) := (Pp(¥) UOP x D*)/ ~

rie je ~ upeHtndMKanmja (z, ) € (0P x D*) u [z, c£] € 9(P5(V)). Tipume-
TUMO Jia TIPeC/IMKaBakbe JaTo Kao uaeHTuTeTaHa 0P x D*uca (z,¢) — [z, Z5(z)]

21
nebuuuie ngupeomopdusam usmehy OB(P, V) u OBy (P, V).

Teopema 39. Hexa je M mudeomopdno ca OB(P, V), rae je (P, V) cumIuiek-
TUYKA OTBOpeHa Kibura. Taga, Ha M MOCTOju KOHTakTHa dopMa « afanTupaHa
Ha JeKOMII03MLIMjy OTBOPEHe Kibure (B, ) Koja ofroBapa ancTpakTHOj OTBOpe-
HOj Kibu3u (P, V).



ITIABA 2. OTBOPEHE KFbUTE HA KOHTAKTHHUM MHOI'OCTPYKOCTHMA 26

Hoxa3. Kopucrehn Jlemy 37 1 TBphemwe 27 3ak/byuyjeMo [a je JOBO/bHO pa3ma-
TpaTy CIy4daj kKazga je (P, V) TauHa CMMILIEKTMYKA OTBOpeHAa KbUra, KOHKPETHO,
Ha JInyBuioBoMm foMeHny (P, df3) Baxku

VB — B =dp),
3a Heky QyHKIMjy ¢ € C*°(P). Kako je P KOMIIaKTHO MOKeMO MPeTIOCTaBUTU
Ha ocHOBY MpeTxonHe IUCKyCHje TOBO/bHO je KOHCTPYMCATU KOHTaKTHY (opmy
aHa OBy (P, V).

e Konmakmmua ¢popma Ha Py(V)

Ha P x R koHTakTHY GOpMy o MOXeMoO 3ajat ca « = 7pn(f) + dt, rme je 7p
rpojekiyja Ha P, a t mpojekiuja Ha R. ITocmaTpajmo
®: PxR—PxR
(z,0) — (¥(2), 0 — p(2)).
Huje Temko Bunetn na Baxku Py(¥) = P x R/(®), roe () o3HayaBa UMKINYHY

rpyny {®* | k € Z}. Crora, a nedunuie dpopmy Ha P;(¥) ako 1 camo axo je
®*a = «. PauyH 1nokasyje

" (7p(8)) = (tp o ®)*B = (Vomp)'B =mp(V"B),
O*(dt) =d(to®) =d(t — pomp) =dt — wp(dp),
Te mobujamo
d*a = ap (VB — dp) + dt = 7p(B) + dt.
Jakie, a MHAYKYje KOHTaKTHY Gopmy Ha Py (V).

JlomaTHO, KaKo je ¢ = ¢ Ha HEeKOj OKOJIMHU Of, 0P, TTOCTOju KparHacta OKOJIMHa
on, 0P;(V) nudeomopdHa ca (—¢,0] x OP x R/cZ, rae je (—e,0] x 0P Kparsa-
CTa OKOJIMHA JaTa TOKOM JIMyBUIIOBOT BEKTOPCKOT Mosba X Ha (P, df), y 03Hauu
(fs)se(—e,0- Ha m0Oj Baxkn

d

. * — * E — *

dsfsﬂ fs( Xﬁﬁ) fsﬁ)
Te 3aK/by4uyjeMo [a y OBMM KOoopAyHaTaMma Ha (—¢,0] x 0P x R/cZ vumamo o =
e’Ba + dep.
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e Konmakmua ¢popma Ha OP x D?

CnuuHo Kao y [20, cTp. 153], kopucTumMo Aob6ujeHy KparHy ma 6;iaro momgudu-
KyjeMo Jielbere Y KOHCTPYyKuuju OB (P, V). IlpeuusHuje, 3a1enmMMo UynTaBe
KparHe ca

(—£,0] x OP x R/cZ — OP x {1 <r<1l+4¢e} xR/cZ

(s,z,0) — (z,r:=1—35, ).

KontaktHy hopmy Ha O P x D?(1+¢) cajja KOHCTPYUIIEMO Y OOIUKY o = hy (1) B+
ho(r)dy, roe dyHKUje hy, hy UMHe Tako3BaHU JIyy06 nap, OHOCHO 3aJ0BO/baBajy
1. Bmsy r = 0: hy(r) =2 U hy(r) = 1?;
2. 3ar > 1:hy(r) =e " uhy(r) = 1;
3. 3acBer € [0,1+ ¢) Bakut hy(r)hb(r) — Ay (r)ha(r) > 0.

Ycnos (1) 06e36ehyje rmaTkoct o'y P x {0}. YcioB (2) 06e36ehyje raTkocT rpo-
nyxkemwa hopme o Ha OB (P, V). KoHTakTHM yoIoB 38 o« HA OP x D?*(1 + ¢) je

aA(da)" =n hl”‘l(hlh’2 — h’lhg)ﬁa A (dBo)" P Ndr Adp > 0,
OIHOCHO €KBMBAJIEHTAH je yCI0BYy (3).

e AdanmupaHocm KOHmMaxkmHe popme o

Vuytap OP x D? cTpaHulie Cy JaTe yCUIOBOM = const, I1a je Ha BbMMa PecTpPuUK-
umja do jegHaxa h'(r) dr A By + hy(r) dBs. [Ipumehyjemo na ca HaBeneHuM h, Beh
MMaMo 1pobseM jep je b} = 0 6mu3y Hyne. Vnak, 0BO J1aKo peliaBamo MocTaB/ba-
jyhu ycioB hy(r) = 2 — r? 6nusy Hysme. M36eriu ¢Mo [ia OBO ypaauMO paHuje jep
YMHM IIPOBepPY KOHTAKTHOT YCJIOBA 3a «v HEIIPUjaTHMjOM, aJii JIAaKO Ce YBEPUTHU Aa
He Memwa HuIlTa CyluTuHCKU. [IpeTnocraBumo Takohe u aa je hi(r) < 0 3a cBe
0 <r < 1+ e. Opujenranuja crpanutie yuyrap B x D?*(1 + ) mara je ca

(da)™ = nh? 'Rl dr A By A (dBs)" 1,
JIOK je opujeHTallja IoBe3a aaTa ca

(alrs) A (dalrp)" ™ =27 Ba A (dBs)" .
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VC10B afanTupaHOCTH ITPOBepaBaMo KOHTPAKIMjOM ca CII0/ballllhOM HOPMaJIOM
—0,, I1a KaKo je

L_g, hydr A Ba A (dBp)" ' = —hl By A (dB)" 1,

TO Ce IBe OpMjeHTallMje Ha B MoK/Iamnajy, ITo je ¥ Tpedaao JoKa3aTu. O

Ako je (P, 3,¥) cMMILIEKTMYKA OTBOPeHa KibUTa, MHOTOCTPYKOCT 10OMjeHy re-
Hepain3oBaHOM TypcTOH-ByUHKeTHKeMIIEpOBOM KOHCTPYKIIVjOM ITpUMeHheHOM
Ha Wy 03HauaBahemo ca OB(P, 3, V).

3a Kpaj nornas/ba, JajeMo BeoMa 3HauajaH MpyMep KOHTAaKTHUX MHOTOCTPYKO-
CTU 1o0OujeHNX TeHepaan30BaHOM TypcTOH-BUHKeTHKeMIIEPOBOM KOHCTPYKIIN-
joM, HaKOH ITpOMeHe CMMIIJIEKTMYKe MOHOAPOMMje Mojla3He ariCTpakTHe OTBO-
peHe Kibure.

ITIpumep 40. [TocmaTtpajmo BajHcTtHOB momeH (W, \) U npeTniocTaBMMO [Jia ca-
Iopxu ynosxkeHy JlarpawxkeBy chepy L C (W, \). [lo3HaTa uMbeHNIIa Y CUMILIEK-
TUYKOj TeOMeTPpUju je ma L uMa OKOJMHY CUMILIEKTOMOP(HY OKOJIMHM HYJITOT
ceuewa y T* L (Bugetu Teopemy 3.4.13 y [33]). Crora, JOBO/BHO je MOOUPUKO-
BaTy MOHOJPOMMjY YHYTap OKOJIMHE HYJITOr ceuewmay 17%S5".

Ia 61cMo 0BO ypaguiu, Ha S™ GUKCUpPajMO TakKo3BaHy 001y Mempuky, OMHOCHO
MEeTPMKY KOja IIOTHUe Off eyKIMICKe MeTpuKe Ha R™ 1!, [Tomohy e naeHTuduKy-
jeMo T'S™ u T*S™, Kpo3 My3u4ku usomopdusam v — ¢(v, -). KoHCTpyKUMjy cana
cripoBoMMO Ha 7T'S™, Ha KojeM je cuMILIeKTMuYKa hopMa laTa Kao gudepeHiyja
ToBJIauerhba KaHOHCKe hopme ca 7*S", eKCIVIUIIUTHO

Al (X) = g(v, dm(X)).
Hedyuunmemo JleH—-3ajoenoso yBprame 7: 7'S" — T'S™ ca 7(p,v) = (p/,v'), roe
je p’ mobujeHo kpehyhu ce myx reogesujcke Kpo3 p 3a BpeMe 7 — |v|, a v’ nedu-
HMCAHO Kao IapaselHy TPaHCIOPT BekTopa v. Y wiy4yajy |v| > 7 MOCTaB/bamo
7 = id. Huje Temko BumeT 1a je T cuMIuieKTomopdusaMm jep je mobujeHo Kao
KOMITO3MIIMja MMoaM3aha aHTUIIONATHOT TIpecKaBamba M XaMWITOHOBOT TOKa
3a XaMWITOHMjaH H = max {%, %2}

Kako je L TauHa, 3aTBOpeHa JlarpaH:keBa ITIOAMHOTOCTPYKOCT OHO neduHuiie Jle-
KaHJpOBY MOAMHOTOCTPYKOCT Ay O B(W, A, V), 1m0 npuHLMITY U37105keHOM y [1pn-
Mepy 11, a comyxkehu ce TBphewem 78 u kommnakrtHouthy L. Ia 6ucMo 0oBO Ha-
IJIACUIN YBOAMMO O3HaKy (M, &, A) = OB(W, A\, L). UcnocraBspa ce fa BaXu aa
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KOMITIO3UIIMja MOHOApomuje ca JleH—3ajae/loBUM yBpTawkeM, HAKOH TeHepasin-
30BaHe TypcTOH-BuHKe/IHKeMIepoBe KOHCTPYKIIMje, OArOBapa KOHTAKTHO] XM-
pypruju (Bunetu [47]) nyx A. [peuusuuje, OB(W, \, ¥ o 77,) MOKe ce JOOUTU Of
(Y,&) = OB(W, \, ¥), KOHTaKTHOM XUPYPIUjOM JIyK A.

[Tohemo nu capa on Jlarpanxkesor gucka D C (W, ), ca JlexkaHOpOBOM rpaHULIOM
0D C (OW, ker \), MoxkeMO 3akauuTu BajHcTuHOBY pyuky H Iyx cdepe 0D, Te
nobutu HoBU BajHcTuHOB foMeH (WU H, \'). OH npupogHo caapsku JlarpaHxeBy
cdepy L unja je nomwa xemuchepa D, a Topba jesrpo pyuke H. KOHTaKTHY MHO-
roctpykoct OB(W U H, X', ¥ o 77,) Taga 30BeMO N03UMuU8HOM, a KOHTAKTHY MHO-
rocrpykoct OB(WUH, N, Wor; ') Heeamugrom cmabunusayujom om, O B(W, A\, 0),

Ayx D.

HarmomumeMo 1a y KOHCTPYKIIMjU 32 Hama ITOCTOj| eBUIeHTaH IpobJieM ca I1aT-
Koihy, Koju oBaj npumep unHu HedopmanHuM. Ho, ca mu/beM [ia Ipe cBera
U3JI0KMMO 3ajIe/I0BY Uejy O BUIlleAMMeH3MOHATHOM [[eHOBOM yBpTamy, M3a-
6pasi cMo oBakaB mpucTyn. CBMM AeTa/byMa KOjy HeJJOCTajy a IMpeTXoIHa KOH-
cTpyKiuja 6yne dopmanHa rocsehene cy 6enernike Ota BaH Kypra [46].



I'maBa 3

ErsucreHinyja KOHTAKTHUX
OTBOPEHMX KIbUTa

Harmr nmpuMmapHu 111k Y 0BOj [1aBM je ma M3105kMMoO Toka3 ciefehe Teopeme, Koja
TOKa3yje [1a Cy OTBOPeHe KibUre CBeIIPUCyTHE Y KOHTAaKTHOj TeOMeTPUju U TOTIO-
JIOTUj .

Teopema 41. ([21]) Ha cBakoj 3aTBOPE€HOj KOHTAaKTHOj MHOTOCTPYKOCTH IOCTOjU
KOHTaKTHA OTBOPEHA KIbUTa.

KrpyuHa y JKupyoBOM 10Ka3y je KOHTaKTHa Bep3yja TeXHUKA KOje Y CUMIIJIEKTUY-
Koj reoMmeTpuju pasBuja JoHanacoH y [14] u [15]. [Ipatuhemo yrnaBHOM ekcIio3e
maty [40].

Ioka3 Teopeme 41 cBoaM ce, HAKOH OlcepBaliyje Ja Cy MHBep3He CJIMKe HyJle 3a
jeqHy Kjace ceyerha KOMIIJIEKCHOT paciojera Koje ce IpUpPOLHO MPUAPYXKYje cBa-
KOj KOHTaKTHOj MHOTOCTPYKOCTY HheHe KOHTaKTHe IMOJMHOTOCTPYKOCTU, Ha TeX-
HUUKe JleTasbe. KOHTaKTHEe MHOTOCTPYKOCTHU, MeljyyTum, HuCy MUHMMAaIaH aMmou-
jEHT Ha KOMe MOXXeMO pa3BUTH MOTpebHe TexHMKe. Ca Ke/bOM J1a OBY Te3y 000-
raTMmMo 1ITo Behum 6GpojeM KOHIIeNTa ca KojuMa ce YoBek cycpehe y mokyiiajy
Ila ICTPaskyje KOHTAaKTHY reOMeTPHjy U TOIIOJOTHjy, IUCKYTYyjeMOo 1 o ciienehoj
HEIIITO INXPOj KJIaCu MHOTOCTPYKOCTH.

3.1 KBa3mM-KOHTaKTHE CTPYKType

Hdedbununuja 42. KBasu-KOHTaKTHA CTPYKTypa Ha (2n + 1)-MHOTOCTpyKOCTU M
je map (¢, B) rze je £ KoopujeHTHCaHa AUCTpUOyLKja, a  1-popma Ha M TakBa a
je (&, df) cMMIIIEKTUYKO paciiojeme.

30
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JacHo, ako je (M,{ = ker &) KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, OHJia je (£, da) KBa3u-
KOHTAKTHA CTPYKTypa Ha M.

CBaKoj KBa3M-KOHTAKTHOj CTPYKTYpH (&, 5) MOKeMO NPUIPYKUTU NTPeIKBAHTH-
3a0MJTHO JIMHMjCKO Pacjojermhe Koje UMHe TPUBYjaTHO epMUTCKO JIMHUjCKO paciio-
jebe L = M x C u koHekcuja V; = d — if. O oBoMe Tpeba pasMull/baTu Ha
cnenehy HaumH.

« Ha L mocToju KaHOHCKM 1360p epMUTCKe CTPYKType h fat ca h((p, a), (p,b))
ab

» Konekcyjaje npecmkaBawe Vy, : I'(L) — I'(T*M ® L). Kako je y mocmarpa-
HOM CJTy4ajy IIPOCTOp INIAaTKUX Ccederma paciaojera L jeqHOCTaBHO IIPOCTOP
aTkux GyHKIMja Ha M ca BpegHoctuMa y C, V;, Moske 61Ty cxBaheHO Kao
orepaTop KOjy CBAaKOM ceuerby Jofebyje IMaTky 1-dopmy ca BpegHOCTUMA
y C. 3a 3amato V; umaMo

(Vis)p(v) = dsp(v) — iBy(v)s(p) = lim M

t—0

— 15(p)Bp(v),
raejeseI'(L),v e T,M,~: (—1,1) — M KpuBa 3a Kojy je dy(0)(0;) = v.

» Ha maTom epmutckoM paciojewy (E — M, h) kKoHeKkcHja V je epMUTCKA aKO
3as,t € N(E)nv e X(M)Baxu v(h(s,t)) = h(Vys,t) + h(s, V,t). Y HallleMm
CJTy4ajy MOXKeMO 0Baj YCJIOB 3aIlMCaTy U Kao

h(V s, t) + h(s,Vt) = (ds — iBs)t + s(dt — ift)
=tds — iffst + sdt +ifst
=sdt+tds
= d(st)
= d(h(s, 1)),

T7ie CMO MCKOPUCTWIN UYMEbeHUITY [1a 3 y3Ma BPeTHOCTH y R.

« Ha mocreTKy, cBaka KOHeKcHja 3a10BosbaBa JIajoHuioBo rnpasmwio V(fs) =
df ® s+ fVs,3acBes € ['(E)u f € C*°(M), nITo 1aK0 IPOBEpPaBamo.

CBakoj KOHEKCUjU MPUAPYXKYjeMO U BeHYy KPUBUHY, Fy(vi,v3)s = V,, Vs —
Vi, Vi 8 = Vi 0]5, @ Vi 3a7i0BOJbaBA Fy,, = —idf.
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Ha MHOTOCTPYKOCTH ca KBa3M-KOHTaKTHOM CTPYKTYpoM (&, 5) MoskeMo omabpatu
KOMITaTUOMITHY CKOPO KOMIIEKCHY CTPYKTYPY .J ITPOCTO KA0 KOMITAaTMOMITHY KOM-
IIJIEKCHY CTPYKTYPY Ha CUMILIEKTUUKOM paciojewy (&, df). Ilorom nmma cmucia
TOBOPUTH ¥ O KOMIIaTMOWIHOj PMaHoOBOj MeTpuiiyt Ha M — To je 6o Koja Pu-
MaHOBa MeTpUKa ¢ KOja 3a CBe u, v € £ 3aJ0BO/baBa yUIOB g(u, v) = df(u, Jv), Kao
” 1a je ker df opToroHasiHO Ha . OBAaKBO ¢ OYUITIEAHO HMUje jeAMHCTBEHO, alu
ce 1300p jacHO CBOAM Ha M300p jeIMHUIHOT BEKTOPCKOT mosba y ker d3. OBaKo
onmabpaHo mnosbe 3sahemo Pe6oBMM 1 03HauaBaTu ca R. [edunumemo jorr u 1-
dbopmy « ca a(v) := g(R,v). JacHO, Baxku £ = ker a.

HakoH 1mto cMo geduHMCaIM KOMIIATUOMIIHY CKOPO KOMIUIEKCHY CTPYKTYpPY J
MOYKeMO HaIpaBUTU U K/bYUHM KOpak 3a Ja/ba pasMaTparmba — pa3aBOjUTU KO-
HEeKCHjy OMJI0 KOT epMUTCKOT paciojeba V AyK £ Ha HeH X0MoMOphHM U aHTU-
xonomMopdHM 1eo, O u O pecriekTuBHO. OHM Cy HedUHICAHY Ca:

(VUS —1- VJvS),
(Vys+1i-Vys).

N= N

JacHO, V = 0 + 0, Te KaKo je 0 KOMIUIEKCHO JIMHEeapHO, a 0 KOMIIJIEKCHO aHTH-
NMHeapHO, MoxxeMo pehu ma 0 Mepu ofcTyname V of KOMIIEKCHO JIMHeapHOr
MpecIMKaBaba.

3a Kpaj oAe/bka HaBeMMO U jelaH KypUO3UTET O KBa3U-KOHTAKTHUM CTPYKTY-
pama. /lyro HejokazaHa XUIOTe3a Y KOHTAaKTHOj TOTIOIOTHjU 610 je h-mpuHIMI:

Teopema 43. CBaka CKOpPO KOHTAKTHA CTPYKTypa Ha MHOTOCTPYKOCTU M XOMO-
TOIIHA je KOHTAaKTHOj CTPYKTYPMU.

Cny4daj Kaza je M OoTBOpeHa OMPEKTHO je MMILIUIpad 'pomoB/beBUM h-nipuH-
uurom [23]. 'V numeHsuju Tpu fokas aaje Jlyn y [28], 3a IpocTo moBe3aHe 3a-
TBOpEHe MHOTOCTPYKOCTU IuMeH3uje meT 'ajrec y [19], a 3a mpon3BO/bHY MHO-
rOCTPYKOCT AuMeHsuje net, Kacan, [lanuonu u [Ipecac y [9]. V nocnenmwem pany
IOKa3aHa je BaXKHOCT KBa3U-KOHTAKTHMX MHOTOCTPYKOCTH, HauMe 3a BbUX BaKu
aHajoraH h-npuHium:

Teopema 44. CBaka CKOpO KOHTaKTHA CTPYKTypa Ha MHOTOCTPYKOCTU M XOMO-
TOITHA je KBa3U-KOHTAaKTHOj CTPYKTYPU.
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Cnyxehu ce mocBe gpyrauMjum TexHMKaMma, CIy4yaj 3aTBOPeHe MHOTOCTPYKOCTHU
Mpou3BO/bHE MeH3Mje noka3dyjy bopman, Enujambepr u Mapdu [3].

3.2 MHpeje u3 niMHeapHe ajareope

Hedvaunuja 45. 3a nuHeapHO IpecinKaBame [ : R” — R™ kaxkeMo 1Aa je e-
TpaHCBep3aJHO Ha HYJ/Ty aKO MMa JeCHM MHBEpP3 HOpMe Makbe off € L.

Jlema 46. JIuHeapHo npecankaBamwe f : R” — R je e-TpaHCBep3aJHO Ha HYITY
aKo ¥ CaMO aKo IIOCTOjU m-OMMeH3MOHAJHM noTtnpoctop W C R™ TakaB Aa 3a
cBe w € W Baxu || f(w)| > el|w].

Hoka3. (=): Heka je g : R™ — R" mecHu MHBep3 npeciaukaBawa f. [Ipoctop
W := g(R™) 3a80B0O/baBa KeJbeHO CBOjCTBO.

(<): Axo je W C R"™ moTmpocTop ca CBOjCTBOM M3 MCKa3a TeopeMe eCHU UH-
Bep3 g HOpMe Matbe Of ¢ | MOXkeMO JeuHMcaTy Kao MHBEP3 JMHeapHOT
nsomopdusma fly : W — R™.

]

Ha ocHOBY 1ojMa e-TpaHCBep3aJIHOCTM MOXXeMO Johu 10 AOBO/BHUX yCI0Ba Aa
TaHTeHTHA pacjiojerma oAroBapajyhnux moagMHOTOCTPYKOCTM OYAYy CMMILIEKTMYKA
rozpaciojema. IIpBu Kopaxk je u fasbe MOTIIYHO JIMHeapaH.

Jlema47. Hekaje f : C" — C™ jenHo R-MHeapHO MMpecanKaBamwe e-TPaHCBEP3aJTHO
Ha Hyny. Taga moctoju § = 6(e) > 0 TaKBO Ja aKO aHTUX0JIOMOP()HY Jleo mpecn-
KaBamwa f 3a0BO/baBa

LFH = 11f +if )] < .

oHJa je ker f cMMIUIEKTUYKM TIOTIIpocTOop of, C™.

Zoka3. Panumo ca Mpou3BO/BHUM KOMIUIEKCHUM CTpyKTypama J; U J, pou-
3BOJBHUM CUMILIEKTMUKMM PopMama w; U ws, Ha C" u C™ pegom. CBe HOpMme
payyHaMo y OZHOCY Ha KOMMAaTUOMIHe CKajllapHe MpousBole g; = w;(-,J+), 3a
ie{1,2}.
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TBpOMMO Ja je DOoBO/bHO ofabpaTu §(e) = <. Crora mocmarpajmo f = f10 + fO1,
rae ¢y f19u fO! npecinkaBama 3a Koja Baskut:

Yoy =Joo f10 fOloJ=—Jo O || <.

[TpecnukaBame f je e-TpaHCBepP3aJHO Ha HYIY, CIIelMjaTHO OHO je CYypjeKTUBHO,
a BaXku
dimg (K :=ker f) = 2n — 2m.

Ca K’ o3naunmo motmpoctop ker f1° aca g : C™ — C" mecHu MHBep3 IIPeCIn-
KaBama f HopMe Mame of ¢ '. Taga je f1% = Idem — f%'g MHBEPTUOUIHO jep
je || f%'g|| < et =& < 1, cauuBep3om (f0g)~! HOpme Mambe MV jeHAKE OF

1-9"

[pecnukaBame § := g(f%¢)~! meduuuiie gecHn nHBep3 npecikaBama 10 HOp-
Me Makbe Off % = . 3awpyuyjemo za je /1 cypjekTuBHO, a K’ KOMIIEKCHN
normpoctop ox (C", J,) peanHe nuMeHsuje 2n — 2m.

[TocmaTtpajMo caja npeciukaBamwa [y = Id — gf u Fgr = 1d — gf1°. Ounrneguo
BaXM Fi|x = Id, Fgr|x» = Id, ok 3a v’ € K’ umamo |[u’ — Fg (') || = ||lgf* ()| <

[l']

S as3au € K Baxn

) 1

le = Frer ()| = 13/ (@)l = 19(= D)l < —5llull = Zull-

la 6ucmo mokasanu Jia je w;|x HemereHepucaHo pukcupajmo v € K HopMme 1.
Hekajev' = Fg:(v). Tamga f1O(0v') = f10(v) — f19%v)gf1°(v) = 0, ogHOCHO v/ € K.
Kako je K’ koMIuiekcaH BeKTOpcKM norapoctop og, (C", J;) umamo u Jiv' € K.
[ToctaBumo capa w = Fi(Jiv'). Tapa Baxu f(w) = f(Jiv') — fgf(Jiv') = 0,
OOHOCHO w € K. Ilo KOHCTPYKIMjU U IMTPETXOOHUM pa3MaTpambyMa MMaMo:
o=Vl = o= Fe@|<i=2< V] <3

[wll < A+ flw = S| < 547 =3

Kako Baxku

wi(v,w) = w (v, J1v') + wi (v — v, w) + w (v, w — Jio'),

13 Komm-IlIBapuioBe HejenHaKoOCTY ciiegu |wy (a, b)| < ||al|||b||, ma HAa ocHOBY IpeT-
XOZLHMX OLieHa 061jaMo |w: (v, w)| > 15 > 0.

3ak/pydyjeMo [1a je w; | HefereHepucaHo, ITO je U Tpebano AoKa3aTu. O
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MoTtuBucanu pesynratuma Jleme 47 gajemo cienehy nepuuuim;jy.

Hedunaunuja 48. Heka je E — M epMUTCKO KOMIIJIEKCHO paciiojere Ha KojemM
je mata KoHekcuja V. 3a ceuemwe s : M — E KaxkeMo Jia je e-TpaHCBep3aJIHO Ha
HYJTY AYK £ aKo 3a cBe p € M Baxku 6ap jemaH off ycJioBa:

* [Is(p)l > €

* Ve(s)(p) : & — E, je e-TpaHCBeP3aIHO Ha HYIY.

3a mogMHOrocTpykoCcT S — (M, &, ) KaxkeMO [1a je KBa3u-KOHTAaKTHA aKo je &
CByZa TpaHCBep3aaHO Ha S U ako je (i*(£),*(/)) KBa3u-KOHTAKTHA CTPYKTypa Ha
S.

[Mangan Jlemu 47 je:

Jlema 49. 3a cBako € > 0 noctoju § = d(¢) > 0 TakBO Ja akoje s : M — E e-
TPAHCBEP3aIHO Ha Hy/Ty OyK & u ||0s|| < 6, onpa je Z(s) := s~1(0,) maTka KBasu-
KOHTAKTHa IMOAMHOTOCTPYKOCT 0f, (M, &, B).

Zokas. Ca r 03HaUMMO paHT KOMILJIEKCHOT paciojewa F. JlokanHa ¢popma mpo-
M3BOJbHE KOHeKcHje je V = d + w, 3a HeKo w € QY(U,End(E)) (Bugetu Inasy
11y [44]) u cTora Ha Z(s) Baxxu Vs = ds. Kag ropg je s(p) = 0 umamo e-TpaHc-
Bep3a/IHOCT NpeuKaBamwa Ves @ T,M — E,, cieuujanHo, Vs je CypjeKTUBHO
I1a 3aK/bydyjeMo [1a je Ha Z(s), ceuere s TPAaHCBeP3aTHO Ha HY/ITO ceuewe y F.
Opaspe cineny mpBu Aeo TBphewa: Z(s) je rmaTKa MOAMHOTOCTPYKOCT of, M pe-
anHe nyuMeHsuje 2(n —r) + 1.

VY p € Z(s) umaMmo
T,Z(s) N & = ker Vs(p) N &, = ker Ves(p),

Te IIOHOBO U3 CYPjeKTUBHOCTU V¢s(p) umamo dimg(7,Z(s) N E,) = 2(n — r). 3a-
KJbydyjeMo Ja He Baxu 1,Z(s) C &, u, 6yayhu ga je komuMeH3Mja paciojema &
jennaka 1, T,Z(s) + &, = T,M. Kaxko je p € Z(s) NpOU3BOJbHO BaXXu Z(s) M &.

I[Ipeocraje na mposepumo ga je (i*(§),df) = (ker Vs, df) CUMIUIEKTUUYKO pacio-
jerbe 3a IOBO/LHO MaJIO §, HO OBO je yIpaBo 3aK/byyak Jleme 47. O
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3.3 Acumnrorcku xojomMmopdHa ceuema

Heka je L 1MHMjCKO paciojeme Koje CMO MPUAPYKWIN KBa3U-KOHTAKTHOj MHO-
rocTpykoctu M. JJaTOM epMUTCKOM pacaojeby MOKeMO Taaa MPUIAPYKUTU HU3
paciojema Ej, := E ® L®. Axo je g meTpuka Ha M medunmcana y Ilornasmy 3.1
3a k € N medunuiemo g, = k - g.

Heduuaunuja 50. Hus ceuemwa s, : M — E) 30BeM0 C"-aCUMIITOTCKA XOJIO-
MOPGHMUM aKO BasKM:

Isklle = O(1), Visell = O(1), IV 'Oselx = O(k™2), WL <,
rIe HopMe pauyHaMo Y OJHOCY Ha HM3 MeTpHKa gy.

Ham npBu 3HauajHUjU IIWJb je [1a TOKaskeMo ciefehy Teopemy.

Teopema 51. Heka je E epMUTCKO paciojeme Hag M U sy, : M — Ej aCUMIITOTCKU
xojioMopdaH HU3 ceverba. Taga MocToju € > 0 M aCUMMIITOTCKM X0IoMopdaH HU3
ceuemwa Sy, : M — Ej, e-TpaHCBep3aJHUX Ha HYJTy Iy & TaKaB Aa je | S, — sg|c2 < 6.

V3 nepuHMULIMje acMMITOTCKe xoioMopdHOCTH 1 JleMe 49 HemmocpegHO cyienn ma
aKo je aCMMIITOTCKM X0jIoMOopdaH HMU3 Ceuerba s, e-TpaHCBep3aiaH Ha HY/Ty, OHIa
je 3a JOBOJbHO BEJIMKO k CKYII HyJa Z(s)) KBa3M-KOHTaKTHA IIOJMHOTOCTPYKOCT

on (M, &, ).

Jlokas 6a3upamMo Ha TeopeMM KOjy Yy 0BOj Bep3uju, y [35] mokasyje XKau ITon Mo-
ceH. [la 6ucMoO [aiu 1CKa3 TeopemMe HeOIlXOOHO je Aa 3HaMo IITa 3HauM Ja 3a
CUMILIEKTMUYKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) KaskeMo Aa je 11e100pojHe kiace. Haume,
KaKo je w 3aTBOpeHa hopma, OGHOCHO dw = 0, uMamo [w| € H3,(M). IloTom Mo-
’KeMO MCKOPUCTUTH Ie PaMoBY TeopeMmy, ¥ K0joj je ycriocTaB/beH n3oMopdusam
nsmelhy rpyna y me PamoBoj KOXOMOJIOTMjM U I'pyIia y IJIaTKOj CUHTY/IAapHOj KO-
XOMOJIOrUju (Koje cy u3omMopdHe ,,00MIHO0j” CUHTYIapHO] KoXoMojioruju). OBaj
n3oMmopdusam 1ar je ca

rae je [8] € Hjp(M)u [o] € HX(M,R)

= H,(M,R), a 0 6u10 Koju INIaTaK p-
L[MKJI KOjy MpeJCTaB/ba XOMOJIOIIKY Kiacy [o]|. Kako paaguMo ca koepuuyjeHTMMA
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y oy R mmamo H?(M,R) = Hom(H,(M,R),R), Te je ca J ycrocTaB/beH U30-
Mopdusam usmehyy HY,(M) u H?(M,R), 3a cBe p.

Heduunnuja 52. 3a (M, w) KaskeMo Aa je 11e7106pojHe Kiace ako J(w], rae je J me
PamoB n3omopdu3sam, Jiesku y CIUIM IIPUPOTHOT XoMoMOopdu3Ma, MHIYKOBAHOT
xomoMopdusmom Koebutiujenara, H*(M,Z) — H?*(M,R).

HeTtasbHa gucKycuja o me PamoBom nzomopdusmy moxke ce ripoHahn y I'mmasu 18
y [26]. Hanmomumwemo, Takohe, 1a ce Huje TEHIKO yBepUTU Aa je J[w] y cmim
H?(M,Z), ako ¥ camMo0 aKo, 3a CBe ¢ KOju MpefcTaB/bajy Kiaacy y Hs° (M, R) Baxkn
fo w € Z.

Teopema 53. Hexka je (M,w) CUMIUIEKTMYKA MHOTOCTPYKOCT 1ieJI00pojHe Kiace.
3a pukcrpaHy KOMOATUOMIHY CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYKTYpY J, 3aTBOpEHY IOJ -
MHOTOCTPYKOCT S M epMUTCKO paciojewe F — M mocMaTpajMo aCUMIITOTCKU
xomomopdaH HKu3 ceueba s, : M — E ® L. Taga 3a Ipon3Bo/BHO & > () IOCTOjU
C3-aCMMITTOTCKM X0J0MOp(aH HU3 ceuerba 5, : M — F ® L®* Koju 3a10Bo/baBa

b |§k — 5k|C’2 S )

* 5 je e-TpaHCBep3aJHO Ha HY/TY AYXK S, 32 HEKO € KOje He 3aBUCH Of, k.

HanmomeHa 54. V ucka3y npeTxojiHe TeopeMe He HaBOAMMO IIITa 32 HU3 ceuerha
€pPMUTCKOT paciojera 3Hauu Ja je C"-aCMMITOTCKY XonomopdaH, HO Ta aedu-
HUIMja 61s1a 6u cyBuUIIHA jep je uaeHTMuHa Jedmauuuju 50. MHOTO 3HaYajHU|U
IeTab je 3axTeB Ja [w| Oyne 1enobpojHa kiaca. OH je 3amnpaBO eKBUBAJe€HTaH
YCJIOBY Aa IOCTOj U JIMHM]CKO epMUTCKO pacyiojewe L — M ca KoHeKcujom V unja
je kpuBMHa Fy = —iw (TBpheme 8.3.1y [48]), Koju je y ciyuyajy KBa3u-KOHTAKTHE
CTPYKType 6110 KaHOHCKM OCTBapuB.

3a IaTy KBa3M-KOHTAKTHY MHOTOCTPYKOCT (M, &, 3) MmoskeMo feduHMUCATH HheHy
cuMIUieKTu3auujy SM = M x [—o, o] ca popMoM wg = d(3 +ta), Toe je o 6upaHo
IIOBOJbHO MaJIO TaKO JIa je wg CUMIUIEKTUMYKA. M Taja MOKeMO BUAETU YHYTap
SM kao 3aTBOpeHy nogMHoroctpykoct M x {0}. Vineja HaM je Ia HEKaKo Ipe-
HeceMoO 3ak/byuke Teopeme 53 Ha M x {0}. IIpBu mpenycioB 3a OBaKO HEILITO
je KoMImaTuomaIHOCT oaroBapajyhux crpykrypa Ha M u SM. OBO ocTBapyjeMo
nmoMohy HeKoJIMKOo u360opa.
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e Komnatubwuinxo J ca (M, ¢, ) npogykaBamo Ha S M Tako mTo y3umajyhu y
063up TSM = ¢ & (R) & (9,) nocrasmpamo JJ, = R. YIIpaBo oBaKo medu-
HICaHa CKOPO KOMILJIEKCHA CTPYKTypa KOMIATMOMUIIHA je ca wy.

 [IpunpyxeHa PumanoBa meTpuka g = wsl(-, J -) 3a0OBOJbABA 114 je O, OpTO-
TOHAJIHO Ha 7'M ¥ jeIMHUYHO.

» JlepuHMCaHO MpeKBAaHTU3AOMITHO paciojere Hafd M MOXKe ce BULETU Kao
pecTpuKIMja TpuBUjaJIHOT pacinojewa L = SM x C ca koHekcujom V =
d —if.

Hedbuununuja 55. Heka je F — SM epMUTCKO paciiojere ca KoHeKcujom V. 3a
ceueme s : SM — FE KaXeMo [a je e-TpaHCBep3aJIHO Ha HyAy OyK M ako 3a cBe
p € M BaXku jeHO of, 1Ba TBphemwa

* |s(p)] > e

* Vu(s)(p): (T'(M x {0})), — E, je e-TpaHCBep3aJHO Ha HYIY.

Axo ca i 03Haummo ynarawe M — M x {0} C SM, e ako je s, : SM — E @ L=k
aCUMIITOTCKM XOonoMopdaH HU3 ceuera, Ha OCHOBY MajoIlpehaimbnux KOMeH-
Tapa O peJleBaHTHUM CTPyKTypama Ha SN TpUBUjaIHO MMaMoO Ja je i*s, : M —
E}, acuMnToTcKM X0oMopdaH HU3 ceuetba. [la 61cMo Buaenu 1a ce v TpaHCBep-
3a7THOCT Oy>XK M mpeBoAM y TPaHCBEP3aIHOCT Oy & najemMo cinenehy memy.

Jlema 56. Hexka je s : SM — FE e-TpaHCBep3aJIHO Ha HYTy AyX M. Tama mocroju
§ = 6(e) > 0 TakBo ga akoje ||Js(p)|| < §3acBep € M x {0}, onpajei*s: M — i*E
$-TPaHCBEP3aTHO Ha HYITy AYXK §.

Hoka3. ®uxcupajmo p € M x {0}. Ako je |s(p)| > ¢ HemaMo LITa a IIpoBepa-
BaMmo. [IpernocraBumo 3aTo fa je Vi s(p) : & & (R) — E, e-TpaHCBep3alIHO Ha
Hy1y. Heka je ca » 03HaueHa KOMIUIEKCHA AMMeH3Mja paciojewa F. XKenumo na
TIOKaXeMo f1a je F' := (Vys(p))le, S-TpaHcBep3anaHo Ha Hyny. Heka je f = Js(p)
¥ 0 JOBOJBHO MaJIO TaKo Jia je € = 3¢ M f ¢/-TpaHCBep3aJHO Ha HyJy — OBO je
Mmoryhe jep | Vs(p) — 9s(p)|| < 6, ma 9s(p) MMa IecHU MHBEpP3 HOpMe Make Off
(e—6)~ = ()7
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[Ipema Jlemu 46 OCTOjU 2r-AMMeH3MOHAIHM NTOTIIpocTop W C &, ® (R) Takas
nasaw € W Baxu |f(w)| > €|lw||. Ako je W C &, noka3s je 3aBpILeH.

V cynpoTtHOM, HeKa je V = WN¢E,. Tagajedimg V =2r—1u H = f(V) je peanna
xureppaBaH y E,. Heka je wp cummnekTnuka gopma Ha E,. YV OGHOCY Ha By
MOykeMO 0iabpaTu M30TPOIIaH MOTIPOCTOp of, H numeH3uje r. O3HAUMMO ra ca
U.HekajeU = 1 (U)nUc := UpJU. U3 f(UDJU) = UiU = E, 3aK/bydyjeMo
maje dimg Uc = 2r, a 110 AeMHNUIIN} M CKOPO KOMITIEKCHe CTPYKType J Basku Ug C
&,. JJoKa3 3aBplIaBaMo OIICepBaLjOM 1a 3a u = u; + Juy BaXKNU:

1F )P = [ (ur) + i f (ua) |
= £ ) |* + [1f @2)I* + 295(f (w1), i f (u2))
= [[f () |* + [1f (ua) [
> () (lual® + lluall?)

> D e,

]

Zoka3 Teopeme 51. TlocMaTpajMo onucaHy CUMILIEKTUYKY MHOTOCTPYKOCT (S M,
d(f + ta)). 3a 3aTBOpeHy MOJMHOTOCTPYKOCT S 13 uckasa Teopeme 53 omabe-
pumo 6aim M x {0}. Ako omabepemo HU3 s;.: SM — E ® L®* "Hysa ceuerba OH je
TPUBUjAJIHO aCMMITTOTCKM XonoMopdaH. Teopema 53 Tajia rapaHTyje MOCTOjarbe
ACMMIITOTCKM X0JIOMOP(GHOT HM3a ceuera 5;: SM — E® L e-TpaHcBep3anHux
Ha Hyn1y AyK M. Ha ocHOBY IpeTxoAHe OucKycuje u Jleme 56 pecTpukiiyja Ha
i: M — M x {0} nepuunie H13 ceuewa i*s;: M — FE) KOjU je aCUMIITOTCKHA XO-
7oMopGaH 1 3a KOju Baki [1a je IOYeBLIN O HEKOT ko CBAKO i*5;, 5-TPAHCBEP3aIHO

Ha HYIIY YK &. [

3.4 [oxka3 Teopeme JXupya

[Tokaxkumo caza Teopemy 41.
e KoHcmpykyuja monoJjiouike 0meopeHe Krbuze

Hexka je 5 koHTakTHa opma Ha (M, ¢). Pukrcupajmo o3Hake u3 [lomiasma 3.1.
YuraBa Teopuja KOjy CMO MPETXOLHO pa3BUIM 32 KBa3U-KOHTAaKTHE MHOTOCTPY-
KOCTM BaXKM ¥ Y OBOM CIIeliMjaTHOM C/Ty4ajy, y3 HallOMeHY [1a je KBa3M-KOHTaKTHa
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MOAMHOTOCTPYKOCT 13 Jleme 49 y 0BOM CJIy4ajy TPMBUjaTHO KOHTAKTHA ITOLMHO-
roctpykoct. Teopema 51 rapaHTyje cTora I0CTOjare H13a aCMMIITOTCKM-X0JIOMOP(PHMUX
ceuema s;: M — L®F e-TpaHCBep3a/JHMX Ha HYIY OYK £ TIOYEBINM Of HEKOT k.
Jlema 49 o6e36ehyje na je By := Z(s;) KOHTaKTHa MOAMHOTOCTPYKOCT of, (M, §).
YrpaBo HeKO By, uckopuctuhemo 3a gedpuHucame nosesa.

[TocmaTpajmMo HU3 IpeciKaBamwa 7 : M \ B, — S' matux ca m,(p) = ‘Sk . Ha-
IIOMMIHEMO /1A je KOJOMeH mobap jep je no geduuunmju LEF TOl'IOJ'IOI.LIKI/I TpU-
BUjaJIHO, OMHOCHO jemHako M x C, Te ce CBaKO s; 3aMCTa MOKe CXBAaTUTU Kao
I71aTKO TpecnukaBawe u3 M y C. Ha ocHoBy HanomeHe 24, mokaskemMo Jiu Jia je
T, CyOMep3uja u ga MokeMo IpoHahu oxrosapajyhy okonuHy o By, , “MaMo Jia

je (B, ) IeKOMIIO3MIiMja OTBOpeHe Kibure Ha M.

V Ty cBpxy mocmatpamo damunnje ckynosa U, = {p € M | [sy(p)] <5} n Vi, =
{p € M| |sk(p)| > £}. KoBapujaHTHM U3BOZ, ceueba sy je Vs, = dsy,(p) —ikasy(p),
ra gyx Pe6oBor nosba Baskn Vg, si(p) = dr,sk(p) — iksk(p). TIo KOHCTpYKImju y
3.1 Pe6oBoO 110/bE 3a0BO/bAaBA

IRsll = (9¢(Fs, Rs)? )
= (k
k2,

[N

9(Rg, Rg))

w\»-‘

a KOBapMjaHTHM M3BO[, 3a[0BO/baBa ||Vs,|| = O(1), ma 3akbydyjemo |dg,s, —
iksp| = O(k2).

Ha Vi nobujamo dg,s). = iksy, (1 + O(k‘%)) , U pauyHaMo

dSk
dRBﬂ—k = <_ |5k|2 d‘Sk‘) ( )

|sk]

ngSk‘ Sk
= ——d
| sk |sk|? Ralst

1 1 _
= @ (dRﬁsk — g—kZRe (mc dRﬁsk))

_ Is_lkr (im Ok — iQRe (|;k| (zksk +O(ké))))

. O(k?).
£

3akspydyjeMo [1a je 3a JOBO/bHO BeIUKO k Pe60oBO 1o/be TpaHCBeP3aJIHO Ha 7, Ha
OTBOPEHOM CKyITy V), ODHOCHO 1a je 7|y, cyomepsuja.
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dukcupajmo caga p € Ug. 3av € &, Baxu Vs, = d,sk(p), 1a U3 UMbEHNLe 1a
£-TPaHCBEP3alHOCT 3a p € U, moBnaun ga je Ve, sj,: §, — C CypjeKTUBHO 3aK/by-

gyyjeMo aa je si|y, : Uy — C, a mocnegyyHo u mg|y, = : Uy — St cyomepsuja

Isk| [U
3a JOBOJ/BHO BEIUKO k.

[Tokasanu cmo, makie, a je 3a JOBOJbHO BEJIMKO k, ca (By, mx) 3amaTa JeKOMIIO-
3UlIMja OTBOpeHe Kibure Ha M.

e AdanmupaHocm KOHMakmue cmpykmype

Yuyrap Vj, yUI0B afianTupaHoctu dg,m; # 0 je Beh nposepen. Mehytum, He Mo-
’KeMO OYeKUBaTH [Ia je CBe 3a/I0BO/beHO U Ha OKOJIMHMU TT0Be3a B, — 0BO O6M 3Ha-
YIJIO J1a je TPOM3BOJbHA KOHTAaKTHA hopMa o aflanTupaHa KOHCTPYMUCAHOj OTBO-
peHoj Kibu3u ( By, 7). Viieja je 3aTo 1a M3MeHMMO KOHTaKTHY hopmy 6/n3y By.

[IpBa BaxkHa oricepBalyja je 1a je cBako By (t) = Z(s, — t) KOHTAaKTHA TOAMHOTO-
cTpykoct of (M, ¢) 3a ¢ € D?(5). 3aucra, mpemza s, — ¢ Huje aCUMIITOTCKM XO-
nomopdaH HU3 ceyera 3a ofabpaHe ¢ OH OCTaje HU3 Ceuera 5-TPaHCBep3aIHMX
Ha HYJTy AYX &, a aHTUX0JIOMOPGhHM [Teo KOBapMjaHTHOT M3BOJA Ceuerha OCTaje
HemnpoMemweH jep je Ot = 0. [IpeciukaBame

je Tama KoHTakTHa ¢umbpanuja. IloHaBspajyhu y moTmyHOCTM TIpBU [Ie0 JOKasa
Jleme 32 mobujamo pyHKUMjYy 6: B, — R., TakBy ga 3a U, = {(p,v) € B x C |
lv| < d(p)} nocroju pudeomopdnuszam

(bkl Bk X D2<50) — [7k7
3a KOju je mp2 = Il o ¢ ¥ Baxku
o5 =g (Bp, +1°db).

NnenTtnuHo Kao y Jlemu 32 umamo 0,g < 0 Ha qb,;l(ﬁk N Vi), MehyTum 6ausy By,
OBO He MOpa OUTYU TadHO.

Konrtakthy hopmy Mmoaudukyjemo yrpasBo yHyTap B x D?(5y) Tako LITO § 3ame-
byjeMo m1aTkoM GyHKIUjoM g: By x D?(dy) — R, Koja 3aoBopaBa d,g < 0 3a
r>0,g(p,r) =k—r?6musy By, g = gHa gb,;l(l/kﬂ(?k). Kaxo je 3a JOBO/bHO BEJIMKO
k yBeKk Moryhe ompeauTyt 0BakBO g 1OKAa3 je 3aBPIIIEH. U
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KoHcTpykiivja Kojy cMO Jaiu MMa jolll jefHy BeoMa BaXkHy nociennuily. He camo
Jla CBaKa 3aTBOpPeHa KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT IOMYIITAa KOHTAKTHY OTBOPEHY
KibUTY, Beh 3a yHYTpaurmwoCcT CTpaHuila pecTpUKiiuja aganTupane dopme ne-
dbuHuIIe CTPYKTYpYy BajHCTMHOBE MHOTOCTPYKOCTH. 3a IOKa3 OBe UMibeHUIle BU-
oetu Tephemwe 12y [21].



I'masa 4

YHyTpauika CTPYKTypa
KOHTAaKTHUX OTBOPEHUX KhbUra

4.1 HWpeanuu JInyBUIOBU JOMEHU

[Ipe cBera, HATIOMEHMMO J1a y KOHTEKCTY OBOT MOI/IaB/ba JOMeH ITpeiCTaB/ba KOM-
MaKTHY MHOTOCTPYKOCT Ca TPaHUIIOM.

HDedbununuja 57. Vneanuu JinyBuaoB gomed je nap (F,w) Koju uMHe foMeH F
1 ugeanHa JInyBuioBa CTpyKTypa w. MaeanHa JInyBuioBa CTpyKTypa w je TauHa
cuMmIiekTMuka ¢dopma Ha Int F' Koja gomyiiTa NpUMUTUBHY GOpPMYy A TakBy fAa
ce 3a HeKy QyHKUMjy u: F' — Ry ca perylapHuM CKynoM HuBoa B = OF =
u~*({0}) bopma u) nmpogyxkaBa o hopme Ha £ KOja MHAYKYyje KOHTaKTHY hopmy
Ha rpa”Huuu B.

@®opmy A 30BeMoO udeanHom Jluysuio8om popmom, a 10j AyaaTHO BEKTOPCKO MOJbe
X — 1osbe Koje 3a10BO/baBa ix,w = A — udeanHum JIuysuiosum nowvem.

Hanomena 58. Heka je (F,w) ugeanuu JIMyBuioB fomeH, A\ HeKa uaeanHa Jiu-
yBunoBa ¢popma u u: F' — Ry, Heka dyHKuuja u3 Jebuuunuje 57. Heka je
v: F' — Rs, mpou3BosbHa QYHKIMja ca peryIapHuM cKyriom HuBoa B = v~ ({0}).
[Tocmarpajmo dopmy vA. Ha Int F' Basku v\ = 2 - ul. Heka je B x (—1,0] Heka
KparHacra OKo/lyHa rpanuue B = JF. 3ap € B Baxu du, # 0, dv, # 0 HO KaKo
je B =u1({0}) = v~({0}) Basku T,B = kerdu, = ker dv,, Te 13 IleNama Koje
naje kparHacra okonmmua T,F = T,B @ (0,) 3akmydyjemo 2%(p) # 0, 2(p) # 0.
AnamapoBa jiema faje HaMm JOJAaTHO u = 7, v = r) Tla UMaMo

v Y 0w

lim — = lim - = > 0.
r=0u  r—=0 oyu

Crora je pectpukiiuja popme v\ Ha B jemHaka pecTpuUkLuju popme u\ Ha B mo-
MHOXeHEe TTO3UTUBHOM (YHKIIMjOM. 3aK/bydyjeMo JIa Y CJIy4ajy Aa je A uaeaaHa

43



ITIABA 4. YHYTPAIIIFbA CTPYKTYPA KOHTAKTHHUX OTBOPEHUX KIBHUTA 44

JInyBunosa ¢opma Ha (F,w) MoxkeMo ofabpaTu 6uno kojy GyHKUMjy ca CBOj-
ctBuMa u3 JlebuHuiiyje 57 Te ma KOHTAaKTHA CTPYKTypa Ha B, 3ajeqHO ca KOO-
pUjeHTaljoM, He 3aBMCH OJf OBOT 1360pa.

KcmocTaBsba ce 1a BaXkyl M BUIlle — HY cama ueanHa JimyBuiosa ¢hopma Huje 1eo
rmojaTaka.

TBphemwe 59. Heka je (F, w) uneanuu Jinysunos fomeH. Taja je IpeTXoLHO OMHK-
caHa MO3UTMBHA KOHTAKTHA CTPYKTypa { Ha B = JF y nmornyHoctu ogpeheHa
dopmom w. [lomaTHO, OHA je JIeBO MHBapujaHTHA IIpU CBaKoM Audeomopdusmy
JoMeHa F' Koju 4yBa w.

Hoka3. ®ukcupajmo mpousBobHe \ 1 u u3 Jedunuiiuje 57. Beh cmo Bugenu na
¢ He 3aBucH off v. O3HAUMMO caja ca [ IaTKO mpoayxkemwe ¢popme uA ca Int F' Ha
F'. Ha Int F' Taga Baxku

B

w:d)\:d(a) =u 2 (udB + B Adu).

3ak/byuyjeMo a ce u’w IpoAyKasa no ¢hopme Ha F Kojy hemo osHaumuTi ca v, a
KOja 3a/10BOJ/baBa Aa je AyX B jeqHaka (5 A du. Youumo fa v = udf + B A du of, u
3aBMCHM caMo A0 Ha KoHdopmanHu pakrop. Iyk B, a IITO IIOHOBO HajjeHOCTaB-
HMje BUAMOo uMajyhy Ha yMy HeKy KparHacTy OKOJIMHY rpaHuIle, 7y je paHra 2 —
OHA je HeHy/Ia Ha Pe60BOM MpaBIly y OJJHOCY HAa MHIYKOBaHY KOHTAaKTHY CTPYK-
Typy Ha T'B 1 OyX pagujajJiHOT mpaBia y Kparuu. CrienyjaaHo, BeHO je3rpo je
YIIpaBO KOHTAaKTHA IUCTpUOyIMja &. O

HamomeHa 60. Y mpeTXogHOM JI0Ka3y HUCMO A00wmIm caMmo £ Beh ¥ KOHTaKTHY
dopmy. [IpumeTrMo a 3a by He MokeMo pehu ga 3aBucu camo of, w, ajiu jecte
jemuHCTBEeHO onpeheHa ca du oy B. Kako ce du mysk B MOsKe CXBaTUTM Kao ce-
yere KOHOPMAJIHOT paciiojerba IpaHulle B, jefaH NOOATHU ejieTaHTaH MCKa3 je
cienehn: mo3UTHMBHE KOHTakTHe (hopMe Koje oAroBapajy KOopujeHTUCaHOj KOH-
TAaKTHO] CTPYKTYPM Ha IPaHMULIM UAeaJHOT JIMyBUIOBOT JOMeHa Ccy y 1-1 Kope-
CIIOHJIEHIIMj/ ca HeTaTUBHUM CeuerhMa KOHOPMa/THOT pacjaojera rpaHulie.

3a pap ca ugeaaHum JINyBUIIOBMM JOMeHMMa YeCTO je BeoOMa KOPUCHO IT0CMa-
TpaTu CUMIUIEKTU3aLMje BbUXOBUX IrpaHuia. CeTuMo ce ga CUMIUIeKTU3aLujy
KOHTaKTHE MHOTOCTPYKOCTHU (B, ) MOKeMO BUIETU Kao IOIMHOTOCTPYKOCT

SB ={B, € T"B | ker 5, = &,, 5, > 0},
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rae ($, > 0 03HauaBa Ja je CBaKo 3, MO3UTUBHO Y OJHOCY Ha ofabpaHy KOOpM-
jenrauyjy. Cumiuiektnuka popma Ha SB fata je ca d)¢, e \¢ IpefcTaBba pe-
CTPUKIINjY KaHOHCKe JInyBuaoBe ¢popme ca 7B Ha S B. IIpupoHO MOKeMO Jie-
dbuHMUCcaT ¥ MHOTOCTPYKOCT KOjy 30BEMO NpojeKMusHUM KOMNAEMUPAbeM CUM-
nnekmusayuje

SB = (SB x Rxg) /Rsg

I7e je cI000IHO M CBOjCTBEHO J1ejCcTBO R+ JATO IMIPOCTO KA0 MHOXKEebe 110 (haKTo-
puma. OBa KOHCTPyKIIMja OAroBapa ToOMe 1a MHOTOCTPYKOCTU SB = (SB x R.)
/R<¢ 3amenumo rpaunny B = SB x {0}/R.,.

TBphemwe 61. Heka je (F,w) uneanat JInyBuios foMeH, (B, ) leroBa KOHTaKTHa
rpaHuiia u A uaeanHa Jimysuiosa dopma. Tama Baxku:

(1) JInyBUI0BO BEKTOPCKO I0OJbe X, jeé KOMIUIETHO ¥ CMHTY/IapHa ¢osujaiiyja Kojy
MHAYKY]je IMpoaykaBa ce 1o dhonujaliyje Ha YMTaBOM F' Koja je HeCUMHTYIapHa TIy>K
B v tpancBep3anHa Ha B. Ca U 03HauaBaMO KparHacTy OKOJIMHY I'paHulie B Koja
ce cacToju of, CBUX JIMCTOBA MpoayskeHe donujalyje Koju cexky B.

(2) TlocToju jenMHCTBEHO yiarawe i = iy: SB — F TakBo faje i|p = id, i*\ = X
ni(SB) =U.

Jloxas.

(1) duxcupajmo Heky GyHKUUjY u: F' — R ca perynapHUM CKYIIOM HMBOA B =
u~'({0}), Te ca f 03HAUMMO TpoAyKewe Ha F' popme ul. 3an = ; dim F

= (d (ﬁ)) "(udf + B A du)"
u™ " (uM(dB)" + nu"H(dB)" A B A du)
=u " 1(ud5+nﬁ/\du) (dp)"*

—n—1

=u ",

rae je u = (udB +npB Adu) A (dB)" ! bopma 3anpemute Ha F. ITocToju jemuH-
CTBEHO BEKTOPCKO IoJbe v Ha F' Koje 3amoBosbaBa i,u = n 3 A (d3)"!. Kako j3
MHYKYje KOHTaKTHY (opmy Ha B, v je HECUHTY/JIapHO Ha 5. JeHaKOCT

iy (0) = iy (du A ) = (idu)pp — du A iy p
=v(wp—du (nBAdB)"),
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V3 UMEbEHUITY 1a OYK B Baskut 1 = n 3 A du A (df)"~1, mokasyje ma oysx B Baxku
v(u) = —1. CenujanaHo, v je TpaHCBep3aJHO Ha B U Mnokasyje crnokba. Ha Int F
BaXKNA

nBA(dB)" ™ =n(ul) A (wdh+du AXN)""
=nu" AA (d\)"!

=u"ixw

1.
=u oix,p

na u3 geduHUIIMje BEKTOPCKOT T0/ha v 3aK/byuyjeMo X, = uv. JJoka3s mena (1)
c1ey HeTOCPeIHoO.

(2) Ca 7(p) 03HAUMMO BpeMe MOTpedHO fa p € U CTUTHE IyK TOKa ; BEKTOPCKOT
nosba v 10 B. ®yHKuMja 7: U — R Taga je MMIIMIMTHO 3a1ata ca u(p.(,)(p)) =0,
ma Kaxo je 4 t:T(p)u(tpt(p)) = v(u) = —1 Ha OCHOBY TeopeMe O UMIUIUIIUTHO]j
dbyHKIMjU 3aK/bydyjeMo [1a je 7 raTtka @yHkuuja. Ha U Moskemo geduHMUCATU

IJIATKY IPOjeKuMjy Ha B maty ca 7(p) = ¢, (D).

Huje Temko nmposepuTy Aa 3a 0Bako geduHucaHo 7 Baxu ker dr, = (1,), 3a CBe
peU\Bmnajer: U\ B — B cybMmep3uja, u npeciukaBawe j: U\ B — T*B naTo
caj(p) = (W(p),xp), e je Xp(v) — \,(0) 3a 6un0 Koje © € (dm,) " (v), je Ho6po
neduuucano u rmarko. llltaBuiie, Kopucrehu Besy usmehy X, u v, Te BUXOBUX
TOKOBa Ha U \ B nobujaMo Jia, ako ca (1)s)scrg 03HAUMMO TOK BEKTOPCKOT I0/ba
X, Baxku popmyiia

J(¥s(p)) = ((p), €i(p)) -
3axbyuyjeMo 1a je j nudeomopdusam usmehy U \ B u SB.
Hebuuymmmo j: U — SB ca j|, = idg, j(p) = [(u(p)j(p), u(p))] 3ap € U\ B. Tlo

KOHCTPYKLMjK J je mudeomopdusam. [IpeocTaje ma MpoBepyMO YeMY je jeHaKO
}*/\5. V Ty CBpXy 03HauMMO Ca T KAHOHCKY Ipojekuujy 7*B — B Tako ja je
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(Ae) ) (v) = bp(dme(v)). Tama Baxu

(72¢), (0 = el (7))

= j(p)((am), (v)
p(”)?

OMHOCHO j*)\¢ = A. TpaskeHo ynarame je i = ;.

JeIVHCTBEHOCT CIeay U3 YMIbeHMIe fa je jenyau gudeomopdusam f: SB —
SB, koju bukcupa B, a Ha S B 3a10BobaBa f*\¢ = \¢ yupaso f = id. O

Cnenehe TBpheme maje HaMm 1 ofrosapajyhu mojam cmabunHocmu naeanuux Jiv-
YBUJIOBUX IOMEHa.

Tepheme 62. Heka je F' IOMeH U (wy)icjo1] MAAAK YT MAeanHux JIMyBMIOBUX
cTpyKkTypa Ha F. Taga mocroju usoTonuja (¢;)cjo,1] Ha I, Koja 3a0B0/baBa ¢y =
id M pjw; = wp, 3a cBe t € [0,1]. CrenyjanHo, YKOIMKO CBe uaeanHe JInyBu-
JIOBE CTPYKTYpPe MHIYKYjy MCTY KOHTAKTHY CTPYKTYPY Ha TPaHMUIIM, 0B M30TOMMja
Moyke OUTHM ofabpaHa Tako Ja Oyme pejlaTMBHA y OHOCY Ha B = JF.

Hoka3s. Bugetn Jlemy 6y [22]. O

Hedbununuja 63. 3a xMeproBpil y KOHTAKTHOj MHOTOCTPYKOCTH (M, £) KaskeMO
Ila je £-KOHBEKCHa aKo je TpaHCBep3a/iHa Ha HEeKO KOHTAaKTHO BEKTOPCKO IOJbe.

IIpumep 64. Heka je S jeqHa £-KOHBEKCHA XUIIEPIIOBPII KOHTAKTHE MHOTOCTPY-
KOCTU (M, &) M v BOj IPUAPY)KEHO KOHTAaKTHO BEKTOPCKO mnosbe. Ilocmarpajmo
IIe0OHM CKYTI

F'={pesS|yeitcCs.

3aTBOpeme CBake of I0Be3aHNX KOMIOHeHTH y S \ I' Taza mpupogHo fonasu ca
CTPYKTYpOM MeaysHor JInyBuioBor foMeHa. Jla 61cMo 0BO Buenu ofabepumo
MIPOU3BO/bHY KOHTAKTHY GOPMY v M TIOCTaBUMO u := «(v). [JleobHM ckyn I je Tazia
YIIpaBO CKyI Hy/a pecTpUKIKje u|s. KOHTaKTHO BEKTOPCKO MOJbe v 3aJ0BO/baBa
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L,a = pa, 3a HeKO . € C*° (M), na u3 Kapranose ¢opmyine nobujamo

po = L, = t,do+ d(i,o)
= ,da + du,

rna Ha & = ker a BaXku du = —u, da.

3a ¢pukcupano p € I' taga umamo ¢, dale, # 0. Kaxo je 7,5 & (v,) = T, M MoxxeMo
3aKBYIUTU U &, = (§, NT,S) @ (vp), T€ duy|r,5 # 0. CrenyjanHo, 0 je perynapHa
BPeIHOCT IIpewIinKaBama ulg, I' = u|§1({0}) je MOAMHOTOCTPYKOCT OfI S U BaXku
T,I' = ker(duy|z,s)-

Ia 61cMo BUIenu Aa je ped 0 KOHTaKTHO] MOAMHOTOCTPYKOCTH of, M, mpume-
TUMO Oa Ha [’ Baxku

0 7é iu(da)n|§ =nida A (dOé)n_lLE = —ndu N (dOé)n_lk,

Te /1a aKO PasMOTPUMO ILTa Ce AelllaBa Ha Lenamwy &, = (v,) & (1) B (& N T,I),
rze je v, € T,S BEKTOD 3a Koju Baxku du(v,) # 0, [obujamo

0# —ndu A (da)" " |¢(vy, =) = =n du(v,)(da)""|

NTpT
IIITO je u Tpe6ajo AoKa3aTu.

KonauHo, j1aKko ce MpoBepasa /ia je & KOHTakTHa (opMa Ha OTBOPEHOM CKYITy
{u # 0} C M, unje je Pe6oBo nome ynpaso v. HermocpenHo 3akipyuyjeMo 1a je
d (2) cummiekrnyka popma Ha S \ I'.

IIpumep 65. Heka je (W, \) JInyBuioB njomeH u u: W — Rs, dyHKUMja ca pe-
TyapHUM CKyrioMm HuBoa B = OW = {u = 0}, Koja AogaTHO 3a/10BO/baBa Jia 3a
JInyBuioBO BEKTOPCKO nosbe X, Ha int W, Baxku X, (lnu) < 1. Tapa je

w::d(i) :d—A—idu/\/\zl(d)\—d(lnu)/\)\)
u

U U u2

cuMILIekTMuUka popma Ha int WW. 3aucra,

Wt =

(d\)" — % d(lnu) A XA (dA)"

L
%((dw —d(lnu) A cx, (AN,
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na u3 unwenniie d(lnu) A (d\)" = 0, u JIajoHUIIOBOT TTpaBWIa 3a YHYTpalllbhe
IudepeHLIIpame 100MjaMo

1= Xy\(Inu)
= -

wn

(dN\)".

Kako ycioBu 3a u mebuHMUITY KOHBEKCaH CKyn (GyHKIIMja, Ha ocHOBY TBphema
62, nobujamo na (W, w) 0o Ha U30TONUjy peaTMBHO y OLHOCY Ha I'paHMILy, He
3aBuUcK ofi u3bopa u. Ogabepumo, 3aTo, v KOje He pacTe Iysk opouTa mnosma X, Te
Koje je MIeHTUUKM jefHAKO 1 BaH KparHacte oKo/imHe rpaHuiie u3 TBphema 61.
Capa je TpuBMjaHO BUAETH Aa je (int W, w) cuMIuieKToMOphHO KOMILIETUPAkby
on (W, \).

C oBuM Ha yMy, KOHCTpyucaHo (W, w) 30BeMo udeanHum komniemuparwem of, (W,
A), @ aJTepHaTUBHO T'a MOXXeMO KOHCTPYUCATH Jiel/bertbeM KOHTaKTHe TpaHulle
(B, A\p) Ha OOMYHO KOMILJIETMPAbe (/W,X), Ha VIEHTVMYAH HauMH Kao IIpU KOH-
CTPYKIIMj¥ ITPOjEKTUBHOT KOMILIeTHpatha CMMIUIEKTHU3ALIMje.

4.2 JInyBujioBe OTBOPEHE KhbUre

Hedbununuja 66. Jlnysuiosa 0TBOpeHa Kwura (B, m,w;) Ha 3aTBOPEHOj MHOTO-
CTPYKOCTU M je OTBOpeHa Kibura (B, 7) uMje cTpaHulle P, nosiase ca uaeaaTHUM
JInyBWJIOBMM CTPYKTypaMa w; Koje JOMyIITajy IPUMUTUBHE \; TaKBe J1a 32 HEKO
h: M — C koje nepunuiie (B, ) Baxku Aa cy dopme |h|\; pecTpUKIMje HA YHY-
TpalIbOCTU CTpaHulla Heke 1-popme S Ha M. OBakBy popMy 3 30BEMO n08e3y-
jyhom 1-popmonm.

OTtBopeHa Kkwura (B, 7) Ha M, Kao IITO CMO BUJeNY, 3aaTa je MOHOAPOMMjOM
cBOje cTpaHuile. Y HemTo Behoj ommTocTy, Kaga JOMyIITaMo 1a MOHOIPOMMja
Oyze HeuAeHTMYKA CBy/a CeM Ha TpaHULIM cTpaHulle buhe HaM HeomnxomaH He-
IITO OMUITHUjY TI0jaM ¢1ab0 21amKux BeKTOPCKUX To/ba Ha (M, B, ). 3a IeTabaH
TpeTMaH IVIATKOCTU KOjy omucyjeMo, IipaheH MoTMBaLjoM 1 IIpMMeHama, Io-
mienaty [34] u [39]. Y KOHKpeTHOM C/1y4dajy Hallle OTBOpeHe Kibure (B, 7) Ha MHO-
rOCTPYKOCTU M TONa3MMO Of, TPMBUjaTHe HOPMaJIHE OKOJMHE

i: Bx D= UC M,
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n IpedjiMKaBambha
p:U:=[0,1)xS"'xB—=U
(r,0,q) — i(rew,q) )

JacHO je 11a je j|(0,1)x 51 x 5 Bpeomopdusam, Te fa je 1|01 xs1x5(0, 0, q) = ¢, ma Ko-
pucrehu p Moxkemo 3anenutu M\ B u U, unentnduxyjyhu U \Bu(0,1) xS x B.
[obujeHy MHOTOCTPYKOCT o3HauaBahemo ca Blz(M). Peu je 0 MHOTOCTPYKOCTU
ca rpaHUIIOM, UKja je YHYTpaIImhocT arudeomopdHa (rOTOBO MAEHTUYKY jeHaKA)
ca M \ B, a unja je rpanuua gudeomopdHa ca S' x B. CBaKO BEKTOPCKO I0Jbe
v Ha M \ B IpUPOAHO ce OAMKe Ha YHYTPALIOCT MHOTOCTpyKOoCTU Blg (M) mo
BEKTOPCKOT T10/ba V.

Kparnacra okonuHa rpanuiie 0 Blg(M) nudeomopdna je ca [0,1) x S x B, M Ha
Ib€HOj YHYTPAIIhOCTY MMaMO

§:a8T+689+X,

roe je X TaHreHTHO Ha B dakrop. Bummmo ma v geduHMIIE IJIATKO BEKTOP-
CKO TI0/be aKO M CaMO aKo a, b 1 X MIOMYIITAjy INIATKO IMPOAYKemhe Ha UYMUTaBO
[0,1) x S x B, ynpaBo Taja 3a v KaxkeMo Ja je ¢1abo eramko Ha M. 3a Hac cy
oJ, MHTepeca c1abo rmaTka BeKTopcka mosba Ha (M, B, 7) Koja 3a10B0JbaBajy I0-
naTHe yioBe v|p = O M v(m) = 1 Ha M \ B. OBakBa BeKTOpcKa 1nospa 3Bahemo
pomupajyhum. HariomumeMo na poTupajyha BeKTopcka moba OUUIIETHO Caun-
HhaBajy jelaH KOHBEKCaH MPOCTOpP.

Hedbununuja 67. Heka je F' noMeH 1 Heka je ca Dy(F') o3HaueH cKyn audeomop-
dbusama penaTUBHUX Y OHOCY Ha TpaHUITy loMeHa F. Kinace myTHe 1oBe3aHOCTH
(roe cy myTeBM u3oTtonuje) y Dy (F') 3Bahemo epynom knaca npeciuxasarba foMeHa
F v osHauaBaTtu ca MCG(F).

CBakoM poTrupajyheM mosby v MOsKeMO IIPUAPYKUTHU IeTrOB TOK 3a BpeMe 27 1 OH
he 6utu npeacraBHuK jenHe kiace y MCG(F). llraBuiie, yKOIMUKO JOMYyCTUMO
Ia v y3Me CBaKy MOryhy BpegHOCT Y KOHBEKCHOM IPOCTOPY pOoTMpajyhux Bek-
TOPCKMUX I10Jba, TpUApYy>keHu Audeomopdusmu rpeacrabbahe cBe moryhe mpej-
craBHMKe jenHe kinace y MCG(F). [Ta 6ucMo CTeK/IM MHTYULIK]Y O TOMe I1iTa ciaba
I7IaTKOCT JOHOCHU Y OJHOCY Ha IVIATKOCT ToreAajmo cienehu npumep.

Ipumep 68. Ha R? mocmaTpajmo I1aTKO BEKTOPCKO I10/be JaTo cav = Oy +rf O,
raeje f: R? — R rnatka dyakuyja. Hekacy ¢, ¢ : R — R gudeomopdnusmu z-oce
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I06MjeH Kao BpeIHOCTM TOKA BEKTOPCKOT 10Jba v 32 BpeMeHa 7 U 27, pecliek-
TuBHO. Taga ) Mewa opujeHTalnjy, OOK je ¢ uyBa. OBO 3amaje ompeheHe pe-
cTpuKIMje 3a ¢. Pertumo, TejmopoB pa3Boj pyHKIMje ¢ y 0 He MoXKe 6UTK 06/1MKa
T + 2* + ---. 3aucra, Taga 6u nocrojano ¢ > 0 Takgo Aa je p(r) > x Ha (0, ], Te
KaKo je ¢ pactyhe, a ¢ onagajyhe, umanu 6ucMo

pot(x)=1vop(r) <i(x), 3acez e (0,¢),

u crora p(x) < z, 3a cBe x € [¢(¢),0), WTO HMUje Moryhe mpu yclnoBy ¢(z) =
r+ 2%+ o0(z?). C mpyre cTpaHe, YKOIMUKO JOMYCTUMO J1a v Gyfie camo ¢1a6o IIaTKo,
ILITO OATOBApa YUIOBY A je f IIaTKo Kao dyHKIuMja Ha R x S', a He Kao GpyHKIMja
Ha R?, npuapykeun gudeomopdnsam ¢ Moxke OUTHU 6110 KOjU peIIpe3eHT CBoje
KJace y Ipymnu Kjaca mpecauKaBama.

VY KOHTeKCTY JINYBMUIOBUX OTBOPEHUX KibUTa roBopmheMo o IpoCcTopy poTupa-
jyhux BeKTOpCKMX Iojba v Ha M Koja JomaTHO uyBajy daMminjy uaeaanux Jin-
YBUJIOBUX CTPYKTYpaA {w; }es1, TO JECT UMjU TOK ) 3a0BO/baABA (¢})*w; = wo, 3a
cBe t € S'. OBakBa BeKTOpCKa Io/ba 3BaheMo cumniekmuukum pomupajyhum no-
Jpuma. JIako je TpoBepuTH Aa je cBako poTtupajyhe mosbe CMMIIEKTMYKO aKoO U
caMo aKo JIEXH Yy je3rpy 3aTtBopene 2-hopme o € Q*(M \ B) koja 3a0BO/baBa

O"Pt = Wt.

Teopema 69. Hexa je (B, 7, w,;) JInyBunosa orBopeHa Kiwura u h: M — C jegHo
o[l 10j MpUApykeHnx gepmuuyhux rnpeciankaBamwa. Taga ce 3a CBaKy ITOBe3y-
jyhy 1-dopmy 3, BekTOpCKO nosbe v Ha M \ B, Koje 1exxn y je3rpy popme d(%) "
3a70BosbaBa dr(v) = 1, mpoay>kaBa HYJIOM Ha B [0 IJTaTKOT BEKTOPCKOT 10/ba Ha

M. lopaTHO, /3 ce MOXKe M3abpaTy Tako aa v 6yae 2r-1epuoguyuHo 613y B.

Joka3. 3a moueTak, peCcTpUKIiiMja MIpou3BoJbHE MToBe3yjyhe 1-gpopme S Ha moBe3
B nedbunuIille 3ajeJHMYKY KOHTAKTHY CTPYKTYpY TpaHulla CBUX MaeanHux Jiny-
BUJIOBMX CTpaHMIla. YouaBaMo Ja OfaBle cieAu Aa MoCToju € > ( TakBO Ja 3a
cBe w € C, MOAy/sa Mamer Of €, 3a IIOAMHOTOCTPYKOCTU B,, = h™!(w) Baxku Aa je
ca o, := (|p, BeduHucaHa KOHTaKTHa dopma.

duKcMpajMo I0JaTHO U OKOJMHY TTOBe3a

N=hr"'"({weC]|w|<e}).
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Kako Baxku 1ia je cBako «,, = [3|p, HUTLe HyIa AudepeHnjaaHa popma, ca o =
ker §|y nedunucana je guctpubyumja panra 2n Ha N. Taxohe, KOHTakTHe ou-
crpubyuuje &, = ker v, 3a1aHe Ha CBakoM B,,, 3ajeTHO UMHEe IJIaTKy OUCTPU-
oyuujy Ha N. 3aucra, 3a cBe w Baxku 1'B,, = ker dh, 1a 3a gucTpuoyuujy & =
o Nker dh Baxu &| g, = &,. Panr guctpubyuuje ¢ je 2n — 2. Kaxo je df HenmereHe-
pUCaHO HA 0 MOXeMO IMOCMAaTPaTU U d5-OPTOTOHAJTHU KOMIUIEMEHT O, £ YHYTap
cUBBKU o =D EL.

VrpaBo 0BoO lielaibe oMoryhaBa HaM JjJa FTOBOPMMO O KOHTaKTHOj KOHeKcuju. He
ynasehu y merasbe, peu je o Tome gaje h: N — D?(e) dubpaiuja, Te 1a je y CBaKoj
Tauku dh : SPL — C usomopdusam u dh|s = 0. OBo Ham oMmoryhasa J1a TOAMUKeMO
BEKTOPCKA I10/ba ca Ayicka Ha N Tako ja jiexke y £+. YounMo cajia HeKOIMKO I10/ba.

e 0,: BEKTOPCKO I0Jbe Ha N, KOje JIeXXU Y ker dh 1 unja je peCTpUKIMja HA CBAKO
B, PeboBo R, .

e 9y, 0, BeKTOpCKaA 1osba y &L Koja ce ca dh TpojeKTyjy Ha dp 1 O, THe cy ca (r,0)
O3HaueHe MoJiapHe KoopauHate Ha D?(¢).

BeKTopCKO [10Jb€ v Cagad MOXXEMO 3aIiycaT Kao
v =ady+ b0, + cOy + 7, (4.1)

I7e Cy a, b, c rnaTke GyHKuyje HA M \ B, a v nexxu y . IcKopucTuMO ycIoBe farte
3av.

edr(v)=1

Y HaBeneHMM KoopAyHaTaMa 7(p) je ynpaBo #-koopauHara tauke h(p). Crora
dr(v) = df (dh(v)) = df (a0 + bO,) = a, OJaKIIe 3aKby4dyjeMo a = 1.

o v e y ker d(%)

Kaxko je r-xoopamHaTa Tauke h(p) yrpaBo |h(p)|, o3Hauumo QyHKIujy |h| ca r,
Taga g4o61jaMo jeIHaKOCT!
d 1
d(é> :—6——dr/\6, (4.2)

r r r2
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iu(dr A B) = dr(v)8 — B(v)dr
= dr (59+bé;+caa+a)ﬁ—5 (59+b5T+caa+ﬁ) dr
= bB + cB(0a) dr
= bp + cdr,

(4.3)

IZle TIOCIeha Y HU3Y jeIHaKOCTH CIely U3 YnibeHuIe 1a (9, ), = (Rah(m) , Kao
p

n Blre,,, = )
Tpema tome i, (d(£)) = 0 exBuBaneHTHO je ca
. a b
i,(dB) = ;ﬁ + - dr. (4.4)

OBY jeIHAKOCT MOKeMO MCKOPUCTUTM Ja U3pasumo KoedumujeHTe a,b, Kao u
BEKTOPCKO To/be U U3 (4.1) y TepMUHUMA ., Jy U D,,.

e Pauyn 3a v

i (dB)(v) = df (59 + ad, + b0 + 7, v>
=dp (v,v).

B(v) = app)(v) =0, jep v € &, = ker app).

dr(v) = 0jepje dh(v) = 0.

3ax/bydyjeMo Ja 3a cBe p € N M CBe v € &, Baxu df (v, v) = 0. I3 Helerenepu-
caHoctut popme day) = (df)|rp,,, cnremuv = 0.

e PauyH 3a b
i, (dB) (&) — dp (59 + ad, + b, 5T)
— dp (59, 5}) +dg (aa, 5;) .

5(8.) =0,ar(3.) =1

JemHakocT (4.4) miocraje

a3 (59,&) +bdp (aa,aﬁ.) _ g
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IIITO je eKBMBAJIEHTHO Ca

) rdf (59,&2 |
1+rdf (aa,ar)
e PauyH 3a a
i, (dB)(8a) = df (a&, aa) +dB (59, aa) .
B(0a) =1, dr(d.) = 0

Vcnos (4.4) 1o 0,, TpaHchopMuiiie ce 'y
ads (3.0 ) +dp (3. 0.) = .

OOHOCHO

. dﬁ(59,8a> |
1+rdf (aa,&)

PyTuHCKOM IpOBepoM yTBphyjemo fa je 3a mobujeHe a, b ycios (4.4) ocTBapeH U
1o 0. Kako ce a 1 b mpomy>kaBajy HyJIOM A0 IaTKux GyHKIMja Ha NV, J0Ka3 MPBOT
Iena TBpherba je 3aBpIleH.

[Ipeocraje ga rose3yjyhy 1-dpopmy 5 Mogudukyjemo y rosesyjyhy 4’ Tako ga v/
KOje joj mpuapyxxyjemo 6yne 2m-miepuoanuHo. Ilomohy KOHTaKTHe KOHEKCHje O
K0joj je 6110 peur MokeMo M3abpaTu TpuBUjanusaiujy 3a N = B x D?(¢) TakBy
nay (p,r,0) KoopoMHaTama BaXKu 0, = 0., OIHOCHO, TaKBYy [1a YIIPaBO I0Jbe O,
nexn y . HarmoMuiseMo fa He MOSKeMO MCTOBPEMEHO rapaHTOBaTU U Jy = 0.
MehyTtum, jenHOCTAaBHO Ce ITpoBepaBsa fa ce [(Jy)df rmaTko nponykasa 10 Gopme
Ha ynTaBoM B x D?(¢). IlocTaBUMO

B’ =B— S B(0)do,

rae je S: V. — [0, 1] rmaTka dyHKUMja uyMju HOcay 1exxu y N, 1 Koja je jenHaka 1
6nmsy B. OBa MogudmKalvja He Mekba PecTpUKIMjy Ha CTpaHulle Ta [’ ocTaje
noBesyjyha ¢popma. C gpyre ctpaHe, 6113y B 3aJ0BO/BEHO je

5/ = fPan,

rae je f mosutuBHA QyHKUMjA, g = B|rp U pp: B x D?(¢) — B mpojekiiuja.
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Pa3smaTparbe yciaoBa Koju ofpelyyjy o/ moBoau Hac 10 3aK/byuka a je v’ XOpu30H-
TAJHO (JIEXXU Y CBAKOM (p, 7, ) Y TAHTEHTHOM IPOCTOPY Ha OUCK {p} x D?*()) u
TaHTeHTHO Ha HMBOe QyHKIMje |—£|, 61m3y B. HerocpenHo 3ak/bydyjeMo 1a je v/
2m-TIepUOLNYHO. O

Kaga Ha Hekom goMeHy F' dukcupamo muaeanHy JIMyBWIOBY CTPYKTYpY w, MO-
’KeMO TToCMaTpaTy moce6Hy IpyIy Kiaca IpeciMKaBama, Koja je cauMibeHa Off
KJlaca ITyTHe TOBe3aHOCTU CUMILUIEKTUUYKUX Audeomopdusama maeanHor Jiny-
BWIOBOT AOMeHa (F,w), rae myT MpencTaB/ba jefHy CUMIUIEKTUUYKY M30TOIN]Y.
OBy rpymy o3HayaBamo ca MCG(F, w). CIMYHO Kao LITO je 610 cydaj M KoJ, 00My-
HUX POTMPajyhnx BeKTOPCKMUX M10/ba, CUMILIEKTMYKA poTMpajyha nmoma Ha (F,w)
re”Hepucahe Ha onMcaHM HAYMH CBe NpefcTaBHMKe jenHe Kiace y MCG(F,w). Ko-
HauyHO, 3aXTeB Ia MOHOApPOMMja Oyze jemHaKa UAEHTUTETU Ha OKOJIMHM TpaHNUILIe
IloMeHa 100uja CBOj ITyHM CMIMCA0 ¥ MOXKEMO pasyMeT! HeroBy peCTPUKTUBHOCT.
Hawnwme, Baxxu:

TBpheme 70. CBaka CMMIUIEKTMYKA MOHOJIPOMMja jeHAKA MAEHTUTETH Ha OKO-
JIVHY TpaHulie OTHYe Off IJIaTKOT CMMIIJIEKTUUYKOT poTupajyher mospa.

Cxuua doka3a. Ha ocHoBy Teopeme 69, y3 cumiieKToMopdu3am 13 uckasa TBp-
hemwa MokeMo TocMaTpaTy U jelaH reHepMcaH INIATKUM CUMILIEKTUUKUM POTU-
pajyhum BEKTOPCKMM I0/bEM KOju je npencTaBHUK ucte kinace y MCG(P,w). Tex-
HMKAa KOjy IOTOM MOXeMO UCKOPUCTUTU Aa KOHCTPYUIIEMO TPaskeHO BEKTOPCKO
nosbe je ga uckopuctumo TBphemwe 61 Kako 6MCMO KOHCTPYUCAIU U3OTOIN]Y U3-
Mely ABa mpeacTaBHMKA Koja (PUKCUpa YMTaBy OKOJIMHY IPaHUILIE. 0

V pany ca ugeanHum JINyBUJIOBMM JOMeHMMa Takohe mocToju aganTaiuja Typ-
CTOH—BMHKe/IHKe/lepoBe KOHCTpyKUMje. [IoKas je 1,0 Ha TeXHUUKe JleTa/be TOTOBO
UIeHTUYaH OHOM M3Jio)keHOM Y Teopemu 39, ctora HapeHO TBphierbe HaBOAMMO
6e3 wera. CBU IeTaby MOTY ce TpoHahm y [22].

Teopema 71. Heka je (F,w) nneanuu Jinysunos fomeH u V: F' — F cUMILIeK-
Tnuku audeomopdusam koju ¢ukcupa JF. OTBopeHa kwwura OB(F, V) je Tana
JInyBMI0Ba OTBOpEHA KIbUTA.

Wnak, y oBoj Te3u Hehemo npuberaBaTut JIapnyplapuCTUUYKUM TIPUHIIUTIIMA —
uneanuu JInyBUIOBM OOMEHU He MHTepecyjy Hac camu cebe paau. IIpBy Besy



ITIABA 4. YHYTPAILIIFbA CTPYKTYPA KOHTAKTHHMX OTBOPEHUX KFbUTA 56

n3mely JINyBUIOBMX OTBOPEHMX KEbUT'A ¥ KOHTAKTHUX CTPYKTYpa BUIMMO Y CJIe-
nehoj Teopemn.

Teopema 72. Heka je (M, £) 3aTBOpeHa KOHTakKTHa MHOTOCTPYKOCT U (B, 7) agamn-
TUpaHa OTBOpeHa Kibura ca gepuuuiryhum npecinmkaBawem h: M — C. Taga je

|h
CTPYKTYPY Ha CTpaHMIIaMa, HEITpa3aH 1 KOHBEKCAaH.

CKYIT KOHTaKTHUX GopMu « 3a &, 3a Koje d<1> MHIYKYyje uaeanny JINyBUIoOBY

Hokas. ITohumo o rponsBobHe afganTupaHe Gopme «. MmeHTHUaH pauyyH Kao
y npumepy 65 mokasyje aa je d(ﬁ) CUMIUIeKTMUKA ¢GopMa Ha YHYTpPaIIHhOCTU
CTpaHulie, ako U caMo ako, je X, (In |h|) < 1, roe je X, JINyBUJIOBO OJbe HA YHY-
TPaIIbOCTY MTPOU3BOBbHE cTpaHuile. OBO He MOpa GMTH TAYHO 3a TOCMAaTpPaHy
dopmy a. Mehjytum, ako npumerumo 1a je X, (In|h|) < 0 6mu3y B, jacHo je na
noctoju 0 > 0, TakBO Ja Kaf rog je |h| < J, Baku X,(In|h|) < 0. Ogabepmumo

MPOU3BOJbHY INIATKY (PYHKINU]Y ¢, KOja 3a710BO/baBa

g0|[0 5] = id, 0 >0, ¢|[;§7+m) = const.

JacHOo je jaje3av := po|h|,caf = @a nedbuHMCcaHa jeqHa KOHTaKTHA ¢popMa Ha
(M, §). Takohe,

Xo(lnv) = i/((”z”)))(a(ln |h]) <0,

10 KOHCTPYKIIMjH, IITO MMOKasyje Ja KOHTaKTHa ¢opma [ mpuriaga TpaskeHOM
CKYILY. U

Teopema 72 motuBuie cienehy nedbuuuinjy.

Hedbununuja 73. Heka je (B, 7, w;) JInyBuIoBa OTBOPEHA KbMra Ha 3aTBOPEHO]
MHOTOCTPYKOCTH M U h jeqHO 1b0j TIpUApPYKeHOo mebuHuiyhe mpecinkaBambe.
KoHTakTHa cTpykTypa Ha M apanTtupasa je Ha (B, 7, w;) aKO AOTYIITa KOHTaKTHY
dbopmy « TakBy J1a ﬁ MHAYKYje uaeanny JInyBuiopy ¢popMy Ha CBakoj o CTpa-
HUIIA.

JenHa nemna uMmbeHMIA Be3aHa 3a MpeTxonHy gebuHuinjy je ciegeha. Haume,
aKko MomeHyTa moBesyjyha (opma MmocToju oHa je U jeIMHCTBeHa (Topa3yMe-
Bajyhu na je nepuuuiyhe nmpecinkaBame 0TBOpeHe Kibure h ¢pukcupaHo). OHa
cJielyt U3 CBOjCTaBa caMMX MaeaaHuX JIMyBUIOBUX JOMeHa, Ipelin3Huje, jeruHa
dyukuyja f: Int ' — R, Koja 3a purcupany ngeanny JinyBuioy hbopmy A 3a-
IoBo/baBa 1a je d(f\) = w, je KOHCTaHTHA PyHKIMja 1.
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3aucra, y cinyvajy dim F' > 4,y cBakoj Tauku p € Int F', xuneppasaH H, = ker ),
caap>Xy CUMIUVIEKTUYKYM NOTIPOCTOp of, (1, M, w,). OBO cilegy 13 NpocTe OUCKY-
cuje o quMen3uju jep Baxu dim (H, N H,*) = 1udim H, > 3. JacHO, UCTY JIOTUKY
He MOXXeMO MPUMEHUTHU U y aiydajy dim /' = 2, rae je apryMeHT HellITO CIoXe-
HUjU. 3a TOYeTaK, HYje TeIIKO MIPUMETUTHU J1a BasKu

df AN = X\ (f)w.

Crora je
d(fA) = fo+df AX = (f + X\(f)) w.

Iloka3 unMmweHulle f = 1 cBoAM ce Ha I0Ka3 Aa g := f — 1, Koje 3aJ10BOJ/baBa yCJIOB

Xa(g) = —g (4.5)

Mopa 6utu ngeHTuyku 0. Ia 6ucMo 0BO Mokasajay MO30BMMO Ce joll jeHOM Ha
TBphemwe 61.

OHO rapaHTyje KOMIUIETHOCT BEKTOPCKOT 1oj/ba X . O3HAUMMO ca ¢; HeroB TOK.
YcnoB (4.5) naje Ham

d

Z(9(@@) = Xal9) (@) = —g(@i@),  teR

Hakse, 3a10Bo/beHO je g(¢i(x)) = e 'g(x) 3at € R. 3ak/mydyjeMo ga ako je 3a
Heko p € Int F' g(p) # 0, oHja Baxu lim l9(ee(p))| = +oo. Mehyrum, ycos
v(u)lx = —1 u3 Tephemwa 61 Ham Kaxxe Aa moctoju ¢ > 0 TakBo Aa kpehyhu
ce Oy)X HeraTMBHOI TOKa BEKTOPCKOT Mo/ba X, He MoskeMo mpehu n3 obnactu
{u > e} y obnact {u < e}. Crora, ckym {¢:(p) | t < 0} 1eku y KOMIIAKTHOM
F\ {u < min{e,u(p)}}, WTO je y KOHTPAOUKIMj} Ca IPETXOLHO I0Ka3aHOM HeO-
rpaHuyeHoiihy GyHKIMje g Ha TOM CKYITY.

Konauno, najemo u cinenehe TBpheme o Be3u nsmely kontakTHUX 1 JINYBUIOBUX
OTBOPEHMX KIbUTA.

Teopema 74. Ha 3aTBOpeHOj MHOTOCTPYKOCTM, KOHTaKTHE CTPYKType afarTu-
paHe 1aToj JINyBMUIOBOj OTBOPEHO] KibM3M GOopMMpajy Hellpa3aH, KOHBEKCAH U
€/1a60-KOHTPAKTUOWIAH TTOTIIPOCTOP Y MPOCTOPY CBUX KOHTAKTHUX CTPYKTYpa.
CrieuujayiHO, CBe Cy U30TOITHE.
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Joxkas. Heka je M nocmaTpaHa (2n + 1)-MHOTOCTPYKOCT, (B, 7, w;) AaTa JInyBu-
JIOBa OTBOpEHA KibUra Ha 10j u h : M — C woj ogroapajyhe nedunuryhe mpe-
c/IMKaBame. 3a Mpou3BO/bHY MoBe3yjyhy dopmy 3, kao 1 paHuje, mocToju € > 0
TakBO Ja je pectpukiuja popme [ Ha cBaky pubpy B, = {h = w} KOHTaKTHa
dopma 3a cBe |w| < e. Ja 6ucMo Mokasaau Aa je IpoCTop U3 McKasa teopeMme
HerpasaH, 3a ¢ > 0 popmupajmo dammnnjy popmu

Be =B+ clhl f(|h])db,

rae je f : Ry — R nponsBospHa Heonagajyha dyHkuyja Koja 3agoBo/basa f(z) =
z3az < £u f(zr) = 13az > e. JacHO, HA CBAKOj CTPAHMULN % = %, Te je
peu o hbamunauju rosesyjyhux ¢gopmu. Crora, JOBOBHO je Ja JOKasKeMO Ja je 3a
IIOBOJbHO BEJIMKO ¢, 3, KOHTaKTHa (opma Ha M. Pagu jemiier 3amuca yBeayMo

03HaKy r = |h|. Baxku jegHakocCT
Be A (dB) =ncr f/(r)ydr ANdO A B A (dB)"
+cf(r)do A (Tdﬁ +nBA d?“) A (dB)" 1
+ /A (dB)".
Kaxo je peu o ¢popMu Ha KOMIIAKTHOj MHOTOCTpYKOCTH M, cabupaxk S A (df)",
3a BeJIMKe ¢, je 3aHeMapsbuB. CTOra, TOBOJ/BHO je MMAaTM MO3UTUBHOCT ITPBA JIBa
cabupka. HapaBHo, 1a 61CMO rOBOpM/IM O 3HaKy hopMe HeOIIXOIHO je Ja 3HaMO

KaKo je 3ajara opujeHTanuja Ha M. Ha M \ B opujeHTaiyja je 3agara ca df A
(d(ﬁ))". OBako 3ajiaTa, OHa ce 6,13y B cake ca OpMjeHTaIjoM KOjy TeUHUIITY

T

opujeHTalMja Ha B, gata dopmom 3 A (dB)"~1, Te opujeHTanuja Haciehena on
IVICKa Yy HOpPMaJIHOj oKonmHM {r < €}, nata ca h*(dx A dy) = rdr A db.

e ®opma Q; = f/(r)dr ANdO A B A (dB)"L:

Kako je mo koHCTpykuuju f'(r) HeHeraTUBHO, UOEHTUYKM Hy/la BaH {r < ¢},
CTPOrO MO3UTUBHO Ha {r < £}, Ha OCHOBY IIPETXOHE IOUCKyCHuje, () je HeHe-
raTMBHO Y TIO3UTUBHO 06113y B.

e ®opma Qs = f(r)dd A (rdB+np Adr) A(dB)
JenHaka je Hynu gy nosesa B = {r = 0}. Ha {r > 0} npumeTumo fa Basxu
do A (rdB+nBAdr) A(dB)" " =r"do A (d(é))n.

V3umajyhu y 063up mpeTxXogHy IMCKYCHjy O OpUjeHTaluji, jacHO je aa je 2, cTpo-
O NMO3UTMBHO Ha {r > 0}.
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3ak/byuyjeMo aa je 2; + €2, mo3uTMBHA opMa Ha UMTaBOM M, ofjaKye cieay TBp-
heme.

3a mokas c1abe KOHTPAKTUOMITHOCTY pukcupajmo k > 0 u k-cdepy KOHTAaKTHUX
crpyktypa {&, | s € S*}, amanTupanux natoj JInyBUI0BOj OTBOPEHOj KibM31. Bu-
IleJi CMO J1a CBaKoj of IbMX OJIrOBapa jeAMHCTBeHa MoBe3yjyha KoHTakTHa popma
;. TeXHUUKY JeTa/b KOju M30CTaB/baMo, a KOji ce MOKe JOOUTY pasMaTparmbyuMa
Y U3JI0KEHOM J10Ka3y O jeIMHCTBEHOCTH, je 1A je U IPUAPYKMBae s — «, HeIIpe-
KUAHO. VICKOpMCTUMO UMbeHUILY JIa je TTpocTop MoBe3yjyhux dopMy KOHBEKCaH
n dhopmupajmo (k + 1)-muck nosesyjyhux dopmu {3, | s € D¥1} tako ma 3a
s € S* Baxu 3, = a,. DopMe y OBOM IMCKY MOAU(UKYjeMO Ha cienehy HaumH.
W3 xommnakTHOCTM D*+! ciem a mocToju £ 3 IpBOT Jefla AoKasa Koje oaronapa
CBaKoj o1 KOHCTpyncauux gopmu. IIOHOBMMO 3a TO & U3TIOKEHY KOHCTPYKIIH]Y.
KoMItakTHOCT Tajia rapaHTyje moCTojame ¢y > 0 3a Koje je

{Bsco = Bs +co bl f(|R]) a0 | s € D}

nyck nose3yjyhux koHTakTHUX popmu. [obujeHa k-cdepa {fsqy = Qs | 5 €
S*} XoMOTOITHA je 1oIa3Hoj y ToCMaTpaHOM IIPOCTOPY, a8 XOMOTOIINMja je AaTa ek-
CIUTMLIUTHO ca

as. = as+clh| f(|h])dob, c € [0, .

Iaxe, v 1ioia3Ha cdepa je HYJIXOMOTOITHA, IITO je ¥ Tpedaao JoKa3aTu. O

4.3 MHNpeanne JXupyoBe popme

Teopema 72 mokasyje 1a, 3a gaTy KOHTAaKTHY OTBOpeHy Kibury (B, 7) Ha (M, &),
YBeK ITOCTOjU MO3UTHUBHA KOHTAaKTHA hopMa « Koja aedbunuIne JIMyBUIOBY OTBO-

peHy KibUry (B,w,d(ﬁ) ‘TP
TUYKO poTHpajyhe BEKTOPCKO IMoJbe MPUAPYKEHO M06ujeHoj JInyBUI0BOj OTBO-

) , Te noToM Teopema 69 rapaHTyje a 3a CUMILIEK-

PEHOj KIbM3Y MOKEMO CMaTpaTH Ja je I7IaTKo Ha M, JTJaKo ce BUIM J1a 27w -TIepuo-
OVYHOCT U3 OPYTOT Jena uckasa TeopeMe 69 HMje OCTBapuBa IO, YCJIOBOM A I10-
Besyjyha ¢popma octaHe u koHTakTHa popma Ha (M, §). OBa omncepBalyja CBOIU
ce, CYIITUHCKY, HA cienehy enemeHTapaH rpumep.

IIpumep 75. Y UMIMHIPUYHKUM KoopAuHaTaMma (r, 0, z) Ha R? cTaHmapaHa KOH-
tTakTHa popma maTa je ca o = dz + r?df. [JleKOMII03MIIja OTBOpEeHe KibUre JaTa
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je nepuHumryhum npecnmkaBaweMm b : (x,y, z) — x +iy. PopMa « Taga UHAYKYje
CTPYKTYpY JInyBUIOBE OTBOpEHE Kibure, 6ynyhu 1a je MHTepPUOp CBaKe CTpaHUIIe
CKyTI

int P, = {r >0, 0 =t},

Ha KojeM ce d (<) pecTpuxyje Kao -5dr A dz. [IpyapyKeHO CUMILIEKTUYKO POTHU-
pajyhe mosbe je mpomoprmoHanHo ca dy + r*0.. C Ipyre cTpaHe, 1a CMO YMeCTO £
rocMaTpan 5 J06mmm 6MCMO yIipaBo BEKTOPCKO I10Jbe Oy.

[IpeTxomHa 3araskama Kpujy usa cebe mctu eHOMEH Kao ¥ OHa u3HemeHa y Ha-
riomeHu 35. IIpo61emM Koju cMO Tajia M3HEeIM YIMHUIIM CMO jeTHOCTaBHMM yBOlje-
HbeM IojMa uaeanHux JINyBUI0BUX JOMeHa — KOJIOKBMjaJIHO peyeHo, TTOAeIUIN
CMO CBe pacTojarbeM Off IToBe3a. Y MPeTXOLHOM IpUMepy KpHje ce U pa3peliemne
HOBOJ00MjeHUX pobiema — Tpeba mpoHahy edukacaH HaUMH 1A AeJIMMO KBa-
IpaToM pactojama of moBe3a. OBo npumehyjy u Kypt u Maco y [13], Te yBozge
cienehn nmojam.

Hedbununuja 76. Heka je (B, 7) [eKOMIIO3MIIMja OTBOPEHE KIbUTe MHOTOCTPY-
KocTu M. Hdeanua )Kupyosa popma adanmupana Ha (B, ) je KOHTaKTHa hopMa
aHa M \ B Koja 3a4,0B0J/baBa:

e dr(R,) > 0,

e ITOCTOj¥ MTO3UTHBHA KOHTaKTHA (hopMa S Ha B ¥ oKonHa i : B x D? — M on B

TakBa Ja BakU i*m = O u i*av = dO + ﬁz, rae cy (r, ) monapHe KoopayHaTe Ha D2
T

EdextusHocTt ugeanuux XKupyoBux ¢opmu y 0671acT KOjy M3ydyaBaMo IMounBa
Ha YMIbeHUIIM [1a 3alpaBO rOTOBO HUINITA HOBO HUje meduHucaHo. [ToKakuMo
TO.

TBphemwe 77. Heka je (M, §) KOHTaKTHA MHOTOCTPYKOCT U (B, 7) NeKOMIIO3MU-
1I1ja OTBOpeHe Kibure Ha M . KoHTaKTHA CTPYKTypa & Tajia MMa KOHTaKTHY Gopmy
afanTupaHy Ha (B, ) ako ¥ caMo ako je geduHucana uaeaaHoM Xupyosom ¢op-
MOM aJanTMPaHOM Ha (B, ).

Hoxkas. Y o6a cmepa moaudukyjeMo gaty ¢bopmy y OKOIMHM TToBe3a. [Ipume-
TMMO 3a [T0YeTaK [1a YKOJIMKO ofabepeMo TPMBMjaIHy OKOMMHY IToBe3a B x D?,
Te y 10j JaTy GopmMy « 3aMeHMMO ca f«, 3a HEKO f : B x D? — R.g, yCI0BU
aJanTUpaHOCTY CBOAe ce y 06a ciaydaja Ha O, f < 0, 3a r MaJio.
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Vkonuko rohjeMo o uaeantHe JKupyose popme o ¥ MmoaubuKyjemo je yHyTap B x
D?, roeje i*a = T% + df, moctaBmajyhu o = f(r)(8 + r*df), toeje f : [0,1] — R
rnaTka QyHKIuja Koja 3agoBobasa f/(r) < 0,3ar > 0,u f(r) = &, 3a r 6;m3y 1.

C nmpyre cTpaHe, nohjeMo nu of, aganTupaHe GopMe «, MOXEMO UCKOPUCTUTHU
Jlemy 32 ma mo6ujeMo OKOJMMHY IoBe3a i : B x D? «— M, Ha K0jOj Basku i*av =
g(B + r?df). Omabepumo Tazga x : [0, 1] — [0, 1] Koje 3agoBo/baBa:

X/(T) S 07 X|[0,E] = 17 X|[%,1] =0.

Vuyrap B x D? monudukyjemo i*« mocrassbajyhu

o/(r) = (m fa- x(r))g) (8 + 12d0).

r2

Jlako ce mpoBepasa fa je & mato ca (i~')*o/, Ha i(B x D?), u «a, BaH i(B x D?),
uneanHa JXupyosa ¢popma. O

Y HapeqHOM IOI7IaBJ/by eKCTeH3UBHO heMo KopucTuTu naeantHe )Xupyose Gpopme,
Npeuyn3Hyuje, IMHAMMKY KOjy OHe MHIYKYjy Ha 3aTBOPEHOj KOHTAKTHOj MHOTO-
CTPYKOCTM. 3a Ccajia, HaBeI¥MO HEeKOJIMKO HelloCpeJHMX 3anaxama.

e KoHTakTHa CTpyKTypa ker« TIJIaTKO Ce MpoAy)KaBa Ha II0Be3 jep Baxu
ker(df + &) = ker(r?d6 + ).

e Ha yHYyTpamwoCcTu CTpaHulia, pecTpukiuja uaeanHe JKupyose ¢popme MHAY-
Kyje CTPYKTypy JIMyBMUIOBe MHOTOCTPYKOCTM, KOHAUHOT THUIIA, YMjy KOHTAKTHY
rpaHUIy Y 66CKOHAUHOCTY MOXeMO UAeHTU(GMKOBaTH ca B.

e Pe6oBO nosbe R, MHAYKYje MpecinKaBambe Koje heMo 3BaTu HeroBOM X0710HOMU-
jom. Haume, ako ca v : [a, b] — R /277 03HauMMO KpUBY jefMHUYHEe Op31HEe, OH/Ia
MOXeMO rnocmarpaty QyHkuujy f, : M\ B — R, BpeMe Koje je IOTPe6HO TOKY
(¢¢)ter Pe6oOBOT TIObA Aa cTUTHE Of, cTpanuiie 7~ ' (y(a)) go crpanuie 7 (v(b)).
OHa je jeIMHCTBEHO pelllelbe jeJHaAUNHe

7 (enm@) =7(p) + (b—a),

1a je ped o aTkoj pyHkuuju. XomoHomuja PeboBor noma R, je Taga andeomop-
duzam usmehy 7' (y(a)) mo 71 (v(b)), mat ca h,(p) = ¢y, (p). Ped je 3ampaso
0 TaUHOM CUMILIEKTOMOPGU3MY [iBejy JIMyBUIOBUX MHOTOCTPYKOCTHU jep Ouu-
IJIENHO BaKM 1o = a + df,. [Toce6HO je 3aHMMJBUBO IIITa Ce JielllaBa Y OKOIMHUA
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nose3sa u3 Jepuunnyje 76, Haume, Pe60Bo mosbe ce Ha B x D? nokiarna ca dy, rna
jeTy f, = b—a, a Xon0OHOMMja He Mewa popmy a. CriennjanHo, 3aa = 0u b = 27,
no6ujamo na je monompomuja ¥ : 7 1(0) — 7 (0) ca HocaueM y KOMIIaKTHOM
CKYITy 4 3a10BO/baBa V*a = a4 df, raeje f > 0 u f = 27 BaH KOMITAKTHOT CKYIIa.

[Tpy>kMMo joIII jemaH OArOBOpP Ha IMUTambe MocTaB/beHo y Hamomenu 35. Hanme,
Tephewe 77 MoxkeMO TyMaunTH Tako Aa mpeia3ak ca pa3MaTpama aJanTupaHux
dbopmu Ha pasmaTpamwe uaeanHux Kupyosux Gopmu, mpeAcTaB/ba TeEK IPOMEHY
KOHTeKCTa. Ha OCHOBY MpeTXOJHMX 3ama)kara, 3a AATYy KOHTAKTHY OTBOPEHY
KIbUTY, O YHYTPALIKBOCTU CTPAHULIE MOKEMO ariCTPaKTHO TOBOPUTH Kao O JaToj
JInyBunosoj mHoroctpykocty (W, \). imamo Taza joi jeqHy JTOKaaHy ,, TpPUBMja-
aM3anujy” Kojy BesyjemMo 3a JeKOMIIO3ULIV]Y OTBOPEHE KEbUTe.

TBpheme 78. Heka je M 3aTBopeHa MHOTOCTPYKOCT U « MaeanHa XKupyoBa hopma
Ha 10j afanTypaHa Ha IeKOMIIO3UIIMjy OTBOpeHe Kibure (B, m) u Heka je (W, \)
JINyBMI0Ba MHOTOCTPYKOCT KOHAYHOT TUIIA TAYHO CMMIUIEKTOMOP(HA CTPaHM-
nama. Taza, 3a cBako ¢ € S' u cBaku oTBOpeH uHTepBai I C S!, Koju campsku c,
nocroju ¢pubpanuja 7 : M \ B — S! TakBa ga:

o7 =rm,6mu3y Bunar '(S'\ 1),
e o je afanTupaHo Ha (B, 7),

e rTOCTOjM ynnarame g : W x R — 7~ 1(I), TakBo ga g*a = f(A + dt), roeje f =1wmu
g'm =c+t (mod 2r) Ha W X (—¢,¢), 32 HEKO € > 0.

Hoxka3s. Ilo mpetmocTaBiy, moctoju audeomopdbusam i : W — 7 !(c), Takas
Iaje i*a = X + dk, 3a Heky GyHKIMjY k& ca KOMIIAKTHMM HOocaueM. Moskemo ra
MCKOPUCTUTHU 1A HepMHUIIEMO UMeP3Ujy

jo: WxR— M\ B
(p,1) = @u(i(p)),

e je (¢;)ier TOK PeboBor nosma R,. OBako geduHmucaHo j, 3a40B0/baBa

Joa =1i"pia+ a(R)dt
= \+dk + dt.
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MoskeMO mocMaTpaT ¥ KOMIIO3ULINjY
JIWxR-LW xR M\ B
(0 1) = (P, t = k(p)) = @iy (i(D))-
Ona 3am0BO/baBa

Jjra=0"(A+ dk + dt)
= A+ dk +d(t — k)
= \+dt,
mehytum, 7 !(c) je cnuka on {t = k(p)} npu j. Ca f,, OGHOCHO f_, O3HAUMMO
BpeMe Koje je oTpe6HO TOKY ¢ fa Aohe oxm i(p) mo 7 1(S* \ I) u obpaTHO. O6e
dbyHKIIMje orpaHNYeHe CY 0030 MO3UTUBHOM KOHCTAHTOM, IIITO MOKEMO BU-

IeTU U3 MIPeTXONHMX 3amaxkama 0 TOKy PeboBor mosba 6113y B. AKO yBeIeMo
03HaKy

Y ={(p,t) | k(p) = f-(p) <t <k(z)+ f+(2)},
oHgaje jly : Y — n~1(I) nudeomopdusam.
JKenumo na nepopmuiiiemo j*7 Kpo3 GyHKIMje pactyhe 110 ¢ yHyTap KOMIaKTHOT
MOJICKYTIA Off Y, TaKko Ja Ha BbeMy Baku j*m = ¢t + ¢ (mod 27). JacHO je [ia je 0BO
moryhe ako 1 camo ako umamo k — f_ < 0u k + f, < 0, IITO a IpUOPU He Mopa
6utu TauHo. Mehytum, moxkeMo younTu TokoBe ¥ u V') JInyBmiIoBux hbopMu A

u a|rl(c), pecIieKTUBHO, Te i ca IT0YeTKa JoKa3a 3aMeHUTn ca i, = W'  oio U,
Tapa ce pyHk1yMja k Memwa, y ckiany ca ifa = A\ + dkg, IO IPaBUITY

ita = WL (¢F (UFN)) = WL (% (e’ X))
= U (e’ A+ e*dk)
=A+d(e® ko),

OLHOCHO ks = e~ *(k o U,). Kako je k o ¥, ca KOMIIaKTHMM HOCayveM, TO ce 3a J10-
BOJbHO BEJIMKO s, PyHKITM]ja k, MOXKe YUMHUTU ITPOU3BO/bHO MajioM. OBO HAapaBHO
He Mema JOoWe OrpaHmnyewme 3a f, u f_.

Jlakie, MOXeMO MPETIIOCTaBUTH [a mocToju audeomopdusam j : Y — 7 1(1), u
€ > 0, Tako Oga Baxku

jfa= X+ dt, J T Wx(—ee) =t +c (mod 27),

IITO je ¥ Tpebasio JoKa3aTu. O



I';maBa 5

OTBOpEeHe Kmure u ypeabuBOCT

5.1 KonrakTHa XodepoBa HOpMa
Ha 1aToj KOHTaKTHOj MHOTOCTPYKOCTH (M, ) mocmaTpahemo rpymy
g = COHtQ(M, 5)

KOMIIaKTHO ITOAP>XaHUX KOHTaKTOMOI)(bI/IBaMa MN3OTOIIHUX UOEHTUTETHU, KaO 1 Ib€HO
YHUBEP3a/THO HATKPUBAKHE

G = Conto(M, €)

KOje Moyke 6UTY cxBaheHO Kao CKYIT XOMOTOTICKMX KjIaca IyTeBa y G KOjy IIOYMEbY
Yy UOEHTUTETHU.

Tephemwe 79. G je nmpupongHo nsomopdHO rpynu R -eKBUBapMjaHTHUX XaMUJI-
TOHOBUX AudeoMopdusama IMO3UTUBHE CUMILIEKTM3aliMje MHOTOCTPYKOCTU M.

Zoka3. Pagu uHTyuI1Mje, objanrmbaBaMo Kako MoAVKeMO KOHTakToMopdusam. Y
Ty CBpXy puKcupajmo ¢ € G u nepuHuilieMo

S T*M — T*M
TaKo IITO 3a GUKCUPaAHO [ € T™* M 1ocTaB/baMo
SY(B) = (v1)"B.
Haje peu o nudpeomopdramy BUAMMO U3 GYHKTOPUjaTHOCTH, jep OUUTJIETHO BaXKN
Sid =id, S(ph) = Spo Si.
Taxohe, R.(-eKBMBapujaHTHOCT OYUITIEAHO je 3a0BO/beHA, OHOCHO
SY(cB) = ¢ SY(p).

64
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[IpeocTaje mJa BUAMMO IITa Ce AellaBa Ca CUMIUIEKTMYKOM CTPYKTYpom Ha SM.
OHa je maTa KaHOHCKOM JInyBUI0BOM (hopMoM

(Aean)g(v) = B(dms(v)).

PauyH niokasyje

((Sw)*)‘can)ﬁ)(v) = (Acan)sw(ﬁ) ((dS?/J)B(U))

r7e CMO MICKOPYCTWIV YMEHEHUITY
mo Sy =1om.
Haxne, (S1)*Acan = Acan, OGHOCHO S je TauaH cuMmIieKTomopdusam Ha T M.

Jlo caya 13105keHO0 BaXKWIo 6U 1 3a pou3BosbaH audeomopdusam . Ho, ako je
1) HOJATHO U KOHTaKTOMOp@13aM KOju uyBa KOOpUjeHTalujy oHaa S uyBa SM.
3aucra, Heka je § € SM, OGHOCHO

5‘5 = 07 B(Ra) > 0.

Kaxko Baxku

(&) =&y U dT ((Ra)p) = ¢ (Ra)y-1(p)

3a HeKo ¢ > 0, jacHo je

SU(B)le=0 u SY(B)(Ra) > 0.

KonauHo, 3ak/byuyjemo na je Sv : SM — SM TauaH cuMIuieKTomopdusam.

Hamomumwemo Takohe ga S M mMoxkemMo TpuBMjanu3oBaTii Kao M x R., momohy

B (7(8), B(Ra)r(s)))
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Kaja rof, uMamo 1sabpaHy KOHTakTHY dopmy « Ha (M,§). Y 0oBUM KOOpIAMHA-
Tama,
St M x Rog — M x Rog

usIIena Kao

)= (40 505)

rae je A\, : M — R., PyHKIMja KOja 3a10BObABA 1 v = Ay .

[Ipeocraje ga MpoTymMaunMo 1 ieo TBpherwa 0 XaMMWJITOHOBOCTH MOAM3akha y CITy-
yajy ¢ € G.

[Tohumo on KoHTakTHe M3oTOMMje (¢4)ic0,1- HeKa je ca Y, 03HaueHO HeayTo-
HOMHO BEKTOPCKO T10Jbe KOje je reHepuiiie, OHHOCHO 3a7J0BO/baBa

d . d 1
El/)t(p) =Yi(vi(p) 1. Y= (E%) oy .

Ha ocHoBy meduuunuje 1o6mjamMo 1 IIaTKOCT moau3sama (Sv)cp,1). Pamm jen-
HOCTaBHOCTH, OBY CMMIUIEKTUYKY M30TOIMjy 03HAUMMO ca ®;, a ca X; BEKTOPCKO
T0Jbe KOje je TeHepuille, OGHOCHO 3a10BO/baBa
d
X, = (-cp ) o d; L.
P \ae )
&, je XamunToHOB Audeomopdnsam ako OCTOju xaMuITouujau Hy(—) = H(t, —)

3a X;, Tj. 3aJI0BOJbEHO je

Z'thcan = —dHt

Ha ocHoBy npBor fena TBphewa nmamo fa 3acse t € [0, 1] Baxu O; Aoy = Acan, T€
"3
d

aq)zv\can = (I)Z (['Xt)\can)

SaKJBYineMO LXt)\can = (0. Ha OCHOBY KapTaHOBe (l)opMyJIe caga ,Z[06I/IjaM0
0= EXt )\can - iXt d/\can + d(iXt Acan) - ithcan + d(iXt Acan)
u 3aKIby11y]'eM0 aa 3a XaMI/IHTOH]/IjaH MOXXeMO ITOCTaBUTU

Ht - iXt/\can - /\can<Xt)-
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[MToky1rajmo ma mo6ujeMo M HeIITO eKCIIUMIIUTHUjU 3anuc. Kako 3a cBe ¢ BaXku
7o ®; = 1); o, HA OCHOBY Jle(MHMUIIMje BEKTOPCKUX ITo/ba X; 1 Y; mobujamo ma 3a
cBe v € SM Baxu

dmy (Xi(7)) = Yi(m (7))

a 106mjamo

Hy(7) = Aean)y (Xe(7)) = 7((dm)4(Xi(7))) = v (Yal(m (7)),

Kao u R.g-exkBuBapujaHTHOCT H,(cy) = cHy(vy). VI3 HaBeleHOT, y IOMEHYTUM
KOOpAMHaTaMma y Kojuma a TpuBujanmusyje SM mobujamo

Hy(s,p) = s 0y (Yi(p)).

Yuyrap SM = M x R., kKaHOHCKM uAeHTUDUKyjeMo M x {1} ca M, mTo Hac
MoOTHUBUIIIE Oa QYHKUIUjY }N[t : M — R, maty ca f[t(p) = H,(1,p) 30BeMO KOH-
TakKTHUM XaMWITOHMjaHOM. [lakjie, KOHTaKTHU XaMWITOHMjaH MOxXeMo aedu-
HucaTu 1 6e3 pa3maTrpamwa CUMIUIeKTM3alKje. JefHOCTaBaH payyH MOKasyje 1a
KOHTaKTHU XaMUJITOHMjaH jeflHO3HAYHO ofpeljyje TOK — Y, je jeIMHCTBEHO BeK-
TOPCKO I0J/be KOje 3a50B0/baBa

OZ(K) = Ht n ZYtdCY = —dHt + Ra(Ht) Q.

O

HanmomeHna 80. 3a H; MoskemM0 ofgabpatu 6mio Kojy maTKy GyHKIMjy. AKO cIie-
LIMjaJIHO ofabepemo na H 6yme ayTOHOMHMU R (-eKBMBapUjaHTHM XaMWJITOHMjaH
Ha SM = M x R.q, fat ca Hy(s,p) = s [obujaMo jemHomapameTapcKy noArpyIry
R = R, < G, a BeKTOPCKO T0Jbe Koje je geduuuiie je yrmpaBo Pe60Bo BEKTOPCKO
nosbe R, narocaip o = 1,ig, do = 0. IIpuponuu xomomopduszam R — R par je
cat— ¢h .

ITyTY (¢¢)icio1) ¥ G, HA OCHOBY PUAPYKEHOT KOHTAKTHOT XaMIWITOHMjaHa, H;, =
a(4p,), monebyjeMo BeMuMHy KOjy 30BeMO KoHmakmHa Xopeposa dysiuna, ne-
dbuHMCcaHy ca

1
la((¢e)ico) :/0 mﬁX|Ht|dt.
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Hedbununuja 81. 3a pukcupany KOHTaKTHY popmy a Ha (M, ), KOHTAKTOMOD-
duszam ¢ € G u Kiacy J € G nedunnuremo Xodepose eHepruje ||, n \J o Ca

inf Co ((01)icpo)),

TAe y cay4ajy ¢ yaumamo MHGUMYM 1o CBUM M3o0TonujaMma {1} Koje 3a4,0B0sba-
Bajy 1 = 1, a 'y cay4dajy zZ 110 CBMM 4Mja je Kjacay G Gar 1Z Akocam:G — G
03HA4YMMO KaHOHCKY IIPOjeKLMjy TPUBUjAITHO BaXKU

Yo = inf |¢la.
m()=p

Teopema 82. ([41]) XodepoB pyHkiIMoHaAN eHeprije MMa ciiefeha cBojcTBa. Heka
Cy p,v € G npon3Bo/bHU. Tama Baxu

(1) (HemereHepmcaHoCT) ||, =0 <= ¢ =id,
(2) (HejenHakocT TPOYINA) [p1h|a < [@la + [Y]as

(3) (cumeTpuuHOCT) [~y = [¥]as

(4) (mpupopHocT) |ty = [¢

pras
360r TOra, 30BemMo ra KOHmaxkmuom Xopeposom HOPMOM.

HammomeHa 83. XodepoBa eHepruja nmocMaTpaHa Ha G TaKolhje rocejyje CBOjCTBa
(2)-(4), anu He HYXHO U (1).

5.2 VYpensbuBocT

VY cemuHanHom pagy [18], Enujam6epr u ITonTepoBud nqedmHUITY penannjy Ha G
Koja 1oj ogpehjeHum ycimoBuMa mocTaje penaiyja rmopetka. KoHTakTHe MHOTO-
CTPYKOCTM KOje UCITyHhaBajy OBe yCJIOBe YOP30 MOCTajy MpeaMeT UCTPasKMBaha
3a cebe Te OMBajy 13ABOjeHe Kao MoceOHa Kjiaca MHOTOCTPYKOCTH KOje JaHac 30-
BEMO ypeI/bUBMM. 300T OpOjHMX UMILIMKAIMja KOje YpeI/bUBOCT MMa Ha JIpyTe,
YyecTo U paHuje UCTpaskuBaHe peHOMeHe Y KOHTaKTHOj TeOMeTpUji, OHa 0 JaHac
oCTaje y KIsKM TIakibe MaTemMaTudapa u3 obnactu. Harr 1i/b y OBOM ITOT/IaBIbY
je ma u3noxkMmo akTyesnaH pesyintar lllenykmHa 1 Xeqnukea, KOju y CBOM JOKa3y
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KOpMUCTe YIIpaBOo AeKOMIIO3UILINjy OTBOpeHe KibUTe, Tpeliu3Huje, uaeanHe JKupy-
oBe popme, 0 KojuMa je 6miio peun y ITornasspy 4.3. Ca TMUM Ha yMY, TPEACTaBUMO
1ojaM ypenjbUBOCTU.

Ha KOHTaKTHOj KOOPUjeHTUCaHOj MHOTOCTPYKOCTH (M, £), TIeT/by KOHTAaKTOMOD-
buszama geduHMUIIEMO K0 MIATKO IpecinkaBamwe ¢ : S = R/Z — G. Kao 1o
CMO BUAEIN y IIPEeTXOAHOM OZieJbKY, IeT/be Cy reHepycaHe 1-mepuoguYHMUM KOH-
TaKTHUM XaMUWITOHUjaHMUMa. [TeT/by heMo 3BaTy HeHeraTMBHOM aKo je ’heH KOH-
TaKTHM XaMMWUJITOHMjaH HeHeraTMBaH (Y OJJHOCY Ha TTO3UTUBHY KOHTAKTHY (popmy
@), @ CTPOTro MO3UTUBHOM aKoO jOj je KOHTaKTHU XaMUJITOHMjaH CTPOTO MO3UTU-
BaH.

3a gare o, J eg nebUHUIIIEMO peslalujy

P =v < & % ce MOKe peCTaBUTY HEHETaTUBHMM IIyTEM Y G.

Ha 3aTBOpeHOj MHOTOCTPYKOCTH, pejaliyja < je yBeK peduieKCcMBHA U TpaH3U-
TUBHA, HO HIje YBeK aHTUCUMEeTPUUHA.

Heduraunuja 84. KoopujeHTcaHa KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT je ypeI/b/Ba akKo
=< meduHMUIIIE penalujy mopeTka Ha G.

V [18] je moka3ana cinefeha kapakrepusanuja (TBphema 2.1.A u 2.1.B).

Teopema 85. 3aTBOpeHa KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT je ypel/b/Ba aKo M CaMO aKo
He JOITyIlTa CTPOTo MO3UTUBHY KOHTPAKTUOMIIHY MeT/by KOHTaKTOMOp(du3ama.

Hammomena 86. Ha cinyaH HauMH MoKe ce aeduHMUCATA U peialiyja Ha G II0-
craB/bajyhut ¢ =< ¢ ako ¥ caMO aKo ITOCTOju HeHeraTuBaH MyT of id Mo ¢ 19y
G. OBako nedbunmcano < he 6uTHK penaiiuja mopeTka ako 1 camo ako He MOCTOje
MO3UTKUBHE (KOHTPAKTUOWIHE WK He) neT/be Y G. OBO CBOjCTBO 30BEMO jAKOM
ypeodmwusouihy, 0MHOCHO ype/byuBolithy camor G.

VcniutuBamwe ypen/buBOCTM KOHKPETHE MHOTOCTPYKOCTU HMje jeHOCTaBaH II0-
cao. [Ipumepa paau, O3HATO je 4a Cy NPojeKTUBHM npocTopu, RP***! ca cran-
IapJHOM KOHTaKTHOM CTPYKTYpOM, ypelbuBu (BumeTu [18], [45]). Behuna mpu-
Mepa Heypea/bUBMX KOHTAKTHUX MHOTOCTPYKOCTM, YK/byuyjyhu U ciydaj cTaH-
OapOHMX KOHTAKTHUX chepa S?"F1) myro je nmpoHajaskeHa Ha OCHOBY IIPMHLINAIIA



ITIABA 5. OTBOPEHE KHHUTE U YPEJIJBUBOCT 70

rokasaHor y [17], a Koju Kaxke Jia je 3a cBe JIMyBMI0Be MHOTOCTPYKOCTY KOHAY-
Hor tumna W, u cBe k > 2, umeayiHa KOHTaKTHA rpanuia og W x CF, Heypenbusa.
Wnak, 1 Hau3miex jeJHOCTaBHA MUTaka, MOIMYT TOra Aa JIM je CTaHAapAHa KOH-
TaKTHA CTPYKTypa Ha S! x S? ypembuBa ayro octajy 6e3 omrosopa. IIpyHIMIT KOju
usnaxemo y ciegehem ogemky npyskuhe, nsmehy ocrasor, 1 ogroBop Ha 0OBO Mu-
Tamwe.

3a Kpaj omesbka, Aa 61McMO Ha KOHKpeTaH HauMH UCTAK/IM 3HaYaj rojMa ypeasbu-
BOCTMU, HAaBOAMMO U cienehy npumeHy. Anad Bajuctus, 1978. rogune, hbopmy-
JIuIIe XUIOTe3y, Koja TBpau Aa Pe60Bo 1Mo/be Ha KOMITAKTHOj KOHTAKTHOj MHO-
TOCTPYKOCTU MMa MepuoauuHy opouty. Besy ca ypemsbusoirhy kopucre Anbepc,
®dykc 1 Mepu, Te moKasyjy:

Teopema 87. ([1]) BajucTMHOBa XUIoOTe3a je TauHa 3a CBAaKy 3aTBOPEHY, He jaKO
ypeI/bUBY, KOHTAaKTHY MHOTOCTPYKOCT. AKO je KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT U He-
ypel/bMBa, OHAA 32 MTPOU3BO/bHY KOHTAKTHY (DOPMY IMOCTOjU KOHTPAKTUOMITHA
3aTBOpeHa Pe6oBa opbuTa.

5.3 JlabGaBe JIexxaHApPOBE MOAMHOTIOCTPYKOCTU

V KOHTaKTHOj reOMeTpPUjyu U TOOJIOTUjU TTIOCTOjU CBENIPUCYTHA AUXOTOMMjaA U3-
Mehy purngHocTu u pnexcubunHocT (Bunetu [16],[6]). Y oBom KoHTekcTy, EMu
Mapdu y [36] nedbunuiie Kaacy Beoma dhaekKCMOMIHMUX JIeskaHAPOBUX TTOAMHO-
TOCTPYKOCTU M Ha3uBa ux nabasum. [epuHuiiyja je 3acHoBaHa Ha KOHKPETHOM
JIOKQJTHOM MOZeIy IpeJ, HaMa.

[TocMaTpajMo cTaHAAPAHY KOHTAKTHY 3-IONTY paaujyca 2, B3(2), ca KOHTaKTHOM
dbopMoM oy = dz — z dy ¥ GPOHTATHOM MpOojeKIujoM (x,y, z) — (y, z). Heka je
JleskanmpoBa kpuBa y B3(2), ca ppoHTanmHOM mpojekinjom Kao Ha Caumiin 5.1.
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Cnuxka 5.1: ®poHTanHa rpojekiinja JiexxaHaApoBOr JIyKa

HamomuibeMo [1a ycioB Ja je v JleskaHApoBa 3a yinaramwe i : v — B3(2) miacu
i*ap = 0 mTo 3a mapamerpusauujy v(t) = (z(t),y(t), z(t)) maje 3a cBe t: 2'(t) =
x(t)y'(t). Jaxie hpoHTaMHA MpojeKLyja ca CMKe jefHO3Ha4YHO ofpehyje v. 3a
r > 1 mocMaTpajMo U CKYIIOBe

Vi=A(g,p) e T"R" | |¢| <7, [pl <r} m Z,=V,Nn{p=0}

Tana je L, := v x Z, Jlexaugpoa y (B3*(2) x V,, ap + )), IIe je ca X 03HaueHa
KaHOHCKa JInyBuioBa opma.

Hedununmja 88. [ToBesaHa JIesxaHApOBa MOJAMHOTOCTPYKOCT Ly (M*" 1 €), roe
je n > 2, Ha3MBa ce Jla6aBOM aKo IOCTOje oTBOpeH U C M, r > 1 U KOHTaKTO-
Mopdusam o : U — B3(2) x V3 Taksu gaje o(UN L) = L,. Iap (U, U N L) 30BeMo
nabaBoM KapToM 3a L. 3a HeIlloOBe3aHO L KaskeMo Jia je 1abaBo YKOJIMKO je cBaKa
0Jl, KOMIIOHEHTU TI0Be3aHOCTH JlabaBa yHYTap KOMIIEMEHTa OCTajuX.

DeKCMOWITHOCT O KO0joj je 6110 peun orieqia ce y h-ipuHIUITY (BuaeTu [12]) Koju
y [36] mokasyje Mapdu. V3 wera cinenu, y KOHTEKCTY OBOT IOIJIaB/ba, BEOMa Ba-
’KHO TBpheme Koje nokasyje Hakamypa y [37].

Teopema 89. Hexka je (M, ker o) 3aTBOpeHa KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, L HeHa
3aTBOpeHa J1abaBa JlexxaHgpoBa MOAMHOTOCTPYKOCT ¥ HeKa je (¢¢)ic(0,1] U30TO-
nMja KOHTaKTOMOp(du3ama Koja ounbe y uaeHTuTeTn. [IpetnocraBumo aa mno-
cToju 1abasa kapta U 3a L TakBa Jia je KOHTakTHa XodepoBa HOpMa OrpaHuYeHa
cac; > 0HaG(U) My > 0HaG(p1(U)). Taga 3a cBe § > 0 IOCTOjU KOHTAKTHA
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usotonuja (1r)icio,1], KYKUHE (o(Yy) < ¢1 + ¢o + 6, TakBa Ja je Y1 (L) = ¢1(L) u
Uy (L) je CO-6musy o, (L) 3a cBe t.

5.4 VYpep/puBocT M KOHTaKTHaA XodepoBa HOpMa

V [24] noka3aHo je fa ako je (M, ¢) 3aTBOpeHa, jako ypea/buBa MHOTOCTPYKOCT
1 ¢ Pe60B TOK Heke KOHTakTHe (popme « 3a BpeMe ¢t € R oHZa Baxku |o%|, = ||
(Bugetu Jlemy 3.1 uIlocienuity 2.4y [24]). TpuBujamHa nociaenuiia oBor TBphemwa
je ma, YKolImMKo je KoHTakTHa XodepoBa HOpMa orpaHmueHa ayx Pe6oBor Toka
HeKe KOHTakTHe ¢hopMe, OHZA MOCTOj MO3UTUBHA KOHTPAKTUOWIHA MeT/ba 'y G.
Cnepehe TBpherbe IIOAVIKe TPETXOLHY OpCepBaliMjy 1 Ha G, OMHOCHO IpeHa4aBa
JIVICKYCH]Y O jaKOj YPeIJbUBOCTU Y AUCKYCHU]Y O YPEIJbUBOCTM.

Teopema 90. Heka je ¢ nogusamwe Pe6oBor Toka KOHTakTHe (popMme o Ha G. Ako
BOXM |pf| < t 3a HeKo t € R oHpa je (M, &) Heypen/buBa.

Joka3. [Tomenyta Jlema 3.1 u3 [24] mosKe ce afganTUPaTH TaKo [a I7acu:

3a ImyT KOHTaKTOMOp®u3ama (¢;)icjo,1] TOCTaBMMO

! d
ci= / mina(—got) dt.
g M dt

3a cBaKo ¢ > 0 IIOCTOjM MYT (v ):c(0,1) € $r TAKO Ja 3a cBe t € [0, 1]
na(Ly,) e S, c+0 (
m]\}na(dtwt> (c—06, c+9). )

[Tokaxxumo fa ako je (M, ) ypenbuso oHJa je ||, = |t| 3a cBe t € R.

3a 1oueTax, Baxu (¢ )scio,1] € Py M CTOra 10 Je@UHULIMjU MMaMo fa 3a cBe t € R
BaXKU

p7] < ga((@?t)se[o,l])
1
d (07
:/0 mﬁﬂ“(%%t)
1
_ / max [a(tRy)| ds
0 M

= [t],

ds
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Jakie Tpeba MmokasaTy fa He mocroju t € R TakBo ga je o], < [t|. Kako je
|2%o = |(#¥) 71|, IOBOJBHO je MPeTIIOCTaBUTH Ja OCTOju ¢ > () TaKBO 1a |F%| < t.

ITo meduHuIMjM KOHTaKTHe XodepoBe HOPMe Tafa MOCTOU (1)s)sep € ()"

/t mj\}na(d%ws) ds = c,
0

rae je |c| < 1, omHOCHO Baxku 1 + ¢ > 0. Ha OCHOBY (%) MOXeMO MPETIIOCTaBUTHU

TaKBO JIa BayKU

7a je miny, (<L) TPOU3BOIBHO GIU3Y c.

[TocraBuMoO ¢ = p¥o01),3a s € [0,t]. Tama Baxku @y = id = ¢ o ()1 = oty =
®;, 0mMHOCHO (P,)sc[0,4 j€ MeT/ba. JJogaTHO ©F ‘{/;t = idma je ped 0 KOHTPAKTUOWITHO]
newbu. 3a PUKCUPAHO p € M umamo Ja 3a $(s) := O, (p) Baxkn & = H|x g2, TOE
je H(s,u) = p%(¢,(p)) u A(R?) nujaronana y R?. Ha ocCHOBY TOora pauyHaMo

L) = Ln(@.(0)) + et (v (,(0)))
= Ro(®4(p)) + (92). Xs(P4(p)),

OOHOCHO

d
_(I)s = Ra o *Xsa
P + (¥5)

rie je X, reHepuiryhe BeKTOPCKO Mojbe 3a ). [Ipema ToMe KOHTpaKTUOMITHA TTe-
T/ba (P,)sc(o, 380,0BO/bABA

d
mina(—(PS) =1l4+mina(X;) >14+c—95>0
M ds M

rae je ) u3abpaHo JOBOBHO Masio. HamoMumeMo f1a je KopuirheHo 1 [1a je CBaKu
Ol KOHTAaKTOMOp(u3ama ¢§ CTPOr. 3aK/bydyjemMo aa je (D) cjo,q MO3UTUBHA KOH-
TpakTUOMIHA eT/ba y G, OMHOCHO (M, £) je Heypen/bUBO. O

Ham cniepehu insmb je ma mpoHahemo Be3y n3aMmeljy oTBOpeHMX KibUTa M KOHTAKTHE
Xodepose HOpMeE.

Jlema 91. Hexka je (B, ) lekoMI0311Mja OTBOPEeHe KibUTe afanTyupaHa Ha KOH-
TaKkTHY CTPYKTYpYy (M, &) u  ugeanna JKupyosa dopma. Heka cy W, nBe cTpa-
HUIle OTBOpeHe Kibure U L. HUXOBU CKeleTu y OgHOCYy Ha JIuyBuioBe dhopme
Koje uHayKyje (5. Taga mocToju KOHTaKTHO BEKTOPCKO Iojbe X UMjyu TOK 3a[0BO-
JbaBa Ja 3a 6MJI0 Koje JiBe JMCjYHKTHe OTBOpeHe okouHe U, of, L mocTojuT > 0
TaKBO Oa Baxu or(M \ U_) C U,.
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Jloka3. Be3 ymamema OMIITOCTY HpeTnoctaBumo W_ = 7 1(0), W, = = (7).
Hexka je V = B x D? okonMHa [oBe3a Ha Kojoj (3 y3suma ¢opmy 3 = df + % 1 Heka
je f(r) Heonagajyha dyHKuMja jenHaka HeKOM 0 < ¢ < 1 6mu3y 0 u r 6aU3y 1.
[Tocmatpajmo GyHkiujy H = f(r)rsinf Ha B x D? u HeKa je X KOHTaKTHO BeK-
TOPCKO I10/be Ae(PUHICaHO KOHTAKTHUM XaMUITOHMjaHoM sin @ Ha (M \V, S|anv)
U geduHMCAaHO KOHTAKTHUM XaMuaToHujanoM H Ha (V, r?3). BeKTOpCKO Iojbe
X je rmaTko jep 6mu3sy OV Baxku H = r? sin 6.

Hexka je (W, \) TauHO cuMIuiekToMOpdHO cTpaHuiiama. TBpheme 78 rapaHTyje 1a
MOCTOjU € > O M ynaramwa iy : W x (—e,¢) — M Taksa 1ia je
" " T_ T 1

Ha i (W x (—¢,¢)) Baxku
X =cos (iy)«Z +sinb Rg,

rae je Z JInyBMIOBO BEKTOPCKO IOJbe Ha WW. JegHOCTaBaH pavyyH IMOKa3yje 1a Ha
V Baxxku

rf —rif

/
X:TsmeRﬁrf 7

sin 6 9y — gcosﬁar,

ofaKie cieau
! 3 0
dr = d(r cos 0)(X) = —W <<
ook Ha V' \ K umamo

:rf’+f .

sin 6 > ¢ sin 4.
2r 2

Ha M\ (VUWL.) Baxku 5(X) =sinf # 0.

do(X)

V3 npeTxomHMX oricepBaliuja 3akbydyjeMo cienehe:
e Hyse BekTOpCKOT mojba X CBe jiexke y ckejietuMa L.

e Ha cTpanuiiama W, BeKTOPCKO mosbe X MPOIOPIMOHAHO je JINyBUIOBOM BeK-
TOPCKOM I10/by M TO ca KOHCTaHTamMa 1 Ha W_u —1 Ha W,.

e Kako Ha V Baxkm dz(X) < O Kao u

/!

dy(X) =d(rsind)(X) = %Cosﬁsine

naxne dy(X) = 0 6nusy B. Crora, MHTerpajgHa KpuBa ¢, (p) ceue B ako U caMoO
akop € W_\ L_, Te moTom ynasuy W,.
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Omabepumo nomeH P C W_ ca rJiaTKOM 3Be3JaCTOM I'PaHUIIOM U ¢ > 0 OBOJbHO
MaJjo Ja BaXku
A+ — Z+(P X (—6, 5)) C U+.

TeBpmumo na sacse p € M\ L_nocroju 7, > 0 TakBO ga ¢ (p) € Ay 3acBet > T),.
JacHO, Ha OCHOBY KOMIIaKTHOCTU M \U_ C M \ L_ YKOJIMKO je 0BO TAYHO MOXXeMO
omabpaty 1 yuudopmHo 1" U3 ucKasa TeopeMe. Pa3nnKyjeMo aBa ciaydaja.

1° pe W_\L.)UBUW,

[To mpeTxo[HOj AMUCKYCHjH jaCHO je Ja y OBOM CTy4ajy MMaMo ¢, (p) € W, U B 3a
cBe t. Takohe Bugenu cmo 1a ¢;(p) ceue B Te Ia ce HAKOH Tora 3agpxkaBay W,
Kao ¥ Ja HamywTa V' 3a KoHauHo Bpeme. Ha W, \ V, ¢, ogroBapa HeraTMBHOM
TOKY JINyBMUIOBOT BEKTOPCKOT 10J/ba Ha W, 1a TBphewe cnenu u3 unmbeHuiie fa
je 9(V N'W, ) rnaTka 3Be3gacra xumneprnospumy W, .

Cnuka 5.2: JIunuja Toka Kpo3 Tauky p € W_ \ L_

20 pe M\ (WyUB)

Ha M \ V umamo fa je X KOHTaKTHO 3a sin § y OTHOCY Ha (3 T1a BaXku

X =sinf Rz +Y, iydf = d(sin)(Rg)[ — d(sin0).
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3axpyuyjeMo d(sinf)(Y) = 0mud(sin0)(X) = sin 0 d(sin0)(Rg) = sinf cos 0 df(Rp),
1a Kako je d(sin ) (X) = cos 6 df(X) nobujamo

df(X) =sinf do(Rp).

Kaxo 3a ngeanny JKupyosy popmy Baxku df(Rg) > 0 Ha M \ B 3ak/bydyjeMo Ja je
IIY>K IMHYMja TOKA ¢ (p), df OTpaHMY€HO WM OJ03T0 MUY OF0340 Ha M \ (W_ UBU
it (W x (—0,8))) y 3aBUCHOCTY O], 3HaKa sin 6, Te ¢;(p) 3a KOHAYHO BPeMe yIIa3u y
i (W x (=6,0)) m u3nasu u3 V. [IpeocTaje TeXHMIKM 3aXTeBaH €0 JOKa3a Koju
npeckauemo (Buzetu Jlemy 2.7 y [25] u Cniuky 5.3), anu Koju ce y MOTITyHOCTU
CBOIM Ha oricepBauujy fgaje Hai (W x (—0,9)) \ V npojexinuja KOHTaKTHOT BeK-
TOPCKOT 10/ba X Ha CTPaHUILY ITPOTIOPIMOHATHA JINYBUIOBOM BEKTOPCKOM I0/bY
ca koe(u1MjeHTOM TPONOPLMOHATHOCTM KOjU Texku —1.

Cnuka 5.3: JIuauja Toka Kpo3 Tauky p € M \ (WL U B)

OBUMe je JOKa3 3aBpIIIeH. O

HammomeHa 92. TBphemwe Koje cMO yIIpaBo MOKa3ajiu MoxXeMo pedopmyincaT
Ha cineaehu HauMH. Hanme, ako cy W, MHTepuOpu ABe CTpaHMIle ca CKeJieTuma
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L. TIOKa3aHo je Ja IMOCTOj¥ BEKTOPCKO MOJbe UMjU TOK ¢; 3a10BO/baBa Jia 3a CBaKuU
oTBOpeH U D L_ Baxu

MM \U) = L.

£>0

Jlema 93. Heka je (U, \) = (W x (—¢,¢), dt + ). Taga je koHTakTHa X0odepoBa
HOpMa OrpaHnyeHa Ha G (U).

Jlokas. Hekaje (fs)scjo1) KOHTaKTHA M30TONMja y U MoAp)KaHa y HEKOM KOMIIaKT-
HOM Ky C W X (—¢eg,e9) M HeKa je K1 C W X (—&1,£1) KOMIIAKTaH CKyIl TaKaB
Iaje Ky C int K;. YOUMMO KOHTaKTHO BEKTOPCKO Mo/be X aTO KOHTAKTHUM Xa-
MWITOHMjaHOM «(X) = —t. X MoXkeMo 3amnucaTtu Kao ad; + Y roe di(Y) = 0.
JenHauMHe Koje jeqHo3HaUHO oxpehyjy X Taga ysumajy ¢popmy:

a+ANY)=—t,  iydh=—)\

OfaKkje 3aK/byuyjeMo a = —t 'Y = —Z, rae je Z JINyBUIOBO BEKTOPCKO I0JbE
Ha W. Ca (ps)s>0 03HAUMMO HeroB TOK. Kako Baxm LxA = —)\ 3aK/bydyyjeMO
na Baxu opmyna os(to, p) = (e *ty, ns(p)), re je ca (1;s)s>o O3HaUeH HeraTMBHU
JInyBunos Tok Ha (W, \). [lon, oBMM yclI0BMMa jacHO je Aa MOXXeMO fedyuHucaT
KOHTAaKTHM XaMWJITOHM]aH h, 3a CBe s > () KOju 3a0BOJ/baBa:

® hglp, (ko) = (X)

e hy = 0 BaH ¢,(K;)

e maxy |hy| < gpe™® + de 7,

npu uemy 6 > 0 MoXkeMO ofabpaTy MPoU3BObHO MaJIo.

Hexa je (gs)s>o M30TONMja reHepucaHa ca (hs)s>o ¥ NPUMETUMO [a OYUITIEHO
BaXKU gs| i, = @5 3@ CBE S, KAO U |gs|o < €9+ 0. Beh cMo Bupenu ga Baskut Ly A = —\
naje pta = e *a,aHa Ky uMaMo g a|k, = e *a|k,. Ha ocHoBy Teopeme 82 nmamo

| fila = 19505 /1955 o
= }ES (gglflgs) Es_ll

S 2‘§s’a + ‘fl gia
< 20+ 26 + €| fila,

«
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rae je uckopuirheHa YnMmbeHNUIIA A CY TYTeBU (g, ' f,9s)reo1] Y (Grs' frGrs)refo,1) XO-
MOTOITHM ca pMKCUPAHMM KpajeBMMa, a 3ajeJHMUKa Kacay G (U) o3HaueHa je ca

951 f19s M jenHaka je fq’;lflgs. 3ak/byuyjemo, y3umajyhu s mpou3BObHO BEIMKO U
0 TIpPOU3BOJBHO MAJIO, Jla BaXKN |f1‘a < 2¢9. O

HammomeHna 94. Jlema 93 cnenyjaJiHO MMIUIMIIMpA JIa je KOHTaKTHa XodepoBa
HOpMa OrpaHNYeHa Ha G (B2 ), rae je (B2 dz— i1 Yy; dx;) cranzapaHa lap-
6yoBa JIOITa.

TBphewe 95. Heka je V = M \ L_. Tana je koHTakTHa XodepoBa HOpMa, Y
OIHOCY Ha O6MJI0 KOjy KOHTAaKTHY (popMy Koja ce mpoayskaBa Ha M, orpaHMYeHa

Ha G(V).

Zoka3. Ca n 03HAUMMO PeCTPUKIMjy KOHTaKTHe ¢opme ca M Ha V. Omabepumo
U., okonuHe of, Ly KoHTakToMopdHe ca (W X (—¢,¢), dt + \) U Heka je 1, TOK
u3 Jleme 91. Heka je UcuU. OTBOpEHAa OKOJIMHA Of, L unje 3aTBOPEhE JIEXU Y
U_.Kakoje V'\ U ca KOMIIAKTHUM 3aTBOpeweM npema Hanomenn 92 mmamo aa
nocroju 7' > 0 3a koje je (V' \ (7) C U,. [IlpumeTnmo Takohe fa BaXXu u n|y, =
sia, TOE Cy s OTpaHMueHe Mo3uTuBHe QyHKIMje Ha U, (OTpaHMUeHOCT caenu 13
n = (|y roe je 5 dopma Ha kKomnakTHOM M). OpaBge umaMmo |f|, < |Bleo|f|a 3@
cBe f € G(Us ), na je IO PETXOIHOj JIEMH | - |,, OTPAHMYEHO HA IPOCTOPY CBUX f
KOju MMajy npencTaBHMKe KOMIIAKTHO IoAp>kaHe y U.

Ila 611CMO 3aBpIIIN OKa3 TBpherma M I0/Ia3uMo of f, € G (V') ca npencras-
HUKOM ( f;)sc(0,1) KOMIIAKTHO MOAPKaHUM y KX C V. MoXeMo yrioTpeouT uieH-
TUYHY TEXHUKY Kao y foka3sy Jleme 91 1 UCKOPUCTUTY KOHTAKTHU XaMUJITOHMjaH
h(t,p) = t MmomM@UKOBaH TakKo Ja J0O6MjeMO KOMIAKTHO MOApPKaHy MU30TONNUjY
(Js)szo Ha U_ KOja 3a0BO/baBa fia 3a HeKo T Baxxu vy (K NU_)NU = (). [o6u-
jamo Taga

‘fl’n S C, + |ﬁ1‘m

rae je F, efeMeHt G (V') npencraBibeH ca (7. fswil)se[o,u, a C_ KOHCTaHTa "3
Jleme 93, Koja 3aBucHU camo ox usbopa U_.

KonauHo, KaKo je (Fj)cjo,1] KOMIIAKTHO ITOJPKaHO Y V\[~], (wTst;l)se[O,l] je Kom-
MaKTHO MoAp>kaHo y U, U cTOra BaXXu

|.]?1‘n S C— + |ﬁ1|n < 2|¢T|n + O_ + C+
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YyyMe je IoKa3 3aBpIlIeH. O

[Ipe Hero iu Tpehemo Ha LieHTpajJHe TeopeMe [IajeMo joIl jeIHO MPUIIPEMHO
TBpheme.

JIlema 96. Heka cy K, KOMIIaKTHY ITOJICKYIIOBY KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTU (M,

§) M HeKa je ( ft):c(o,1) KOMIIAKTHO IO p’kaHa KOHTaKTHA M30TOIMja 3a KOjy je fi (K )
NK,=03acsetc[0,1]. Tagaje f, = f; o f;" rHe ¢y f KOMIIAKTHO MOApPKaHE y

M\ K.

Joka3. Kako cy K, KOMIAKTHM OCTOju OTBOpeH U O K TakaB Ja A = Ute[o’l]

fi(U) He ceue K. Heka je VV OTBOpeH CKyIl ca KOMIIAKTHUM 3aTBOPEHEM KOjuU
cagpxu A u He ceue K. MoaudukyjMo KOHTAaKTHU XaMUITOHMUjaH U30TOINje
(fi)te.1) TaKO fa Ha U ocTaje HEIPOMebeH a BaH V [0CTaje KOHCTAHTAH U HhIMe
reHepyCaHy KOHTaKTHY M30TONNjy 03HauMMoO ca (f;")icp1y. JacHo, (f;")icio1] je
KOMIIAaKTHO nofpxkaHa y M \ K. [loka3 3aBpiiaBamo nocrasmajyhu f, := f; o

(fi)~ N

Teopema 97. Heka je (M?"! ¢) 3aTBopeHa KOHTaKTHAa MHOTOCTPYKOCT TJ€ je
¢ KOHTAKTHA CTPYKTypa aJanTypaHa AeKOMII03UIMju OTBOpPeHe Kibure ca BajH-
CTMHOBOM CTpaHUIIOM W 4uju je cCKejeT y OJHOCY Ha HeKy uaeaysny JKupyoBy
dbopmy o3HaueH ca L. Tama Baku:

(1) Axo je W cyOKpUTHMYHO KOHTakTHe X0o(epoBe HOpMe Cy OoTpaHMUeHe Ha G U

g.

(2) Ako je n > 2 u L m1aTKa ¥ 3aTBOpeHa jabaBa JleskaHIpoBa MOJIMHOTOCTPY-
KOCT of, M, OHJia je 32 CBaKy KOHTAaKTHY (D OpPMY o peCTpUKIIMja KOHTaKTHe Xode-
pOBe HOpMe Ha TPyMy CTPOrUX KOHTaKToMopdusama G, ¥ lbeHY MHBEP3HY CJIMKY
Y YHUBEP3aJIHOM HaTKPUBAKY Ga OorpaHMyYeHa.

JacHo, y 06a ciyuaja (M, ) je Heypen/bUBO.

Zoka3. (1) Heka je ca 5 o3HaueHa uneanHa JKupyosa ¢opma 3a (K, 0) u HeKa cy

W_ = 671(0) u W, = 0~ '(x) crpanutie ca ckenetruma L. CyGKPUTUYHOCT U3

—1
MIPeTIIOCTaBKe TBphera 3HauM L, = L(i" ),
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[Tohumo ox ipousBosbHE U30TOMHMjE ( fi)icfo1]- TBPheme 5.2 y [13] rapaHTyje mo-
cTojarbe usoromnuje (f))icio,1) Koja je C°-6mu3y (f)iep,1) ¥ 3aM0BO/bABA AONATHN
ycnoB f{(L-)NL, = ()3acBet > 0. Ha ocHOBy Jleme 96, f/ ce MOXXe 3amucaTyi Kao
fi o fi",tme cy f;, f;7 KOHTaKTHe M30TOIM]je KOje 3aJ0BOJbaBajy yciaose TBphera
95, ma uMaMo Ja Baku

fila <17 la+ 1 fila < C,

rze je C KoHcTaHTa 13 TBphema 95. [locmaTtpajmo usoronnjy g; = (f/) ' f;. Kako
(f{)tefo,1) GpPamo CY-6mm3y ( Jt)te[0,1] MOKEMO IIPETIIOCTABUTH 1A je (gy)ic(o,1] CO-
MaJjo, Te Kako €y L_ ¥ L, OUCjYHKTHM KOMIIAKTM MOXKEMO IPETIIOCTaBUTU U
g:(L_)N L, = () 3acBe t. 360r Tora 106Mjamo u

Gila = (D) fila = () ila < C.

OBuMe je moKa3 3aBplileH jep caga MMaMo
~ N~ .
|fila = [f1(f1)  fila < 2C.

(2) Heka je W_ mocmaTpaHa CTpaHMIA U L_ HEeH CKeJeT, KOju je yjeqHO U Jia-
6aBa JlexxaHApoBa MOAMHOTOCTPYKOCT of, (M, &), Te Heka je U nabaBakapra3a L _.
Kako je U lap6yoBa jomTa, Ha ocHOBY Hamomene 94 umamo ga noctoju C; > 0
KOje orpaHMyaBa II0cMaTpaHy KOHTakTHy Xodeposy Hopmy Ha G(U).

Heka je caga (¢¢).cjo,1) YT KOHTaKTOMOpGM3ama 3a KOju je ¢, CTPOT KOHTaKTO-
Mop@du3sam. JacHo je na je ¢;(L_) nabaBa JlexxaHopoBa MOJIMHOTOCTPYKOCT o, M
ca 1abaBoM KapToM ¢ (U). Kako je pja = o mobujamo 1a je | - |, OTpaHMYEHO ca
CyuHaG(p(U)).

Ha ocnoBy Teopeme 89 3a cBako § > ( IIOCTOjM KOHTAKTHA M30TOMM)a (V)¢)rcfo1]
KOHTakTHe XodepoBe AyXyHe Mamwe of § + 2C TakBa faje ¢ (L_) = ¢1(L_) u
U (L_) C°-6musy ¢, (L_) 3a cBe t € [0, 1]. OmaBme 3ak/bydyjemo aa je (1, ‘o) (L_)
C°-6mm3y L_, rma Kao y mokasy mesna (1) mocroju Heka cTpanniia W, ca CKeJIeToM
L, TakBa ma moxkemo cmarpatu (1, '¢,)(L_) N L, = () 3a cBe t. HamoMumemo
na je n3bop W, HesaBuCaH Of, (¢¢)ic(o,1]- [IoHOBHOM ynioTpe6om Jleme 96 u TBp-
hemwa 95, mobujamo ma nocroju KoHcTaHTa Cs KOja He 3aBUCHK Of, (¢4 ):c(o,1], @ KOja
orpaHuyaBa yw}‘l@ya 3a OIMCcaHy U360p (1;)ico,1]- J€IHOCTABHO 3aK/bydyjeMo:

~ ~ ~ —1 _
1G1]a = [1tn  Gila <0 +2C1 + Cs.
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Y oBOM ciyuajy HeypenbuBOCT (M, ) cnegy u3 uumweHulle aa je Pe6oB Tok R,
CauMIbEH O] TAUHMX KOHTaKTOMOpdu3aMa. O

Teopema 98. Heka je (M, ¢) 3aTBOpeHa KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, L. C M cKe-
JIeT HeKe CTpaHulle alanTYpaHe KOHTaKTHE OTBOPEHE KIbUTe U J; TIOAM3athe IMyTa
¢, U3 Gy G. AKO TIOCTOjM KOHTaKTOMOp®M3aM ) Takas fa je (L) N ¢, (L) = 0
3a cBe t > ( oHJa je KOHTakTHa XodepoBa HOpMa orpaHMUYeHa AYyXK ; U Mocie-
IUYHO, Ty ;. CrienujamHo, ako je ¢; MHAYKOBaHO Pe60BMM TOKOM Heke KOH-
TakTHe (hpopMe, oHJa je (M, &) HeypeaJbUBO.

Zoka3. IlpeTniocTaBMMO Aakiie Aa MocToje IyT (¢;):>o Y G ¥ KOHTAKTOMOP(M3aM
¢ TakBM fa 338 A = (J,5 o ¢i(L) Baku (L) N A = ().

Ha ocuoBy Jleme 95 nmamo
Pt = Gt 0 hu,
I7ie je CBaKo g; KOMIIAKTHO noapxaHo y M \ L, a cBako h, y M \ ¢(L). Ilpume-

TUMO Takohe 1ia je ¢(L) ckelieT HeKe CTpaHUILle Y HEKOj APYToj AeKOMIO3ULUjU
OTBOpEHE KIbUTE.

Ha ocHoBy nipetxongHor 1 TBphema 95 nmamMo f1a mocToju KoHcTaHTa C' > 0 Tako
Jasaceet > 0BaxNu [Gi|lo < CHm |ﬁt|a < (. Kao aupeKTHy Iocjieauily oBe
ynbeHulle 1ooujaMo u |p|, < 2C, mITO je u Tpebano oKasaTu. O

HammomeHa 99. V npeTX0gHOM J0Ka3y TOMEHYTO je 1a Ha OCHOBY KOHTaKTOMOP-
busma ¢ : (M,€) — (M,€) n KOHTaKTHe OTBOpeHe kwure (K, 6) Ha (M, ) mMo-
’KeMO JOOUTY HOBY KOHTaKTHY OTBOpeHy KibUTy Ha (M, £). KoHKpeTHO, pey je o
cnenehem ommrrom mpuHnniy. YBenumo o3Hake K/ = p(K)u @ : M\ K/ — S!
3a MpecInKaBame 1ato ca ' = § o ¢!, Tama Basku:

o (K’ 0") je mononowxka omeopera Krvuza Ha M.

3aucra, o1~ je ounrnemHo cybmepsuja, aakocai : K x D? — U C M 03HauMMO
OKONMHY noBe3a K 3a Kojy Baxku i(K x {0}) = K u i*0 = e, rlie je e yraoHa
koopamHara Ha D? \ {0}, oHza ounmienHo Baku ¢ o i(K x {0}) = K’ kaou

(Yoi) (0) =i (0 o)) =i* (B oy or)) =i*0 =e.

e ¢ je adanmupaHo Ha (K, 0).
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Ia 6ucmo oBo Buienu pukcupajmo ugeanny Xupyosy Gopmy S 3a (K, 0). Taga
nako mposepaBamo 1a 3’ = (¢ ~')* (3 3amaje uneanny XXupyosy dopmy 3a (K’ 0').
ViHTepuopu cTpaHuiia Cy Taja BajHCTMHOBE MHOTOCTPYKOCTY KOHAUHOT TUIIA Ca
JInyBunosum Gopmama [3|g-1(.). JIMyBUIOBO BEKTOPCKO I10/b€ CTPAHMIIE JATO je
Taga jeqHauMHOM i.df’ = [/, OGHOCHO Baxku

(Y1) dB = (v7)"B,

na cy JImyBmuiioBa BeKTOpPCKa I10/ba Ha CTapUM (Z,;) U HOBUM (Z,,) CTpaHULlama y
OUMI/IeAHOj penaunju ¢, Z, = Z,. 3ak/bydyjeMo Aa 1) 3aiCTa CJIMKa cKejeTe CTa-
pUX Yy CKeJleTe HOBUX CTpaHuUIla.

Kao nocnenuity Teopeme 98 mobujamo 1 yoIiTewe mpumMepa mponsBoaa cepa
St x S2, koju cmo obehann y [Mornasiby 5.2.

Tephemwe 100. 7" x S™*! ca craHgapoHOM KOHTAaKTHOM CTPYKTYpOM je Heype-
I/bJBAa KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT.

Zoxa3. e CmandapoHa KoHmakmua cmpykmypa

[TocMaTpajMo TayTOMOMIKY POPMY Ao, HA T*T™ =2 T x R™ u hopMy A¢c = %(:1: dy—
ydx) Ha C. HbuxoB 36up, .. + Ac, Taza je JinyBunoBa ¢opma Ha ITPOU3BOAY
T*T" x C. Ykomuko Ha T" = (S')" mocraBumo koopauuare (¢t ... e¢*) Ha
T*T" x C=T" x R" x C MoxkeMO nucaTu

1
)\:)\can—i-)\(czgxkdﬁk%—a(xdy—ydx).

Tapga jemHOCTaBHO AO0OMjaMo Aa je JIMyBUI0BO BEKTOPCKO I10Jbe AATO ca
1
Xy = ;xkaxk + §<x8x +y0,),
Ta BUAMMO [1a 3a CKYII ca 3Be3/1aCTOM I'pPaHMUIIOM MOXKeMO oabpaTu

T x S" = {(p,xl,...,a:k,x,y) S AL X(C‘ in—i—ﬁ—i—y?: 1}
k

" UJlea/iHa KOHTAaKTHA rpaHuila KOHTakToMop@dHa je ca

(Tn X Sn+1, A|Tn><5n+1 = Oé)
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OBaKo 100MjeHy KOHTAKTHY CTPYKTYPY 30BEMO CTaHAApAHOM Ha 1™ x S"Hl,
e OmeopeHa Krbuza Ha T" x S+t

PasmaTpatbe HacTaB/baMoO Y MUCTOM Mojeny. [TocTaBuMo

B := {(p,a:l,...7:1:n,z) ‘ 2z =0, in: 1} C T x S"tH

u 3agajmo pubpanujy 7 : T x S"M\ B — S can((p,z1,...,7,,2)) = arg(z).
JacHO, okoMMHA i : B x D? — T™ x S™*! Moske ce ogpenuTt eKCIIULIUTHO I10CTa-
Bbajyhu D? = {|z| < 1}. V nocMaTpaHUM KOOpAMHATAMA MMaMO

/\|B = Zxk d@k,
k

na je (B, ker \| ) KOHTaKTOMOP(QHO CTaHIapAHOM chepHOM paciojewyy 171",

[TocMaTpajMo jeqHy KOHKPETHY CTPaHUILY JjaTe OTBOpeHe Kibure P = 7 1(0), 3a
KOjy Baxku

PZ{(p,xh,_,,gjmz:x—|—iy)ET”XR”x(O’l]‘3;24_21%:1}'
k

Kako Baxxu dy|p = 0jepjey|p = 0 obujamo \|p = ), xy, df,. Huje Temko Bugetn
Iia je P 3ampaBo CMMILIEKTOMOPGHO ey AUCK paciojewa T x int(B™) — T*T"
YIIPaBO €a PeCTPUKLMJOM d oo, =, dxy, A dfy, T€ ¥ 1A je y OBUM KOOpAMHAaTaMa
ycinoB u3 [lebunuiiuje 30, Be3aH 3a OpMjeHTaIMjy TpUBUjaaaH. Vicrioctassba ce 1a
je MCITyHeHOCT YCJI0Ba Ha OBOj CTPaHUIIM IOBOJ/bHA jep MMaMO TauyaH CUMIIIEK-
romopdusaM ctpaHnna (P, dAcan) (Py, dAcan) BaT poranujom C-daxropa 3a yrao

[Tokasanu cMmo crora faa je (B,7) KOHTaKTHa OTBOpeHa KHUTra 3a <T” x St

(k2 dOi + 5(y do — z dy)) |Tnx5n+1>‘

JInyBUI0BO BEKTOPCKO Mojbe Ha T™ x B"(1) mato je ca Z = x;0,,. Mopamo yseTu
y 063Mp U IaTy mapaMeTpu3auujy

®:T" x B*(1) = P,

(P, 21, .., X)) (p,xl,...,xn, 1—Zx%>

k
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nomohy Koje nobujamo u JINyBUI0BO BEKTOPCKO Io/be Ha Py, rae us ¢,.(0,,) =
Oz, — “£0, 3aKIbyUyjeMO

Xz

Z=0,Z=> w10y —
k

2

1 —
S DT
A Xz

Bunumo Taga na je ckenet Loy (Po, A|p,) Y pa3MaTpaHOM MOJeTy CKYII

Lo=T"x {0} x {1} cT" x R" x C.

e Pe606 mok Ha T" x S"t1

JemHOCTaBHOM MpoBepoM yTBphyjemo fa je Pe6oBo mosbe Ha (1™ x S™ ) mato
ca
Ry =20, = 2(x0y — y0,).

Op6uTa Tauke (p, 0, 1) mpu Pe6oBoM TOKYy je crora {(p,0,e") | t > 0}, omHOCHO

A= Jpi(Lo) =T x {0} x S,

>0

Mopes 10 KOT CMO JOIIIM UCTpaXkuBaH je, y Behoj omrroctu, y [30]. KoHKpeTHO,
ped je o ToMme 1a je A npep-JlarpaHskeBo — MOAVKe ce 10 JIarpaHkeBe MOLMHO-
TOCTPYKOCTU Y CUMIUIEKTU3AIMjU — U KA0 TaKBO MOXKe ce ofi cebe pa3gBoOjuUTH
KOHTakTOMOpdu3MoM. IIperusHuje, moctoju ¢ € Cont(T" x S™1 £,,4) Koju 3a-
JIOBO/baBa

¥(Lo) N il Lo) = 0.

>0

OBMMe Cy UCITYEb€HM CBM YCJIOBU 3a mpuMeHy Teopeme 98 yripaBo Ha Pe60B TOK,
YyyMe je IoKa3 3aBpllIeH. O



I''maBa 6

O knacupuraumju KOHTAKTHUX
CTPYKTYypa y BUILMM AMMEH3ujaMa

6.1 3aBpHyTOCT

Y KOHTaKTHOj TOIOJIOTHj| TIOCTOj¥ OCHOBHA ITOfe/Ia KOHTAaKTHMUX CTPYKTypa Ha
3aspHyme u 3amezHyme. 3aBPHYTe CTPYKTYpe CY, Y CYIITUHM, TOIOJIOIMIKA a He
reOMeTPUjCKY 06jeKTH: 3a IbUX Baske h—TIPUHIIAIIN, T1a C€ bUXOBO MOCTOjatbe U
KIacudukaimja cBoge Ha ajre6apcKky TOMOMOTHjy. 3aTEerHyTe CTPYKType Cy, Ha-
CYIIPOT TOMeE, CYIITUHCKM FeOMeTpPHjCKe, Te UX je TI0 IMPaBMUTy 3HaTHO TeXe KiIa-
cuduKkoBaTm.

duMeH3Muja TpU

Hedbuunimja 101. Heka je (M3, £) KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT. 3a8pHymu Juck
je y/oskeHu IUCK D — M TakaB [Aa je

T,D =¢&, 3a CBako p € 0D.

KoHTakTHa CTPYKTYypa £ je 3a8pHyma yKOJIMKO TaKaB IMCK MTOCTOjU, a 3amezHyma
Y CYIIPOTHOM.

Ipumep 102. Ha R3 ca NWIMHAPUYHUM KOOpAMHATama (r, 0, z) mocMaTpajMo
KOHTAKTHY CTPYKTYpY

Eot = ker(cos rdz +rsinr d&)

mumuck D = {z =0, r < w}. 3ar = 7 gata 1-popma ce cBoau Ha —dz, na je &,; =
kerdz = T'D pyx 0D; nakine, D jecTe 3aBpHYTU OUCK. Fberosa kapakTepucTuIHa
donmjaumja D, MMa TayHO jeHy CUHIYJIApHY TauKy, Y KOOPAVMHATHOM II0YETKY,
IOK je 0D 3aTBOPEH JIACT.

85
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Teopema 103. (Enujawbepz [16]) Heka je M 3aTBOpeHa opujeHTMCaHa MHOTO-
CTPYKOCT nuMeH3uje Tpu. [IpuapykuBame KOHTAKTHO] CTPYKTYPU HeHOT 10J/ba
TaHTeHTHUX PaBHM YCIIOCTaBJ/ba OUjekinjy nsmelyy ckyra kimaca n3oTornuje 3aBp-
HYTUX KOHTAaKTHUX CTPYKTypa Ha M ¥ CKyla XOMOTOIICKMX KjIaca M0Jba TAHT€HT-
HUX paBHU Ha M.

Iaxkse, y iMMeH3Mjy TPU 3aBPHYTOCT je TOTITyHO (ekcHoOMIaH IojaM: cBakKa Xo-
MOTOIICKA Kjaca Mo/ba PaBHM CAAPKM TAYHO jeJHY 3aBPHYTY KOHTAaKTHY CTPYK-
TYpY IO Ha U30TOIIN]Y.

Buine numeH3uje

[TojamM 3aBpHYTOCTH y BUIIIMM JMMeH3MjaMa 3aXTeBao je HOBY KOHCTPYKIIHjy. Ue-
jaje may CJIMYHOM AYyXY IPYsKUMO oapeljeHO CBOjCTBO KOHTAKTHE MHOTOCTPYKO-
CTU Koje 6u omoryhmio gokasuBame rmaHgaHa Teopeme 103. [IpumeTnMo ogmax
Ila TIPOCTO IpenucuBame TeduHulMje U3 nMeH3uje Tpu Huje Moryhe, jep ako
6u D?" C (M?"1 ¢) 610 ynokeHM [AMCK ca CBOjCTBOM [ia 3a CBe p € OD Baku
T,D = &,, oHpa 6u 0D 6mna M30TPOIHA MOAMHOTOCTPYKOCT y (M2 ¢), u ca-
MMM TUM OuMeH3uje He Behe of n, 1mTo 3a n > 2 Huje moryhe.

[TpBM Kopauy Ka JebMHULMjU BUIIEAVMMEH3MOHATHE 3aBPHYTOCTM OCTBAapeHM
cy vy [38], roe Hupgepkpurep naje Bep3ujy 3aBpHYTOT AMCKAa HA KOMe KOHTaKTHa
dbopma MHOTOCTpPYKOCTM 3a/3aje oaroBapajyhy donujaunjy. OBakBy y0KeHY MO -
MHOTOCTPYKOCT Ha3uBa niacmukuimyege, a ’eHO IpUCYCTBO UCIIOCTaB/ba Ce Kao
OIICTPYyKIIMja 3a moIrymuBoCT. Jlo ogrosapajyhe medbunuiuje monase bopmas,
Enujambepr u Mapdu y [3], Te mokasyjy ciemehy TeopeMy, HakKOH uera aedu-
HULIMja [10CTaje CTaH4apaHa.

Teopema 104. ([3]) Heka je M?""! 3aTBOopeHa KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT. ITpn-
IPYKMBahe KOHTAaKTHOj CTPYKTYpM Ha M, CKOpPO KOHTaKTHE CTPYKType KOjy OHa
medbuHMIe ocTBapyje oujekumjy naMmehy cKymoBa Kjiaca M30TOIMje 3aBPHYTUX
KOHTAKTHMX CTPYKTypa ¥ XOMOTOTICKMX KIaca CKOPO KOHTAKTHUX CTPYKTypa Ha
M.

HeduHuiMja 3aBpHYTOCTH KOjy [Iajy 3axXTeBa AOCTa I10C/a, Te IIpeckauyeMo HheHOo
usnarame. Takohe, MaHa febuHMIMje je 'y TOMe IIITO je Beoma TelllKa 3a IpoBe-
putu. Crora, ciegehu kopak, y norieny BajbaHoCTU IeduHuimje, octeapyjy Ka-
3asc, Mapdu u IIpecac y [8], e majy unTaB HU3 jeTHOCTABHUjUX, TeOMETPUjCKUX
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KapakTepusaiuja 3aBpHyTocT. KibyuHa meljy ib¥iMa, 110 CBOjOj jeTHOCTaBHOCTH,
je cieneha.

[TocMaTpajMo KOHTAKTHY MHOTOCTPYKOCT (M2 £) e a,; € N(R?), KOHTaKTHY
dbopmy Koja meduHuMIIIe 3aBPHYTY KOHTAKTHY CTPYKTYDY &, Ha R3, u cTaHmapaHy
JInyBunoBy ¢opmy Ha C* 1,

n—1

)\st = = Z (l’j dyj — yj dll']) .

J=1

DN | —

Ucniocrassba ce ga je (M?"*1 ¢) 3aBpHyTa, aKO M CaMO aKo, IIOCTOj/ KOHTAKTHO
ynarame of, (R* x C"™!, ker(ay + Ay)) ¥ (M, €). JlomaTHo, MOKa3aHo je fia Mo-
CTOju M KOHCTaHTa R, Koja 3aBMCU camo of, U360pa «,, ¥ OUMeH3Mje n, TAKBa 14
ce KOHTaKTHO yJlararme y HaBeIeHOj KapaKTepu3alyju MOKe 3aMeHUTH Ca KOH-
TaKTHUM y/arambeM MHOTocTpykoctt (R? x D*"~2(R), ker(ap + Agt)).

Jour jemHa o KapakTepu3aliyja Koje Mmokasyjy yK/byudyje yrmpaBo TeopHjy OTBOpe-
HUX Kibura. Haume, KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT (M, ) je 3aBpHYTa, aKO 1 Camo
aKo, IOCTOju HeraTUBHO CTabMIM30BaHa OTBOPeHa KibMra KoMmnatubuiaHa ca (M,

£)-

6.2 IlommywmuBOCT

Heduaunuja 105. Heka je VV 3aTBOpeHa, OpujeHTMCaHa MHOTOCTPYKOCT U £ MO0-
3UTMBHA KOOPMjeHTMCaHa KOHTAaKTHA CTPYKTypa Ha 10j. Kaskemo 1a KoMITakTHa
CUMIUIEKTMYKA MHOTOCTPYKOCT (W, w) cumniekmuuku (jako) nonyrwasa (V, ), ako
je V opujenTtucana rpaumnna of (W, w), u w uMa IpUMUTUBHY HOpMy A, Ha OKO-
nuHu OW, unja je pectpukiiuja Ha V' = JW KoHTaKTHA popMa 3a &.

bnnsy rpanutie OW, npumutuHa Gopma A\ gedbuHuine JIMyBUI0BO BEKTOPCKO
nosbe X,, Te ce yCJIOB J1a je A|7y MO3UTUMBHA KOHTaKTHA ¢dopMa CBOAM Ha TO [Ja,
oy V, X, mokasyje TpaHCBep3aJHO Harosbe. V3 oBor passora, y caydajy Jebu-
Hutje 105, V 30BeM0o KOHBEKCHOM T'paHuUIloM of, .

3a IaTy KOOpMjeHTMUCaHy KOHTAKTHY MHOTOCTPYKOCT (V&) IPUPOLHO MOXEMO
npuyaty 0 KoHpopmanHoj Kinacu C'Sg, CUMIUIEKTUUKMUX CTPYKTypa Ha {. 3an-
CTa, aKo je v 61710 Koja KOHTAaKTHA popMa, OHAA da|e AedyHuIIe CTPYKTYPY CUM-
IJIEKTUMYKOT Pacyiojerba, Koja od n36opa dopme « 3aBUCHK IO HA pecKanampame. Y
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IVIMEH3Mju TpU, OBa OICcepBaliija JOBOAM 10 MpUPOIHe nedUHUIIMje Mabe pe-
CTPUKTUBHE Bep3uje nmomywuBoctu. Y cutyauuju Jebunuiuje 105 kaskemo n1a
w OOMMHMPA £ aKO BaXXM w|ry € CSe. Mnax, y [32], I0Ka3aHo je 1a je 0BO eKBU-
BAJIEHTHO jaKoj MOMyHUBOCTH, OYEBIIM Of, AuMeH3uje neT. Ctora, y [31], Maco,
Hupepkpurep u Benan najy cienehy, penakcupanujy nebununujy ciabe mory-
HbUBOCTU.

HNedbuuunuja 106. Heka je (W, w) KOMIAKTHa CUMILJIEKTUUKA MHOTOCTPYKOCT,
ca opujeHTMUCAHOM TpaHuloM OWW = V| Ha K0joj je maTa KOOpUjeHTHUCaHa KOH-
TaKkTHa cTpyKTypa . Kaxkemo na (W, w) cnabo nomymasa (V. ) a w c1abo jomu-
HIUPA &, aKO CY we U we + 'S¢ CUMILIEKTHYKE CTPYKTYpe Ha §.

OBaj yI0B je eKBMBAJIEHTaH Ca TUM [Jia CY
-1 -1
a A (da+we)" aAw

MO3UTMBHE 3arpeMuHCcKe ¢GopMe, 3a TPOM3BO/baH M300p KOHTAKTHE hopme .
VKONMMKO GUKCUPaMO HEKO o, IPETXOAHM YCIOB IIOCTaje eKBMBaJIeHTaH ca

a A (we +7da)" ! >0,

3acse T > 0.

6.3 DbypkoaoBe KOHTAaKTHe CTPYKType

Bugenn cmo ga TypcroH-BuHKenHKeMIepoBa KOHCTPYKIMja rapaHTyje MocTo-
jarbe KOHTaKTHe CTpyKType Ha 7°. [0 OBe UMibeHMIle MOITIM CMO Iohu u He-
mmocpenHo jep je T° mudeomopdHo cranmapmHoM chepHOM paciojemwy ST*172, a
T*T? Kao ¥ CBAaKO KOTAHT€HTHO Pac/Iojerhe JOIMYIITA CUMILIEKTUUKY CTPYKTYPY.
V [29] JIyi; 1979. ropuHe KOHCTpyMIlle KOHTAKTHY CTPYKTYpy Ha T°, mehyTum,
MMTame MMOCTOjatha KOHTAKTHE CTPYKType Ha 172" 3a n > 3 ocTaje Hepaspe-
LIeHO HapenHe aBaneceT Tpu roguHe. Tek HakoH JKMpyoBOr IoOKa3a [Ia CBaka
KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT AOITYIITa KOHTAKTHY OTBOpeHy Kwbury, ®penepuk byp-
’Koa JIoKasyje omiiTuje TBphewe — ako M?"1 momyiita KOHTAKTHY CTPYKTYPY
ponyiuTta je u M?*"+! x T2, CTpyKType Koje KOHCTPYyMILe II0CTajy Mo3HaTuje of
MUTaka Koje UX je MPBOOUTHO MOTMBMCAJIO U JlaHAC UX Ha3uBamo Bypxioaose
KoHmakmue cmpykmype. Ilornenajmo o uemy je peu.
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V Ilornasiby 4.2 BUAenU CMO J1a CBaKOj KOHTAakTHOj OTBOPEHOj Kibu3u (B, r) Ha
(M, &), MO)XeMO IPUAPY>KUTU KOHTAakTHY GopMmy a U paeduHumyhe npecinka-
Bawe f: M — C, TakBe 1a d(ﬁ) nebunMIe UaeanHe JIMyBuIOoBe CTPYKType Ha
crpanuuama. OBakaB map («, f), 3BaheMo penpe3eHmayujom KOHTaKTHE OTBO-
peHe Kibure. Y 0BOj HOTAIMjU, AajeMo 6J1aro yoIlTemhe aprymeHTa u3 [4], koje

ce 1ojassbyje y [27].

Hedbununuja 107. Bypxicoaosa KoHmakmua cmpykmypa puapyskeHa perpeseH-

Tauuju («, f), KOHTaKTHe OTBOpeHe Kure (B, ) Ha (M,§), y OOHOCY Ha CTaH-

IoapaHy opujeHTalunjy Ha T2 gaty ca do; A dps, 1aTa je KOHTAaKTHOM (GOpMOM
a=a+ fydpr — f,dps,

roeje f = f. +if,, a (o1, p2) CTaHZApAHE KOoOpauHATe Ha T2 = ST x St

OBako geduHMcaHa KOHTAKTHA CTPYKTypa ounriaemHo he 6utu T?-MHBapujaHT-

Ha. Jla 6ucMo omnpaBaanyu gedVHULINM]Y, OOHOCHO JOKa3a/IM Ja je o 3aiCTa KOH-
TakTHa ¢opMa, yBeaumo 1 cienehu mojam.

Hedbununuja 108. Heka je (M, &) 3aTBOpeHa KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT. Byp-
oa—BupoHenuna Konmakmua cmpykmypa € Ha M x T2, Koja gedopmuiie KOH-
TaKTHY OUCTPUOYLNjy & & TT?, je 6110 KOja KOHTaKTHA CTPYKTypa J00MjeHa Kao
jesarpo dopme a = « + 3, re je:

(1) a xoHTakTHA popma Ha (M, ),
(2) Blrmxizy) =0,3acBe z € T?,

(3) Blr(pyx12) j€ 3aTBOpEHa hopma,
(4) opmjeHTalIMja KOjy & MHAYKYje Ha M x T caske ce ca OpMjeHTaljoM IIPOu-

3BOJa.

Ia 6ucmo Buaenu Aa je cBaka bypskoa—bupoHenHa KOHTaKTHA CTPYKTypa XOMO-
TOITHA, KPO3 CKOPO-KOHTAKTHE CTPYKTYpe, ca (£ & TT?, da + n), mocMatpahemo
IBoIapameTtapcke hamunnje bopmu

Aes =0 =+, We s 1= doe + 0m.
Taza Baxku
Aes ATt = (a+epf) A (da+edf + on)" ™!
=a. A (da)"™ + (n+1Dda A (da)” An.
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Venosu (1)-(3) us Jebunuiiuje 108 mokasyjy

a: A (dao)" ™ =(n+1) (2(dB)* A A (da)" ™ + BAdB A (da)")
= 23 A (da)"H.

6.1)

[Ipema Tome, U a. A (da. )", u a A (da)™ An cy dopme 3amrpemute Ha M x T2, a 1o
YCIIOBY (4) OHe Cy MCTOT 3HaKa. 3ak/bydyjeMo Aa je (ker a., w, 5) CKOPO-KOHTAaKTHa
CTPYKTYpa Kaj rof ¢ u § Hucy ucroBpemero 0. Kaxko je ker oy = € @ TT?, ke/beHa
XOMOTOIIMja aTa je ca

O = wi_t 1, t €[0,1].

[IpumeTnMoO, OOAATHO, 1A CMO TTOKasaiu U Aa je (a.).-o GaMminja KOHTaKTHUX
dbopmu, 3a koje cy, o I'pejeBoj crabunHocTH, (ker o, ).~o KOHTaKTOMOpGHE.

Jlema 109. Hexa je (M, £) 3aTBOpeHa KOHTaKTHA MHOTOCTPYKOCT, IMMeH3Mje He
Mambe ofi, Tpu. [IpeTrocTaBuMo Jia je & = « + [ jenHa 1-popma Ha M x T2, roe o
1 [ 3amoBosbaBajy yciaose (1)-(4) Hebunuiinje 108. Tama MoskemMo 3armcaT

a=a+ fydpr — fydps,

roeje f = f. +if,: M x T? — C rnarka QyHKUMja, a (1, p2) KOOpAMHaTe Ha T2
Cneneha TBphema cy ekBMBaJ€eHTHa:

(1) @ je koHTakTHa hopma.

(2) 3acBe (p1,p9) € T?,map (a, f(-,e1,p2)) je perrpeseHTalja KOHTAKTHE OTBO-
peHe kmure Ha (M, ).

Hokas. e (2) = (1):
N3 (6.1) 3HaMO [1a je KOHTAKTHM YCJIOB 3a & AAT ca
(n+1) (2(dB)* A A (da)" " + B AdB A (da)™) # 0.
V3eBumn y 003up § = f, dpy — f, dps, BOOUjaMO:
BAdB = p2 dpr0 N dpy N dpo,
(dB)* = 2pdpp A das® A dipy A deps,
rae je f = peia, a dy; u3Boa y M-nipaBiuma. Jobujamo
aA(da)" =+ 1) (npdup Adyb Aa A (do)™

(6.2)
+ p2dpyf A (d@)”) A dpy A dps,
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IITO je YIIpaBo 3amuc y MojapHMM KoopauHatama (Gopme 3arpemuHe Ha M, ca
naTom JInyBUJIOBOM OTBOPEHOM KEbUTOM, 25y = | f|" T2 dONd (ﬁ) . 3aK/byuyjeMo

a A (da)"™ = (n+1)Qu Adpy Adps # 0.

e (1)=(2):
duUKCMpPajMo IIPOMU3BOBHO z € T2. IToTpe6HO je [a MOKaKeMO:
(i) 0 je perynapHa BpegHOCT IpeciuKaBamwa p — f(p, z);

(i) B={pe M| f(p 2) =0} #0;

(iii) 7 := ﬁ: M\ B — S'je pubpauuja;

(iv) d (ﬁ) nedbuHuIle uaeaany JIMyBMIOBY CTPYKTYPY Ha CBAaKOj CTPaHUIIN.

ITo (6.2), xopucrehm f(p,z) =0 < p(p,z) = 0 pdyp A dyb = darfo A das fy, 32-
KJbydyjeMo fa f(p, z) = 0 mosyaum dy; f, A das f, # 0, ogHOCHO, Baxku (i). CnuuHo,
Ha M \ B,dr =0 < dy0 = 0, IITO je y KOHTpagUKLUMju ca (6.2), nakie Baxu (ii).
Ia 61cMo 06U IpeocTalle yeIOBe pauyyHaMO

(dM(%))n = p”1+2 (=npdyp Aa A (da)" " + p*(do)™) .

[TpumeTumo may (6.2), d,6 moxkemo n3Byhu 13 3arpaje, Tako Ja jeqHaulMHa I10-
npuma hopmy

(n+ 1) p™+2 (dM(%>>" A dag A dpr A dips # 0,

T1a KaKo je cTpaHuiia garta ca f = 6, Baxku (iv). Konauno, ga 6mcmo mokasanu (iii),
MIPEeTIIOCTaBUMO Jia je B = (). Taza je cBaka cTpaHmiia, gaTa ca f = 6, 3aTBOpeHa
MOAMHOTOCTPYKOCT of, M , iuMeH3uje 2n, Ha K0jOj je maTa CMMIUIEKTHUYKa popma
d(%). 3an > 0, CrokcoBa Teopema Jiaje KOHTPaAUKIIN]Y. O

BypkoaoBe KOHTaKTHe CTPYKType J0o6MujaMo y CIielyjaJHoOM CIy4ajy Kajaa ona-
6epemo na f 6yne mebunumryha dbyHKiMja OTBOpeHe Kibure (B, 7) Ha , Jakie
KOHCTaHTHO II0 KOOpAMHATaMma Topyca. Y CIy4ajy [a je KOHTakKTHa OTBOpeHa
KEbJUIa 3a7aTa aliCTPakTHOM OTBOPEHOM KUIOM (P, ), MPETXOLHO OMMCAaHOM
KOHCTPYKI[MjOM 106MjeHy KOHTAaKTHY CTPYKTYpY Ha O B( P, ¢) x T? o3HauaBahemo
ca BO(P, p).
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6.4 Hexonunko npumMmepa

VcmocTaBiba ce 1a je OUCKyCKja O YOIIITeY BypkKoaoBMX KOHTAKTHUX CTPYK-
Typa BeoMa KOpMCHa 3a UCIIUTHBaKe (jiabe TomnymwuBocT. Hanme, Beoma jen-
HOCTaBHO J00MjaMo J1a ce ciaba MOMyHhUBOCT, ca 6a3He KOHTAaKTHE MHOTOCTPY-
KOCTH, JI0 Ha U30TOIN]jy, TPEHOCHU U Ha 106ujeHy BypskoaoBy MHOTOCTPYKOCT.

Teopema 110. Heka je (V, £) KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, (J1abo nomymweHa ca (W,
w), ¥ HeKa je (B, ) 6uwio Koja KOHTaKTHA OTBOpeHa kwura Ha (M, ). [Ipuapy-
’keHa BypskoaoBa KOHTaKTHA CTPYKTypa Ha V' x T M30TOIHA je, Tama, KOHTaKT-
HOj CTPYKTYpU Koja ce Moxke cyiabo momyuutu ca (W x T?, w+n), rae je n dopma
3anpemuHe Ha 72,

Hoxa3. Tlocmatpajmo bamuanjy moavduroBauux bypskoaoBux hdopmu o, u3 Jle-
dbununuuje 107, Te popmupajmo pamminjy rnoanHoMma

P.(t) := a. A (tdae +w +n)",

ca koebunmjenTnMa y Q23 (V' x T?). Y ckiany ca Oedunuimjom 106, skenmmo
Ia onpenumo ¢ > 0, TakBO Ja je 3a cBe ¢ € Ry, P.(t) > 0. Bogehu unan osor
MOJIHOMA je

o A (da)" T = 2 a A (do) THT

0HOCHO, Bogehu KoedbuiujeHT je 0 3a ¢ = 0 U CTPOro Mo3uTHUBAH 3a ¢ > (0. 3a
¢ = 0 umamo

Py(t) = a A (tda + w + 7)™
=n+1)aA(tda+w)" An,

IIITO je CTPOro MO3UTUBHO 3a t € Ry, jep je (W, w) cnabo nomymweme of, (V).
Taxohe u Bonehu koepuumjeHt, a A (da)™ A n je ctporo mosutusat. [Ipenasak ca
PyHa P., ¢ > 0, mpeAcTas/ba Maly nepTypoaiujy KoedpuiijeHata MoamMHoMa, jep
je P. rnatko 1o . Kako a A (da)™ A nt" noMMHMpPA OCTasie WiaHOBe 3a JOBO/HHO
BeJIMKO t, MOXeMO ofabpatu to > 0 M gy > 0 Tako fja 3a cBe € € [0,g9) U t > o,
Baxu P.(t) > 0. C gpyre cTpaHe, Kako je F CTPOTrO MO3UTUBHO Ha KOMIIAKTHOM
0, ¢0], Mmoskemo opmabpaTu u £; > 0 TakBo ga je P.(t) > 03acBeec € [0,e1) U
t € [0,to]. KoHauHo, 3a 6us0 Koje 0 < ¢ < min{eg, e;} uMamo F.(t) > 0, 3a cBe
t € Rxq. [locnegyuano, (W x T2, w + n) cnabo nonymasa (V x T2, ker o). O
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3a jemaH pe3yjaTaT O jaKoj MOIYHMBOCTHU, Pa3MOTPUMO ciieehy, IpupoaHy ae-
KOMIIO3U1IYjy jeHe Kjace KOHTAaKTHUX MHOTOCTPYKOCTMH.

HDedbununuja 111. Heka je mat upeannu Jinyswios nomeH (V,w) 1 HeKa je A
jemHa mpuMMUTHMBHA Hopma 3a w, a u HeHeraTuBHA QyHKIIMja ca peryJlapHUM CKy-
noMm HuBoa {u = 0} = dV. KoHTakTHY MHOrocTpykoct (V' x S', ker(udt + ul))
Ha3uBamo JKupyosum 0OMeHOM.

HammomeHa 112. OBako neduHMcaHa KOHTaKTHA CTPYKTYpa, 10 Ha U30TOINjY pe-
JATUBHO y OGHOCY Ha TpaHUIly, He 3aBUCK off u360pa u 1 A, Beh camo off ujeanHe
JInyBuioBe CTPyKType w.

ITocmaTtpajMo S!'-MHBapujaHTHE KOHTaKTHE CTPYKType Ha V x S!. XumeproBpiim
obmuka V x {pt} cy Taja KOHBEKCHe, IIITO BUAMMO M3 UMEbeHMUIIE [a je, 3a S'-
MHBApUjaHTHY KOHTAKTHY CTPYKTYPY, BEKTOPCKO MOJbe Oy, IHe je § KoopauHaTta
Ha S', KOHTaKTHO M TpaHCcBep3aaHo Ha V x {pt}. Kao mTo je onmcano y Ilpumepy
64, mobujamo Taga aekommosuiujy V. = V., U V_, Ha ugeanHe JInyBuiaoBe mo-
meHe V, u V_, Ha KojuMa je 0y MO3UTUBHO, OGHOCHO HETaTUBHO TPAHCBEP3AJIHO
Ha KOHTAKTHY CTPYKTYpY. 3axBajbyjyhu S'-MHBapujaHTHOCTH, cama MOXKEMO BH-
metu gaje V x S mobujeHo nemmperem JKupoBux nomena V. x St u V_ x St o
3ajegHnukoj rpaHutu I' x S', roeje I' = 9V, = OV_, meobuu ckyny V x {pt}. ¥
[5] mokasaH je cimemehu KpuTepujym jake OMyHUBOCTMH.

Teopema 113. IIpernoctaBumo ga V2" x S momyuira jako monymusy, S*-uHBa-
pUjaHTHY KOHTAKTHY CTPYKTypy. Heka V, u V_ uMHe mpeTXOAHO OMMCAHO KOH-
BEKCHO IleMame MHorocTpykoctu V, I' = 9V, = OV_ meobHM CKyII, 3a KOju J0-
IATHO ITPETIIOCTaB/baMo Jia je ToBe3aH, 1 Heka je (W22, w) monymere on V x S1.
[TocMaTpamMo MHKIIy3Mje, Ka0 U MHAYKOBAaHA MPeCIMKaBamha Y XOMOJIOTUjI:

F—=Vy,—=W,
H.(,Q) -5 H,(Vi,Q) — H.(W,Q).

Taga, Kpyra MHKITY3Mja MHAYKYje MHjeKTUBHO MpecanKaBamwe Ha Im(/1.).

V cnyuajy BypskoaoBe KOHCTpyKLMje, jacHO, mooujamo 12-MHBAapMjaHTHY KOH-
TaKTHY CTpYKTYpy. OHa je Tajga TpuBujanHo S'-uuBapujaHTHa. lllTaBuiie, BUCOK
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CTeIeH eKCIUTMIIUTHOCTH Y TOj KOHCTPYKIMju oMoryhaBa HaM J1a BeoMa Ipery-
3HO OMMIIEMO ITPETXOAHO IOMEHYTY JeKOMIT031IMjy Ha KupoBe mnomeHe. duk-
cupajMo O3HaKe 3a chepe Koje unmHe Topyc, 7% = S} x S,. TlocmaTpamo KOH-
TaKTHO BEKTOPCKO I107be J,,, ¥ XUIeprioBpur M x St x {yo}. @yHKIMja u, u3 IIpu-
Mepa 64, nata je, umajyhu y suay Jebunuinjy 107, ca

u=(B+ fodx — f,dy)(0,) = —f, = —psinb,

roe p = |f| n 0 = arg(f) majy 3anuc @pyHkuuje f y nonapHuUM KOOpAMHATama.
IleobHM CKy je Tama

I={psind=0}={p=0}u{f=0}u{f=n}CMxS.x{yl,

OLHOCHO, YHUja cTpaHuua Py u P,, Ipyu eKOMIIO3ULIKju OTBOpPEHe Kbure (B, 7).
Uneanuu JIMyBUIOBY TOMEHU KOjU Iajy AEeKOMITO3ULIMjy XumeprnoBpim M x S!
cy:
Ve, ={sinf >0} xS, V._={sinf <0} xS

MokeMO UX CXBaTUTU Kao MO TMOJIOBMHY OTBOpPeHe Kibure JaTe Ha M, IIOMHO-
xeHy ca S!. IIpu KopecnoHAeHIMjU U3Mel)y KOHKPETHUX U allCTPaKTHUX OTBO-
peHUxX Kibura, omnmcaHoj y TBphemwy 26, MokeMO BUIETU [a je, IlaTko, V. =
Px D*S!, rneje P crpanuiia onroapajyhe arcrpakTHe OTBOpPeHe Kibure. Bypsko-
a0Ba KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT je HUIIITA APYTo A0 ABa )KupyoBa foMeHa V. x S;
nuvV._ x S;, 3ajIerybeHa 1o CBOjOj 3ajeJHUYKOj TPaHULIN.

Hammomena 114. T2-uHBapujaHTHOCT Bypyk0aoBMX KOHTaKTHUX CTPYKTYpa Hije
HaMm upesieBaHTHa. OHa rapaHTyje cJiob6oay pyu U360py KOOpAMHATA HAa TOPYCY,
CIelujaHo, 3a MPOU3BO/BHY IPUMUTUBHY Kiacy y H,(T?,7) MokeMo TpeTIio-
CTaBUTH Jia je TIpeCcTaB/beHa yrpaso ca S.. HajjemHocTaBHMjU HAUMH [1a OBO BU-
IOMMO je ma nmocmartpamo audeomopdusam Ha M x T2, koju GUKCHUpa Tauke Ha
M, aHaT? je gat npousBo/bHUM A € SL(2,7)

Teopema 115. IIpetnioctaBuMo 1a je (2n + 1)-gumeH3noHanHa bypkoaoBa KOH-
TaKTHa MHOTOCTPYKOCT BO(P, ¢), CTPOr0 CUMIUIEKTUYKM TOMyweHa ca (W, w).
Tapa, MHKIy3Mja cTpaHuLe P,y nonymwemwe W, nata ca

P — OB(P,p) x {pt} — BO(P,¢) = 0W — W,

MHAYKYje MHjeKTUBHO MpecIKaBame y palyoHaIHOj xoMmonoruju. Takohe, nH-
KJIy3uja
T? < BO(P, ) — W,



ITIABA 6. O KITACU®UKALINJHU KOHTAKTHHUX CTPYKTYPA Y BUILIIUM
AUMEH3HUJAMA 95

MHJYKYje MHjeKTUBHO MpecaKaBamwe y paliiOHaIHOj XOMOJIOTUjH.

Hoka3. Vimajyhu y BUIy NpeTXOOHY AUCKYCHjy O MHAYKOBAHO] AE€KOMITO3UIUjU
Byp:koaoBMX MHOTOCTPYKOCTH, MHKIIY3Ujy CTPaHULIE MOKEMO BUAETU Ko

PoT <V, 2PxDS'~PxSt

1a je OHa XOMOTOITHa MHKIY3uju bhubpe P x {pt} y P x S'. Ilo KunetoBoj dop-
mymu, H,(Vy) = H,(P)® H,(S'), na P < T MHAYKYje MHjeKTUBHO MPEeCIKABabe
y paloHaaHoj xoMmosoruju. Tepheme Taga cneau nupekTHo 13 Teopeme 113. Ha
UIEHTMYAH HAUMH BUIMMO [1a je ¥ MHK/Ty3uja S} — TV MHjeKTUBHA y palioHa-
HOj XOMOJIOTUjH.

Hae,
H\(T*7) — H\(T?,Z) ® Q = H\(T?,Q)

a—a®1

je MHjeKTUBHO, Te Kako 1o Hamomenn 114, S! moxke 6uTtu omabpaHo Tako jaa
TpeCcTaB/ba OMIIO KOjy MPOM3BOBHY MPUMUTUBHY KJIaCy Y XOMOJIOTUjH, 3aKJbY-
YyjeMo [ia je MHAYKOBaHO IpecinkaBawe H, (T2, Q) — H,(W,Q) uHjeKTUBHO.
ITo TeopemMu 0 yHUBEP3aJIHMUM KoepHUIMjeHTMMA 3a KOXOMOJIOTHjY, MMaMo Jia je
H.(T?,Q) — H.(W,Q) “HjeKTMBHO aKo 1 caMo ako je H*(T? Q) — H*(W,Q)
cypjektuBHO. OBO cienu U3 MHjeKTUBHOCTU Ha H;, HA OCHOBY CTPYKType Kall
npousBona Ha H*(T?, Q). O

Ila 6ucMO MCKOPUCTWIN TIpeTXoAHa TBphemwa ma rmpousBenemMo ImpuMep ciabo,
aJIM He ¥ jaKko IOIybMBe KOHTAaKTHE MHOTOCTPYKOCTH IIPOM3BOJ/bHE AMMEH3Mje,
BpaTMMO Ce Ha I1ojaM cTabmimnsanuje Koju cmo Bugenu y Ilpumepy 40. Haume,
Baxku cienehe TBpheme.

Teopema 116. Heka je (M,£) = OB(W,\,¥) u D 6uio koju JlarpaHxkeB IUCK
y (W, )\) ca JlexxanapoBom rpanutiom 0D C (OW, ker \). Takohe, ca (S*"+1 ¢ )
03HAYMMO KOHTaKTHY CTPYKTypy O B(D*S™ 7~ 1), rme je 7~ unuseps Jlen-3ajae-
noBor yBpTama u3 I[Ipumpa 40. Taga cy MHOTOCTPYKOCTU ToOMjeHe TTO3UTUBHOM
M HeTaTUMBHOM cTabuimsanujom nyxx D nudeomopdue ca M. IlosutuBHa cTabu-
nu3anyja je KoHTakToMop@dHa ca (M, £), a HeraTMBHa Ca KOHTAaKTHOM [TOBE3aHOM

cymoM (M#S?™!, E4¢_).
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Ilokas oBe Teopeme Cjleay M3 OMINTHUjer TBphewa, Be3aHOr 3a JIpyrauymjy KOH-
CTPYKIINjY, KOjy 30BeMO KoHmakmua Mupacazujeéa cyma. OHa ce cacToju Of iBe
KOHTaKTHe MHOTOCTpyKocTHu (M;, &;) = OB(W;, \;, ¥;) u nBa JlarpaHxkeBa Ayucka
D; ¢ W;, caJlexxanapoBum rpauunamay oW;, i = 1,2. Taga, Ha OCHOBY TeopeMme
0 OKO/IMHM JlarpaH>keBUX MOAMHOTOCTPYKOCTY MOKEMO HAIpaBUTU UIEHTUDM-
Kaiuje

(Ui7Dia)\i|Ui) = (Dn X Dn, D" x {O}, A= ij dy] —Yj dij),
j=1

Te Gopmupaty HOBM JInyBuI0B foMeH, uaeHTuGuKyjyhn U; u Us Kpos (x;,y;) —
(yj, —z;) Ba 6ucmo mobumu (W, \). MoHogpomujy Ha (W, \) 3amajemo ca Wy o Uy,
rZe roApasyMeBamo 1a cMo aate Wy, Uy TPOLYKUIN UIEHTUTETOM BaH BbUXOBUX
KOoMITakKTHUX Hocaya y Wy, W, C W. KOHTaKTHY MHOTOCTPYKOCT

OB(W, A\, ¥y 0 Wy),
Taga 30BeMO KOHTakTHOM MwupacarujeBom cymom on, OB(Wy, Ay, V1) u OB(Wj,

Ao, Uy).

Teopema 117. OnncaHa KOHCTPYKIIMja KOHTaKTHe MupacarujeBe cyme MHAYKYje
KOHTAaKTHY [T0OBEe3aHy CyMy, [Ipeliu3Huje

OB(W, A\, Wy 0Wy) = (Mi#M,, §&#E0).

Hoka3. Bunetu Tephemwe 2.6 y [7]. O

Iloka3 ce cBoau Ha neduHKcamwe pasaBajajyhe chepe S. Pagu unryuinuje, obja-
IIKaBaMo OBaj Kopak. YHyTap M = OB(W, A\, ¥, o V), okonnHa nosesa O naTa
je ca O = OW x D?. Topyc npecinkaBama ¥y o U, MOKEMO BUIETH Kao JIET/behe
IBejy KOHTaKTuU3aLuja

J— (x771)N(‘lj (x)vl)v
MO = (W x ([=2,-1u1,2])) /i Vo)
Ca U osHauumo uaeHTudurosane U, u U, yayrap W. Tapa rpanuity o U mo-
xxeMo nofgenutut Ha O\U u LU, the je o;U = (0D;) x D", geo rpanutie ox, U ca-
IpskaH y KOHTAKTHOj rpaHuIy cTpanuie W;, koju ¥,; dukcupa Tayka I10 Tauka.
PaspgBajajyhy cepy MmoskeMo geduHMUcaTH Kao CKyT

S=(Ux{=2})u(Ux{1})U (61U x [-2,—1]) U (U x [1,2]) U (UNOW) x dD?),



ITIABA 6. O KITACU®UKALINJHU KOHTAKTHHUX CTPYKTYPA Y BUILIIUM
AUMEH3HUJAMA 97

TIpU YeMy je 3aucTa ped o chepu jep 1o MPeTXOLHO OMMUCAHUM UIeHTUMKALY-
jama umamo U x {—2} = U, (U) x {2} u U x {1} = ;1 (U) x {-1}, nok ¥,
dukcupa 0,U, a ¥, bukcupa 0,U, Tauka 110 TauyKa.

Jlerberbe KOje UMHM [a OBM CETMEHTM 3aucTa MpeAcTaB/bajy cdepy nmpukasaHo
je Ha cmuy 6.1, e je mowu ,moknonan”, U x {—2}, npencrasibed ca Ui (U) x
{—2} (oBO MMa cMumca yrpaBo 360r Masonpehammer KoMmeHTapa o ¥y, = id),
a merosa konuja U (U) = Uy0 Uy (¥ (U)), HaLpTaHa je Ha HUBOY 2, TAKO 1a Kao
3a 01U x [—2,—1], 6yze jacHO 11ITa je APyTu ,Hokionan” 3a AU x [1,2].

P10

Cnuxka 6.1: PasnBajajyha cdepa

W3 omuca crabunusaiuje gator y Ilpumepy 40, jacHo je ga cy TO3UTUMBHA U Hera-
TUBHA CTa6MIN3alMja HALITA APYTO 10 KOHTaKTHe MupacarujeBe cyme ca (S £) =
OB(D*S™,7) u (S**t!1 ¢ ) = OB(D*S™,77') penom, ofmakie cienu nokas Teo-

peme 116.

ITpumep 118. [locMaTpajMo KOHTaKTHY MHOTOCTPYKOCT (M, §) = OB(W, ). Ebeny
KOHTaKTHY MOBe3aHy cymy ca (S2" ! &) = OB(D*S", 1), rAe je T MO3UTUBHO
Ien—3ajmenoBo yBpTame, Ha3MBaMO HeHOM MO3UTUBHOM CcTabmiusanyjomM. o
Ha KOHTaKToOMopdu3am, MO3UTUBHOM CTaOMIM3A1IMjOM, HUIITA Ce He Merba. CTora,
ako je (M, ¢) cnabo nonywuBo, Ha ocHOBY Teopeme 110, u OB(W, , ¢, ) je ciabo
nonywyuBo. C Ipyre crpaHe, YKOJIMKO uckopuctumo Teopemy 117, na pasma-
Tpambe MpebanyMo y KOHTeKCT MupacarujeBmx cyma, MOXeMO BUIeTH 11a je chepa
KOja ce mofaje MpUJIMKOM cTabuimsaiivje, pemMaa HeHy/la Yy XOMOJIOTHjU HOBe
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crpauuiie W, Hyza y Xomonoruju M+#S?"+1 = M, jep 1ena jexku y KOHTAKTHO]
aontu D*+1 = §2nt1\ D rne je D Oap6yosa jnomnTa usBahena us S*" 1, na 6u
ce KOHCTpyMcasia IoBe3aHa cyma. MHK/Iy3uja CTpaHulle He MOKe, JaKie, MHIY-
KOBaTU MHjeKTMUBHO MpecIMKaBamwe y XOoMoaoruju, Te o Teopemu 115, OB(W,,
4 ) HUje jaKko IMOIymhMBa KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT.

3a Kpaj, HaBOAMMO U jefaH pe3y/TaT, UMjy ce 3Hauaj orjena y Haau Kojy yamuBa
rpen UCTpakuBamwa Koja cinefe. Peunma [loHaTtana boyneHa [42]: ,,YKonuKo He
pasymemo cdepy, KaKko Ia pazymemo omio mra?”

V [2] moka3aHoO je ga cy cBe KOHTaKTHe CTPYKType NobujeHe BypskoaoBOM KOH-
CTPYKUMjOM 3aTterHyTe. OBaj pe3yaTaT MOXKe Ce MCKOPUCTUTU 3a IPOHAIAKEHE
MHOTUX 3aTe€TrHYTUX CTPYKTYypa, KOje HUCY jaKO IOIyHhMBe, Te OOMPUHETU OY-
6/beM pa3ymeBatby pasaMUNTUX Kaca BUIIeMMeH3MOHATHMUX KOHTAaKTHUX MHO-
rocTpykoctu. Tako, y [6], kopuctehu n3y3eTHO Jiery TeXHUKY J1a Cy361jy TOIO-
norujy Topyca y S~ x T2, ayTopu rokasyjy cienehe tspheme:

Teopema 119. (Teopema b y [6]) 3a cBe n > 2, chepa S** ! momyiiTa 3aTerHyTy,
He jaKo MONY’hUBY KOHTAKTHY CTPYKTYDY.
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